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Apêndice A 

Este apêndice descreve os tipos de incertezas que geralmente são 

encontradas em projetos de investimento. 

Tipos de Incerteza em Projetos de Investimento 

Do ponto de vista econômico, os tipos de incertezas que geralmente se 

encontram em projetos de investimento e inovações tecnológicas são dois: a 

incerteza de mercado e a incerteza técnica. 

Incerteza de Mercado 

A incerteza de mercado deve-se a fatores externos ao projeto, sendo 

geralmente representada pelas oscilações estocásticas do preço do produto e pelos 

custos. Esta incerteza está correlacionada aos movimentos gerais da economia, 

que, por sua vez, estão sujeitos a acontecimentos aleatórios como recessões, 

guerras ou descobertas de novas tecnologias. 

Este tipo de incerteza não pode ser reduzido com a realização do projeto, 

dado que os preços dependem exclusivamente de fatores externos. 

Segundo Dias [80], as incertezas de mercado afetam negativamente os 

investimentos e não podem ser totalmente diversificáveis. Quanto maior a 

incerteza de mercado, maior a tendência por parte do investidor de esperar, ou 

maior o retorno exigido para que se inicie a produção. Muitos projetos que estão 

“in the money” são postergados e só são realizados projetos “deep in the money”.

Isto é, quanto maior a incerteza do mercado, maior a exigência de lucratividade do 

projeto para que o gerente exerça a opção de investimento. 

Incerteza Técnica 

A incerteza técnica se deve a fatores internos ao projeto, como a incerteza 

sobre o tamanho da produção e o desempenho dos projetos em função do emprego 
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de tecnologia. Esta incerteza não é influenciada pelos movimentos 

macroeconômicos. 

Segundo Dias [80], este tipo de incerteza caracteriza-se pela redução de seu 

valor a medida que os investimentos são realizados. Assim, todo investimento traz 

benefício adicional de redução de incerteza e a teoria das opções é capaz de 

quantificá-la. 

Logo, a diferença entre um investidor que possui uma carteira de ativos 

financeiros e um gerente que possui uma carteira de projetos é que o investidor 

não pode tirar vantagem da incerteza técnica para maximizar sua riqueza; o 

melhor que pode ser feito é diversificar a carteira de forma a tornar esse risco 

irrelevante. Ao contrário do investidor, o gerente pode agir revisando a alocação 

de recursos de forma a tirar vantagem da incerteza técnica e maximizar o valor da 

empresa. 
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Apêndice B 

Este apêndice descreve as técnicas de redução de variância usadas nesta 

tese.

Técnicas de Redução de Variância 

A simulação Monte Carlo é muito usada para avaliar o valor esperado de 

uma variável, a qual é função de várias variáveis estocásticas, que não pode ser 

tratado analiticamente. Neste contexto, um dos métodos usados para a 

precificação de opções americanas é a combinação da simulação Monte Carlo e a 

programação dinâmica. 

Normalmente, a simulação Monte Carlo usa o procedimento de simple 

random sampling (SRS) ou pseudo-aleatório para gerar amostras de uma 

determinada distribuição, sendo amplamente usado devido a sua simplicidade. 

Porém, para se reduzir o erro da estimativa do valor da opção (equação (15), 

capítulo 2), a amostra deve ser muito grande, para que se atinja uma precisão 

aceitável. Entretanto, quanto maior o número de amostras, maior o custo 

computacional. O erro das estimativas pode também ser reduzido se o desvio 

padrão das estimativas puder ser reduzido de alguma forma.  

Deste modo, métodos de redução de variância são de grande importância 

para melhorar a precisão da estimativa do valor da opção. Neste trabalho foram 

utilizados como técnicas de redução de variância o Latin Hypercube Sampling e 

as seqüências de baixa discrepância ou Quase Monte Carlo. 

Um caminho para reduzir a variância é espalhar as amostras o mais 

uniformemente possível sobre o espaço amostral. Esta é a idéia básica de várias 

técnicas conhecidas como métodos Quase Monte Carlo. Esta uniformidade pode 

ser conseguida estratificando-se o espaço amostral (distribuição de probabilidade). 

Estratificação: envolve a divisão em intervalos iguais ou de preferência 

com probabilidade de ocorrência iguais. Tomam-se amostras de cada intervalo, de 

acordo com a sua probabilidade. Se o número de intervalos for grande, a média ou 
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mediana condicional do intervalo pode ser usada como valor representativo para o 

intervalo. 

Latin Hypercube Sampling 

McKay, Conover e Beckman [9] introduziram o Latin Hypercube Sampling

(LHS) para reduzir a variância da simulação Monte Carlo. Owen [10] and Tang 

[11] generalizaram o LHS usando arranjos ortogonais. 

Latin Hypercube Sampling [9] [41] [78] foi sugerido como uma técnica de 

redução de variância, mas pode também ser visto como uma técnica de seleção, 

onde a seleção dos valores da amostra é altamente controlada. 

A base do LHS é a total estratificação da distribuição amostrada com uma 

seleção aleatória dentro de cada estrato. Os valores da amostra são embaralhados 

aleatoriamente entre diferentes variáveis.  

Ao se usar o LHS só para amostrar uma variável, as amostras são geradas 

baseadas no método da transformada inversa, apresentado na equação (57). 

kjninUiFxh jjiji ,,,1,,,1/11
, (57)

onde jixh , é uma amostra obtida por LHS, ji,  são dimensões do LHS; kn,  são 

estados de cada dimensão do LHS; Ui são amostras aleatórias independentes de 

uma distribuição uniforme [0,1]; UF 1 , 1,0iU , é a transformada inversa 

para uma distribuição de probabilidade particular de entrada (em muitas 

aplicações é utilizada a inversa da distribuição normal cumulativa). 

Entre os principais resultados teóricos acerca do LHS tem-se: as estimativas 

do LHS são não viciadas [10] e a variância das estimativas é assimptoticamente 

menor que com o simple random sampling [83]. Avramidis e Wilson [84] 

mostraram que as estimativas de LHS têm um erro quadrático médio 40% menor 

do que as estimativas com simulação Monte Carlo com SRS para o verdadeiro 

valor.

A Figura 34 apresenta duas amostras aleatórias de 1000 pontos de uma 

distribuição normal, a primeira obtida com SRS e a segunda, com LHS. No 

histograma e no gráfico do QQ-plot, teste básico de normalidade, pode-se 

observar que a amostra obtida com LHS é mais representativa da distribuição 
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normal que a obtida com SRS. Isto significa que com LHS são necessárias menos 

amostras para representar uma distribuição normal do que seria necessário usando 

SRS (ou números pseudo-aleatórios). 
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Figura 34 - Histograma e QQ-Plot para amostras aleatórias obtidas com SRS e 

com LHS. 

Seqüências de Baixa Discrepância ou Quase Monte Carlo 

Nestas seqüências é usada uma pré-seleção determinística de pontos de 

modo a se preencher igualmente todo o domínio da simulação. A utilização de 

seqüências de baixa discrepância, também chamadas de seqüências quase 

aleatórias, pode acelerar substancialmente a convergência da simulação Monte 

Carlo, devido à necessidade de um número menor de simulações para atingir a 

precisão desejada [6] [8] [41] [85] [86]. Existem três tipos de seqüências de 

números quase aleatórios: seqüência quase aleatória de Faure, de Sobol e de 

Haltom [87] [88] [89]. 
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Na Figura 35 apresentam-se duas amostras de 1000 pontos, obtidas, 

respectivamente, de uma seqüência pseudo aleatória bidimensional e de uma 

seqüência de Sobol bidimensional. Como pode ser visto na Figura 35, os pontos 

correspondentes à seqüência pseudo aleatória não estão uniformemente 

distribuídos ao longo do espaço retangular, apresentando regiões não preenchidas 

e regiões onde existem agrupamentos de pontos. Já os pontos da seqüência de 

Sobol preenchem o espaço bidimensional de maneira mais uniforme, evitando 

agrupamentos e regiões sem pontos. A Figura 36 apresenta duas amostra de 1000 

pontos de uma distribuição normal, a primeira obtida a partir de uma seqüência 

pseudo aleatória e a segunda de uma seqüência quase aleatória de Sobol. 
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Figura 35 – Comparação de pontos de uma seqüência pseudo aleatória e 

seqüência quase Monte Carlo de Sobol. 
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Figura 36 – Comparação de duas amostras de uma distribuição normal obtidas de 

uma seqüência pseudo aleatória e seqüência quase Monte Carlo de Sobol. 
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Apêndice C 

Este apêndice descreve o conceito de processos estocásticos e descreve os 

processos estocásticos mais usados para modelar os preços das commodities.

Processos Estocásticos 

Uma variável cujo valor muda de forma aleatória com o tempo segue um 

processo estocástico. Estes processos podem ser classificados como a tempo 

discreto ou a tempo contínuo. Em um processo estocástico a tempo discreto o 

valor da variável muda apenas em determinados pontos fixos no tempo, enquanto, 

num processo estocástico a tempo contínuo as mudanças podem ocorrer em 

qualquer tempo. 

Existem vários processos estocásticos usados para modelar os preços das 

commodities; a seguir serão descritos os processos estocásticos mais usados. 

Processo de Markov 

O processo de Markov é um tipo específico de processo estocástico onde 

apenas o valor corrente de uma variável é relevante para se prever o futuro. O 

histórico de uma variável e a maneira como o presente emergiu do passado são 

irrelevantes, ou seja, o valor atual da variável encerra todas as informações 

contidas em seu histórico de valores passados [1] [6]. 

Processo de Wiener 

O processo de Wiener é um tipo particular do processo estocástico de 

Markov que tem sido utilizado pela física para descrever o movimento de uma 

partícula sujeita a uma grande quantidade de pequenos choques moleculares, às 

vezes denominado de Movimento Browniano. 

O comportamento de uma variável z, que acompanha o processo de Wiener, 

pode ser compreendido pelas mudanças em seu valor em pequenos intervalos de 
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tempo. Considerando um intervalo de tempo infinitesimal, de extensão dt, e 

definindo dz como a mudança em z durante dt, para que z siga um processo de 

Wiener, dz deve cumprir as seguintes propriedades básicas: 

dz relaciona-se a dt na equação (58): 

dtdz (58)

onde  é uma variável aleatória de uma distribuição normal com média zero e 

desvio padrão 1.0. 

Os valores de dz, para quaisquer dois pequenos intervalos de tempo 

dt distintos, são independentes. 

Logo, a partir da primeira propriedade, dz possui distribuição normal, com: 

0dzE (59)

dtdzVar (60)

A segunda propriedade indica que z segue o processo de Markov. 

Processo Generalizado de Wiener 

O processo Generalizado de Wiener para uma variável x pode ser definido 

em termos de dz da seguinte forma: 

bdzadtdx (61)

onde a e b são constantes. 

O termo adt na equação (61) indica que x possui taxa de desvio esperado de 

a por unidade de tempo. O termo bdz é o que agrega ruído ou variabilidade à 

trajetória seguida por x, onde a medida desse ruído é b vezes o processo de 

Wiener [1]. 

Substituindo a equação (58) na equação (61) obtêm-se: 

dtbadtdx (62)

onde  é uma variável aleatória de uma distribuição normal (0, 1). Assim, dx

possui distribuição normal com: 

adtdxE (63)

dtbdxVar 2 (64)
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Processo de Itô 

Este processo estocástico é semelhante ao Processo Generalizado de 

Wiener, sendo que neste caso os parâmetros a e b são funções do valor da variável 

objeto, x, e do tempo, t. Algebricamente, o processo de Itô pode ser escrito como: 

dztxbdttxadx ,, (65)

onde os parâmetros a e b são conhecidos como taxas de crescimento esperado 

instantâneo e taxa de variância instantânea, respectivamente, deste processo. 

Observa-se que em qualquer intervalo de tempo, a variação de x é normalmente 

distribuída [1] [6]. 

Lema de Itô 

Segundo Hull [6], o preço de uma opção é função do preço da ação objeto e 

do tempo. Genericamente, pode-se dizer que o preço de qualquer derivativo é uma 

função de suas variáveis estocásticas e do tempo. Portanto, no estudo de 

derivativos, é essencial compreender um pouco do comportamento das funções de 

variáveis estocásticas. Um resultado importante nessa área é conhecido como o 

lema de Itô. 

Supondo que o valor de uma variável x siga o processo de Itô dado pela 

equação (65), e considerando a existência de um derivativo G em função de x e t,

ou seja, 

txfG , (66)

O lema de Itô define o processo seguido por G como: 

bdz
x

G
dtb

x

G

t

G
a

x

G
dG 2

2

2

2

1
(67)

Movimento Geométrico Browniano 

O Movimento Geométrico Browniano (MGB) [1] [6] [8] [80] é um 

importante caso especial do processo de Itô, descrito na equação (65). Este 

processo estocástico é o mais usado em finanças para representar o preço de 

ações, mas para commodities não é tão eficiente. 
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Fazendo na equação (65) xtxa ),(  e xtxb ),( , onde x representa o 

preço,  e  são constantes, obtém-se: 

xdzxdtdx (68)

dzdt
x

dx
(69)

Como foi visto nas equações (61) e (62), o percentual de variação de x,

x/x, é normalmente distribuídos. 

Utilizando o Lema de Itô, equação (67), para derivar o processo seguido 

pelo xln , define-se xG ln . Logo: 

xx

G 1
   , 

22

2 1

xx

G
 e 0

t

G

Considerando os valores para a e b usados na equação (68), a equação (67) 

se transforma na equação (70): 

dzdtdG 2

2

1
(70)

Visto que  e  são constantes, a equação (70) indica que G segue um 

processo generalizado de Wiener, que possui taxa de desvio constante de  – 2/2

e taxa de variância constante 2. Assim, em um intervalo finito de tempo t, a 

variação no logaritmo de x, 1lnln tt xx , é normalmente distribuído com: 

t
x

x
E

t

t 2

1 2

1
ln (71)

t
x

x
Var

t

t 2

1

ln (72)

Em seguida, discretiza-se a equação (70), considerando-se a variação no 

logaritmo de x e notando que dz corresponde ao incremento de Wiener (ver 

equação (58)): 

tt
x

x

t

t 2

1 2

1
ln (73)
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Rearrumando a equação (73), chega-se à expressão recursiva do Movimento 

Geométrico Browniano para simular o preço futuro de uma ação: 

ttxx tt

2
1 2

1
exp  ,      ~N(0,1) (74)

Este modelo é bastante usado e corresponde a uma extensão do modelo 

apresentado por Dixit [1] [8] [23]. 

Processo de Reversão à Média 

Do ponto de vista econômico, este processo estocástico é o mais adequado 

para preços de commodities, especialmente sob a ótica de longo prazo [80], 

embora seja mais complexo matematicamente do que o clássico Movimento 

Geométrico Browniano. Neste processo a tendência é o preço reverter em direção 

à média de longo prazo [1], entendida como o custo marginal médio da 

commodity, incluída a remuneração ao capital de risco. 

Segundo este processo, se o preço de uma commodity estiver muito abaixo 

da média de longo prazo, várias firmas deixarão de produzi-la, fazendo com que 

seu preço suba devido à queda da oferta global do produto. Este mesmo raciocínio 

é valido em sentido oposto, isto é, se os preços estiverem muito acima da média 

de longo prazo, a tendência será de queda nos preços causada pela concorrência 

com a entrada de novos produtores ou pela entrada de produtos substitutos. 

Assim, em uma economia competitiva, não há espaço nem para ganhos 

elevadíssimos durante muito tempo, e nem para perdas substanciais por um 

período muito longo, devido às próprias forças do mercado. 

Segundo Pindyck e Rubinfeld [90] o processo de reversão à média é 

tipicamente lento, sendo difícil a sua identificação em séries temporais de curta 

duração.

O modelo mais simples de reversão à média é o modelo aritmético de 

Ornstein-Uhlenbeck. Este modelo atribui probabilidades positivas para valores 

negativos da variável estocástica. Sua equação difere do movimento aritmético 

browniano apenas no termo da tendência, conforme pode ser verificado em: 

dzdtxxdx (75)
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onde  é a velocidade de reversão à média, x  é o preço de longo prazo, x  é o 

preço atual, dt é o incremento no tempo,  é a volatilidade do preço do ativo e dz

é o incremento de Wiener. 

Outro modelo muito conhecido é apresentado por Dixit e Pindyck [1], ou 

modelo geométrico de Ornstein-Uhlenbeck. Segundo Dias [8], além de possuir 

uma lógica intuitiva adequada, este modelo é rigoroso em não atribuir 

probabilidades positivas para preços negativos. 

A equação estocástica do modelo geométrico de Ornstein-Uhlenbeck é dada 

pela equação (76): 

xdzxdtxxdx (76)

Segundo Dixit [91], o modelo de reversão à média aumenta a histerese, isto 

é, aumenta o intervalo entre os preços de entrada e saída de uma indústria onde o 

gerente tende a adiar o investimento. Se os preços estão altos, e conseqüentemente 

acima da média de longo prazo, a reversão indica uma maior tendência de queda 

dos preços, fazendo com que a firma se torne ainda mais relutante em investir. Por 

outro lado, se os preços estiverem abaixo da média, as firmas ficarão ainda mais 

relutantes em exercer a opção de abandono, já que a probabilidade de recuperação 

dos preços é maior. 

Portanto, os efeitos da incerteza e da tendência na regra de decisão, 

causados pela adoção do modelo de reversão à média, podem ser opostos, se a 

média de longo prazo trabalhar com uma tendência contrária ao exercício da 

opção e não for alta o suficiente para deixar a opção “in the money”.

Modelo de Reversão à Média de Schwartz 

O modelo de Schwartz [7] é um dos mais famosos modelos de reversão à 

média. Schwartz apresentou três modelos para preços de commodities. No 

primeiro, o modelo de um fator, considera que o logaritmo do preço spot segue 

um processo de reversão à média do tipo Ornstein-Uhlenbeck. O segundo modelo 

inclui outro fator estocástico, o qual também segue um processo de reversão à 

média e é positivamente correlacionado com o preço spot. O modelo de três 

fatores é uma extensão do segundo, incluindo a taxa de juros estocástica. 
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Segundo Schwartz, os três modelos são bastante tratáveis, já que eles 

contam com formas fechadas de solução para preços futuros e relações lineares 

entre o logaritmo dos preços futuros e os fatores em questão. 

Neste trabalho é considerado o modelo de um fator, em que o preço da 

commodity segue o seguinte processo estocástico: 

xdzxdtxxdx lnln (77)

onde x é a média de longo prazo,  é a velocidade de reversão à média, dt é 

incremento no tempo,  é a volatilidade do preço do ativo e dz  é o incremento de 

Wiener. 

Segundo Dias [24], este modelo não é muito intuitivo, pois se presume que 

investidores não possuem muita sensibilidade a valores expressos em logaritmos. 

Por outro lado, ele facilita a estimativa de parâmetros, uma vez que considera o 

seguinte processo estocástico para a variável x: 

Px ln (78)

onde P é o preço. 

Aplicando o teorema de Itô é possível derivar o processo seguido por x. 

Assim, das equações (77) e (78), obtém-se: 

bdz
P

x
dtb

P

x

t

x
a

P

x
dx 2

2

2

2

1

Pdz
P

dtP
P

PPP
P

dx
11

2

1
lnln

1 22
2

dzdtPPdx 2

2

1
lnln

dzdtPPdx 2

2

1
lnln  

dzdtPPdx ln
2

1
ln 2

dzdtxxdx

onde

2

2

1
ln Px (79)
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Da equação acima percebe-se que a variação esperada de x depende da 

diferença entre x e x . Segundo Schwartz, a variável x tem distribuição normal 

com: 

0
0][ tt

t exxxxE (80)

02
2

1
2

tt

t exVar (81)

Observa-se na equação (81) que existe um termo no qual a variância decai 

com o tempo. Para um horizonte de longo prazo, a variância do processo tende a 

2

2

. Logo, neste processo de reversão à média a variância não cresce 

indefinidamente como acontece com a variância do movimento geométrico 

browniano.

Modelo de Reversão à Média de Dias 

O modelo de reversão à média proposto por Dias [8] [24] é uma variação do 

modelo de um fator descrito por Schwartz. Este modelo fornece uma interpretação 

mais direita do nível do preço de equilíbrio de longo prazo. Considera 

inicialmente o processo aritmético de Ornstein-Uhlembeck, adotado por Schwartz 

para a variável estocástica x [1] (ver equação (82)): 

dzdtxxdx (82)

onde a variável x é normalmente distribuída com média e variância iguais a: 

00 1][ 0
tttt

t exexxE (83)

02
2

1
2

tt

t exVar (84)

Porém, neste modelo é considerando que Px ln , onde P  é o preço de 

equilíbrio de longo prazo. A idéia é definir o preço do ativo como uma 

distribuição Log-normal com média igual a: 

TxE

T ePE (85)

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0024885/CA



170

Segundo Dias, o processo txetP  não funciona porque a exponencial da 

distribuição Normal adiciona metade da variância na distribuição Log-normal. 

Assim, com o intuito de anular este acréscimo, metade da variância é compensada 

relacionando x e P conforme a equação (86). 

txVartxtP 5.0exp (86)

Em um formato neutro ao risco2 o processo x(t) é simulado usando a 

equação (87) para tempo discreto: 

1,0
2

2exp1

exp1lnexp

N
t

t
r

Ptxx tt

(87)

onde  é a taxa de desconto ajustada ao risco,  é a velocidade de reversão à média 

e r é a taxa livre de risco. 

                                                
2 O formato neutro ao risco permite o uso da taxa de interesse livre de risco como uma adequada taxa de 

desconto. O processo é neutralizado ao risco mudando a tendência. Neste formato, a tendência  do 
processo é substituído por r , onde  é o dividendo. Para o caso da reversão à media, o dividendo não é 
constante, sendo uma função de x:    =   –  ( x  x). Observe que, na equação (84), a 
neutralização ao risco pode ser interpretada como a subtração do nível de equilíbrio (média de longo prazo) 
x do risk-premium normalizado ((  – r)/ ).
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Apêndice D 

Este apêndice descreve o algoritmo proposto por Grant, Vora e Weeks para 

determinar o valor de uma opção americana, através da transformação de uma 

opção americana em uma opção européia mediante a determinação da fronteira de 

exercício ótima ou curva de gatilho. 

Algoritmo de Grant, Vora e Weeks 

A seguir descreve-se o algoritmo de Grant, Vora e Weeks. Para isso são 

definidos S como o valor do ativo objeto, X como o preço de exercício da opção, I

como seu valor intrínseco e C como o valor da opção de compra. Para um dado 

tempo t o exercício da opção será ótimo quando: 

XSIXSC tttt ,, ** (88)

onde *
tS é um ponto da curva de gatilho. 

Para um instante t entre a data inicial, t0, e a data de exercício, tT, em uma 

determinada iteração i, o valor da opção é dado por Ct. O valor da opção 

americana de compra (opção de expansão), Ct, é dado por: 

ttttt

tr

tt

i

t SCEeXSSC ,max* (89)

onde tS  é o preço do petróleo no instante t, t  representa um pequeno intervalo 

de tempo, r é a taxa de juros livre de risco (taxa de desconto), tre  é o fator de 

desconto e E indica o valor esperado. 

Separando os termos da equação (89) temos o instante em que a opção será 

exercida (no primeiro termo, se o preço em t, tS , for maior que o preço da curva 

de gatilho, *
tS ) e o instante em que é conveniente manter a opção (no segundo 

termo, se o preço em t, tS , for menor que o preço da curva de gatilho, *
tS ):
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)(

)(

*

*

opçãoamanterSSse

opçãoaexercerSSse

SCEe

XS

tt

tt

ttttt

tr

t

(90)

No instante T, no vencimento, é ótimo exercer a opção sempre que ela 

estiver “in the money”, isto é, quando seu valor é 

0,0max XSXSSC TTTT , o que significa que XST

*  (valor crítico 

igual ao preço de exercício). 

O processo de otimização começa na última data de exercício antecipado, 

tTt , antes do vencimento da opção. O portador da opção poderá exercê-la 

imediatamente ou mantê-la até o vencimento. Assim, em Tt , o valor da opção 

será:

*

*

TT

tTtT

T

tr

tT

tT

SSse

SSse

CEe

XS

C

A procura do preço de exercício crítico, *
tTS , é feita dando pequenos 

incrementos no preço, tTS , até encontrar o preço do ativo no qual é indiferente 

exercer imediatamente ou manter a opção viva, isto é: 

**
tttt

tr

t SCEeXS (91)

Determinado o preço crítico em tTt , continuando com a otimização, 

procura-se no instante anterior o preço crítico, *
2 tTS , condicional ao 

conhecimento dos preços *
tTS  e *

TS . Todavia, a determinação do preço crítico 

em um instante depende dos preços críticos nos instantes futuros. Como estes 

preços futuros ainda não são conhecidos, emprega-se a simulação Monte Carlo, 

que começa no instante tTt . Simula-se valores para TS , calculando-se o valor 

esperado da opção através de: 

*

1

* 1
t

N

i

i

ttt SC
N

SC (92)

onde N é o número de iterações da simulação Monte Carlo. 
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O resultado obtido é comparado com a remuneração oriunda do exercício da 

opção:

XSCE tTtT

* (93)

Determinado o preço tTS , se este não é o preço crítico, este é 

incrementado e repete-se a simulação Monte Carlo. Este processo se repete até a 

determinação do preço crítico. 

Desta forma, continua-se caminhando para trás no tempo ao longo da vida 

da opção, determinando assim a curva de gatilho. Com a curva de gatilho é 

estimado o valor da opção usando-se a simulação Monte Carlo (simulando o preço 

a partir do tempo t0, com um preço inicial S0 tomado do mercado). O valor da 

opção para cada simulação será no exercício antecipado em qualquer data ti. O 

exercício antecipado ocorre na primeira data em que o preço da ação ultrapassa a 

curva de gatilho. 

A seguir é descrito o algoritmo de forma esquemática: 

Passo 1: Discretiza-se o tempo de vida da opção em um número 

determinado de intervalos e considera-se como condição XST

*  (Figura 37). 

ST
* = X

TT- tT-2 tT-3 tt=0 t=1 t=2 ...... Tempo

S
  

 (
P

re
ç
o

 d
a

 a
ç
ã
o
)

ST
* = X

TT- tT-2 tT-3 tt=0 t=1 t=2 ...... Tempo

S
  

 (
P

re
ç
o

 d
a

 a
ç
ã
o
)

Figura 37 - Discretização do tempo no algoritmo de Grant, Vora e Weeks 

Passo 2: No instante tT  adota-se o preço inicial do ativo, tTS , igual 

ou próximo de *
TS . Inicia-se a simulação Monte Carlo obtendo-se diversos valores 

para a opção no tempo T. O valor final da opção é calculado usando a equação 

(92) e descontado de tre  para levar o valor ao tempo tT  (Figura 38). 
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ST
*

TT- tT-2 tt=0 t=1 t=2 ...... Tempo
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ST- t

CT1=ST1 - X
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T-3 t

ST
*
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ST- t

CT1=ST1 - X
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CT3=ST3 - X

CTN=0

T-3 t

Figura 38 - Cálculo do valor da opção no tempo T por simulação Monte Carlo 

Passo 3: Se o preço estimado pela equação (93), tTS , não for o preço 

crítico, este é incrementado e repete-se a simulação Monte Carlo (Figura 39). 

ST
*

TT- tT-2 tT-3 tt=0 t=1 t=2 ...... Tempo

S
  

 (
P

re
ç
o

 d
a

 a
ç
ã
o

)

ST- t

ST- t + ST- t

ST
*

TT- tT-2 tT-3 tt=0 t=1 t=2 ...... Tempo

S
  

 (
P

re
ç
o
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a

 a
ç
ã
o

)

ST- t

ST- t + ST- t

Figura 39 - Incremento de tTS  e simulação Monte Carlo. 

Passo 4: Calculado *

tT
S , equação (93), repetem-se os passos 2 e 3, testando 

a opção para todos os momentos até o vencimento, T. Continua-se recursivamente 

este processo até chegar ao tempo inicial, t0, construindo-se assim a curva de 

gatilho (Figura 40). 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0024885/CA



175

ST
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Figura 40 - Repetir recursivamente os passos 2 e 3. 

Passo 5: Terminada a curva de gatilho, realizam-se novas simulações Monte 

Carlo a partir do preço inicial 0S  dado pelo mercado. Calcula-se o valor final da 

opção, que é o valor médio de todas as opções trazidas ao valor presente (Figura 

41).
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Figura 41 - Cálculo do valor final da opção. 
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Apêndice E 

Este apêndice descreve as deduções para as expressões de cálculo da média 

e variância de um número fuzzy apresentadas por Carlsson e Fullér em [76]. Estas 

definições são consistentes com o princípio de extensão e com as definições de 

média e variância da teoria de probabilidade. 

Média de um Número Fuzzy

Como foi descrito na seção 3.4, um número fuzzy A é um conjunto fuzzy 

normal e convexo, com domínio nos números reais e função de pertinência 

contínua de suporte limitado. 

O conjunto de intervalos –cut de um número fuzzy A é definido por: 

0setARtcl

0setARt
A

AdefechadoSuporte

(94)

Define-se o intervalo –cut para qualquer número fuzzy 31 a,aA

Para o caso de um número fuzzy triangular definido pela equação (27) o 

intervalo A  é definido por: 

10323112 ,aaa,aaaA (95)

Usando o método de defuzzificação de Goetschel-Voxman [92] define-se o 

valor médio (valor esperado) de um número fuzzy de acordo com a equação (96): 

daaAE
1

0
31 (96)

d

daa
2

aa

AE
1

0

1

0
31

31

(97)
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Isto é, o peso da média aritmética de 1a  e 3a  é o próprio .

Assim, para um número fuzzy triangular: 

daaaaaaAE
1

0
233112 (98)

daaaaaaAE
1

0
312312 (99)

daadaaa2AE
1

0
31

1

0

2

312 (100)

1

0

31

2
1

0

312

3

aa
2

aaa2
3

AE (101)

2

aa

3

aaa2
AE 31312 (102)

6

aa3aa2a4
AE 31312 (103)

6

aaa4
AE 312 (104)

Variância de um Número Fuzzy

Carlsson e Fullér em [76] introduziram a definição de variância de um 

número fuzzy como: 

1

0

2

3
31

1

0

2

1
31

1

da
2

aa
aAPos

da
2

aa
aAPosAVar

3

(105)
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1

0

2

3
31

2

1
31 da

2

aa
a

2

aa
AVar (106)

A variância é definida como o valor esperado dos desvios quadrados entre a 

média aritmética e os pontos extremos do conjunto de intervalos –cut de um 

número fuzzy.

Simplificando a equação (106) tem-se: 

1

0
2

1

2

331

2

331

2

1

2

131

2

1

2

331

2

1

d

aaaa
4

aaa2a

aaaa
4

aaa2a

AVar (107)

1

0
31

2

331

2

1 daa2
2

aaa2a
AVar (108)

1

0
31

2

331

2

1 daa4aaa2a
2

1
AVar (109)

1

0

2

331

2

1 daaa2a
2

1
AVar (110)

1

0

2

31 daa
2

1
AVar (111)

A partir da equação (95) tem-se que: 

1

0

2

233112 daaaaaa
2

1
AVar (112)

1

0

2

233112 daaaaaa
2

1
AVar (113)

1

0

2

3311 daaaa
2

1
AVar (114)
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1

0

2

13 d1aa
2

1
AVar (115)

1

0

22

13 d1aa
2

1
AVar (116)

1

0

22

13 d1aa
2

1
AVar (117)

Assim, a variância de um número fuzzy é definida por: 

24

aa
AVar

2

13 (118)

Logo, o desvio padrão de A é definido por: 

24

aa
AVar 13

A (119)
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Apêndice F 

Neste apêndice descreve-se de forma esquemática os métodos de avaliação 

de opções reais, tanto o método tradicional de avaliação por simulação estocástica 

como o método híbrido proposto com números fuzzy.

Descrição da Metodologia Tradicional de Avaliação de Opções Reais 

Como foi visto no capítulo 3 uma opção real pode ser avaliada do mesmo 

modo que uma opção financeira; deste modo, os dois métodos mais usados são os 

métodos dos ativos contingentes, Contigent Claims, e o da programação dinâmica. 

Com ajuda das ferramentas de cálculo estocástico, obtém-se uma equação 

diferencial parcial que pode ser resolvida analiticamente ou através de métodos 

numéricos. O uso de técnicas analíticas de solução é muito limitado, pois à 

medida que as incertezas sobre as variáveis subjacentes tornam-se mais 

complexas ou aumenta-se o número de incertezas, o processo de avaliação da 

opção pode tornar-se oneroso computacionalmente ou intratável algebricamente. 

A combinação das técnicas de simulação estatística, como simulação Monte 

Carlo e a Programação Dinâmica Estocástica permitem desenvolver métodos para 

avaliação de opções americanas [4] [5] [33] e permitem considerar várias 

incertezas, tendo por desvantagem o elevado custo computacional. Como foi visto 

no capítulo 2, esta mesma metodologia pode ser usada para avaliar opções reais. 

A seguir descreve-se a metodologia de solução por simulação Monte Carlo. 

Este método consiste em modelar as incertezas por distribuições de probabilidade 

conhecidas. Deste modo a incerteza de mercado é modelada por processos 

estocásticos conhecidos (movimento geométrico browniano, processo de reversão 

à média, processo de reversão à média com saltos, etc.) e as incertezas técnicas 

por distribuições de probabilidade (triangular, trapezoidal ou normal). Escolhe-se 

uma distribuição de probabilidade triangular quando a informação a respeito da 

incerteza técnica é mínima. 
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O processo de simulação estocástica inicia-se tomando uma amostra da 

distribuição de probabilidade de cada incerteza técnica e usando o algoritmo de 

Grant, Vora e Weeks [4], o qual faz uso de várias amostras da incerteza de 

mercado (preço da commodity) para construir a curva de exercício ótimo da 

opção. Com esta curva de exercício e com a simulação do preço da commodity

(amostras da incerteza de mercado) calcula-se o valor da opção real (Vop). 

Este processo é repetido para um número significativo de amostras de 

incertezas técnicas (1000 ou 10000 amostras da incerteza técnica). 

O valor da opção real resultante da simulação (VF) é a média de todos os 

valores da opção (Vop) parciais. 

A seguir é descrito o método de forma esquemática: 

Passo 1: Definem-se as distribuições de probabilidade triangular para as 

incertezas técnicas e modela-se o preço da commodity (incerteza de mercado) por 

processos estocásticos. Logo, tomam-se amostras de cada distribuição da incerteza 

(Figura 42). 

Incerteza de Mercado: Modelada com Processo Estocástico

Incerteza Técnica: Modelada com Distribuição de Probabilidade Triangular

Cenários

Técnicos

Distribuição de Probabilidade

Preços da

Commodity

Incerteza de Mercado: Modelada com Processo Estocástico

Incerteza Técnica: Modelada com Distribuição de Probabilidade Triangular

Cenários

Técnicos

Distribuição de Probabilidade

Preços da

Commodity

Figura 42 – Definição das distribuições para as incertezas técnicas e do processo 

estocástico para o preço e amostragem das incertezas. 

Passo 2: Constrói-se a curva de exercício ótimo da opção (curva de gatilho) 

usando o algoritmo de Grant, Vora e Weeks (vide apêndice D), que usa várias 
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amostras da incerteza de mercado (preço da commodity) para construir a curva de 

gatilho (Figura 43). 

Simulação Monte Carlo

Cenários

Técnicos

Distribuição de Probabilidade

Preços da

Commodity
Curva de Gatilho

T

P

Simulação Monte Carlo

Cenários

Técnicos

Distribuição de Probabilidade

Preços da

Commodity
Curva de Gatilho

T

P

T

P

Figura 43 – Construção da curva de gatilho com o algoritmo de Grant, Vora e 

Weeks. 

Passo 3: Com a curva de gatilho calcula-se o valor da opção para essas 

amostras por simulação Monte Carlo. Isto é, simulam-se os caminhos para o preço 

da commodity desde t0 até a expiração da opção, T e calcula-se o valor da opção 

para cada caminho do preço que ultrapasse a curva de gatilho; se o caminho do 

preço passa todo o tempo de vida da opção sem alcançar a curva de gatilho o valor 

da opção é zero (Figura 44). 

Simulação Monte Carlo
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Curva de Gatilho
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Valor da Opção

T
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Commodity
Curva de Gatilho

Simulção cálculo

do

Valor da Opção

T
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P

T

P

T

P

T

P

Figura 44 – Simulação Monte Carlo para o cálculo do valor da opção para as 

amostras da incerteza. 
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Passo 4: Calcula-se a média dos valores da opção obtidos de cada caminho 

do preço da commodity. Esta média representa o valor da opção para os valores 

amostrados da incerteza (Figura 45). 

Simulação Monte Carlo
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do 

Valor da Opção

T

P

T

P

T

P

Valor da opção

T

P

T

P

Figura 45 – Cálculo do valor da opção para as amostras da incerteza. 

Passo 5: Calculado o valor da opção, tomam-se novas amostras de cada 

distribuição da incerteza e repetem-se os passos 2 e 3. Obtendo um novo valor da 

opção para estas novas amostras (Figura 46). 

Valor da opção
Curva de Gatilho

Simulção cálculo

do

Valor da Opção

T

P

T

P

Simulação Monte Carlo

Distribuição de Probabilidade
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Commodity

Cenários
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Valor da opção
Curva de Gatilho

Simulção cálculo

do

Valor da Opção

T

P

T

P

T

P

T

P

T

P

Simulação Monte Carlo

Distribuição de Probabilidade

Preços da

Commodity

Cenários

Técnicos

Figura 46 – Tomam-se novas amostras e calcula-se do valor da opção para as 

amostras da incerteza. 

Este processo de simulação é repetido tantas vezes quantas amostras da 

incerteza sejam consideradas, isto é, o número de amostras da incerteza representa 

o número de iterações da simulação (Figura 47). 
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Valor da opção
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Figura 47 – Repetição do processo de cálculo do valor da opção para as amostras 

da incerteza. 

Passo 6: O valor da opção real resultante da simulação é a média de todos 

os valores da opção parciais (Figura 48). 

Média Probabilística

Valor da Opção

Valor da opção
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T
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T
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Simulação Monte Carlo

Distribuição de Probabilidade

Preços da

Commodity

Cenários

Técnicos

Figura 48 – Valor da opção real resultante da simulação 

Descrição da Metodologia Proposta para Avaliação de Opções Reais 
por Aproximação com Números Fuzzy

Nesta seção é descrita, de forma esquemática, a metodologia proposta que 

combina a simulação estocástica com os números fuzzy para calcular o valor de 

uma opção real. Este método consiste em modelar a incerteza de mercado por 

processos estocásticos conhecidos (movimento geométrico browniano, processo 

de reversão à média, processo de reversão à média com saltos, etc.) e as incertezas 
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técnicas são modeladas por números fuzzy triangulares ao invés da distribuição de 

probabilidade triangular usada na solução tradicional. 

Neste caso, ao invés de tomar uma amostra da incerteza técnica como 

realizado na solução tradicional, emprega-se o número fuzzy que representa toda a 

incerteza. Logo, usando o algoritmo de Grant, Vora e Weeks [4], modificado para 

trabalhar com números fuzzy, constrói-se a curva de exercício ótimo da opção. 

Com esta curva de exercício e com a simulação do preço da commodity (amostras 

da incerteza de mercado) calcula-se o valor da opção real (VopF). Este valor é 

também um número fuzzy. O valor da opção real resultante da simulação (VF) é a 

média do número fuzzy [75] [76] [77] que representa o valor da opção (VopF).

Assim o modelo proposto que representa as incertezas técnicas por números 

fuzzy permite obter boas aproximações do valor da opção com grande economia 

do tempo computacional ao não precisar tomar várias amostras da incerteza 

técnica, dado que, o número fuzzy tem toda a incerteza. 

A seguir é descrito o método de forma esquemática: 

Passo 1: Definem-se os números fuzzy triangulares para as incertezas 

técnicas e modela-se o preço da commodity (incerteza de mercado) por processos 

estocásticos (Figura 49). 

Incerteza de Mercado: Modelada com Processo Estocástico

Incerteza Técnica: Modelada com Números Fuzzy Triangular

Números Fuzzy

1

0

1

0

1

0

Preços da

Commodity

Cenários

Técnicos

Incerteza de Mercado: Modelada com Processo Estocástico

Incerteza Técnica: Modelada com Números Fuzzy Triangular

Números Fuzzy

1

0

11

0

1

0

1

00

1

0

1

0

Preços da

Commodity

Cenários

Técnicos

Figura 49 – Definição dos números fuzzy para as incertezas técnicas e do 

processo estocástico para o preço da commodity.
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Passo 2: Constrói-se a curva de exercício ótimo da opção (curva de gatilho) 

usando o algoritmo de Grant, Vora e Weeks modificado para trabalhar com 

números fuzzy (vide capítulo 4). Desta forma cada ponto da curva é um número 

fuzzy (Figura 50). 
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P

T
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Figura 50 – Construção da curva de gatilho com o algoritmo de Grant, Vora e 

Weeks modificado para trabalhar com números fuzzy.

Passo 3: Simulam-se os caminhos para o preço da commodity desde t0 até a 

expiração da opção, T e calcula-se o valor da opção fuzzy para cada caminho do 

preço que ultrapasse a curva de gatilho; se o caminho do preço passa todo o tempo 

de vida da opção sem alcançar a curva de gatilho o valor da opção é zero (Figura 

51).
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Figura 51 – Simulação Monte Carlo para o cálculo do valor da opção 
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Passo 4: Repete-se o passo 3 com cada caminho do preço da commodity;

obtendo-se um novo valor da opção para esse caminho. Este procedimento é 

repetido para todos os caminhos (Figura 52). 
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Figura 52 – Cálculo do valor da opção fuzzy para todos os caminhos do preço. 

Passo 5: O valor da opção real resultante da simulação é a média de todos 

os valores da opção parciais (Figura 53). 
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Figura 53 – Valor da opção fuzzy resultante da simulação. 
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Apêndice G 

Neste apêndice é apresentada a modelagem analítica do problema da opção 

de expansão mostrado no capitulo 5. Este problema apresenta características 

semelhantes ao problema analisado por Batista em [79] e por Dixit e Pindyck em 

[1].

Dixit e Pindyck fazem uma analogia entre uma opção real e uma opção 

financeira de compra, onde o preço do ativo-objeto, o valor do projeto V, segue 

um processo estocástico exógeno. 

Na realidade é P, o preço da mercadoria, e não V, o valor do projeto, que se 

comporta segundo este processo, determinando o valor do projeto e o valor da 

opção de investir F. Dixit e Pindyck consideraram que: 

Valor do projeto V = V(P) quando o projeto está em andamento. 

Valor da opção de investir F = F(P) quando o projeto ainda não 

foi iniciado. 

Segundo Dias [80], projetos de petróleo podem ser considerados ativos 

contingentes ou ativos derivativos cujos valores dependem de um preço 

estocástico. Deste modo, pode-se montar uma carteira livre de risco e esperar que 

esta remunere à taxa livre de risco r. Esta condição permite a elaboração de um 

método de solução analítico para o valor do projeto. 

Seguindo-se os passos descritos por Dixit e Pindyck [1], monta-se uma 

carteira livre de risco composta de F e de uma posição curta em m unidades de P.

Portanto: 

mPF (120)

mdPdFd (121)

onde  representa o retorno da carteira. 

Mantendo esta carteira por um período dt, espera-se um retorno igual ao 

ganho de capital no período mais os dividendos pagos, subtraídos do custo para 
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manter a posição curta. Observa-se que o projeto não compõe a carteira, e, 

portanto, não se deve considerar os seus dividendos. Logo: 

Retorno Esperado = Ganho de Capital – Custos para manter a carteira 

Pdtmddtr (122)

Expandindo F(P) por Taylor: 

...
2

1 2
2

2

2

dPdt
tP

F
dP

P

F
dt

t

F
dP

P

F
dF (123)

Considerando que o preço segue um processo de reversão à média descrito 

na equação (77), e mostrada novamente a seguir: 

xdzxdtxxdx lnln

e adaptando a equação (77) para o preço tem-se: 

PdzPdtPPdP lnln  (124)

A partir da equação (124), tem-se que: 

0dPdt (125)

dtPdP 222 (126)

substituindo as equações (124), (125) e (126) na equação (123): 

dtP
P

F
dt

t

F
PdzPdtPP

P

F
dF 22

2

2

2

1
lnln (127)

Substituindo as equações (124) e (127) na equação (121): 
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dzPmP
P

F

dtPPPmP
P

F

t

F
PPP

P

F
d lnln

2

1
lnln 22

2

2

(128)

Para que a carteira seja livre de risco a parte estocástica deve ser zero, 

portanto:

0PmP
P

F
(129)

P

F
m (130)

Logo, a equação (128) se resume a: 

dtP
P

F

t

F
d 22

2

2

2

1
(131)

Finalmente, substituindo as equações (120) e (131) na equação (122) chega-

se a equação diferencial parcial para o valor da opção de investir: 

0
2

1 22
2

2

Frdt
t

F

P

F
PrP

P

F
(132)

Esta equação não considera dividendos, custos ou fluxo de lucro, já que 

somente a opção é avaliada. Por se tratar de uma equação diferencial parcial, o 

método de solução se torna bastante complexo. Algumas simplificações poderiam 

ser feitas com o intuito de aproximá-la a uma equação diferencial ordinária, 

porém, a qualidade dos resultados poderia ser comprometida porque se estaria 

adaptando um modelo teórico para solucionar um problema prático. 
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