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Apéndice A

Este apéndice descreve os tipos de incertezas que geralmente sdo

encontradas em projetos de investimento.

Tipos de Incerteza em Projetos de Investimento

Do ponto de vista econdmico, os tipos de incertezas que geralmente se
encontram em projetos de investimento e inovacgdes tecnoldgicas sdo dois: a

incerteza de mercado e a incerteza técnica.

Incerteza de Mercado

A incerteza de mercado deve-se a fatores externos ao projeto, sendo
geralmente representada pelas oscilagdes estocasticas do prego do produto e pelos
custos. Esta incerteza esta correlacionada aos movimentos gerais da economia,
que, por sua vez, estdo sujeitos a acontecimentos aleatorios como recessoes,
guerras ou descobertas de novas tecnologias.

Este tipo de incerteza ndo pode ser reduzido com a realizacdo do projeto,
dado que os precos dependem exclusivamente de fatores externos.

Segundo Dias [80], as incertezas de mercado afetam negativamente os
investimentos € ndo podem ser totalmente diversificaveis. Quanto maior a
incerteza de mercado, maior a tendéncia por parte do investidor de esperar, ou
maior o retorno exigido para que se inicie a produ¢do. Muitos projetos que estio
“in the money” sdo postergados e s6 sdo realizados projetos “deep in the money”.
Isto €, quanto maior a incerteza do mercado, maior a exigéncia de lucratividade do

projeto para que o gerente exerca a op¢ao de investimento.

Incerteza Técnica

A incerteza técnica se deve a fatores internos ao projeto, como a incerteza

sobre o tamanho da produgdo e o desempenho dos projetos em fungdo do emprego
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de tecnologia. Esta incerteza n3o ¢ influenciada pelos movimentos
macroecondmicos.

Segundo Dias [80], este tipo de incerteza caracteriza-se pela redugio de seu
valor a medida que os investimentos sao realizados. Assim, todo investimento traz
beneficio adicional de redu¢do de incerteza e a teoria das opcdes & capaz de
quantifica-la.

Logo, a diferenca entre um investidor que possui uma carteira de ativos
financeiros e um gerente que possui uma carteira de projetos é que o investidor
ndo pode tirar vantagem da incerteza técnica para maximizar sua riqueza; o
melhor que pode ser feito ¢ diversificar a carteira de forma a tornar esse risco
irrelevante. Ao contrario do investidor, o gerente pode agir revisando a alocagdo
de recursos de forma a tirar vantagem da incerteza técnica € maximizar o valor da

empresa.
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Apéndice B

Este apéndice descreve as técnicas de reducdo de varidncia usadas nesta

tese.

Técnicas de Reducgao de Variancia

A simulagdo Monte Carlo ¢ muito usada para avaliar o valor esperado de
uma variavel, a qual ¢ funcdo de varias variaveis estocasticas, que ndo pode ser
tratado analiticamente. Neste contexto, um dos métodos usados para a
precificacdo de op¢des americanas ¢ a combinagdo da simulagdo Monte Carlo e a
programacio dinamica.

Normalmente, a simulagdo Monte Carlo usa o procedimento de simple
random sampling (SRS) ou pseudo-aleatério para gerar amostras de uma
determinada distribuicdo, sendo amplamente usado devido a sua simplicidade.
Porém, para se reduzir o erro da estimativa do valor da opg¢do (equagdo (15),
capitulo 2), a amostra deve ser muito grande, para que se atinja uma precisao
aceitavel. Entretanto, quanto maior o nimero de amostras, maior o custo
computacional. O erro das estimativas pode também ser reduzido se o desvio
padrdo das estimativas puder ser reduzido de alguma forma.

Deste modo, métodos de redugdo de variancia sdo de grande importancia
para melhorar a precisdo da estimativa do valor da op¢do. Neste trabalho foram
utilizados como técnicas de redugdo de variancia o Latin Hypercube Sampling e
as seqiiéncias de baixa discrepancia ou Quase Monte Carlo.

Um caminho para reduzir a varidncia é espalhar as amostras o mais
uniformemente possivel sobre o espago amostral. Esta ¢ a idéia basica de varias
técnicas conhecidas como métodos Quase Monte Carlo. Esta uniformidade pode
ser conseguida estratificando-se o espago amostral (distribui¢do de probabilidade).

Estratificacdo: envolve a divisdo em intervalos iguais ou de preferéncia
com probabilidade de ocorréncia iguais. Tomam-se amostras de cada intervalo, de

acordo com a sua probabilidade. Se o nimero de intervalos for grande, a média ou
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mediana condicional do intervalo pode ser usada como valor representativo para o

intervalo.

Latin Hypercube Sampling

McKay, Conover e Beckman [9] introduziram o Latin Hypercube Sampling
(LHS) para reduzir a varidncia da simulacdo Monte Carlo. Owen [10] and Tang
[11] generalizaram o LHS usando arranjos ortogonais.

Latin Hypercube Sampling [9] [41] [78] foi sugerido como uma técnica de
redu¢do de varidncia, mas pode também ser visto como uma técnica de selecao,
onde a sele¢do dos valores da amostra é altamente controlada.

A base do LHS ¢ a total estratificagdo da distribui¢do amostrada com uma
selecdo aleatoria dentro de cada estrato. Os valores da amostra sdo embaralhados
aleatoriamente entre diferentes variaveis.

Ao se usar o LHS s6 para amostrar uma varidvel, as amostras sdo geradas

baseadas no método da transformada inversa, apresentado na equagao (57).

‘Xhi,j =F71[(l+(]1 _1)/nJ:| i=l,"‘,nj, j:l”---’k (57)

onde xh, ;€ uma amostra obtida por LHS, i, s3o dimensdes do LHS; n,k sio

estados de cada dimensdo do LHS; U; sdo amostras aleatdrias independentes de
uma distribuicdo uniforme [0,1]; F'(U), U, €(0,1), ¢ a transformada inversa

para uma distribuicdo de probabilidade particular de entrada (em muitas
aplicagdes ¢ utilizada a inversa da distribui¢do normal cumulativa).

Entre os principais resultados tedricos acerca do LHS tem-se: as estimativas
do LHS sao nao viciadas [10] e a variancia das estimativas ¢ assimptoticamente
menor que com o simple random sampling [83]. Avramidis e Wilson [84]
mostraram que as estimativas de LHS tém um erro quadratico médio 40% menor
do que as estimativas com simulacdo Monte Carlo com SRS para o verdadeiro
valor.

A Figura 34 apresenta duas amostras aleatorias de 1000 pontos de uma
distribuicdo normal, a primeira obtida com SRS e a segunda, com LHS. No
histograma e no grafico do QQ-plot, teste bdsico de normalidade, pode-se

observar que a amostra obtida com LHS ¢é mais representativa da distribui¢do
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normal que a obtida com SRS. Isto significa que com LHS sdo necessarias menos
amostras para representar uma distribuicdo normal do que seria necessario usando

SRS (ou numeros pseudo-aleatérios).

Distribuigao Normal com Latin Hypercube Sampling - Amostras = 1000 QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal - LHS

100

|
Quantiles of Input Sample
o

Standard Normal Quantiles

Distribuigao Normal com Simple Random Sampling - Amostras = 1000 QQ Plot of Sample Data versus Standard Normal - SRS
25 T T T T T T T 4 T T T T T

Quantiles of Input Sample
o

4 I I I . .
-3 -2 -1 0 1 2 3

Standard Normal Quantiles

Figura 34 - Histograma e QQ-Plot para amostras aleatérias obtidas com SRS e
com LHS.

Seqliéncias de Baixa Discrepancia ou Quase Monte Carlo

Nestas seqiiéncias € usada uma pré-selecdo deterministica de pontos de
modo a se preencher igualmente todo o dominio da simulagdo. A utilizagdo de
seqiiéncias de baixa discrepancia, também chamadas de seqiiéncias quase
aleatorias, pode acelerar substancialmente a convergéncia da simulagdo Monte
Carlo, devido a necessidade de um nimero menor de simulagdes para atingir a
precisdo desejada [6] [8] [41] [85] [86]. Existem trés tipos de seqiliéncias de
nimeros quase aleatdrios: seqiiéncia quase aleatoria de Faure, de Sobol e de

Haltom [87] [88] [89].
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Na Figura 35 apresentam-se duas amostras de 1000 pontos, obtidas,
respectivamente, de uma seqiiéncia pseudo aleatéria bidimensional e de uma
seqiiéncia de Sobol bidimensional. Como pode ser visto na Figura 35, os pontos
correspondentes a seqliéncia pseudo aleatdria ndo estdo uniformemente
distribuidos ao longo do espago retangular, apresentando regides nao preenchidas
e regides onde existem agrupamentos de pontos. J4 os pontos da seqiiéncia de
Sobol preenchem o espago bidimensional de maneira mais uniforme, evitando
agrupamentos e regides sem pontos. A Figura 36 apresenta duas amostra de 1000
pontos de uma distribuicdo normal, a primeira obtida a partir de uma seqiiéncia

pseudo aleatdria e a segunda de uma seqiiéncia quase aleatoria de Sobol.

Pontos de uma Sequencia Pseudo Aleatoria Pontos de uma Sequencia Quase Monte Carlo - S. Sobol
T T e U A T AT L T 1.,._.‘ D O A ,\.-,.'.,_ e

Figura 35 — Comparagao de pontos de uma seqiiéncia pseudo aleatéria e

seqléncia quase Monte Carlo de Sobol.

Distribuicao Normal da Sequiécia Pseudo Aleatéria - Amostras = 1000 Distribuicao Normal da Seqiiécia Quase Aleatoria de Sobol - Amostras = 1000
70

60 -

50

401

30+

20

Figura 36 — Comparagéo de duas amostras de uma distribuicdo normal obtidas de

uma seqiéncia pseudo aleatéria e seqliéncia quase Monte Carlo de Sobol.
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Apéndice C

Este apéndice descreve o conceito de processos estocasticos e descreve os

processos estocasticos mais usados para modelar os pregos das commodities.

Processos Estocasticos

Uma variavel cujo valor muda de forma aleatéria com o tempo segue um
processo estocastico. Estes processos podem ser classificados como a tempo
discreto ou a tempo continuo. Em um processo estocastico a tempo discreto o
valor da varidvel muda apenas em determinados pontos fixos no tempo, enquanto,
num processo estocastico a tempo continuo as mudancas podem ocorrer em
qualquer tempo.

Existem varios processos estocasticos usados para modelar os pregos das

commodities; a seguir serdo descritos os processos estocasticos mais usados.

Processo de Markov

O processo de Markov € um tipo especifico de processo estocastico onde
apenas o valor corrente de uma variavel ¢ relevante para se prever o futuro. O
histérico de uma varidvel e a maneira como o presente emergiu do passado sio
irrelevantes, ou seja, o valor atual da varidvel encerra todas as informagdes

contidas em seu histdrico de valores passados [1] [6].

Processo de Wiener

O processo de Wiener ¢ um tipo particular do processo estocastico de
Markov que tem sido utilizado pela fisica para descrever o movimento de uma
particula sujeita a uma grande quantidade de pequenos choques moleculares, as
vezes denominado de Movimento Browniano.

O comportamento de uma variavel z, que acompanha o processo de Wiener,

pode ser compreendido pelas mudangas em seu valor em pequenos intervalos de
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tempo. Considerando um intervalo de tempo infinitesimal, de extensdo dt, e
definindo dz como a mudanca em z durante d#, para que z siga um processo de
Wiener, dz deve cumprir as seguintes propriedades basicas:

e dzrelaciona-se a df na equacdo (58):

dz = gdt (58)
onde € ¢ uma variavel aleatéria de uma distribuicdo normal com média zero e
desvio padrao 1.0.
e Os valores de dz, para quaisquer dois pequenos intervalos de tempo
dt distintos, sdo independentes.
Logo, a partir da primeira propriedade, dz possui distribui¢do normal, com:
Eldz]=0 (59)
Var|dz]= dt (60)

A segunda propriedade indica que z segue o processo de Markov.

Processo Generalizado de Wiener

O processo Generalizado de Wiener para uma varidvel x pode ser definido
em termos de dz da seguinte forma:
dx = adt + bdz (61)
onde a e b sdo constantes.
O termo adt na equagdo (61) indica que x possui taxa de desvio esperado de
a por unidade de tempo. O termo bdz ¢ o que agrega ruido ou variabilidade a
trajetéria seguida por x, onde a medida desse ruido é b vezes o processo de
Wiener [1].
Substituindo a equagdo (58) na equacdo (61) obtém-se:
dx = adt + be~ldt (62)
onde ¢ ¢ uma varidvel aleatoria de uma distribui¢do normal (0, 1). Assim, dx
possui distribui¢do normal com:
Eldx]= adt (63)
Var|dx]=b*dt (64)
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Processo de Ito

Este processo estocastico ¢ semelhante ao Processo Generalizado de
Wiener, sendo que neste caso os parametros a ¢ b sdo funcdes do valor da variavel
objeto, x, e do tempo, ¢. Algebricamente, o processo de [t0 pode ser escrito como:

dx = a(x,t)dt + b(x,1)dz (65)
onde os parametros a ¢ b sdo conhecidos como taxas de crescimento esperado
instantdneo e taxa de varidncia instantinea, respectivamente, deste processo.
Observa-se que em qualquer intervalo de tempo, a variacdo de x ¢ normalmente

distribuida [1] [6].

Lema de It6

Segundo Hull [6], o preco de uma opgao ¢ fung¢do do prego da agdo objeto e
do tempo. Genericamente, pode-se dizer que o preco de qualquer derivativo ¢ uma
fungcdo de suas varidveis estocasticas e do tempo. Portanto, no estudo de
derivativos, ¢ essencial compreender um pouco do comportamento das fungdes de
variaveis estocasticas. Um resultado importante nessa area ¢ conhecido como o
lema de Ito.

Supondo que o valor de uma variavel x siga o processo de It6 dado pela
equacdo (65), e considerando a existéncia de um derivativo G em fungdo de x e ¢,

ou seja,

G = f(x,1) (66)

O lema de It6 define o processo seguido por G como:

2
dG=|264495, 19 (z;b2 i+ 9% bz (67)
Ox ot 2 0x Ox

Movimento Geométrico Browniano

O Movimento Geométrico Browniano (MGB) [1] [6] [8] [80] ¢ um
importante caso especial do processo de Itd, descrito na equagdo (65). Este
processo estocastico ¢ o mais usado em financas para representar o preco de

acdes, mas para commodities ndo € tao eficiente.
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Fazendo na equagdo (65) a(x,t) =ax e b(x,t) =ox, onde x representa o

prego, a e ¢ sdo constantes, obtém-se:

dx = axdt + oxdz (68)
ax_ adt + odz (69)
X

Como foi visto nas equagdes (61) e (62), o percentual de variagdo de x,
Ax/x, é normalmente distribuidos.
Utilizando o Lema de Itd, equagdo (67), para derivar o processo seguido

pelo Inx, define-se G =Inx . Logo:

G_1 P6_ 1 &G _g
ox x ox? x> ot

Considerando os valores para a e b usados na equagdo (68), a equagdo (67)

se transforma na equacao (70):

dG = (a—%ozjdﬂradz (70)

Visto que o e ¢ sdo constantes, a equacdo (70) indica que G segue um
. . . . 2
processo generalizado de Wiener, que possui taxa de desvio constante de o — 67/2
A . 2 . . .
e taxa de varidncia constante ¢°. Assim, em um intervalo finito de tempo A4¢, a

variag@o no logaritmo de x, Inx, —Inx, ,, ¢ normalmente distribuido com:

E{ln al }=(0{—162JAI (71)
X, 2

Va{ln al }JZA; (72)

X1

Em seguida, discretiza-se a equagdo (70), considerando-se a variagdo no
logaritmo de x e notando que dz corresponde ao incremento de Wiener (ver

equagdo (58)):

lr{ al j = (a —%0'2 )At + oe At (73)
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Rearrumando a equagdo (73), chega-se a expressdo recursiva do Movimento

Geométrico Browniano para simular o preco futuro de uma agio:

X, =X, epra - %O-Z jAt + o-g\/E} ,  €~N(0,1) (74)

Este modelo ¢ bastante usado e corresponde a uma extensdo do modelo

apresentado por Dixit [1] [8] [23].

Processo de Reversao a Média

Do ponto de vista econdmico, este processo estocastico € o mais adequado
para pregos de commodities, especialmente sob a Otica de longo prazo [80],
embora seja mais complexo matematicamente do que o cléssico Movimento
Geométrico Browniano. Neste processo a tendéncia é o prego reverter em dire¢io
a média de longo prazo [1], entendida como o custo marginal médio da
commodity, incluida a remuneragfo ao capital de risco.

Segundo este processo, se 0 preco de uma commodity estiver muito abaixo
da média de longo prazo, varias firmas deixardo de produzi-la, fazendo com que
seu preco suba devido a queda da oferta global do produto. Este mesmo raciocinio
¢ valido em sentido oposto, isto €, se 0os precos estiverem muito acima da média
de longo prazo, a tendéncia serd de queda nos precos causada pela concorréncia
com a entrada de novos produtores ou pela entrada de produtos substitutos.
Assim, em uma economia competitiva, ndo ha espaco nem para ganhos
elevadissimos durante muito tempo, € nem para perdas substanciais por um
periodo muito longo, devido as préprias forgas do mercado.

Segundo Pindyck e Rubinfeld [90] o processo de reversdo a média é
tipicamente lento, sendo dificil a sua identificacdo em séries temporais de curta
duragio.

O modelo mais simples de reversdo a média ¢ o modelo aritmético de
Ornstein-Uhlenbeck. Este modelo atribui probabilidades positivas para valores
negativos da variavel estocéstica. Sua equacdo difere do movimento aritmético
browniano apenas no termo da tendéncia, conforme pode ser verificado em:

dx = 1(x — x)dt + odz (75)
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onde 7 ¢ a velocidade de reversdo a média, X ¢ o preco de longo prazo, x ¢ o
preco atual, df é o incremento no tempo, ¢ € a volatilidade do preco do ativo e dz
¢ o incremento de Wiener.

Outro modelo muito conhecido ¢ apresentado por Dixit e Pindyck [1], ou
modelo geométrico de Ornstein-Uhlenbeck. Segundo Dias [8], além de possuir
uma légica intuitiva adequada, este modelo € rigoroso em ndo atribuir
probabilidades positivas para precos negativos.

A equagdo estocastica do modelo geométrico de Ornstein-Uhlenbeck é dada
pela equagdo (76):

dx = 17(X — x)xdt + oxdz (76)

Segundo Dixit [91], o0 modelo de reversdo a média aumenta a histerese, isto
¢, aumenta o intervalo entre os pregos de entrada e saida de uma industria onde o
gerente tende a adiar o investimento. Se os pregos estdo altos, e conseqiientemente
acima da média de longo prazo, a reversao indica uma maior tendéncia de queda
dos precos, fazendo com que a firma se torne ainda mais relutante em investir. Por
outro lado, se os pregos estiverem abaixo da média, as firmas ficardo ainda mais
relutantes em exercer a op¢ao de abandono, ja que a probabilidade de recuperacio
dos pregos € maior.

Portanto, os efeitos da incerteza ¢ da tendéncia na regra de decisdo,
causados pela adocdo do modelo de reversdao a média, podem ser opostos, se a
média de longo prazo trabalhar com uma tendéncia contraria ao exercicio da

opcdo e ndo for alta o suficiente para deixar a op¢do “in the money”.

Modelo de Reversao a Média de Schwartz

O modelo de Schwartz [7] ¢ um dos mais famosos modelos de reversao a
média. Schwartz apresentou trés modelos para precos de commodities. No
primeiro, o0 modelo de um fator, considera que o logaritmo do preco spot segue
um processo de reversdo a média do tipo Ornstein-Uhlenbeck. O segundo modelo
inclui outro fator estocdstico, o qual também segue um processo de reversdo a
média e ¢ positivamente correlacionado com o prego spot. O modelo de trés

fatores ¢ uma extensdo do segundo, incluindo a taxa de juros estocastica.
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Segundo Schwartz, os trés modelos sdo bastante trataveis, ja que eles
contam com formas fechadas de solug@o para pregos futuros e relagdes lineares
entre o logaritmo dos pregos futuros e os fatores em questao.

Neste trabalho ¢ considerado o modelo de um fator, em que o preg¢o da
commodity segue o seguinte processo estocastico:

dx = n(InX — In x )xdt + oxdz (77)
onde x ¢ a média de longo prazo, n ¢ a velocidade de reversdo a média, dr ¢
incremento no tempo, ¢ ¢ a volatilidade do prego do ativo e dz € o incremento de
Wiener.

Segundo Dias [24], este modelo ndo é muito intuitivo, pois se presume que
investidores ndo possuem muita sensibilidade a valores expressos em logaritmos.
Por outro lado, ele facilita a estimativa de pardmetros, uma vez que considera o

seguinte processo estocastico para a variavel x:

x=InP (78)

onde P € o prego.
Aplicando o teorema de Itd é possivel derivar o processo seguido por X.

Assim, das equacgdes (77) e (78), obtém-se:

B 2
do=| Zqy B 10X g B
0P o 20P op
ﬁ:-lﬂmﬁ—mPP+l("%}ﬁP2m+ldﬂz
P 2L p P
_— .
dx = n(lnP—lnP)—EO' }dt+0'dz

dx=n (ln}_J—lnP)—zLoj}dt + odz
n

dx=n lnﬁ—%az —lnP}dt+sz
n

dx = % — xdt + odz

onde

¥=InP-—o" (79)
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Da equagdo acima percebe-se que a variacdo esperada de x depende da

diferenga entre x e X . Segundo Schwartz, a varidvel x tem distribuicdo normal

com:
E[x,]1=X+(x, —x)e ") (80)
2
Var[x,]= ‘;—n(l — e (81)

Observa-se na equagdo (81) que existe um termo no qual a variancia decai

com o tempo. Para um horizonte de longo prazo, a variancia do processo tende a

2

(o} ~ \ {1: A e ~

2—. LOgO, neste processo de reversio a média a varidncia ndo cresce
n

indefinidamente como acontece com a varidncia do movimento geométrico

browniano.

Modelo de Reversao a Média de Dias

O modelo de reversdo a média proposto por Dias [8] [24] é uma variag¢do do
modelo de um fator descrito por Schwartz. Este modelo fornece uma interpretacio
mais direita do nivel do pre¢o de equilibrio de longo prazo. Considera
inicialmente o processo aritmético de Ornstein-Uhlembeck, adotado por Schwartz
para a variavel estocéstica x [1] (ver equagdo (82)):

dx = (X — x)dt + odz (82)

onde a variavel x ¢ normalmente distribuida com média e variancia iguais a:
Elx,]=xpe ") 4 5(1— 7)) (83)

2
Var|x,] = j—(l e n)) (84)
7

Porém, neste modelo é considerando que X =InP, onde P ¢é o preco de
equilibrio de longo prazo. A idéia é definir o preco do ativo como uma

distribuicdo Log-normal com média igual a:

E[P,]= ") (85)
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Segundo Dias, o processo P(t) = ") ndo funciona porque a exponencial da
distribuicdo Normal adiciona metade da varidncia na distribui¢do Log-normal.
Assim, com o intuito de anular este acréscimo, metade da varidncia é compensada

relacionando x e P conforme a equacio (86).

P(t) = exp{x(¢)— 0.5Var|x(¢)]} (86)

Em um formato neutro ao risco*> o processo x(t) ¢ simulado usando a

equacdo (87) para tempo discreto:

X, =X, exp(— 77At)+ ln(ﬁ)+ r—p (1 - exp(— nAt))+
n
(87)

1- exp(— 277At)

N(0,1
28 o)

onde p ¢ a taxa de desconto ajustada ao risco, 7 € a velocidade de reversdo a média

e r ¢ a taxa livre de risco.

2 O formato neutro ao risco permite o uso da taxa de interesse livre de risco como uma adequada taxa de
desconto. O processo ¢ neutralizado ao risco mudando a tendéncia. Neste formato, a tendéncia a do
processo ¢ substituido por r — 3, onde o € o dividendo. Para o caso da reversdo a media, o dividendo nao é
constante, sendo uma fungdo de x: & = p—a = p —n (X — x). Observe que, na equagdo (84), a
neutraliza¢o ao risco pode ser interpretada como a subtragiio do nivel de equilibrio (média de longo prazo)
x do risk-premium normalizado ((p — r)/m).
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Apéndice D

Este apéndice descreve o algoritmo proposto por Grant, Vora e Weeks para
determinar o valor de uma opg¢do americana, através da transformacdo de uma
opcdo americana em uma opg¢ao européia mediante a determinagdo da fronteira de

exercicio 6tima ou curva de gatilho.

Algoritmo de Grant, Vora e Weeks

A seguir descreve-se o algoritmo de Grant, Vora e Weeks. Para isso sdo
definidos § como o valor do ativo objeto, X como o preco de exercicio da opgéo, I
como seu valor intrinseco ¢ C como o valor da op¢do de compra. Para um dado
tempo 7 o exercicio da op¢do serd 6timo quando:

c (s, x)=1,s.x) (88)

onde S é um ponto da curva de gatilho.

Para um instante ¢ entre a data inicial, #), ¢ a data de exercicio, 77, em uma
determinada iteracdo i, o valor da op¢do ¢ dado por C,. O valor da opcgdo
americana de compra (opg¢ao de expansio), C;, ¢ dado por:

D c*)_ —rA
Ct (St )_ max{S, - X’ € tE/ [CI+AZ(SZ+AI )]} (89)
onde §, ¢ o prego do petrdleo no instante ¢z, Ar representa um pequeno intervalo

A I3
"¢ o fator de

de tempo,  é a taxa de juros livre de risco (taxa de desconto), e~
desconto e E indica o valor esperado.
Separando os termos da equagdo (89) temos o instante em que a opg¢do sera

exercida (no primeiro termo, se o prego em ¢, S,, for maior que o prego da curva
de gatilho, S, ) e o instante em que é conveniente manter a op¢do (no segundo

termo, se o prego em ¢, S, , for menor que o preco da curva de gatilho, S, ):
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S -X se S, >8 (exercer a opg¢do)
(90)
e™E[C..(S..)] se S, <S8, (manter a opg¢do)

No instante 7, no vencimento, é 6timo exercer a op¢do sempre que ela

estiver  “in the  money”, isto ¢, quando seu valor ¢
C, (ST)=max[0,ST —X]= S, —X =0, o que significa que S, = X (valor critico
igual ao prego de exercicio).

O processo de otimizagdo comeg¢a na ultima data de exercicio antecipado,
t;_,, antes do vencimento da opcdo. O portador da opcdo podera exercé-la
imediatamente ou manté-la até o vencimento. Assim, em ¢, _, o valor da opcdo
sera:

Sron =X se  Sr_n>Sru
Cron =
e ™E[C, ] se S,<8S,
A procura do prego de exercicio critico, S;_,,, é feita dando pequenos

incrementos no prego, AS;_,,, até encontrar o preco do ativo no qual € indiferente

exercer imediatamente ou manter a op¢ao viva, isto ¢€:

S X - eirAtE[CH-At( t+At )] (9 1)

Determinado o preg¢o critico em ¢, ,,, continuando com a otimizagio,
. . yoe * ..
procura-se no instante anterior o prego critico, S, ,,, condicional ao

conhecimento dos pregos S, ,, € S,. Todavia, a determinagdo do prego critico

em um instante depende dos pregos criticos nos instantes futuros. Como estes
precos futuros ainda ndo sdo conhecidos, emprega-se a simulagdo Monte Carlo,

que comega no instante #, ,,. Simula-se valores para §,, calculando-se o valor

esperado da opg¢do através de:
als)=y 2cs) ©2)

onde N ¢ o nimero de iteragdes da simulacdo Monte Carlo.
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O resultado obtido € comparado com a remuneragdo oriunda do exercicio da
opcao:

E[C )=S0 -X (93)

Determinado o preco S, ,,, se este ndo é o preco critico, este &

incrementado e repete-se a simulagdo Monte Carlo. Este processo se repete até a
determinagdo do prego critico.

Desta forma, continua-se caminhando para tras no tempo ao longo da vida
da opcdo, determinando assim a curva de gatilho. Com a curva de gatilho ¢
estimado o valor da op¢ao usando-se a simulagdo Monte Carlo (simulando o preco
a partir do tempo 7y, com um preco inicial Sy tomado do mercado). O valor da
op¢do para cada simulagdo serd no exercicio antecipado em qualquer data t;. O
exercicio antecipado ocorre na primeira data em que o preco da agdo ultrapassa a
curva de gatilho.

A seguir ¢ descrito o algoritmo de forma esquematica:

Passo 1: Discretiza-se o tempo de vida da op¢do em um ndmero

determinado de intervalos e considera-se como condi¢do S, = X (Figura 37).

A
s
o
On
©
©
©
[o]
On ' ' ' ' ' '
]
a
0
- L isiex
t=0  t=1 =2 eenas T-3At T-2At T-At T Tempo

Figura 37 - Discretizagao do tempo no algoritmo de Grant, Vora e Weeks

Passo 2: No instante 7' —A¢ adota-se o prego inicial do ativo, §;_,,, igual

ou préximo de S Inicia-se a simulagio Monte Carlo obtendo-se diversos valores
para a opg¢do no tempo T. O valor final da opg¢do € calculado usando a equagdo

(92) e descontado de e para levar o valor ao tempo 7 — Ar (Figura 38).
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)
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o i i i i
o i i i i
i i i i C1,=S1,- X
» : : : : T2~ OT2
. o Cri=Srs-X
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t=0 t=1 t=2 s mmEn T-3At T-2At T-At T Te?npo

Figura 38 - Calculo do valor da op¢éo no tempo T por simulagdo Monte Carlo

Passo 3: Se o prego estimado pela equagdo (93), S,_,,, ndo for o prego

critico, este € incrementado e repete-se a simulagdo Monte Carlo (Figura 39).

A

S (Prego da agao)

’
L

t=0 t=1 t=2 sammmsm T-3At T-2At T-At

Figura 39 - Incremento de S,_,, e simulagdo Monte Carlo.

Passo 4: Calculado S;m , equagdo (93), repetem-se os passos 2 e 3, testando

a opg¢do para todos os momentos até o vencimento, 7. Continua-se recursivamente
este processo até chegar ao tempo inicial, #), construindo-se assim a curva de

gatilho (Figura 40).
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Figura 40 - Repetir recursivamente os passos 2 e 3.

Passo 5: Terminada a curva de gatilho, realizam-se novas simula¢cdes Monte
Carlo a partir do prego inicial S, dado pelo mercado. Calcula-se o valor final da
op¢do, que ¢ o valor médio de todas as opgdes trazidas ao valor presente (Figura

41).

>

S (Prego da agio)

(7]
IS

_‘ [y .
_|

oy

©

(o)

t=0 =1 t=2 sanmnan T-3At T-2At T-At

Figura 41 - Calculo do valor final da opgéo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0024885/CA


PUC-RiIo - Certifica¢é@o Digital N° 0024885/CA

176

Apéndice E

Este apéndice descreve as dedugdes para as expressoes de calculo da média
e variancia de um numero fuzzy apresentadas por Carlsson e Fullér em [76]. Estas
defini¢des sdo consistentes com o principio de extensdo e com as defini¢cdes de

média e varidncia da teoria de probabilidade.

Média de um Numero Fuzzy

Como foi descrito na se¢do 3.4, um numero fuzzy A ¢ um conjunto fuzzy
normal e convexo, com dominio nos numeros reais e fun¢do de pertinéncia
continua de suporte limitado.

O conjunto de intervalos o—cut de um numero fuzzy A ¢ definido por:

teR|A(t)Z(x se a>0
Ay = cl{teRA(t)Zoc} se a=0 (94)

Suporte fechado de A

Define-se o intervalo a—cut para qualquer numero fuzzy 4, = [ 5“),a§°‘)]

Para o caso de um numero fuzzy triangular definido pela equagdo (27) o

intervalo 4, ¢ definido por:

4, :[(az_al)a—i_al ’_(03_‘12)0""“3] Vae [0’1] (95)

Usando o método de defuzzificagdo de Goetschel-Voxman [92] define-se o

valor médio (valor esperado) de um numero fuzzy de acordo com a equagdo (96):

E(4)= fa(aﬁ“br ag"))da (96)

97)
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Isto €, o peso da média aritmética de aﬁ“ e a;’ ¢ o proprio o.

Assim, para um nimero fuzzy triangular:

E(A): fa[(az—al)oﬁ a,+ aj—(a3—a2)0c]doc
E(4)= fa[(az—a,—a3+a2)a+a,+ a, |da

E(4)= £(2a2—a1—a3)a2 do+ .[:(a1+ a,)a do

1 1

2

3
E(A):%@az—al—a}) +a7(a1+ a3)

0 0

E(4)= 2a2_(;’1+as)+(a1';a3)

): 4a2—2(a,+a3)+3(a1+a3)

E(A4
( 6

_ 4a,+a,+a,

()= 14

Variancia de um Numero Fuzzy

177

(98)

(99)

(100)

(101)

(102)

(103)

(104)

Carlsson e Fullér em [76] introduziram a definicdo de varidncia de um

nimero fizzy como:

[ (@) o (a)
Var(A)= £POS[A < a}“)][ G G e de+

JjPos[A > ag“)][_M—a(“) do.

(105)
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24 2T ’
Var(4)=[of | =% R B e (106)

A variancia ¢ definida como o valor esperado dos desvios quadrados entre a
média aritmética e os pontos extremos do conjunto de intervalos o—cut de um
namero fuzzy.

Simplificando a equagdo (106) tem-se:

() (@) (), (a)?
a, +2a14a3 +a; _aga)Z_aga)aga)_i_aga)Z +
Var(4)= [ a do (107)
a+2a\9a "+ o\’ 2 2
L (st E e B AR 7
4
(a)? (o) () (@)
Var(A): J:O{a] +2a,2a3 +a; —2a§“)a§“)]da (108)
1
Var(A)= > Jja(ag”‘)2+ 2 aﬁ“)a§“>+ aﬁ“)z -4 ag")aga))da (109)
Var(A):é fa(aga)z—Zaga)ag“)Jr aga)z )doc (110)
1
Var(A)= > fa(aﬁ“)— ag(‘))2 do (111)

A partir da equagdo (95) tem-se que:

Var(A)= é fa[(az— al)a+ a,—a;+ (aj—az)a]z do. (112)
1 2
Var(A)zE Jja[aza—aIa-i- a,—a;+a;o— aza] do. (113)

Var(A)zéfa[—a1a+a1—a3+a3a]2 do. (114)
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Var(A) =§ fa[(cg —a, \o—1)] da
Var(A):é fa(%—a,)z (a—1) da

Var(A)=§(a3_a,)2 [ alo-1Y da

Assim, a variancia de um namero fuzzy ¢ definida por:

var(4)="0= )

Logo, o desvio padrao de 4 ¢ definido por:

179

(115)

(116)

(117)

(118)

(119)
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Apéndice F

Neste apéndice descreve-se de forma esquematica os métodos de avaliagdo
de opgoes reais, tanto o método tradicional de avaliagdo por simulag@o estocastica

como o método hibrido proposto com nimeros fuzzy.

Descricao da Metodologia Tradicional de Avaliagao de Opgdes Reais

Como foi visto no capitulo 3 uma opgao real pode ser avaliada do mesmo
modo que uma opg¢ao financeira; deste modo, os dois métodos mais usados sao os
métodos dos ativos contingentes, Contigent Claims, e o da programacgdo dinamica.

Com ajuda das ferramentas de célculo estocéstico, obtém-se uma equagao
diferencial parcial que pode ser resolvida analiticamente ou através de métodos
numéricos. O uso de técnicas analiticas de solugdo ¢ muito limitado, pois a
medida que as incertezas sobre as varidveis subjacentes tornam-se mais
complexas ou aumenta-se o numero de incertezas, o processo de avaliagdo da
op¢ao pode tornar-se oneroso computacionalmente ou intratavel algebricamente.

A combinagdo das técnicas de simulagao estatistica, como simulagdo Monte
Carlo e a Programag¢a@o Dinamica Estocastica permitem desenvolver métodos para
avaliacdo de opg¢des americanas [4] [5] [33] e permitem considerar varias
incertezas, tendo por desvantagem o elevado custo computacional. Como foi visto
no capitulo 2, esta mesma metodologia pode ser usada para avaliar opgdes reais.

A seguir descreve-se a metodologia de solugdo por simulacdo Monte Carlo.
Este método consiste em modelar as incertezas por distribui¢des de probabilidade
conhecidas. Deste modo a incerteza de mercado ¢ modelada por processos
estocdasticos conhecidos (movimento geométrico browniano, processo de reversao
a média, processo de reversdo a média com saltos, etc.) e as incertezas técnicas
por distribuicdes de probabilidade (triangular, trapezoidal ou normal). Escolhe-se
uma distribui¢do de probabilidade triangular quando a informacgdo a respeito da

incerteza técnica € minima.
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O processo de simulagdo estocdstica inicia-se tomando uma amostra da
distribuicdo de probabilidade de cada incerteza técnica e usando o algoritmo de
Grant, Vora ¢ Weeks [4], o qual faz uso de varias amostras da incerteza de
mercado (preco da commodity) para construir a curva de exercicio 6timo da
op¢ao. Com esta curva de exercicio e com a simula¢do do preco da commodity
(amostras da incerteza de mercado) calcula-se o valor da opgao real (V).

Este processo é repetido para um numero significativo de amostras de
incertezas técnicas (1000 ou 10000 amostras da incerteza técnica).

O valor da opc¢do real resultante da simulag¢do (Vr) ¢ a média de todos os
valores da opgdo (V) parciais.

A seguir € descrito o método de forma esquematica:

Passo 1: Definem-se as distribui¢des de probabilidade triangular para as
incertezas técnicas e modela-se o preco da commodity (incerteza de mercado) por
processos estocasticos. Logo, tomam-se amostras de cada distribuicdo da incerteza

(Figura 42).

Incerteza de Mercado: Modelada com Processo Estocastico

Incerteza Técnica: Modelada com Distribuicdo de Probabilidade Triangular

Precos da
Commodity

Cenarios
Técnicos

AN

Distribui¢cdo de Probabilidade

Figura 42 — Definicdo das distribuicdes para as incertezas técnicas e do processo

estocastico para o preco e amostragem das incertezas.

Passo 2: Constrdi-se a curva de exercicio 6timo da opgdo (curva de gatilho)

usando o algoritmo de Grant, Vora e Weeks (vide apéndice D), que usa vérias
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amostras da incerteza de mercado (preco da commodity) para construir a curva de

gatilho (Figura 43).
Simulagéo Monte Carlo
Precos da
Commodity — Curva de Gatilho
Cenarios u -—>
Técnicos

Distribuicdo de Probabilidade

Figura 43 — Construgdo da curva de gatilho com o algoritmo de Grant, Vora e
Weeks.

Passo 3: Com a curva de gatilho calcula-se o valor da opg¢do para essas
amostras por simulagdo Monte Carlo. Isto €, simulam-se os caminhos para o preco
da commodity desde ¢ até a expiracdo da opcdo, T e calcula-se o valor da opg¢ao
para cada caminho do preco que ultrapasse a curva de gatilho; se o caminho do
prego passa todo o tempo de vida da op¢do sem alcancar a curva de gatilho o valor
da opgdo € zero (Figura 44).

Simulagédo Monte Carlo

Precgos da
Commodityi'}; ==p| Curvade Gatilho
™.
N T
< Simulgao célculo

Cenarios - do
Técnicos ’ Valor da Opgéo
[2

FaQn -

Distribuicdo de Probabilidade

Figura 44 — Simulagdo Monte Carlo para o calculo do valor da op¢édo para as

amostras da incerteza.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0024885/CA


PUC-RiIo - Certifica¢é@o Digital N° 0024885/CA

183

Passo 4: Calcula-se a média dos valores da op¢ao obtidos de cada caminho
do pregco da commodity. Esta média representa o valor da opg¢do para os valores

amostrados da incerteza (Figura 45).

Simulagéo Monte Carlo

Precos da ~
Commodity Valor da opgéo
=—p| Curva de Gatilho
N T
A >
< Simulgao calculo
Cenarios — 36 I
Técnicos ’ Valor da Opcéo
e P.
A J @’ .

Distribuicdo de Probabilidade

Figura 45 — Calculo do valor da opg&o para as amostras da incerteza.

Passo 5: Calculado o valor da op¢do, tomam-se novas amostras de cada
distribuicdo da incerteza e repetem-se os passos 2 € 3. Obtendo um novo valor da

op¢ao para estas novas amostras (Figura 46).

Simulagdo Monte Carlo

Precos da )
Commodity 1| | j Curva de Gatilho Valor da opgao
™. f
N
. ~ , q
i | l Simulgao calculo

Cenarios — do

Técnicos \ Valor da Opgéo
[

AN

Distribuicao de Probabilidade

Figura 46 — Tomam-se novas amostras e calcula-se do valor da op¢ado para as

amostras da incerteza.

Este processo de simulacdo ¢ repetido tantas vezes quantas amostras da
incerteza sejam consideradas, isto €, o nimero de amostras da incerteza representa

o numero de iteragcdes da simulagdo (Figura 47).
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Simulagéo Monte Carlo

1| E Curva de Gatilho Valor da opgao
b, ,/

N

. - , ﬁ

/l/ Simulgdo célculo | ‘ |

Precos da
Commodity

Cenarios
Técnicos

— e
\ Valor da Opgéao

J
Distribuigdo de Probabilidade

Figura 47 — Repeticdo do processo de célculo do valor da op¢ao para as amostras

da incerteza.

Passo 6: O valor da opgdo real resultante da simulagdo ¢ a média de todos

os valores da opc¢do parciais (Figura 48).

Simulagéo Monte Carlo

Precgos da )
Commodity 1| j Curva de Gatilho Valor da opgéo
N\ A

/I/ | Simulgéo célculo
Cenarios — do
Técnicos /( \\ \ Valor da Opgéo

) Média Probabilistica
4 ) Valor da Opgao

Distribuicao de Probabilidade

Figura 48 — Valor da opc¢ao real resultante da simulagcao

Descricao da Metodologia Proposta para Avaliagdao de Opgoes Reais
por Aproximagao com Numeros Fuzzy

Nesta secdo ¢ descrita, de forma esquematica, a metodologia proposta que
combina a simulag@o estocastica com os numeros fuzzy para calcular o valor de
uma opgdo real. Este método consiste em modelar a incerteza de mercado por
processos estocasticos conhecidos (movimento geométrico browniano, processo

de reversdo a média, processo de reversdo a média com saltos, etc.) e as incertezas
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técnicas sdo modeladas por niimeros fuzzy triangulares ao invés da distribuicio de
probabilidade triangular usada na solugéo tradicional.

Neste caso, ao invés de tomar uma amostra da incerteza técnica como
realizado na solugdo tradicional, emprega-se o nimero fuzzy que representa toda a
incerteza. Logo, usando o algoritmo de Grant, Vora ¢ Weeks [4], modificado para
trabalhar com numeros fuzzy, constrdi-se a curva de exercicio 6timo da opgéo.
Com esta curva de exercicio e com a simulacdo do pre¢o da commodity (amostras
da incerteza de mercado) calcula-se o valor da op¢do real (V,,r). Este valor é
também um numero fuzzy. O valor da op¢do real resultante da simulagédo (Vr) é a
média do niimero fuzzy [75] [76] [77] que representa o valor da opgdo (Vo,pr).

Assim o modelo proposto que representa as incertezas técnicas por numeros
fuzzy permite obter boas aproximagdes do valor da op¢do com grande economia
do tempo computacional ao ndo precisar tomar varias amostras da incerteza
técnica, dado que, o nimero fuzzy tem toda a incerteza.

A seguir ¢ descrito o método de forma esquematica:

Passo 1: Definem-se os numeros fuzzy triangulares para as incertezas
técnicas e modela-se o preco da commodity (incerteza de mercado) por processos

estocasticos (Figura 49).

Incerteza de Mercado: Modelada com Processo Estocastico
Incerteza Técnica: Modelada com Numeros Fuzzy Triangular

Precgos da

Commodity 1| | j
0

Cenarios ...

Técnicos A
o
P I

oA
Numeros Fuzzy

Figura 49 — Definicdo dos numeros fuzzy para as incertezas técnicas e do

processo estocastico para o pre¢co da commodity.
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Passo 2: Constrdi-se a curva de exercicio 6timo da opgdo (curva de gatilho)
usando o algoritmo de Grant, Vora e Weeks modificado para trabalhar com
numeros fuzzy (vide capitulo 4). Desta forma cada ponto da curva ¢ um nimero
fuzzy (Figura 50).

Simulagéo Monte Carlo

Precos da
Commaodity Curva de Gatilho

Fa . 0—
Cenarios  1}......

Técnicos ‘ ’ >
0
P I
V

0
Numeros Fuzzy

Figura 50 — Constru¢do da curva de gatilho com o algoritmo de Grant, Vora e

Weeks modificado para trabalhar com numeros fuzzy.

Passo 3: Simulam-se os caminhos para o pre¢o da commodity desde ¢y até a
expiragdo da op¢do, T e calcula-se o valor da opg¢ao fuzzy para cada caminho do
preco que ultrapasse a curva de gatilho; se o caminho do prego passa todo o tempo
de vida da opgdo sem alcangar a curva de gatilho o valor da opgdo € zero (Figura
51).

Simulacdo Monte Carlo
¢ Valor da Opgéo

Precos da

Commodity ilﬁ; Curva de Gatilho Fuzzy
; [ 2 /

| I N . B

q 0
. 0 Simulgao calculo
Cenarios  1]...... do

I r—
Técnicos A > Valor da Opgéao
o P

0-
Numeros Fuzzy

Figura 51 — Simulag&o Monte Carlo para o calculo do valor da op¢ao
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Passo 4: Repete-se o passo 3 com cada caminho do preco da commodity;
obtendo-se um novo valor da opg¢do para esse caminho. Este procedimento ¢

repetido para todos os caminhos (Figura 52).

Simulagéo Monte Carlo Valor da Opg&o

Precos da oy
Commodity Curva de Gatilho ! A Fuzzy
AN ) | : /
T4 ) A
O,A —_—

Simulg¢ao célculo

Cenarios  1}...... do ol
Técnicos A > Valor da Opcao oJ_A
0 P
I =N
A / |

0
Numeros Fuzzy

Figura 52 — Calculo do valor da opg¢éo fuzzy para todos os caminhos do preco.

Passo 5: O valor da opgao real resultante da simulagdo ¢ a média de todos

os valores da opcéo parciais (Figura 53).

imulag&o Monte Carl T
Simulagéo Monte Carlo Valor da Opgéo

Precos da b
Commodity [| | \ Curva de Gatilho ! _A Fuzzy
— h 0 /

Poooooeee, N T L . ‘

‘ o

. o Simulgéo calculo :

Cenarios  1...... 4o T :

Técnicos A [ Valor da Opgéo ‘

0, P 0

1 @ 1

A / ! )2 A
0° o
Ndmeros Fuzzy Média Fuzzy

Figura 53 — Valor da opg¢éo fuzzy resultante da simulagéo.
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Apéndice G

Neste apéndice ¢ apresentada a modelagem analitica do problema da opg¢éo
de expansdo mostrado no capitulo 5. Este problema apresenta caracteristicas
semelhantes ao problema analisado por Batista em [79] e por Dixit e Pindyck em
[1].

Dixit e Pindyck fazem uma analogia entre uma opg¢do real e uma opgdo
financeira de compra, onde o preco do ativo-objeto, o valor do projeto V, segue
um processo estocastico exogeno.

Na realidade ¢ P, o preco da mercadoria, e ndo V, o valor do projeto, que se
comporta segundo este processo, determinando o valor do projeto e o valor da
opcdo de investir F. Dixit e Pindyck consideraram que:

e Valor do projeto = V = V(P) quando o projeto esta em andamento.
e Valor da opgdo de investir > F = F(P) quando o projeto ainda ndo
foi iniciado.

Segundo Dias [80], projetos de petrdleo podem ser considerados ativos
contingentes ou ativos derivativos cujos valores dependem de um prego
estocastico. Deste modo, pode-se montar uma carteira livre de risco e esperar que
esta remunere a taxa livre de risco r. Esta condicdo permite a elaboragdo de um
método de solugdo analitico para o valor do projeto.

Seguindo-se os passos descritos por Dixit e Pindyck [1], monta-se uma
carteira livre de risco composta de F e de uma posi¢do curta em m unidades de P.
Portanto:

¢=F —mP (120)
d¢ = dF — mdP (121)

onde ¢ representa o retorno da carteira.

Mantendo esta carteira por um periodo df, espera-se um retorno igual ao

ganho de capital no periodo mais os dividendos pagos, subtraidos do custo para
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manter a posi¢cdo curta. Observa-se que o projeto ndo compde a carteira, e,

portanto, ndo se deve considerar os seus dividendos. Logo:
Retorno Esperado = Ganho de Capital — Custos para manter a carteira
rodt = d¢ — moPdt (122)
Expandindo F(P) por Taylor:

0'F

2
oF OF jil0°F ~dPdi ... (123)

dF =—dP+—di +——dP* +
oP ot 2 OP oPo.

Considerando que o prego segue um processo de reversdao a média descrito

na equagdo (77), e mostrada novamente a seguir:
dx = n(In X — In x )xdt + oxdz
e adaptando a equagdo (77) para o preco tem-se:
dP = n(in P - In P)Pdt + oPdz (124)
A partir da equagdo (124), tem-se que:

dPdt =0 (125)
dP? = o’ P*dt (126)

substituindo as equacdes (124), (125) e (126) na equagdo (123):

1 0*°F

dF = [y(in P —1n P)Par + opate]+ L+ L — o’ Pt (127)
oP or . 20P

Substituindo as equagdes (124) e (127) na equagdo (121):
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oF

2
df ={§77(1n}_’—lnP)P+ o 10F

o 2 oP?

oc’P? - mn(lnl_’ — lnP)P dt +

(128)
[6—F oP — maP}dz
OP

Para que a carteira seja livre de risco a parte estocastica deve ser zero,

portanto:
Z—iJP—mJP=O (129)
oF
Logo, a equagdo (128) se resume a:
OF 10°F
d¢:[§+gapz o-sz}dt (131)

Finalmente, substituindo as equagdes (120) e (131) na equagdo (122) chega-

se a equagdo diferencial parcial para o valor da op¢do de investir:

1 0*F
2 oP?

0'2P2+(r—5)Pa—F+a—th—Fr:O (132)
oP ot

Esta equacdo ndo considera dividendos, custos ou fluxo de lucro, ja que
somente a op¢do ¢ avaliada. Por se tratar de uma equacdo diferencial parcial, o
método de solugdo se torna bastante complexo. Algumas simplificagdes poderiam
ser feitas com o intuito de aproximd-la a uma equagdo diferencial ordinaria,
porém, a qualidade dos resultados poderia ser comprometida porque se estaria

adaptando um modelo tedrico para solucionar um problema pratico.
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