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Resumo 

Santos Jr., Fabio Gaspar, Nieckele, Angela Ourivio (orientadora), Ibanez 

Aguilar, Ivan Fernney (co-orientador). Modelo de Mistura líquido-sólido 

Unidimensional com base Termodinâmica para prever Deposição de 

Parafina. Rio de Janeiro, 2021. 130p. Dissertação de Mestrado – 

Departamento de Engenharia Mecânica, Pontifícia Universidade Católica 

do Rio de Janeiro. 

A deposição de parafina é um dos principais problemas quando se trata de 

garantia de escoamento. O fluido que sai quente dos reservatórios é transportado 

por dutos que trocam calor com o ambiente frio. Quando o fluido atinge 

temperaturas abaixo da TIAC (Temperatura Inicial de Aparecimento de Cristais), 

partículas de sólido se precipitam. Isto causa não só aumento da viscosidade, mas 

também a formação de depósito nas paredes dos dutos, diminuindo a seção livre de 

escoamento e consequentemente a produção, ou até mesmo obstruindo totalmente 

o duto, resultando em um grande esforço de manutenção e causando grandes perdas 

de capital. Este problema é bastante recorrente, sendo assim, prever a deposição da 

parafina é crucial para projetos e operações de dutos, sendo preciso desenvolver 

modelos numéricos que forneçam resultados de forma acurada e eficiente. 

Considerando que os dutos são muito longos, o presente trabalho propõe um modelo 

hidrodinâmico unidimensional, com um modelo bidimensional de transferência de 

calor obtido através de um processo de marcha ao longo do duto. Todas as 

propriedades e fração volumétrica de sólido são determinadas em função da 

composição do fluido, pressão e temperatura, a partir de interpolações de tabelas 

criadas com um modelo termodinâmico em uma etapa de pré-processamento. O 

modelo considera a existência de depósito na parede do duto quando a fração de 

volume de sólido é igual ou maior do que 2 %. A modelagem proposta foi avaliada 

em diferentes situações, em escala laboratorial e de campo, apresentando dados de 

temperatura, pressão e espessura do depósito com concordância razoável com dados 

da literatura, mostrando que a modelagem implementada reproduz 

satisfatoriamente o comportamento físico do fenômeno de deposição de parafina. 

Palavras-chave:  

Deposição de parafina; Garantia de escoamento; Simulação numérica 1D; 

Modelo de mistura; Modelo termodinâmico de Múltiplas Soluções Sólidas. 
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Abstract 

Santos Jr., Fabio Gaspar, Nieckele, Angela Ourivio (Advisor), Ibanez 

Aguilar, Ivan Fernney. (Co-advisor). Thermodynamic-based, One-

dimensional liquid-solid Mixture Model to predict Wax Deposition. Rio 

de Janeiro, 2021. 130p. Dissertação de Mestrado – Departamento de 

Engenharia Mecânica, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

Wax deposition is one of the main problems when it comes to flow assurance. 

The hot fluid which leaves the reservoirs is transported by pipelines that exchange 

heat with the cold environment. Solid particles precipitate when the fluid reaches 

temperatures below the WAT (Wax Appearance Temperature). It causes not only 

an increase in viscosity, but also the formation of deposits on the pipe walls, 

reducing the cross-flow area and the production, or even totally obstructing the 

pipe, resulting in a significant maintenance effort and causing large capital losses. 

This problem is quite recurrent, therefore, predicting of wax deposition is crucial 

for pipeline projects and operations, and it is necessary to develop numerical models 

that provide accurate and efficient results. Considering that pipelines are very long, 

the present work proposes a one-dimensional hydrodynamic model with a two-

dimensional heat transfer model being obtained through a marching process along 

the pipeline. All properties and solid volumetric fraction are determined as a 

function of fluid composition, pressure and temperature, from tables interpolation 

created with a thermodynamic model in a pre-processing step. The model considers 

the deposit existence on the pipe wall when the solid volume fraction is equal to or 

greater than 2 %. The proposed model was evaluated in different situations, in a 

laboratory and field scale, presenting temperature, pressure and deposit thickness 

data in reasonable agreement with literature data, showing that the implemented 

model reproduces satisfactorily the physical behavior of the wax deposition 

phenomenon. 

Keywords: 

Wax deposition; Flow assurance; 1D numerical simulation; Mixture model; 

Multiple Solid Solution thermodynamic model. 
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1. Introdução 

Com o passar dos anos, formaram-se no solo camadas de material orgânico e 

altas pressões foram exercidas sobre este material depositado. O petróleo é uma 

mistura oleosa formada por uma parte específica deste material orgânico que ficou 

depositado. Ele é uma importante fonte de energia e muito utilizado na indústria 

para diversas aplicações, com seus derivados podendo ser encontrados em plásticos, 

tintas, corantes, produtos farmacêuticos e dentre outros.  

Sabendo de toda a importância do Petróleo para a economia atual, os 

problemas que surgem no caminho precisam ser entendidos e solucionados. A 

retirada do óleo dos reservatórios, que contém altas pressões e altas temperaturas, 

é realizada com longas tubulações até às plataformas na superfície do mar 

(produção off-shore) ou na superfície terrestre (produção on-shore). No trajeto do 

petróleo do reservatório até a plataforma, ocorre perda de pressão e perda de calor 

do fluido para o ambiente. Com a existência de um gradiente de temperatura no 

fluido, partículas sólidas surgem nos locais onde a mistura líquida esteja com 

temperaturas abaixo de um certo valor (WAT − Wax Appearing Temperature ou 

TIAC − Temperatura de Aparecimento de Cristais), isto é, começa-se a formar 

parafina no fluido. À medida que os anos avançaram, a busca por reservatórios de 

petróleo se intensificou e foi se deslocando para o alto mar, atingindo cada vez mais 

profundidades maiores e ambiente com temperaturas mais baixas. Com isto, o 

problema se intensifica e esta formação pode se tornar uma enorme dificuldade para 

a indústria do Petróleo, logo, é importante entender quando isto ocorre. 

Singh et al. (2000) descreve que os hidrocarbonetos de uma mistura quente 

ao ser resfriada podem atingir a Temperatura Inicial de Aparecimento de Cristais e, 

com isto, sair de solução, precipitando na forma de cristal de parafina. A presença 

desses cristais pode alterar a viscosidade do fluido, podendo também formar um 

depósito na tubulação por onde o fluido escoa, reduzindo a vazão ou forçando a 

diminuição da produção, portanto, é de extrema importância garantir o escoamento. 

A Figura 1.1 ilustra uma situação de depósito de parafina que quase obstrui por 

completo a seção transversal do duto.  
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Figura 1.1: Linha de Petróleo quase totalmente bloqueada por depósito de parafina, 
fonte: NTNU, 2011. 

Na indústria são utilizados alguns métodos para lidar com este problema, 

como, por exemplo, a utilização de “PIGs” para limpar a tubulação (Azevedo et 

al., 1996; Nieckele et al., 2001), utilização de isolamento (Sousa et al., 2019) ou 

aplicação de inibidores químicos (Anisuzzaman et al., 2017). A decisão de como 

mitigar o problema envolve diretamente o projeto e operação das linhas de 

produção. Por exemplo, se for esperado que ocorra formação de depósitos de 

parafina e a opção for isolar a linha, é preciso determinar o campo de temperatura 

para verificar onde ocorre a deposição e, assim, isolar a linha. Se a opção for utilizar 

“PIGs”, é necessário planejar pontos de entradas e de saídas de “PIGs” da 

tubulação, assim como planejar a frequência de passagem dos “PIGs” durante o 

período de operação das linhas, de acordo com taxa de deposição (Zheng et al., 

2013). O mesmo é verdade no caso de uso de inibidores químicos. 

Estes métodos aumentam o custo de projeto e da produção, principalmente 

conforme a profundidade de exploração no mar aumenta. Então, surge a 

necessidade de programas que consigam prever a deposição de parafina, para 

auxiliar no projeto, assim como na operação das linhas de produção, e para isso 

torna-se necessário a utilização de um modelo de previsão do depósito, criando uma 

demanda por modelos precisos, simples, rápidos e robustos.  

Devido à necessidade de prever a formação, diversos trabalhos da literatura 

(Singh et al., 2000; Azevedo & Teixeira, 2003; Mehrotra et al., 2020; Veiga et al., 

2020) vêm, ao longo dos anos, se esforçando para identificar e compreender quais 

são os mecanismos dominantes neste fenômeno. A identificação destes mecanismos 

visa minimizar as incertezas associadas aos modelos matemáticos de previsão de 

deposição de parafina. Para aplicação destes modelos no campo, como as 
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tubulações são extremamente longas, simulações unidimensionais se mostram 

como a melhor alternativa viável pois, além de gerar resultados mais baratos, 

fornecem dados mais rápidos e de forma simples. 

1.1. Objetivo 

O principal objetivo do presente trabalho consiste em contribuir para a 

melhoria da capacidade de garantia de escoamento. Propõe-se um novo modelo 

hidrodinâmico unidimensional acoplado a um modelo bidimensional simplificado 

de transferência de calor para prever a deposição de parafina em longos dutos, 

adequado para dutos de campo, com cálculos termodinâmicos com precisão.  

O modelo de deposição é baseado no conceito de que o depósito é formado 

quando a fração de volume de sólido encontra-se acima de 2 %. A determinação da 

concentração de sólidos que saem de solução, é obtida utilizando um modelo 

termodinâmico de múltiplas soluções sólidas, em função da pressão, temperatura e 

composição do fluido. A determinação do campo de velocidade e pressão é obtida 

utilizando modelagem unidimensional, enquanto a temperatura é determinada por 

uma formulação bidimensional, obtida marchando ao longo do domínio.  

1.2. Organização do Manuscrito 

O atual trabalho é dividido em 6 capítulos, incluindo esta introdução. O 

capítulo 2 apresenta uma revisão da literatura discutindo sobre os mecanismos 

dominantes na formação do depósito e alguns modelos que auxiliam na predição do 

depósito de parafina. 

No capítulo 3, é descrita a modelagem matemática e física proposta neste 

trabalho para prever a formação de depósitos de parafina. Seguindo, o capítulo 4 

descreve a modelagem numérica das equações apresentadas no capítulo anterior, 

detalhando a discretização numérica e procedimento de solução das equações 

governantes. 

No capítulo 5, são analisados e discutidos resultados de alguns casos estudados. 

Por fim, no capítulo 6 apresenta a conclusão e as recomendações para trabalhos 

futuros. Além disso, há um Apêndice contendo validações do modelo proposto. 
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2. Revisão Bibliográfica 

Devido à alta relevância do presente tema de deposição de parafina para a 

garantia de escoamento na indústria do petróleo, o número de trabalhos publicados 

nesta área vem aumentando significativamente. Os trabalhos disponíveis empregam 

diferentes mecanismos para prever a deposição de parafina, assim como diferentes 

modelos, com variados graus de complexibilidade. Neste capítulo, os trabalhos 

considerados mais relevantes relacionados à deposição de parafina são 

apresentados, assim como modelos termodinâmicos capazes de prever a formação 

de partículas sólidas a partir de uma mistura líquida de hidrocarbonetos.  

2.1. Mecanismos de Deposição 

Singh et al. (2000) discutem sobre a física da deposição e comentam que a 

solubilidade da parafina é uma forte função da temperatura. Sendo isto um fato, 

pode-se afirmar que ao ocorrer uma variação de temperatura, haverá uma variação 

da solubilidade da mistura se a temperatura estiver abaixo da TIAC e, assim, os 

cristais da mistura saem da solução líquida, se separam, podendo se acumular, e 

depositam nas paredes dos dutos. Os cristais formados apresentam formas 

diferenciadas e aprisionam uma quantidade da fase líquida ao se juntarem, 

formando um meio poroso. Além disto, existe uma forte interação molecular entre 

os cristais de parafina, formando uma rede desses cristais e gerando deposição com 

cristais solidificados (Singh et al., 2000). 

Azevedo & Teixeira (2003) apresentam uma revisão crítica da literatura dos 

principais modelos de deposição de parafina. Ressaltam que apesar da difusão 

molecular ser considerada como o principal mecanismo de deposição, não há 

consenso na literatura disponível, nem evidências experimentais suficientes para 

apoiar esta hipótese, havendo a necessidade de avaliar outros mecanismos com 

maiores detalhes como, por exemplo, a difusão Browniana. 

Merino-Garcia et al. (2007) também apresentam uma revisão crítica sobre a 

possibilidade dos diversos mecanismos de deposição (Figura 2.1) como difusão 
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molecular, difusão Browniana, difusão de Soret, termoforesis, turboforesis, 

dispersão por cisalhamento, sustentação de Safftmann e descamação. Discutem 

também que a deposição por efeitos gravitacionais pode ser desprezada, pois o 

efeito da diferença das densidades das fases sólida e líquida é muito pequeno para 

influenciar na deposição. Esta conclusão já havia sido apresentada em Burger et al. 

(1981) ao investigarem a formação de depósitos utilizando diferentes inclinações 

da tubulação. 

 

Figura 2.1: Propostas de mecanismos de deposição de parafina na direção radial, fonte: 
Merino-Garcia et al. (2007). 

Dentre os mecanismos citados por Merino-Garcia et al. (2007), a difusão de 

Soret não tem sido muito estudada. Recentemente, Ragunathan et al. (2020) ao 

realizar uma revisão da literatura com relação aos mecanismos de deposição, 

mencionam que a difusão de Soret não é relevante, e comentam que este fenômeno 

não é muito compreendido. Mencionam ainda que, para a maioria dos 

pesquisadores, a difusão molecular é o mecanismo dominante. 

Cabanillas et al. (2016) desenvolveram um estudo experimental com a 

presença de cristais de parafina no escoamento, ao analisar um escoamento com 

temperatura abaixo da TIAC. Diferentes condições de fluxo de calor foram 

impostas e demonstram que não existe depósito na presença de fluxo de calor com 

a parede mais quente do que o fluido (fluxo de calor entrando no duto) ou nulo. A 

partir das visualizações experimentais, os autores mostram os cristais de parafina 

se aglomerando, desacelerando e sendo incorporados no depósito, indicando que a 

difusão não pode ser o único mecanismo de deposição a ser considerado.  

Diversos trabalhos mencionam que o fenômeno de deposição é governado 

pela transferência de calor, enquanto outros atribuem a influência de características 
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reológicas na formação do depósito. Discute-se a seguir alguns dos mecanismos 

que podem causar a deposição. 

2.1.1. Difusão molecular 

A maioria dos trabalhos na literatura consideram como principal mecanismo 

de deposição, o fluxo de massa difusivo das diferentes espécies que formam os 

hidrocarbonetos. Um dos primeiros trabalhos que merece destaque é o de Burger et 

al. (1981), o qual tem sido referência para trabalhos que analisam o mecanismo de 

difusão. Burger et al. (1981) apresentam a difusão molecular, dispersão por 

cisalhamento e difusão Browniana como principais mecanismos presentes na 

deposição para escoamentos de óleos com altas temperaturas, e concluem como 

dominante o fenômeno de difusão molecular. Os autores discutem que conforme a 

temperatura diminui, ocorre resfriamento do óleo em contato com a parede, o qual 

pode atingir a TIAC, causando a formação de partículas sólidas. A presença de uma 

diferença de concentração parafínica, resulta em um gradiente difusivo em direção 

a parede, levando à formação de depósitos na parede da tubulação. Holder & 

Winkler (1965) definiram como depósito a região da mistura com concentração de 

volume sólido igual ou superior a 2%. 

Brown et al. (1993) apresentam uma breve discussão sobre alguns 

mecanismos de deposição, mas destacam como principal a deposição por difusão 

molecular. Singh et al. (1999) também destacam a difusão molecular como 

mecanismo dominante, e utilizam o critério de 2% de volume de sólido na mistura 

para determinar a espessura do depósito próximo à parede. Singh et al. (2000) 

analisam três mecanismos de difusão (molecular, cisalhamento e Browniana) 

presentes no fenômeno de deposição. Analisam também deposição por efeitos da 

gravidade e concluem que o mecanismo de difusão molecular é o principal 

mecanismo. 

Huang et al. (2011) também consideram a difusão molecular como o principal 

mecanismo de deposição de parafina e propõem um modelo numérico para prever 

a deposição, validando-o com dados experimentais disponíveis na literatura. Eskin 

et al. (2014) desenvolveram um modelo baseado em difusão molecular, utilizando 

equações simplificadas, para prever deposição de parafina.  

Quan et al. (2016) realizaram um estudo experimental com um óleo 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1921203/CA



2. Revisão Bibliográfica _______________________________________ 23 

parafínico chinês verificando que, ao diminuir a temperatura do fluido, ocorre uma 

diminuição da difusão dos componentes mais pesados e um aumento da massa 

depositada.  

Rittirong et al. (2017) desenvolveram um trabalho experimental analisando 

deposição com fluido bifásico e com seus resultados confirmaram dominância da 

difusão molecular no processo de deposição. Adeyanju & Oyekunle (2019) fizeram 

um estudo de emulsões de óleo com água em ambiente submarino, ressaltando a 

importância da difusão molecular no processo de deposição. 

Bai et al. (2019), ao estudarem diferentes revestimentos de tubulação para 

inibir a formação da parafina, destacam o mecanismo de difusão molecular como 

dominante na presença de temperaturas extremamente baixas.  

Sun et al. (2020) investigaram experimentalmente a formação do depósito de 

parafinas em tubulações isoladas termicamente. Observaram, em seu estudo, que a 

espessura do depósito é função da vazão e que ocorre uma grande quantidade na 

região da entrada e diminui ao longo da tubulação.  

2.1.2. Dispersão por cisalhamento 

Brown et al. (1993) realizaram medições experimentais de campo para 

analisar a influência da dispersão por cisalhamento, e concluíram que este 

mecanismo não é tão significativo quando comparado com os outros. 

O mecanismo de dispersão por cisalhamento influencia na taxa de deposição 

atuando na direção contrária à parede, podendo impactar na remoção da parafina, 

conforme mencionado por Azevedo & Teixeira (2003). Merino-Garcia et al. (2007) 

reforçam esse argumento, mencionando que as tensões de cisalhamento deslocam 

os sólidos para longe da parede (Figura 2.1). A importância do efeito de 

cisalhamento para a remoção da parafina também foi discutida por Eskin et al. 

(2014). 

Todi & Deo (2006) fizeram uma análise experimental considerando os 

mecanismos como dispersão por cisalhamento e difusão Browniana, e indicaram o 

cisalhamento como mais importante entre os dois.  

Singh et al. (2017) realizaram um estudo experimental de um escoamento em 

regime turbulento e mencionam que deve ser levado em consideração a influência 

do efeito de cisalhamento nos casos turbulentos e ressalta a falta de dados nos 
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trabalhos anteriores na literatura para comparações. Bai et al. (2019) também 

mencionam a importância do mecanismo de dispersão por cisalhamento em fluxos 

turbulentos. 

Van Der Geest et al. (2018) realizam um estudo experimental utilizando o 

petróleo bruto brasileiro e atribuíram a baixa taxa de crescimento do depósito à 

existência do cisalhamento, levando as partículas para a direção com menor taxa de 

cisalhamento (no centro da tubulação), reduzindo a taxa de deposição, porém 

indicam que mais estudos precisam ser realizados para comprovar a hipótese. O 

fluxo contrário de partículas suspensas no fluido devido ao cisalhamento também é 

discutido por Ehsani & Mehrotra (2019). 

Kang et al. (2019) desenvolveram um estudo numérico e experimental 

laminar e monofásico no qual consideram os mecanismos de difusão molecular e 

dispersão de cisalhamento, e comentam que o depósito diminui com o aumento da 

vazão.  

Recentemente, Ragunathan et al. (2020) ressaltaram a importância do 

mecanismo de dispersão por cisalhamento na formação de depósitos em 

escoamentos turbulentos, e constatam que há poucos trabalhos sobre isto. 

2.1.3. Difusão Browniana 

Há uma movimentação rápida das partículas no óleo ao ocorrer um gradiente 

de temperatura, provocando choques entre elas, ou seja, há uma difusão Browniana, 

bem semelhante à difusão molecular (Burger et al., 1981).  

Devido à energia interna das partículas ser função da temperatura, há um 

movimento das moléculas que saem de solução e se chocam com outras que 

também estão em movimento. Essa movimentação provoca um gradiente de 

concentração das partículas fora de solução. De acordo com Azevedo & Teixeira 

(2003), devido à existência de um pico do perfil de concentração na região da 

subcamada laminar, perto da parede, para fluxo turbulento a difusão Browniana 

pode ser um mecanismo relevante no processo de deposição.  

Para Todi & Deo (2006), a difusão Browniana tem o papel de causar uma 

dispersão uniforme na tubulação em que o fluido escoa. Este mecanismo compete 

com a dispersão por cisalhamento.  

Van Der Geest et al. (2018) observaram experimentalmente um tempo maior 
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para surgimento de depósito quando a temperatura estava mais próxima da TIAC e 

atribuíram este fato a difusão Browniana. Os autores mencionam que o coeficiente 

de difusão Browniana aumenta quando há um aumento da taxa do cisalhamento do 

fluido. Além disso, pode-se verificar que para maiores números de Reynolds para 

o mesmo fluido, a espessura do depósito foi menor. 

Ehsani & Mehrotra (2019), explicam que a difusão Browniana ocorre quando 

há uma concentração de moléculas de sólidos parafínicos e como estes possuem 

uma densidade diferente da fase líquida pode ocorrer a deposição. O mecanismo 

ocorre por conta do movimento das partículas devido à temperatura do ambiente 

ser menor do que a TIAC, mas seu fluxo é dado longe da parede, portanto, é um 

mecanismo que não influencia de maneira relevante na deposição (Ragunathan et 

al., 2020).  

2.1.4. Transferência de calor 

Durante os últimos anos o grupo de pesquisa de Mehrotra, da Universidade 

de Calgary, vem investindo na ideia de que o fenômeno de transferência de calor é 

o mais importante no processo de deposição. Sendo a temperatura do ambiente em 

que o duto se encontra mais baixa do que a temperatura do fluido, tende a existir 

um equilíbrio do fluxo de calor entre o fluido, o depósito e a parede. Mehrotra et 

al. (2020) discutem que a difusão molecular baseada na Lei de Difusão de Fick leva 

a um lento processo de deposição, indicando que a transferência de calor é mais 

significativa para eles. 

Bidmus & Mehrotra (2004) discutem a complexidade das misturas que 

formam a parafina, sendo parte delas transformadas em cristais quando sua 

solubilidade é reduzida por ter contato com paredes mais frias, podendo ocorrer a 

deposição ou não. Os autores consideram que apenas 2 % de parafina já é suficiente 

para formar o depósito. Os autores mencionam que o forçamento para a ocorrência 

do depósito é a diferença entre a temperatura da parede e a TIAC, mas mencionam 

que a temperatura da parede e temperatura de mistura também é relevante.  

Bhat & Mehrotra (2005) abordam a hipótese da temperatura na interface do 

depósito ser igual à TIAC. Tiwary & Mehrotra (2009) investigam o fenômeno da 

deposição analisando a combinação da transferência de calor com efeitos de taxas 

de cisalhamento e a influência no tempo na deposição. Arumugam et al. (2013) 
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realizaram um estudo de fluxo quente e fluxo frio, atribuindo a presença da 

transferência de calor para a formação do depósito e comentam que a temperatura 

da interface permanece igual a TIAC. 

Ehsani & Mehrotra (2019) apresentam uma analogia entre os fenômenos de 

deposição de parafina e formação de gelo e discutem sobre a difusão molecular e 

transferência de calor. Segundo eles, a parede da tubulação, por onde ocorre o 

escoamento do petróleo, precisa estar com temperatura menor do que o próprio 

escoamento. Neste trabalho é ressaltado a existência de um aumento do depósito 

com menores temperaturas e menores números de Reynolds. Nesta abordagem, 

assume-se que a difusão de massa só ocorre devido à difusão de temperatura e, é 

considerado, que a temperatura na interface de depósito líquido permanece 

constante e igual à TIAC durante todo o processo de deposição (Mehrotra et al., 

2020).  

2.1.5. Comportamento reológico 

Um outro enfoque para avaliar a formação de depósito de parafina consiste 

em observar que a presença de cristais de parafina no escoamento pode mudar as 

características reológicas do fluido. Como mencionado, os cristais surgem quando 

a temperatura está abaixo da TIAC. Com o resfriamento do fluido, a viscosidade 

aumenta não só com a redução da temperatura, mas também devido ao aumento da 

fração de sólidos (Fleming, 2018). Além disso, a viscosidade pode se tornar 

dependente da taxa de cisalhamento, e o fluido passa a ser classificado como fluido 

não-Newtoniano, podendo apresentar uma tensão limite de escoamento. Se a tensão 

for abaixo da tensão limite de escoamento, o depósito será formado. Este é 

considerado um outro critério de formação do depósito. 

Como exemplo desta linha de pesquisa, Zheng et al. (2013) investigaram a 

distribuição do número de Carbono no depósito ao longo do duto. É discutido que 

a força necessária para remover o depósito é a força necessária para ultrapassar a 

tensão limite de escoamento. Palermo & Tournis (2015) e Zheng et al. (2016) 

apresentam um modelo de viscosidade com uma equação constitutiva para fluido 

não-Newtoniano e avaliam seu impacto nos resultados, onde o depósito é 

considerado como uma estrutura semelhante a um gel com uma tensão de 

escoamento que depende do conteúdo de sólido. Zheng et al. (2017) e Li et al. 
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(2020) são trabalhos que também apresentam um estudo baseado neste enfoque de 

fluidos não-Newtonianos. 

Moran et al. (2010) e (2011), utilizando malha móvel coincidente com a 

interface do depósito, analisaram a deposição de parafina considerando o fluido 

como não-Newtoniano para temperaturas abaixo da TIAC. Em 2010, o fluido foi 

modelado como um fluido de Bingham, com tensão limite crescente com a 

diminuição da temperatura, resultando em previsões mais realistas, com maiores 

espessuras de depósito. Já em 2011, os autores mediram experimentalmente o 

comportamento reológico do fluido e investigaram a previsão com três modelos de 

fluido não-Newtoniano: fluido de Binhgam, Herschel Bulkley e modelo não 

monotônico, o qual apresentou a melhor concordância com dados experimentais, 

mas se mostrou mais instável.  

2.2. Envelhecimento do Depósito 

Além da determinação da espessura depósito, é muito importante avaliar o 

seu envelhecimento, i.e., o endurecimento do depósito. Mesmo após a espessura do 

depósito ter atingido seu valor máximo, a presença de uma diferença de temperatura 

e de concentração de diferentes espécies dentro do depósito, induzem um fluxo das 

moléculas mais pesadas, aumentando a quantidade de sólido no depósito ao longo 

do tempo (Singh et al., 2000). Como a solubilidade da parafina é função da 

temperatura, a diferença entre as temperaturas na direção radial das tubulações cria 

um gradiente de concentração de massa parafínica, por isso, o óleo continua 

difundindo no depósito já existente e o endurecendo com o tempo. 

Com o passar do tempo os hidrocarbonetos se depositam, há um aumento da 

resistência térmica devido ao depósito e uma diminuição na difusividade molecular 

da parafina (Huang et al., 2011). Trabalhos anteriores mostram que a espessura do 

depósito continua a crescer após a temperatura da interface atingir a TIAC 

(Arumugam et al., 2013). 

Eskin et al. (2014) atribuem o envelhecimento do depósito a difusão 

molecular. Mahir et al. (2018), usando uma técnica experimental para prever a 

deposição em “cold fingers”, reforçam que, com passar do tempo, o depósito 

endurece devido à difusão de componente de carbono mais pesado. 
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2.3. Modelos Termodinâmicos 

Além dos mecanismos de deposição disponíveis, um outro tópico relevante 

no processo de deposição é a escolha de um modelo termodinâmico capaz de 

reproduzir as relações de estado envolvidas na formação do depósito de parafina. A 

determinação da concentração de sólido no fluido pode ser obtida a partir de uma 

curva de equilíbrio de solubilidade simples, determinada com dados experimentais. 

Esta é a metodologia mais comumente empregada para determinar a deposição de 

parafina em tubulações (Matzain et al., 2002; Huang et al., 2011). A concentração 

de sólido também pode ser obtida por um modelo termodinâmico complexo 

descrevendo fluidos multicomponentes. Em qualquer um dos casos a relação entre 

a fração de sólido e a temperatura é fundamental. 

A utilização de um modelo termodinâmico permite determinar a fração de 

sólido em função da composição da mistura, da pressão e temperatura a partir da 

utilização de equilíbrio termodinâmico. A presença de componentes da mistura com 

alto ponto de fusão, pode induzir a mudança de fase daqueles componentes, 

formando uma solução sólida à uma determinada pressão e temperatura. Os 

modelos termodinâmicos se baseiam na igualdade da fugacidade das fases líquida 

e da fase sólida, ou seja, o equilíbrio dos potenciais químicos da mistura, e esse 

procedimento é obtido com um cálculo denominado “Flash”. 

Dos modelos disponíveis, três possíveis teorias se destacam: Modelo de 

Solução Sólida (Won, 1986), Modelo Multi-Sólido (Lira‐Galeana et al., 1996) e 

Modelo de Múltiplas Soluções Sólidas (Coutinho et al., 2006).  

O Modelo de Solução Sólida (Won, 1986; 1989) permite a existência de 

diferentes fases, como vapor, líquido e solução sólida não ideal, sem identificar as 

espécies presentes em cada fase, conforme ilustrado esquematicamente na Figura 

2.2. Neste modelo, a fase sólida se comporta como uma mistura homogênea. 

Hansen et al. (1988) propuseram uma melhoria na metodologia de obtenção do 

equilíbrio entre as fugacidades, com a introdução do fator 𝐾𝑖
𝑆𝐿, igual a razão de 

fugacidades.  

Pedersen et al. (1991) realizaram um estudo experimental, e sugeriram 

algumas mudanças, como por exemplo considerar diferentes capacidades 

caloríficas dos hidrocarbonetos para a fase líquida e a fase sólida. Erickson et al. 

(1993), que também se basearam no modelo de Won, propuseram a identificação 
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das parafinas normais e suas ramificações na sua cadeia estrutural, pois os 

hidrocarbonetos com ramificações em sua estrutura fornecem propriedades 

diferentes.  

 

Figura 2.2: Modelo de solução sólida (Won, 1986). 

Já no Modelo de Multi-Sólido (Lira‐Galeana et al., 1996), assume-se que 

existem as fases vapor, líquido e mais de uma sólida, sendo cada uma das fases 

sólidas imiscíveis (Figura 2.3). A fase vapor é modelada com uma equação de 

estado, a fase líquida pode ser obtida utilizando um modelo de coeficiente de 

atividade ou uma equação de estado e a fase sólida é determinada utilizando 

modelos de coeficiente de atividades empíricos. 

 

Figura 2.3: Modelo de Multi-Sólido (Lira‐Galeana et al., 1996). 

Banki et al. (2008) empregaram esta abordagem em seu estudo de previsão 

de deposição, assim como Souza (2014), Veiga (2017) e Veiga et al. (2020). Góes 

et al. (2019) investigaram sobre qual a menor temperatura que deve ser imposta na 

entrada do duto para que não ocorra depósito e utilizaram o modelo Multi-Sólido 

para determinar a TIAC. 

Por último, no Modelo termodinâmico de Múltiplas Soluções Sólidas de 

Coutinho et al. (2006) considera-se que além das fases vapor e líquida, há várias 

fases sólidas e que em cada fase sólida é possível a existência de diversas espécies 

(Figura 2.4). Da Silva et al. (2017) e Fleming et al. (2017) utilizaram esta 
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metodologia e apresentaram bons resultados na determinação da distribuição de 

espécies nas fases líquida e sólida. 

 

Figura 2.4: Modelo de Múltiplas Soluções Sólidas. 

2.4. Modelos de Deposição 

Como mencionado nas seções anteriores, a determinação do depósito depende 

fortemente da temperatura. Dependendo do mecanismo de deposição considerado, 

grandezas adicionais podem ser necessárias, como concentração dos sólidos ou 

concentração das espécies presentes no escoamento. A determinação da 

temperatura pode ser obtida a partir da equação da energia, a qual depende do 

escoamento, logo, os campos de velocidade e pressão também são necessários. Para 

solução das equações de conservação de escoamentos que envolvem mais de uma 

fase, diferentes abordagens podem ser encontradas na literatura disponível.  

Finalmente, diferentes graus de simplificação podem ser utilizados, como 

formulações 1D, 2D ou 3D, e formulações pseudo transiente ou transiente. A 

maioria dos modelos de deposição de parafina utilizam uma abordagem 1D, como 

por exemplo, o software comercial Olga, muito utilizado na indústria e que possui 

alguns modelos de deposição de parafina com coeficientes de difusão ajustáveis.  

Dentre os modelos que utilizam uma abordagem unidimensional ou 

simplificadas das equações de conservação, Bidmus & Mehrotra (2004) propõem 

um modelo unidimensional na direção radial, considerando regime permanente, 

independente de pressão, sendo o depósito uniforme ao longo do duto e com a 

temperatura da interface igual a TIAC. A temperatura é determinada, igualando o 

fluxo de calor líquido convectivo dentro do duto, com a perda de calor para o 

ambiente, dependente de um coeficiente global de troca de calor externo. 

Bhat & Mehrotra (2005) propõe um modelo baseado na transferência de calor 

considerando a convecção forçada. O modelo matemático proposto é para duto 

circular com mistura parafínica na fase líquida, investigando duas situações: 

condição estática e de fluxo laminar. Para o caso estático, a variação temporal de 
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energia é igualada ao fluxo radial por condução. Na região do depósito, faz-se essa 

mesma consideração, porém considerando um termo adicional da fração de massa 

das fases na equação da energia, para avaliar a mudança de fase. No caso laminar, 

utiliza-se de um coeficiente médio de transferência de calor na interface líquido-

sólido, propondo um modelo com transferência de calor por convecção forçada, 

sendo o perfil de velocidade hidrodinamicamente desenvolvido. Neste segundo 

caso, o equilíbrio de energia é dado pela condução, convecção forçada e a mudança 

de fase dentro do depósito. O modelo usa o enfoque de malha móvel coincidente 

com a interface do depósito. Neste modelo assume-se que a densidade do sólido e 

do líquido são as mesmas. Mehrotra & Bhat (2007) e Arumugam et al. (2013) 

utilizam a mesma abordagem. 

Singh et al. (2000) faz um balanço de massa radial igualando a taxa de 

crescimento do depósito ao fluxo de massa na interface depósito-fluido, o qual é 

obtido em função do gradiente de temperatura, utilizando a curva de solubilidade. 

O gradiente de temperatura na interface é obtido em função do fluxo de calor 

convectivo da mistura para o meio ambiente, dependendo da troca de calor 

convectiva com a interface, da condução dentro do depósito e da mudança de fase. 

No modelo considera-se a variação da concentração de depósito ao longo do tempo.  

Os trabalhos de Huang et al. (2011), Lu et al. (2012) e Zheng et al. (2013) 

utilizam o modelo Michigan Wax Predictor (MWP), com uma equação 

bidimensional para a concentração e temperatura, considerando a convecção na 

direção axial e difusão na direção radial. No modelo não é preciso resolver equações 

de conservação para obter velocidade e pressão. Na equação da energia, a troca de 

calor para o ambiente é considerada nas condições de contorno. Eskin (2014) 

propõe desprezar a influência da convecção axial no modelo. 

Ramirez-Jaramillo et al. (2004) desenvolveram um modelo para prever a 

deposição dependente da composição do hidrocarboneto e da temperatura da 

mistura. O fluido foi modelado como não-Newtoniano, dependente da fração de 

sólido, da temperatura e da taxa de deformação. Considerou-se regime “quase-

permanente” e uma mistura incompressível. A conservação de energia é modelada 

utilizando um equilíbrio entre o termo convectivo na direção axial e a condução na 

direção radial. A perda de calor para o ambiente é baseada em um coeficiente de 

transferência de calor global, levando em consideração as resistências térmicas. O 

fluxo de massa difusivo das diferentes espécies é modelado de acordo com a Lei de 
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Fick. A quantidade de depósito ao longo do duto é obtida somando a massa 

depositada ao longo do tempo e desconsiderando a massa que foi removida devido 

à dispersão por cisalhamento. 

Romero et. al. (2005), Leiroz et al. (2005) e Romero et al. (2006a, 2006b) 

utilizaram uma formulação 1D para determinar a espessura do depósito, impondo a 

vazão na entrada e considerando sua mudança devido à variação da área livre de 

escoamento com o tempo e espaço. A espessura do depósito de parafina é obtida a 

partir do gradiente de temperatura, utilizando a curva de solubilidade. 

Para tratar a existência de duas fases (sólida e líquida), uma das metodologias 

utilizadas consiste em utilizar uma malha móvel, coincidente com a interface do 

depósito, de forma a separar as duas fases. Fora do depósito o escoamento é 

resolvido e na região do depósito, resolve-se somente a equação de difusão de calor. 

Dentro desta abordagem, Romero et al. (2005) e Romero et al. (2006a, 2006b) 

utilizando uma formulação 2D, fizeram uma avaliação do processo de deposição 

considerando o mecanismo de difusão molecular da parafina líquida, impondo um 

perfil quadrático para o perfil de velocidade no regime laminar. Minchola (2007) e 

Minchola et al. (2008) resolveram o escoamento com uma formulação 2D com 

malha móvel, e avaliaram os mecanismos de difusão molecular, Browniana e Soret 

na deposição de parafina. Veiga et al. (2012) investigou com a mesma metodologia 

a influência do regime de escoamento (laminar  turbulento) no depósito. 

Sun et al. (2020) propõe um modelo transiente para prever a deposição de 

parafina, considerando um depósito uniforme axialmente. Um balanço de massa é 

realizado, considerando a variação temporal da fração em massa. O modelo assume 

que a densidade da parafina e do óleo são as mesmas e determina o fluxo de 

concentração em massa de parafina na direção radial em função do gradiente radial 

de temperatura e da curva de solubilidade. Para avaliar a perda de calor para o 

ambiente, as resistências térmicas do depósito e parede do duto, assim como 

convecção externa, são contabilizadas. Comparação com dados experimentais são 

apresentadas com comportamento satisfatório para a espessura do depósito. 

Outra abordagem para tratar a existência de duas fases, é o modelo de 

Entalpia-Porosidade (Banki et al., 2008; Souza, 2014; Jiang et al., 2020; Veiga et 

al., 2020), no qual este utiliza-se de uma malha fixa. Neste modelo, o escoamento 

é resolvido dentro e fora do depósito com um único conjunto de equações, sendo o 

depósito modelado como meio poroso. A fração volumétrica de sólido transforma 
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a equação de conservação de quantidade de movimento na equação de Darcy, 

dentro do depósito, empregando um coeficiente empírico baseado na estrutura do 

depósito. Excelentes resultados foram obtidos por Veiga et al. (2020) empregando 

esta formulação juntamente com o modelo termodinâmico Multi-Sólido (Lira‐

Galeana et al., 1996). 

Outro caminho é a modelagem do escoamento da parafina líquida e sólida 

empregando um modelo de mistura, em um sistema de coordenadas fixas, como 

proposto por Fleming (2018). Como os fluidos analisados são multicomponentes, 

estes são considerados como uma mistura e suas propriedades são consideradas 

como uma média ponderada do que contém de cada fase para formar a propriedade 

da mistura. Uma vantagem desta metodologia é a ausência de coeficientes 

empíricos de ajuste. 

2.5. Conclusões 

A partir da revisão da literatura realizada constatou-se que a utilização do 

mecanismo de difusão molecular para prever a deposição de parafina é altamente 

utilizado pela comunidade acadêmica e industrial. O mecanismo de difusão 

Browniana e de Soret não parecem serem relevantes e a dispersão por cisalhamento 

deve ser levada em consideração em escoamentos com altos números de Reynolds 

e para remoção de depósito. Concluiu-se com o estudo dos diversos artigos 

mencionados aqui, que o fenômeno da transferência de calor acoplado a um bom 

modelo termodinâmico representa melhor o fenômeno. O comportamento não-

Newtoniano da mistura solvente/soluto parece realista, e mais estudos de 

caracterização do fluido devem ser realizados para que um bom modelo possa ser 

desenvolvido. 

Dentre os diferentes modelos de deposição, a combinação do modelo de 

Mistura com modelo de Múltiplas Soluções Sólidas se mostrou atraente, por 

minimizar o uso de constantes empíricas e representar de forma mais fidedigna as 

partículas sólidas. 

A pesquisa realizada mostrou que existe a necessidade da realização de mais 

trabalhos experimentais, tanto laboratoriais como no campo, para permitir 

validação e aprimoramento dos modelos propostos.  
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Pode-se mencionar também que modelos 2D ou 3D são excelentes para 

determinar de forma detalhada o escoamento, permitindo a previsão do fenômeno 

da deposição com acurácia, sendo extremamente úteis para auxiliar no 

desenvolvimento de modelos precisos. Entretanto, esses modelos possuem custos 

computacionais elevados e observou-se, pela revisão realizada, que modelos 

unidimensionais de deposição para aplicação em campo ainda precisam ser 

aprimorados e se aplicam melhor à estas situações, visando à obtenção de modelos 

simples, robustos e precisos, com o menor número possível de ajustes empíricos, 

para atender a demanda do setor industrial. 
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3. Modelagem Matemática 

Visando o desenvolvimento de um modelo de deposição para ser utilizado em 

aplicações práticas no campo, em que contém tubulações de quilômetros, optou-se 

pelo desenvolvimento de um modelo simples, mas ao mesmo tempo preciso, 

minimizando a utilização de fatores empíricos de ajuste. De acordo com a análise 

da literatura apresentada no capítulo anterior, o atual trabalho propõe um modelo 

que combina a formulação 1D para o escoamento e 2D para a temperatura, baseado 

nos modelos de mistura de Fleming (2018) e Branco (2019). Uma vez que o 

petróleo é formado por uma combinação de hidrocarbonetos, considera-se que a 

mistura é formada por multicomponentes e, para determinar quando ocorre 

formação da fase sólida, selecionou-se o modelo termodinâmico de Múltiplas 

Soluções Sólidas (Coutinho et al., 2006).  

Com base na revisão da literatura, o depósito é definido como a região em 

que a fração volumétrica de sólido 𝑆𝑠 é maior ou igual a 2% (Holder & Winkler, 

1965), apresentando velocidade nula. Na presente modelagem, visando prever o 

envelhecimento do depósito, a fração volumétrica de sólido 𝑆𝑠 é continuamente 

determinada no interior do depósito, utilizando o modelo termodinâmico. 

Neste capítulo apresenta-se a metodologia matemática utilizada para 

determinar pressão, velocidade e temperatura, considerando o fluido como uma 

mistura de multicomponentes, onde as propriedades da mistura dependem da fração 

volumétrica de cada fase. Como já mencionado, para cada composição, dependendo 

da pressão e temperatura, pode ocorrer formação de espécies na fase sólida. A 

fração volumétrica das fases influencia diretamente nas propriedades da mistura. 

As propriedades são determinadas com o modelo termodinâmico de Múltiplas 

Soluções Sólidas, o qual fornece dados precisos, mas exige tempo e custo 

computacional bastante alto. De forma a otimizar o tempo de processamento, a 

determinação das propriedades termodinâmicas é obtida a partir de interpolações 

de tabelas criadas com este modelo termodinâmico e considerando a composição 

total do fluido de interesse constante. A tabela é criada para as faixas de pressão e 

temperatura esperadas para a aplicação específica de cada caso a ser analisado. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1921203/CA



3. Modelagem Matemática _______________________________________ 36 

A seguir, apresenta-se o modelo de mistura utilizado para prever a deposição 

de parafina, seguido do modelo termodinâmico para determinação da fração de 

sólido, espessura de depósito e propriedades. Porém, inicialmente, as configurações 

de interesse são descritas, seguido da definição de variáveis de mistura de 

multicomponentes. 

3.1. Configurações de interesse 

No presente trabalho consideram-se duas configurações para a seção 

transversal do duto. No primeiro caso, considera-se um duto circular com diâmetro 

D, como ilustrado na Figura 3.1a, configuração típica das tubulações. No segundo 

caso, um duto anular (Figura 3.1b) resfriado no duto interno é utilizado, visando 

comparar as previsões da presente metodologia simplificada com dados detalhados 

e precisos obtidos em laboratório em um duto anular (Veiga et al., 2020). 

                                            

 

                   (a) duto circular                                       (b) duto anular 

Figura 3.1: Formação de espessura de depósito. 

Os parâmetros geométricos encontram-se na Tabela 3.1, onde 𝐷 é o diâmetro 

da tubulação resfriada e 𝛿 é a espessura do depósito. No caso anular, 𝑅𝑅 = 𝐷 𝐷𝑒𝑥⁄  

é a razão de raios, sendo 𝐷𝑒𝑥 o diâmetro externo do duto anular e 𝐷 o diâmetro 

interno. 
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Tabela 3.1 – Parâmetros geométricos das configurações de interesse 

 Duto circular Duto anular 

Área da 

tubulação 𝐴 =
𝜋 𝐷2

4
 𝐴 =

𝜋 𝐷2

4
(

1

𝑅𝑅2
− 1) 

Área livre 𝐴𝑡 =
𝜋 𝐷2

4
(1 − 2

𝛿

𝐷
)
2

 𝐴𝑡 =
𝜋 𝐷2

4
[

1

𝑅𝑅2
− (1 + 2

𝛿

𝐷
)
2

] 

Perímetro 

molhado 
℘𝒎 = 𝜋 𝐷 (1 −

2 𝛿

𝐷
) ℘𝒎 = 𝜋 𝐷 [ 

1

𝑅𝑅
+ (1 + 2

𝛿

𝐷
)] 

Perímetro 

aquecido 
℘𝒂𝒒 = 𝜋 𝐷 ℘𝒂𝒒 = 𝜋 𝐷  

3.2. Definições de Variáveis de Mistura Multicomponente 

A principal grandeza para definição do depósito é a fração volumétrica da 

fase sólida. A fração volumétrica da fase 𝑗 é definida como 

𝑆𝑗 =  
∀𝑗

∀
=

𝐴𝑗

𝐴𝑡
          (3.1) 

onde ∀ e 𝐴 representam volume e área da seção transversal da tubulação. ∀𝑗 e 𝐴𝑗 

correspondem ao volume e área transversal do escoamento ocupada pela fase 𝑗, 

sendo 𝐴𝑡, a área livre da seção transversal, a qual pode ser obtida com 𝐴𝑡 = 𝐴 −

𝐴𝑑, onde 𝐴𝑑 é a área transversal ocupada pelo depósito. Naturalmente, que a fração 

volumétrica respeita a seguinte restrição 

𝑆𝑙 + 𝑆𝑠 = 1          (3.2) 

onde os subscritos 𝑙 e 𝑠 referem-se as fases líquida e sólida, respectivamente 

O modelo termodinâmico tem como dados de entrada as frações em massa de 

cada espécie da mistura, 𝑐𝑖, a pressão e a temperatura. A partir desses dedos, o 

modelo retorna as frações molares de cada espécie 𝑖 na mistura, 𝑥𝑖, e a fração 

volumétrica da fase, 𝑆𝑗. 

A fração mássica 𝑐𝑖 de cada espécie 𝑖 na mistura e em cada fase 𝑗, 𝑐𝑖,𝑗, são 
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𝑐𝑖 =
𝑚𝑖

𝑚𝑇
                             ;    𝑐𝑖,𝑗 =

𝑚𝑖,𝑗

𝑚𝑗
 (3.3) 

no qual 𝑚𝑖 é a massa da espécie 𝑖, 𝑚𝑗 é massa da fase 𝑗 e 𝑚𝑇 é a massa total da 

mistura 

𝑚𝑇 = ∑𝑚𝑖

𝑁𝑐

𝑖=1

    
(3.4) 

sendo 𝑁𝑐 o número total de espécies presentes na mistura. A massa da fase 𝑗 é obtida 

com a soma da massa de cada espécie 𝑖 na fase 𝑗, 𝑚𝑖𝑗 

𝑚𝑗 = ∑𝑚𝑖𝑗

𝑁𝑐

𝑖=1

    
(3.5) 

e sendo a fração mássica de cada fase 𝑗 escrita como 

𝐵𝑗 =
𝑚𝑗

𝑚𝑇
 (3.6) 

A densidade de cada fase 𝑗 da mistura e a densidade da mistura são definidas 

por 

𝜌𝑗 =
𝑚𝑗

∀𝑗
             ;          𝜌𝑚 =

𝑚𝑇

∀𝑇
 (3.7) 

em que ∀𝑗 é o volume correspondente de cada fase 𝑗.  

A fração volumétrica da fase 𝑗 pode ser obtida com 

𝑆𝑗 =
∀𝑗

∀
=

𝑚𝑗 𝜌𝑗⁄

𝑀𝑇 𝜌𝑚⁄
= 𝐵𝑗  

𝜌𝑚

𝜌𝑗
 (3.8) 

Também é conveniente definir as frações molares das espécies 𝑥𝑖 e as frações 

molares das fases 𝜒𝑗. A fração molar 𝑥𝑖 de cada espécie 𝑖 da mistura é definida a 

partir de 

𝑥𝑖 = 𝑐𝑖

𝑀𝑀𝑇

𝑀𝑀𝑖
 (3.9) 

onde 𝑀𝑀𝑖  é a massa molecular de cada espécie 𝑖, 𝑀𝑀𝑇 é a massa molecular média 

da mistura, 
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𝑀𝑀𝑇 = ∑𝑥𝑖 𝑀𝑀𝑖

𝑁𝑐

𝑖=1

 (3.10) 

A soma da fração molar de todas as espécies 𝑖 na mistura deve respeitar a 

seguinte restrição 

∑𝑥𝑖

𝑁𝑐

𝑖=1

= 1 (3.11) 

A fração molar da fase 𝑗 é escrita como 

𝜒𝑗 =
𝑥𝑗

𝑥𝑙 + 𝑥𝑠
=

𝑚𝑗 𝑀𝑀𝑗⁄

𝑚𝑇 𝑀𝑀𝑇⁄
= 𝑆𝑗

𝜌𝑗

𝜌𝑚

𝑀𝑀𝑇

𝑀𝑀𝑗
= 𝐵𝑗

𝑀𝑀𝑇

𝑀𝑀𝑗
 (3.12) 

A fração molar da espécie 𝑖 na mistura, 𝑥𝑖, pode ser reescrita em função da 

fração molar de cada fase 𝑗, 𝑥𝑖,𝑗 , como 

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖,𝑠 𝜒𝑠 + 𝑥𝑖,𝑙 (1 − 𝜒𝑠)  (3.13) 

Para todas as variáveis, o índice 𝑗 indica fase, sendo 𝑗 = 𝑙 para a fase líquida 

e 𝑗 = 𝑠 para a fase sólida, o índice 𝑖 representa a espécie na mistura e o índice 𝑚 

designa mistura. 

3.3. Modelo de Mistura 

O modelo de mistura é baseado em um único conjunto de velocidade �⃑� 𝑚, 

pressão 𝑃 e temperatura 𝑇 para a mistura formada de líquido e sólido. As 

propriedades termo físicas da mistura 𝜙𝑚 são determinadas ponderando as 

propriedades 𝜙 de cada fase 𝑗 com a respectiva fração volumétrica da fase 𝑆𝑗 

𝜙𝑚 = 𝜙𝑙 𝑆𝑙 + 𝜙𝑠 𝑆𝑠 (3.14) 

Propriedades médias na seção transversal de escoamento podem ser obtidas 

com 

𝜙𝑚
̅̅ ̅̅ =

1

𝐴𝑡
∫ 𝜙𝑚 𝑑𝐴
𝐴𝑡

    
(3.15) 

As equações de conservação do modelo de mistura são obtidas combinando 

as equações de conservação para cada uma das fases. Uma vez que as tubulações 
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possuem seção transversal circular, as equações de conservação são apresentadas a 

seguir utilizando coordenadas cilíndricas. 

3.3.1. Conservação de massa 

Considerando um escoamento axissimétrico e hidrodinamicamente 

desenvolvido, i.e., desprezando o componente de velocidade radial em comparação 

ao componente da direção axial, o campo de velocidade do escoamento é reduzido 

ao componente axial, 

�⃑� 𝑚 = 𝑉𝑧 𝑒 𝑧       ;      𝑉𝑧 = �̅�(𝑧, 𝑡) 𝐺(𝑟, 𝑡) (3.16) 

sendo 𝑧 a coordenada axial, 𝑟 a coordenada radial e 𝑡 o tempo. �̅� é a velocidade 

média na seção transversal e 𝐺 depende da geometria e do regime de escoamento, 

sendo o regime laminar, para 𝑅𝑒 ≤ 2300, ou turbulento, 𝑅𝑒 > 2300. A Tabela 3.2 

apresenta a função 𝐺 para cada caso. 

Tabela 3.2 – Perfil de velocidade 

 Duto circular 

laminar 𝐺 = 2 [1 − (
𝑟

𝐷 2⁄
)
2

] 

turbulento 𝐺 = 1,2245 (1 −
𝑟

𝐷 2⁄
)
1/7

 

 Duto anular 

laminar 

𝐺 = ℝ[1 − (
𝑟

𝐷𝑒𝑥 2⁄
)
2

−
(1 − 𝑅𝑅2)

ln(𝑅𝑅)
ln (

𝑟

𝐷𝑒𝑥 2⁄
)] 

ℝ =
2(1 − 𝑅𝑅2)

(1 − 𝑅𝑅4) + (1 − 𝑅𝑅2)2/ln (𝑅𝑅)
;      𝑅𝑅 =

𝐷

𝐷𝑒𝑥
 

turbulento 𝐺 = 1 

 

O regime é definido em função do número de Reynolds 𝑅𝑒  

𝑅𝑒 =  
𝜌𝑚 �̅� 𝐷ℎ

𝜇𝑙
=

4 �̇�

𝜇𝑙 ℘𝑚
      (3.17) 

onde 𝜌𝑚 é a massa específica da mistura, 𝜇𝑙 é a viscosidade da fase líquida. 𝐷ℎ =

4𝐴𝑡 ℘𝑚⁄  é o diâmetro hidráulico e ℘𝑚 é o perímetro molhado.  
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Note que, apesar da vazão mássica ser constante, devido à formação do 

depósito, o perímetro molhado varia ao longo do domínio (Tabela 3.1). 

Adicionalmente, a viscosidade do líquido varia ao longo do domínio com a 

temperatura, pressão e composição.  

Assumindo que a velocidade do sólido é igual a velocidade do líquido, a 

equação de conservação de massa para a mistura, aplicada no volume de controle 

indicado na Figura 3.1 é descrita como 

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑚 𝐴𝑡) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑚 �̅� 𝐴𝑡) = 0 (3.18) 

Desprezando a variação da massa com o tempo, obtém-se a condição de vazão 

mássica �̇� constante, ou seja, 

�̅� =
�̇�

𝜌𝑚 𝐴𝑡
 (3.19) 

sendo �̇� é igual a vazão em massa imposta na entrada, �̇� = 𝜌𝑚𝑖𝑛
 ∀̇𝑖𝑛, onde ∀̇𝑖𝑛 é 

a vazão volumétrica na entrada. O subscrito 𝑖𝑛 refere-se à condição inicial. 

3.3.2. Conservação de quantidade de movimento linear 

Obtido o campo de velocidade, é possível determinar a pressão, utilizando a 

equação de conservação de quantidade de movimento linear para a mistura, 

aplicada no volume de controle indicado na Figura 3.1 

𝜕

𝜕𝑡
(𝜌𝑚 �̅� 𝐴𝑡) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝜌𝑚 �̅� �̅� 𝐴𝑡) = − 𝐴𝑡  𝜌𝑚 𝑔 sen 𝜃 − 𝐴𝑡

𝜕 �̅�

𝜕𝑧
− 𝜏𝑤 ℘𝑚 (3.20) 

onde 𝑔 é a aceleração da gravidade, 𝜃 é a inclinação da tubulação com a 

horizontal. Considerando a pressão na seção transversal como uniforme, está é 

igual a �̅�, pressão média na seção transversal e 𝜏𝑤 corresponde a tensão cisalhante 

atuante nas paredes da tubulação. Assumindo escoamento hidrodinamicamente 

desenvolvido, i.e., desprezando os termos de inércia, chega-se à 

𝜕�̅�

𝜕𝑧
= −𝜌𝑚 𝑔 sen𝜃 −

𝜏𝑤 ℘𝑚

𝐴𝑡
 (3.21) 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1921203/CA



3. Modelagem Matemática _______________________________________ 42 

A tensão cisalhante na parede do duto 𝜏𝑤, pode ser obtida pelo fator de atrito 𝑓 

𝜏𝑤 =
𝑓

8
𝜌𝑚�̅�2 (3.22) 

sendo 𝑓 uma função do número de Reynolds 𝑅𝑒 e da rugosidade relativa do duto 

𝜖 𝐷⁄ . Para cada coordenada do domínio, há um 𝑅𝑒 local diferente, logo, um fator 

de atrito diferente. 

Se o 𝑅𝑒 local estiver abaixo de 2300, o escoamento se encontra no regime 

laminar. Neste caso, para o duto circular, o fator de atrito é dado por 

𝑓 =
64

𝑅𝑒
 (3.23) 

Já para o duto anular 

𝑓 =
64

𝑅𝑒

(1 − 𝑅𝑅2)(1 − 𝑅𝑅)2

[(1 − 𝑅𝑅4) + (1 − 𝑅𝑅2)2/ 𝑙𝑛(𝑅𝑅)]
 (3.24) 

Para o caso em que 𝑅𝑒 é maior do que 2300, o escoamento é considerado 

turbulento. Neste caso, utiliza-se para ambos os casos, a correlação de Miller (Fox 

et al., 2020) para obter o fator de atrito. 

𝑓 = 0,25 [𝑙𝑜𝑔 (
𝜖/𝐷ℎ

3,7
+

5,74

𝑅𝑒0,9
)]

−2

 (3.25) 

A fim de evitar uma transição abrupta no cálculo do fator de atrito, considera-

se regime laminar até 𝑅𝑒 = 2000, turbulento acima de 𝑅𝑒 = 2500, e dentro da 

região de transição do regime laminar para o regime turbulento, utiliza-se uma 

interpolação linear entre as expressões para o fator de atrito correspondente aos 

regimes laminar e turbulento. 

3.3.3. Conservação de energia 

Para ser possível obter uma distribuição de fração de sólido na seção 

transversal e determinar a espessura do depósito, é necessário que a temperatura 

varie na direção radial 𝑟, além da direção axial. Considerando a evolução temporal, 
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tem-se que 𝑇 = 𝑇(𝑟, 𝑧, 𝑡). 

A equação de conservação da energia para uma fase 𝑗 é descrita por 

𝜕(𝜌𝑗𝑆𝑗ℎ𝑗)

𝜕𝑡
+ ∇. (𝜌𝑗𝑆𝑗ℎ𝑗𝑢𝑘) = −𝛻. 𝑞𝑗⃑⃑  ⃑ +

𝐷𝑃

𝐷𝑡
+ 𝛷   (3.26) 

em que 𝜌𝑗 é a densidade da fase, 𝑆𝑗 é a fração de volume daquela fase e ℎ𝑗 é a 

entalpia mássica da fase 𝑗. Para uma mistura com multicomponentes, considerando 

que a pressão é a mesma para o líquido e para o sólido, esta equação resulta em 

𝐷

𝐷𝑡
(𝜌𝑚ℎ𝑚) = −𝛻. 𝑞 +

𝐷𝑃

𝐷𝑡
+ 𝛷   (3.27) 

sendo a derivada material descrita como 

𝐷

𝐷𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑉𝑧  

𝜕

𝜕𝑧
 (3.28) 

Para misturas multicomponentes, 𝑞  é o fluxo de calor devido à difusão de calor. O 

fluxo de calor difusivo possui duas parcelas. A primeira é modelada pela Lei de 

Fourier, dependendo da condutividade térmica da mistura 𝑘𝑚 e do gradiente de 

temperatura, e a segunda está associada as entalpias ℎ𝑖 e fluxo de massa das 

diferentes espécies 𝑖,  𝑗 𝑖 

𝑞 = −𝑘𝑚 𝛻𝑇 + ∑ℎ𝑖 𝑗 𝑖

𝑁𝑐

𝑖=1

 (3.29) 

No presente trabalho, esta segunda parcela foi desprezada. 

A equação da energia pode ser escrita em função da temperatura, sendo 

preciso adequar o termo da entalpia. A entalpia é um potencial termodinâmico que 

depende de pressão 𝑃, temperatura 𝑇 e da fração em massa da espécie 𝑖, 𝑐𝑖. A 

variação da entalpia é (Bird et al., 2007), 

𝐷ℎ𝑚

𝐷𝑡
= (

𝜕ℎ𝑚

𝜕𝑃
)

𝑇

𝐷𝑃

𝐷𝑡
+ (

𝜕ℎ𝑚

𝜕𝑇
)
𝑃

𝐷𝑇

𝐷𝑡
+ ∑ (

𝜕ℎ𝑚

𝜕𝑐𝑖
)

𝑇,𝑃,𝑐𝛾

𝐷𝑐𝑖

𝐷𝑡

𝑁𝑐−1

𝑖=1

 (3.30) 

em que 

(
𝜕ℎ𝑚

𝜕𝑃
)

𝑇
=

1

𝜌𝑚

(1 − 𝛽𝑚 𝑇)    ;    𝛽𝑚 = −
1

𝜌𝑚
(
𝜕𝜌𝑚

𝜕𝑇
)
𝑃

 (3.31) 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1921203/CA



3. Modelagem Matemática _______________________________________ 44 

(
𝜕ℎ𝑚

𝜕𝑇
)
𝑃

= 𝑐𝑝𝑚
 (3.32) 

sendo 𝑐𝑝𝑚
 a capacidade calorífica à pressão constante da mistura, 𝛽𝑚 o coeficiente 

de expansão térmica e 𝑐𝛾 significa mantendo todas as outras frações em massa 

constantes. De acordo com Bird et al. (2007), 

∑ (
𝜕ℎ𝑚

𝜕𝑐𝑖
)

𝑇,𝑃,𝑐𝛾

𝐷𝑐𝑖

𝐷𝑡

𝑁𝑐−1

𝑖=1

= ∑
�̂�𝑖

𝑀𝑀𝑖

𝐷𝑐𝑖

𝐷𝑡

𝑁𝑐

𝑖=1

 (3.33) 

sendo  �̂�𝑖 a entalpia molar da espécie 𝑖, e 𝑀𝑀𝑖, sua massa molecular.  

Para avaliar a equação (3.33), utiliza-se as equações (3.9) e (3.13), o que 

permite rescrever o termo em função da fração molar da fase líquida 𝜒𝑙 como 

∑
�̂�𝑖

𝑀𝑀𝑖

𝐷𝑐𝑖

𝐷𝑡

𝑁𝑐

𝑖=1

= 𝜌𝑚 𝜆
𝐷𝜒𝑙

𝐷𝑡
        ;              𝜆 =

�̂�𝑙 − �̂�𝑠

𝑀𝑀𝑇
 (3.34) 

em que 𝜆 é o termo associado a mudança de fase líquida para fase sólida. 

Finalmente, substituindo as relações acima na derivada da entalpia e 

introduzindo na equação da energia tem-se 

𝜌𝑚 𝑐𝑝𝑚

𝐷𝑇

𝐷𝑡
= 𝛻. (𝑘𝑚 𝛻 𝑇) + (𝛽𝑚 𝑇)

𝐷𝑃

𝐷𝑡
+ 𝛷 − 𝜌𝑚𝜆

𝐷𝜒𝑙

𝐷𝑡
  (3.35) 

Desprezando o fluxo difusivo axial e a dissipação viscosa, a equação da 

energia em coordenadas cilíndricas, correspondente ao escoamento da mistura 

líquido/sólido pode ser escrita como 

𝜌𝑚𝑐𝑝𝑚
(
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑉𝑧

𝜕𝑇

𝜕𝑧
)

=
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑘𝑚𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝑡
) − (𝛽𝑚𝑇) (

𝜕�̅�

𝜕𝑡
+ 𝑉𝑧

𝜕�̅�

𝜕𝑧
)

− 𝜌𝑚𝜆 (
𝜕𝜒𝑙

𝜕𝑡
+ 𝑉𝑧

𝜕𝜒𝑙

𝜕𝑧
) 

(3.36) 

Na região do depósito, a velocidade do fluido é nula, simplificando a equação 

da energia para 

𝜌𝑚𝑐𝑝𝑚
(
𝜕𝑇

𝜕𝑡
) =

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑘𝑚𝑟

𝜕𝑇

𝜕𝑡
) − 𝜌𝑚𝜆 (

𝜕𝜒𝑙

𝜕𝑡
) (3.37) 
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Note que como o depósito corresponde à região com fração de sólido acima 

de 2%, dentro do depósito, em sua matriz porosa, existe líquido, o qual é 

contabilizado na equação da energia, estando relacionado com o envelhecimento do 

depósito. 

A partir do campo de temperatura é conveniente determinar a variação da 

temperatura de mistura ao longo do duto com 

𝑇𝑚𝑖𝑠 =
∫ 𝜌𝑚𝑐𝑝𝑚 𝑉𝑧 𝑇 𝑑𝐴
𝐴𝑡

∫ 𝜌𝑚𝑐𝑝𝑚
𝑉𝑧 𝑑𝐴

𝐴𝑡

 (3.38) 

Por fim, há 3 equações de conservação disponíveis até o momento, 

possibilitando obter velocidade, pressão e temperatura. Contudo, ainda não é 

possível determinar a fração de volume de sólido pois é preciso obter as 

propriedades termodinâmicas para a solução dessas equações de conservação. Mais 

adiante será apresentada a metodologia do modelo termodinâmico que possibilita 

determinar as propriedades termodinâmicas da mistura. 

Para resolver as equações de conservação de massa, quantidade de 

movimento e energia, é preciso definir as condições iniciais e de contorno. 

Diferentes condições iniciais foram utilizadas para cada caso teste investigado, 

sendo descritas na seção de resultados.  

3.3.4. Condições de contorno 

São resolvidas três equações de conservação, logo é preciso determinar as 

condições de contorno necessárias para resolvê-las.  

Para velocidade e pressão, equações 1D são utilizadas, necessitando somente 

a especificação de uma condição de contorno. Para o campo de velocidade, a vazão 

volumétrica ∀̇ é imposta na entrada do domínio, sendo possível obter a vazão 

mássica como �̇� = 𝜌𝑖𝑛∀̇𝑖𝑛, em que 𝜌𝑖𝑛 é a densidade da mistura na entrada do 

domínio. Para a equação da pressão, a pressão é fornecida no início ou no final do 

duto, dependendo do caso. 

A equação da energia é um pouco diferente, sendo preciso estabelecer qual a 

temperatura com que o fluido entra na tubulação, além de duas condições de 

contorno na direção radial.  
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Para o caso de escoamento em duto circular, impõe-se condição de simetria 

no eixo do duto, e no caso do duto anular, a temperatura do duto interno é prescrita. 

Já com relação ao raio externo em contato com o meio exterior para o duto 

circular, um fluxo de calor convectivo é prescrito, i.e., um coeficiente de 

transferência de calor global 𝑈𝑔 na parede do duto é definido junto com a 

temperatura do ambiente (Tabela 3.3). No duto anular, a temperatura é imposta. 

Tabela 3.3 – Condição de contorno térmica na direção radial 

Duto 

circular 
𝑟 = 0 ;  

𝜕 𝑇

𝜕𝑟
= 0  𝑟 = 𝑅𝑒𝑥 =

𝐷

2
 ;     −𝑘 

𝜕 𝑇

𝜕𝑟
= 𝑈𝑔(𝑇 − 𝑇∞)  

Duto 

anular 
𝑟 =

𝐷

2
= 𝑟𝑖𝑛  ;   𝑇 = 𝑇𝑤 𝑟 = 𝑅𝑒𝑥 =

𝐷𝑒𝑥

2
   ;     𝑇 = 𝑇𝑖𝑛  

 

3.3.4.1. Coeficiente de transferência de calor 

O coeficiente de transferência de calor global 𝑈𝑔 é determinado considerando 

a resistência do duto por condução na parede e convecção do fluido externo, sendo 

dado por 

𝑈𝑔  = [
𝑅𝑒𝑥

ℎ𝑒 (𝑅𝑒𝑥 + ∑ 𝑒𝑐 𝑐
)
+

𝑅𝑒𝑥 ∑ 𝑙𝑛 (
𝑅𝑐 + 𝑒𝑐

𝑅𝑐
)𝑐

𝑘𝑐
]

−1

 (3.39) 

sendo ℎ𝑒 o coeficiente de convecção externo, 𝑅𝑒𝑥 o raio interno da parede externa 

do duto (Tabela 3.3), 𝑅𝑐 é o raio interno de cada camada, 𝑒𝑐 é a espessura de cada 

camada do duto e 𝑘𝑐 a respectiva condutividade térmica de cada camada do duto. 

3.3.4.2. Fluxo de calor difusivo interface líquido/sólido 

A interface sólido/líquido corresponde ao raio do depósito 𝑅𝑑 = 𝐷𝑑 2⁄ , o qual 

é igual ao raio 𝑅 = 𝐷 2⁄  quando não existe depósito. Nesta interface, o fluxo de 

calor é  
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 𝑞𝑤 = −𝑘𝑒𝑓

𝜕 𝑇

𝜕𝑟
)
𝑅𝑑

          ;        𝑘𝑒𝑓 = 𝑘 + 𝑘𝑡 (3.40) 

onde 𝑘𝑒𝑓 é a condutividade térmica efetiva, e 𝑘𝑡 é a condutividade térmica 

turbulenta, a qual é nula no caso laminar. Uma vez que a maioria dos escoamentos 

na indústria do petróleo ocorre no regime turbulento, e 𝑘𝑡 não é conhecido, um 

tratamento especial para calcular o fluxo difusivo precisa ser empregado. Dessa 

forma, empregou-se uma Lei da Parede na superfície sólida em contato com o 

fluido. Para isso, definiu-se uma temperatura adimensional 𝑇+ como 

𝑇+ =
(𝑇 − 𝑇𝑤) 𝑢𝜏

𝑞𝑤 (𝜌𝑚 𝑐𝑝𝑚)⁄
             ;        𝑞𝑤 = −𝑘 

𝜕 𝑇

𝜕𝑟
)
𝑅𝑑

 (3.41) 

em que 𝑞𝑤 é o fluxo de calor que cruza a parede externa, 𝑇𝑤 é a temperatura da 

interface sólido/líquido, e 𝑢+ é a velocidade adimensionalizada com a velocidade 

de atrito 𝑢𝜏  

𝑢+ =
𝑉𝑧
𝑢𝜏

              ;    𝑢𝜏 = √
𝜏𝑤

𝜌𝑚
 (3.42) 

Tanto 𝑇+ quanto 𝑢+ são definidos pela Lei da Parede, sendo 

𝑢+ = 𝑦+                                 , 𝑦+ < 11,5 (3.43) 

𝑢+ =
1

kvc
ln(5 𝑦+) + 5       , 𝑦 ≥ 11,5 

(3.44) 

onde kvc =0,4 é a constante de von Kármán, e 𝑦+ é a distância entre a superfície 

sólida 𝑅𝑑 e o ponto adjacente dentro de um volume de controle de fluido, 𝑟𝑖𝑛𝑡, sendo 

determinado como 

𝑦+ =
𝜌𝑚 𝑢+ 𝑦

𝜇𝑚
             ;    𝑦 = |𝑟𝑖𝑛𝑡 − 𝑅𝑑| (3.45) 

A temperatura adimensional é 

 𝑇+ = 𝑢+𝑃𝑟                                                         ;  𝑦+ < 13,2 
(3.46) 

𝑇+ = 2,195 ln 𝑦+ + 13,2 Pr−5,66             ;   𝑦+ ≥ 13,2 (3.47) 
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onde 𝑃𝑟 é o número de Prandt 

𝑃𝑟 =
𝜇𝑚𝑐𝑝𝑚

𝑘𝑚
 (3.48) 

Na sub-camada laminar (𝑦+ < 13,5), o fluxo é diretamente obtido como no 

regime laminar   

𝑞𝑤 =
(𝜌𝑚 𝑐𝑝𝑚 𝑢𝜏)(𝑇 − 𝑇𝑤) 

𝑇+
=

(𝜌𝑚  𝑢𝜏) 𝑘𝑚(𝑇 − 𝑇𝑤) 

𝜇 𝑦+
=

𝑘𝑚 (𝑇 − 𝑇𝑤) 

𝑦
 (3.49) 

No núcleo turbulento (𝑦+ > 13,5), tem-se 

𝑞𝑤 =
(𝜌𝑚 𝑐𝑝𝑚 𝑢𝜏)(𝑇𝑤 − 𝑇) 

2,195 𝑙𝑛 𝑦+ + 13,2 𝑃𝑟 −5,66
 (3.50) 

3.4. Modelo Termodinâmico 

Para determinar as propriedades termodinâmicas que o modelo matemático 

necessita, é preciso um modelo termodinâmico. O presente trabalho utiliza um 

modelo termodinâmico de Múltiplas Soluções Sólidas de Coutinho et al. (2006). 

Para determinar as propriedades da mistura, é preciso descobrir se os componentes 

da mistura saíram de solução líquida precipitando como sólido para uma 

determinada pressão e temperatura. Um cálculo do tipo Flash é possível descrever 

se a mistura mudou de fase. O cálculo do tipo Flash recebe seu nome devido ao 

equipamento que tem como função separar as duas fases de um escoamento 

contendo as duas como uma mistura. Para este cálculo, é preciso informar pressão 

e temperatura e composição da mistura.  

O cálculo Flash utilizado no presente trabalho foi desenvolvido por Da Silva 

(2018) e Fleming (2018), e detalhes podem ser obtidos nestas referências. Para a 

fase líquida, a equação de estado de Peng-Robinson (Peng & Robinson, 1976) é 

utilizada. 

3.4.1. Equação de Peng-Robinson 

A equação de Peng-Robinson visa corrigir a equação de gases ideais 

introduzindo o fator de compressibilidade 𝑍𝑗, de acordo com 
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𝑃 =
∀̂𝑗

𝑍𝑗 𝔑 𝑇
=

ℜ 𝑇

∀̂𝑗 − 𝑏𝑗𝑚
−

𝑎𝑗𝑚

∀̂𝑗 (∀̂𝑗 + 𝑏𝑗𝑚) + 𝑏𝑘𝑚
(∀̂𝑗 − 𝑏𝑗𝑚)

 (3.51) 

onde 𝔑 é a constante universal dos gases,  ∀̂𝑗 é o volume molar da fase 𝑗. O  fator 

𝑍𝑗 é obtido através da solução da seguinte equação cúbica (Branco, 2019), 

𝑍𝑗
3 + (𝛽𝑍𝑗

− 1)𝑍𝑗
2 + (𝛼𝑍𝑗

− 2𝛽𝑍𝑗
− 3 𝛽𝑧𝑗

2 ) 𝑍 + (𝛽𝑧𝑗
3 + 𝛽𝑧𝑗

2 − 𝛼𝑍𝑗
 𝛽𝑍𝑗

) = 0 (3.52) 

sendo  

𝛼𝑍𝑗
=

𝑎𝑗𝑚  𝑃

(𝔑 𝑇)2
 (3.53) 

𝛽𝑍𝑗
=

𝑏𝑗𝑚 𝑃

𝔑 𝑇
 (3.54) 

Os termos 𝑎𝑗𝑚  e 𝑏𝑗𝑚 dependem da composição através de uma Regra de 

Mistura clássica de van der Waals,  

𝑎𝑗𝑚 = ∑ ∑ 𝑥𝑖,𝑗 𝑥𝑘,𝑗 𝑎𝑖𝑘

𝑁𝑐

𝑘=1

𝑁𝑐

𝑖=1

 (3.55) 

𝑏𝑗𝑚 = ∑𝑥𝑖,𝑗 𝑏𝑖

𝑁𝑐

𝑖=1

 (3.56) 

onde 

𝑎𝑖𝑘 = 𝑎𝑘𝑖 = √𝑎𝑖 𝑎𝑘  (1 − 𝑘𝑖𝑘) (3.57) 

sendo os parâmetros 𝑎𝑖 (ou 𝑎𝑘) calculados de acordo com 

𝑎𝑖(𝑇) = 0,45724 
ℜ2𝑇𝑐𝑖

2

𝑃𝑐𝑖

 𝛺𝑖
2  (3.58) 

com 

𝛺𝑖 = [1 + 𝑚𝑍,𝑖 (1 − √
𝑇

𝑇𝑐𝑖

)] (3.59) 

𝑚𝑍,𝑖 = 0,37464 + 1,54226 𝜔𝑖 − 0,26992𝜔𝑖
2 (3.60) 
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O parâmetro 𝑏𝑖 é calculado de acordo com 

𝑏𝑖 = 0,0778 
ℜ 𝑇𝑐𝑖

𝑃𝑐𝑖

 (3.61) 

𝑇𝑐𝑖
 e 𝑃𝑐𝑖

 representam a temperatura e pressão crítica da espécie 𝑖 e 𝜔𝑖 é o fator 

acêntrico da espécie 𝑖. 

3.4.2. Cálculo Flash 

Do ponto de vista termodinâmico, para haver condição de equilíbrio, além do 

equilíbrio de pressão e temperatura, é necessário que o potencial químico para cada 

espécie 𝑖 seja o mesmo em ambas as fases (Michelsen, 1982; Smith et al., 2004). 

Esta condição implica em igualdade das fugacidades de cada espécie 𝑖 em cada fase 

𝑗 para uma dada pressão, temperatura e composição, descrita por  

𝑓𝑖,𝑙(𝑃, 𝑇, 𝑥𝑙) = 𝑓𝑖,𝑠(𝑃, 𝑇, 𝑥𝑠) (3.62) 

sendo 𝑓𝑖,𝑙 e 𝑓𝑖,𝑠 as fugacidades das fases líquida e sólida da espécie 𝑖. 

No modelo de Coutinho et al. (2006), a fugacidade da fase 𝑗 é descrita como 

𝑓𝑖,𝑗(𝑃, 𝑇, 𝑥𝑗) = 𝑥𝑖𝑗𝛾𝑖,𝑗 𝑓𝑖𝑗
𝑜 (3.63) 

em que 𝑥𝑖,𝑗 é a fração molar da espécie 𝑖 na fase 𝑗, 𝛾𝑖,𝑗 é o coeficiente de atividade 

e 𝑓𝑖𝑗
𝑜 é a fugacidade do componente puro 𝑖 de cada fase 𝑗. A fugacidade do sólido 

puro é obtida da fugacidade do líquido puro, com 

𝑓𝑖𝑙
𝑜

𝑓𝑖𝑠
𝑜 = exp [

𝛥�̂�𝑖
𝑓,𝑜

𝔑 𝑇𝑖
𝑓

(
𝑇𝑖

𝑓

𝑇
− 1) +

𝛥�̂�𝑖
𝑡𝑟,𝑜

𝔑 𝑇𝑖
𝑡𝑟 (

𝑇𝑖
𝑡𝑟

𝑇
− 1)] (3.64) 

onde �̂� é a entalpia molar, e os índices 𝑓 e 𝑡𝑟 indicam fusão e transição de fase. As 

propriedades de fusão e transição são determinadas com as correlações descritas 

por Coutinho et al. (2006). 

Ao igualar as fugacidades, define-se um coeficiente de distribuição de cada 

espécie 𝑖, ou a razão de equilíbrio sólido líquido (SL), 

𝐾𝑖
𝑆𝐿 =

𝑥𝑖,𝑠

𝑥𝑖,𝑙
=

𝛾𝑖,𝑙

𝛾𝑖,𝑠

𝑓𝑖𝑙
𝑜

𝑓𝑖𝑠
𝑜 (3.65) 
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De acordo com Coutinho et al.(2006), o coeficiente de ativação do sólido 𝛾𝑖,𝑠 

é calculado usando o modelo UNIQUAC modificado. Já para a fase líquida, a 

equação de estado de Peng-Robinson é utilizada e o coeficiente de atividade da fase 

líquida pode ser descrito como 

𝛾𝑖,𝑙 =
𝑓𝑖𝑙

𝑓𝑖,𝑙
𝑜   𝑥𝑖𝑙

=
𝜑𝑖𝑙

𝜑𝑖,𝑙
𝑜  (3.66) 

sendo 𝜑𝑖𝑙 e  𝜑𝑖,𝑙
𝑜  os coeficientes de fugacidades do componente 𝑖 da fase líquida e 

do componente 𝑖 puro na fase líquida, respectivamente, determinados de acordo 

com a equação de Peng-Robinson, com 

𝑙𝑛 𝜑𝑖,𝑙 =
𝑏𝑖

𝑏𝑙𝑚

(𝑍𝑙 − 1) − ln(𝑍𝑙 − 𝛽𝑍𝑙
) 

−
𝛼𝑧𝑙

2√2 𝛽𝑍𝑙

[
2∑ 𝑥𝑖,𝑙√𝑎𝑖𝑎𝑗(1 − 𝑘𝑖𝑗)

𝑁𝑐
𝑗=1

𝑎𝑙𝑚

−
𝑏𝑖

𝑏𝑙𝑚

] ln [
𝑍𝑙 + (1 + √2)𝛽𝑍𝑙

𝑍𝑙 + (1 − √2)𝛽𝑍𝑙

] 

(3.67) 

Assim, coeficiente de distribuição se torna 

𝐾𝑖
𝑆𝐿 =

𝑥𝑖,𝑠

𝑥𝑖,𝑙
=

�̂�𝑖,𝑙

𝜑𝑖,𝑙
𝑜 𝛾𝑖,𝑠

exp [
𝛥�̂�𝑖

𝑓,𝑜

𝔑𝑇𝑖
𝑓

(
𝑇𝑖

𝑓

𝑇
− 1) +

𝛥�̂�𝑖
𝑡𝑟,𝑜

𝔑𝑇𝑖
𝑡𝑟 (

𝑇𝑖
𝑡𝑟

𝑇
− 1)] (3.68) 

Para a solução desta equação, utiliza-se do método de substituição sucessiva 

e para encontrar suas raízes emprega-se o método de Newton-Raphson. O critério 

de convergência para o método iterativo é um número máximo de iterações (Da 

Silva et al., 2017) e para verificar se houve convergência determina-se a variação 

da composição molar do sólido é menor do que uma determinada tolerância. 

Ao final do cálculo Flash, é fornecido a fração molar de cada espécie 𝑖 em 

cada fase 𝑗, 𝑥𝑖,𝑗, e a fração molar de cada fase 𝜒𝑗. Com estes valores é possível saber 

se há sólido na mistura e, assim, calcular todas as propriedades da mistura.  

3.5. Propriedades 

Uma vez conhecendo a frações molares das espécies 𝑖 em cada fase 𝑗 é 

possível determinar as propriedades, as quais são apresentadas a seguir. O 

procedimento utilizado aqui foi recomendado por Fleming (2018). A densidade e a 

condutividade térmica são determinadas baseadas em propriedades reduzidas 
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(Paradela et al., 2005). A entalpia e calor específico à pressão constante são obtidos 

da equação de estado de Peng-Robinson (Sandler, 2006) e a viscosidade com a 

correlação empírica de Lohrenz, Bray & Clark (Lohrenz et al., 1964). 

Na abordagem de Paradela et al. (2005), a propriedade reduzida 𝑋𝑟 é obtida 

a partir de 3 propriedades reduzidas 𝑋𝑟𝑛 para cada referência 𝑛 e do fator acêntrico 

𝜔𝑛 de cada propriedade de referência 𝑛, com 𝑛 = 1,2,3 (ver Apêndice). 

A partir de uma expansão em série de Taylor até a segunda derivada, a 

propriedade reduzida é obtida com 

𝑋𝑟 = 𝑋𝑟1 +
𝑋𝑟2 − 𝑋𝑟1

𝜔2 − 𝜔1
(𝜔𝑗 − 𝜔1)

+
(
𝑋𝑟3 − 𝑋𝑟1

𝜔3 − 𝜔1
−

𝑋𝑟2 − 𝑋𝑟1
𝜔2 − 𝜔1

)

𝜔3 − 𝜔2
(𝜔𝑗 − 𝜔1)(𝜔𝑗 − 𝜔2) 

(3.69) 

O fator acêntrico da fase 𝑗 é obtido ponderando o fator acêntrico de cada espécie 

𝑖 com a sua respectiva fração molar da espécie 𝑖 na fase 𝑗, 𝑥𝑖,𝑗 

𝜔𝑗 = ∑𝑥𝑖,𝑗 𝜔𝑖

𝑖

 
(3.70) 

3.5.1. Densidade 

Para determinar as densidades de cada fase, primeiro, calcula-se 3 densidades 

de referências (𝜌𝑟,𝑛) dados com 

𝜌𝑟,𝑛 =
𝐴𝜌

103𝐵𝜌

1+[1−𝑇/𝐶𝜌]
𝐷𝜌

    ;    𝑛 = 1, 2, 3 (3.71) 

sendo os coeficientes 𝐴𝜌, 𝐵𝜌, 𝐶𝜌 e 𝐷𝜌 dependentes da temperatura, os quais 

encontram-se no Apêndice. A seguir obtém-se a densidade reduzida utilizando a 

Eq.(3.69). 

A densidade do líquido, 𝜌𝑙, é 

𝜌𝑙 =
𝜌𝑟

𝑉𝑐𝑙
 (3.72) 

onde 𝑉𝑐𝑙 é o volume crítico do líquido, obtido em função das frações molares de 

cada espécie 𝑖 na fase líquida 𝑥𝑖,𝑙 e os volumes críticos de cada espécie 𝑉𝑐𝑖  
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𝑉𝑐𝑙 = ∑∑𝑥𝑖,𝑙 𝑥𝑘,𝑙𝑉𝑐𝑖𝑘

𝑘𝑖

 
(3.73) 

𝑉𝑐𝑖𝑘 = 0,125(𝑉𝑐𝑖
1/3

+ 𝑉𝑐𝑘
1/3)

3
 (3.74) 

Para definir a densidade do sólido 𝜌𝑠 repete-se o mesmo procedimento que 

foi feito para a densidade do líquido, porém utiliza a composição molar do sólido 

𝑥𝑖,𝑠 e, ao final, faz-se uma correção de 10% (Fleming, 2018), sendo assim, 

𝜌𝑠 = 1,1 𝜌𝑠 (3.75) 

3.5.2. Condutividade térmica 

A condutividade térmica de cada fase também é determinada utilizando o 

modelo de Paradela et al. (2005), a partir da condutividade térmica reduzida, Eq. 

(3.69), a qual é obtida utilizando 3 propriedades de referência (𝑘𝑟,𝑛) 

𝑘𝑟,𝑛 = 𝐴𝑘 + 𝐵𝑘  𝑇 + 𝐶𝑘  𝑇
2    ;    𝑛 = 1,2,3. (3.76) 

onde os parâmetros 𝐴𝑘, 𝐵𝑘 e 𝐶𝑘 encontram-se no Apêndice.  

A condutividade térmica do líquido, 𝑘𝑙, depende da temperatura crítica 𝑇𝑐,𝑙, 

do volume crítico 𝑉𝑐,𝑙 e da massa molar da fase líquida. 

𝑘𝑙 = 𝑘𝑟

𝑇𝑐,𝑙
1/2

𝑉𝑐,𝑙
2/3

𝑀𝑀𝑙
1/2

 (3.77) 

Vélez et al. (2015) propõe que a condutividade térmica da fase sólida para 

misturas de n-alcanos seja entre duas a três vezes o valor da condutividade da fase 

líquida. Aqui utilizou-se o fator 2. 

𝑘𝑠 = 2 𝑘𝑙 (3.78) 

3.5.3. Entalpia 

A entalpia das fases líquida e sólida são obtidas utilizando a equação de estado 

de Peng-Robinson (Sandler, 2006). 
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A entalpia molar da fase líquida é composta por uma parcela de gás ideal �̂�𝑙
𝐺𝐼

 

e outra de parcela residual �̂�𝑙
𝑅

. Uma propriedade termodinâmica de uma substância 

ou mistura é determinada como gás ideal quando o conjunto de suas moléculas 

possuem interações muito similares entre si, podendo ser esta mistura aproximada 

nas formulações como um gás ideal. Já a propriedade residual é descrita baseado 

no quanto uma propriedade termodinâmica real de uma mistura se comporta de 

forma distante de uma propriedade de gás ideal. Sendo assim, 

�̂�𝑙(𝑃, 𝑇, 𝑥𝑙) = �̂�𝑙
𝐺𝐼

(𝑃, 𝑇, 𝑥𝑙) + �̂�𝑙
𝑅
(𝑃, 𝑇, 𝑥𝑙) (3.79) 

A entalpia de gás ideal é calculada baseada em uma pressão e temperatura de 

referência, 𝑃0 e 𝑇0 como  

�̂�𝑙
𝐺𝐼

(𝑃, 𝑇, 𝑥𝑙) = ∑𝑥𝑖,𝑙 [�̂�𝑖
𝐺𝐼(𝑃0, 𝑇0) + ∫ (𝑐�̂�)𝑖

𝐺𝐼
𝑑𝑇

𝑇

𝑇0

]

𝑁𝑐

𝑖=1

 (3.80) 

onde (𝑐�̂�)𝑖

𝐺𝐼
 é a capacidade calorífica molar à pressão constante para o componente 

𝑖 da mistura, detalhada na próxima seção. Para este modelo foi usado como 

referência 1 𝑎𝑡𝑚 e 298 𝐾.  

A entalpia residual molar de uma fase 𝑗 pode ser obtida da variação de 

entalpia molar entre a pressão 𝑃 e a pressão de referência 𝑃0, sendo dada por: 

�̂�𝑗
𝑅 = [�̂�𝑗𝑃

− �̂�𝑗𝑃0
]
𝑇

= ∫ (
𝜕�̂�𝑗

𝜕𝑃
)

𝑇

𝑑𝑃
𝑃

𝑃0

 (3.81) 

onde �̂�𝑗𝑃
 é a entalpia molar da fase 𝑗, na pressão 𝑃, �̂�𝑗𝑃𝑜

 é a entalpia molar na 

pressão de referência 𝑃0. Utilizando a equação de estado de Peng-Robinson, obtém-

se 

�̂�𝑗
𝑅 = 𝔑 𝑇(𝑍𝑗 − 1) +

𝑇
𝑑𝑎𝑗𝑚

𝑑𝑇
− 𝑎𝑗𝑚

2√2 𝑏𝑗𝑚
ln (

𝑍𝑗 + (1 + √2) 𝛽𝑍𝑗

𝑍𝑗 + (1 − √2) 𝛽𝑍𝑗

) (3.82) 

onde 𝔑 é a constante universal dos gases, 𝑍𝑗 é o fator de compressibilidade da fase 

𝑗.  

A derivada 𝑎𝑗𝑚  com a temperatura é 
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𝑇 (
𝑑𝑎𝑗𝑚

𝑑𝑇
) = ∑∑

𝑥𝑖,𝑗 𝑥𝑘,𝑗 √𝑎𝑖𝑎𝑘

2
(
𝑑𝑎𝑖

𝑑𝑇

𝑇

𝑎𝑖
+

𝑑𝑎𝑘

𝑑𝑇

𝑇

𝑎𝑘
) (1 − 𝑘𝑖𝑗)

𝑁𝑐

𝑘=1

𝑁𝑐

𝑖=1

 (3.83) 

𝑑𝑎𝑖

𝑑𝑇

𝑇

𝑎𝑖
= −(

𝑇

𝑇𝑐,𝑖
)

1/2
𝑚𝑍,𝑖

𝛺𝑖
 (3.84) 

A entalpia molar para a fase do sólido, é dada por 

�̂�𝑠(𝑇, 𝑃, 𝑥𝑠) = ∑𝑥𝑖,𝑠 ∫ (𝑐�̂�)𝑖

𝐺𝐼
𝑑𝑇

𝑇

𝑇0

𝑁𝑐

𝑖=1

+ �̂�𝑅(𝑇, 𝑃, 𝑥𝑠)

− ∫ [(𝑐�̂�)𝑖

𝐿
− (𝑐�̂�)𝑖

𝑆
] 𝑑𝑇

𝑇

𝑇𝑓
− Δ�̂�𝑖

𝑓(𝑃, 𝑇, 𝑥𝑠)

− Δ�̂�𝑖
𝑡𝑟(𝑃, 𝑇, 𝑥𝑠) + �̂�𝐸(𝑇, 𝑥𝑠) 

(3.85) 

com Δ�̂�𝑓 sendo a entalpia molar de fusão e Δ�̂�𝑡𝑟 a entalpia molar de transição de 

fase. Para completar a definição a entalpia molar da fase sólida é preciso determinar 

a entalpia de excesso 

�̂�𝐸 = −𝔑𝑇2 ∑𝑥𝑖 (
𝜕 𝑙𝑛(𝛾𝑖

𝑠)

𝜕𝑇
)

𝑃,𝑥

𝑁𝑐

𝑖=1

 (3.86) 

com o coeficiente de atividade 𝛾𝑖 sendo a razão que determina a fugacidade de uma 

mistura em relação a uma mistura ideal. 

Para obter a entalpia mássica de cada fase 𝑗 [𝐽/𝑘𝑔], tem-se 

ℎ𝑗(𝑇, 𝑃) =
�̂�𝑗

𝑀𝑀𝑗
 (3.87) 

com 𝑀𝑀 sendo a massa molecular em [𝑘𝑔/𝑚𝑜𝑙]. 

O fator de expansão térmica �̂�𝑗 é 

�̂�𝑗 = −
1

𝜌𝑗
(
𝜕𝜌𝑗

𝜕𝑇
)

𝑃

=
1

𝑇
[1 +

𝑇

𝑍𝑗
(
𝜕𝑍𝑗

𝜕𝑇
)

𝑃

] (3.88) 

(
𝜕𝑍𝑗

𝜕𝑇
)

𝑃

=

(
𝑑𝛼𝑍𝑗

𝑑𝑇 )
𝑃

(𝛽𝑍 − 𝑍𝑗) + (
𝑑𝛽𝑍𝑗

𝑑𝑇 )
𝑃

𝜉𝑍𝑗

3 𝑍𝑗
2 + 2 𝑍𝑗 (𝛽𝑍𝑗

− 1) + (𝛼𝑍𝑗
− 2𝛽𝑍𝑗

− 3𝛽𝑍𝑗

2 )
 

(3.89) 
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onde 

(
𝑑𝛼𝑍𝑗

𝑑𝑇
)

𝑃

=
𝛼𝑍𝑗

𝑇
[−2 +

𝑇

𝑎𝑗𝑚

(
𝑑𝑎𝑗𝑚

𝑑𝑇
)] (3.90) 

(
𝑑𝛽𝑍

𝑑𝑇
)
𝑃

= −
𝛽𝑍

𝑇
 (3.91) 

𝜉𝑍𝑗
= 2𝑍𝑗 (3𝛽𝑍𝑗

+ 1) − 𝑍𝑗
2 + (𝛼𝑍𝑗

− 2𝛽𝑍𝑗
− 3𝛽𝑍𝑗

2 ) 
(3.92) 

3.5.4. Capacidade térmica a pressão constante 

Para determinar a capacidade térmica a pressão constante do líquido e do 

sólido, é preciso calcular a derivada da entalpia descrita na seção anterior em 

relação à temperatura.  

O 𝑐�̂� molar do líquido é composto por uma parcela do gás ideal e uma parcela 

residual. O 𝑐�̂� molar do gás ideal é obtido através de um polinômio em função da 

temperatura, 

(𝑐�̂�)𝑖

𝐺𝐼
= 𝐵𝑖 + 2𝐶𝑖𝑇 + 3𝐷𝑖𝑇

2 + 4𝐸𝑖𝑇
3 + 5𝐹𝑖𝑇

4 (3.93) 

com os coeficientes desta equação representados de (3.94) a (3.98), em função do 

número de carbono do componente 𝑖, 𝑁𝐶, 

𝐵𝑖 = −7,100555 x 10−4𝑁𝐶𝑖 − 1,201093 x 10−4 (3.94) 

𝐶𝑖 = 1,416221 x 10−5𝑁𝐶𝑖 + 2.669830 x 10−6 (3.95) 

𝐷𝑖 = −3,149971 x 10−9𝑁𝐶𝑖 + 4,003664 x 10−10 (3.96) 

𝐸𝑖 = 3,489865x 10−13𝑁𝐶𝑖 − 1,321624 x 10−13 (3.97) 

𝐹𝑖 = −1,105366 x 10−17𝑁𝐶𝑖 + 8,714208 x 10−18 (3.98) 

Já o termo residual da capacidade calorífica à pressão constante do líquido é 

calculado como 
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(𝑐�̂�)
𝑅

=
𝑇2

𝑑2𝑎𝑗𝑚

𝑑𝑇2

2√2𝑏𝑗𝑚
ln [

(𝑍𝑗 + (1 + √2)𝛽𝑍𝑗
)

(𝑍𝑗 + (1 − √2)𝛽𝑍𝑗
)
] + 𝔑 [(𝑍𝑗 − 1) + 𝑇 (

𝜕𝑍𝑗

𝜕𝑇
)

𝑃

]

−
𝑇

𝑑𝑎𝑗𝑚

𝑑𝑇
− 𝑎

𝑏𝑗𝑚
{

𝑍𝑗 + 𝑇 (
𝜕𝑍
𝜕𝑇)

𝑃

[𝑍𝑗 + (1 + √2)𝛽𝑍𝑗
] [𝑍𝑗 + (1 + √2)𝛽𝑍𝑗

]
}

𝛽𝑍𝑗

𝑇
 

(3.99) 

em que 

𝑇2 (
𝑑2𝑎𝑗𝑚

𝑑𝑇2
) = ∑∑

𝑥𝑖,𝑗𝑥𝑘,𝑗√𝑎𝑖𝑎𝑘

2
[(

𝑑2𝑎𝑖

𝑑𝑇2

𝑇2

𝑎𝑖
+

𝑑2𝑎𝑘

𝑑𝑇2

𝑇2

𝑎𝑘
)

𝑁𝑐

𝑘=1

𝑁𝑐

𝑖=1

−
1

2
(
𝑑𝑎𝑖

𝑑𝑇

𝑇

𝑎𝑖
−

𝑑𝑎𝑘

𝑑𝑇

𝑇

𝑎𝑘
)
2

] (1 − 𝑘𝑖𝑗) 

(3.100) 

e 

𝑑2𝑎𝑖

𝑑𝑇2

𝑇2

𝑎𝑖
=

𝑚𝑍,𝑖(1 + 𝑚𝑍,𝑖)

2
(

𝑇

𝑇𝑐,𝑖
)

1/2
𝑚𝑍,𝑖

Ω𝑖
2  (3.101) 

Assim, o termo calor específico molar do líquido é dado por 

(𝑐�̂�)𝑙
= ∑(𝑐�̂�)𝑖

𝐺𝐼

𝑁𝑐

𝑖=1

+ (𝑐�̂�)
𝑅

 (3.102) 

Para o sólido, além dos termos de gás ideal e residual, há também o termo de 

excesso 

(𝑐�̂�)𝑠

𝐸
= −[2ℜ𝑇∑𝑥𝑖 (

𝜕 ln(𝛾𝑖)

𝜕𝑇
)

𝑃,𝑥

𝑁𝑐

𝑖=1

+ ℜ𝑇2 ∑𝑥𝑖 (
𝜕2 ln(𝛾𝑖)

𝜕𝑇2
)

𝑃,𝑥

𝑁𝑐

𝑖=1

] (3.103) 

Nesta modelagem, despreza-se o termo de mistura ideal, pois seu valor é 

desprezível comparado aos outros. Sendo assim, para a capacidade calorifica molar 

para o sólido é 

(𝑐�̂�)s
= ∑(𝑐�̂�)𝑖

𝐺𝐼

𝑁𝑐

𝑖=1

+ (𝑐�̂�)𝑙

𝑅
+ (𝑐�̂�)𝑠

𝐸
 (3.104) 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1921203/CA



3. Modelagem Matemática _______________________________________ 58 

Para obter a capacidade calorífica à pressão constante de cada fase 𝑗 [𝐽/𝑘𝑔. 𝐾] 

é preciso utilizar a equação (3.105), 

𝑐𝑝,𝑗 =
(𝑐�̂�)𝑗

∑ 𝑥𝑖,𝑗𝑀𝑀𝑖𝑖
 (3.105) 

Por fim, para determinar a propriedade da mistura, utiliza-se da equação 

𝑐𝑝𝑚
= ∑𝐵𝑗𝑐𝑝,𝑗

𝑗

 (3.106) 

em que 𝑐𝑝,𝑗 é a capacidade calorífica à pressão constante do sólido e do líquido 

(𝑗 = 𝑙, 𝑗 = 𝑠). 

3.5.5. Viscosidade 

No presente trabalho, a mistura se comporta como fluido Newtoniano, ou 

seja, a viscosidade é função apenas da pressão, temperatura e composição. Para seu 

cálculo, utilizou-se da correlação empírica de Lohrenz, Bray & Clark (Lohrenz et 

al., 1964). Primeiro, é necessário o uso da temperatura reduzida, 𝑇𝑟,𝑖, e pressão 

reduzida, 𝑃𝑟,𝑖, de cada componente 𝑖, 

𝑇𝑟,𝑖 =
𝑇

𝑇𝑐,𝑖
 (3.107) 

𝑃𝑟,𝑖 =
𝑃

𝑃𝑐,𝑖
 (3.108) 

sendo 𝑇𝑐,𝑖[𝐾] e 𝑃𝑐,𝑖[𝑎𝑡𝑚] a temperatura crítica e a pressão crítica de cada 

componente 𝑖. Calcula-se a viscosidade à baixa pressão, 𝜇∗, de cada componente da 

mistura,  

𝜇𝑖
∗𝜂𝑖 = 34 × 10−5𝑇𝑟,𝑖

0,94, 𝑇𝑟,𝑖 < 1,5 (3.109) 

𝜇𝑖
∗𝜂𝑖 = 17,78 × 10−5 (4,58𝑇𝑟,𝑖

0,94 − 1,67), 𝑇𝑟.𝑖 > 1,5 (3.110) 

com 
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𝜂𝑖 =
𝑇𝑐,𝑖

1/6

𝑀𝑀𝑖
1/2

𝑃𝑐,𝑖
2/3

 (3.111) 

e 𝑀𝑀𝑖[𝑔/𝑚𝑜𝑙] a massa molecular de cada componente. Em seguida, calcula-se a 

viscosidade do estado gasoso para a mistura, 𝜇∗, 

𝜇∗ =
∑ 𝑥𝑖𝜇𝑖

∗√𝑀𝑀𝑖𝑖

∑ 𝑥𝑖√𝑀𝑀𝑖𝑖

 (3.112) 

Mais adiante, é preciso empregar a temperatura reduzida, 𝑇𝑟,𝑚, massa 

específica reduzida, 𝜌𝑟,𝑚, a massa molecular, 𝑀𝑀𝑇 , todos sendo calculados para a 

mistura, 

𝑇𝑟,𝑚 =
𝑇

∑ 𝑥𝑖𝑇𝑐,𝑖𝑖
 (3.113) 

𝜌𝑟,𝑚 =
𝜌(𝑃, 𝑇, 𝑥𝑖)

𝜌𝑐
′

 (3.114) 

em que a densidade crítica 𝜌𝑐
′  é 

𝜌𝑐
′ =

∑ 𝑥𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖

𝑉𝑐,𝑚
 (3.115) 

sendo calculada em função do volume crítico da mistura para a viscosidade, 𝑉𝑐,𝜇, 

com componentes compostos por C7+. 

𝑉𝑐,𝜇 = 1,3468 + 0,00094404𝑀𝑀C7
− 1,72651𝑆C7

+ 0,0044083𝑀𝑀C7
𝑆C7

 (3.116) 

com 𝑀𝑀𝐶7
[𝑘𝑔/𝑘𝑔𝑚𝑜𝑙] sendo a massa molecular média dos componentes acima 

de C7 e 𝑆C7
 a densidade adimensional da mistura. 

𝑀𝑀C7
=

∑ 𝑥𝑖𝑀𝑀𝑖𝑖

∑ 𝑥𝑖𝑖
; 𝑖 = 7,𝑁𝑐 (3.117) 

𝑆C7
=

𝜌(𝑃, 𝑇, 𝑥𝑖)

𝜌𝑟𝑒𝑓
 (3.118) 

Por fim, sendo 
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𝜉𝜇 = 0,094754 + 0,062016𝜌𝑟 − 0,0010273𝑇𝑟,𝑚
−2,0183𝑀𝑀𝑇

0,44620𝜌𝑟,𝑚
2

+ 0,00040403𝑇𝑟,𝑚
−2,4706𝑀𝑀𝑇

0,19188𝜌𝑟,𝑚
3

+ 0,000086159𝑇𝑟,𝑚
−1,1577𝑀𝑀𝑇

0,58683𝜌𝑟,𝑚
4  

(3.119) 

e 

𝜂 =
∑ 𝑥𝑖𝑇𝑐,𝑖

1/6
𝑖

∑ 𝑥𝑖𝑀𝑀𝑖
1/2

𝑖 ∑ 𝑥𝑖𝑃𝑐,𝑖
2/3

𝑖

 (3.120) 

é definida a viscosidade absoluta da mistura 𝜇𝑚[𝑚𝑃𝑎. 𝑠], a qual corresponde a 

viscosidade da fase líquida. 

𝜇𝑚 = 𝜇𝑙 = 𝜇∗ +
𝜉𝜇

4 − 10−4

𝜂
 (3.121) 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1921203/CA



 

4. Modelagem Numérica 

A metodologia numérica empregada para resolver as equações do modelo 

proposto no capítulo anterior é baseada no método de Volumes Finitos (Patankar, 

1980), o qual consiste em distribuir volumes de controle pelo domínio e associar 

um ponto nodal principal 𝑃 a cada volume (Figura 4.1). O ponto nodal principal 

possui vizinhos oeste e leste (𝑊 e 𝐸), onde letras maiúsculas indicam pontos nodais 

e letras minúsculas correspondem as faces do volume de controle (𝑤 e 𝑒). No 

presente trabalho emprega-se uma malha deslocada para velocidade e grandezas 

escalares, de acordo com recomendação de Patankar (1980) para evitar o problema 

do “tabuleiro de xadrez” com soluções fisicamente irreais. O método consiste em 

integrar as equações de conservação em cada volume, garantindo conservação 

global das grandezas de interesse, onde 𝐽𝑤 e 𝐽𝑒 ilustrados na Figura 4.1 são os fluxos 

que cruzam as faces dos volumes de controle, os quais possuem tamanho Δ𝑧𝑃, com 

distância entre faces iguais a 𝛿𝑧𝑤 e 𝛿𝑧𝑒 correspondentes aos lados oeste e leste, 

respectivamente. 

 

Figura 4.1: Fluxo nas faces. 

Detalhes da formulação utilizada neste trabalho são apresentados a seguir. 

Inicialmente apresenta-se as equações de conservação discretizadas, considerando 

as propriedades conhecidas. Estas são determinadas em função da pressão, 

temperatura e composição e são interpoladas de uma tabela, gerada de acordo com 

o modelo termodinâmico descrito no capítulo anterior. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1921203/CA



4.Modelagem Numérica _______________________________________ 62 

4.1. Malha 

Considerando-se que a presente metodologia foi desenvolvida para dutos, e 

portando o sistema de coordenadas utilizado é cilíndrico, ilustra-se na Figura 4.2 

um volume de controle infinitesimal, com 𝛥Θ = 1. Porém, devido à simetria 

angular, utiliza-se 𝛥Θ = 2 π. Com isto, o volume de controle é descrito por 

Δ∀𝑃= 2𝜋 𝑟𝑃 Δ𝑟𝑝 Δ𝑧𝑝 (4.1) 

com 𝑟𝑃 sendo o raio do ponto principal do volume de controle, Δ𝑟𝑝 sendo a variação 

do volume na direção radial e Δ𝑧𝑝 a variação do volume na direção axial. 

 

Figura 4.2: Volume de controle finito. 

A coordenada 𝑧𝑓(𝑖𝑓) de cada face da malha (Figura 4.3) é obtida por 

𝑧𝑓(𝑖𝑓) = 𝐿 (
𝑖𝑓 − 2

𝑁𝑓 − 2
)

𝛼𝑧

 ;                   2 ≤ 𝑖𝑓 ≤ 𝑁𝑧 (4.2) 

onde 𝐿 é o comprimento da direção axial e 𝛼𝑧 um fator de ajuste/refino de malha, 

𝑁𝑧 é o número total de pontos na direção axial. Já a coordenada do ponto nodal é  

z(𝑖𝑝) =
1

2
 [𝑧𝑓(𝑖𝑝) + 𝑧𝑓(𝑖𝑝 + 1)];     2 ≤ 𝑖𝑝 ≤ 𝑁𝑧 − 1 (4.3) 

𝑧(1) = 𝑧𝑓(2)           ;      𝑧(𝑁𝑧) = 𝑧𝑓(𝑁𝑧)  (4.4) 

 

Figura 4.3: Malha axial. 
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Um procedimento análogo é empregado para a direção radial (Figura 4.4), 

𝑟𝑓(𝑗𝑓) = 𝑅𝑖𝑛 + (𝑅𝑒𝑥 − 𝑅𝑖𝑛) (
𝑗𝑓 − 2

𝑁𝑟 − 2
)
𝛼𝑟

  ;       2 ≤ 𝑗𝑓 ≤ 𝑁𝑟 (4.5) 

onde 𝑅𝑖𝑛 = 0, 𝑅𝑒𝑥 = 𝐷 2⁄  para o caso de duto circular e 𝑅𝑖𝑛 = 𝐷 2⁄  ou 𝑅𝑒𝑥 =

𝐷𝑒𝑥 2⁄  no caso anular. A coordenada radial correspondente à interface do depósito 

é coincidente com a face do volume de controle e recebe a nomenclatura 𝑅𝑑, com 

índice 𝑗𝑑(𝑖𝑝) (Figura 4.4). 

 

Figura 4.4: Detalhe da malha com depósito (duto circular). 

4.2. Velocidade 

Como visto no capítulo 3, o campo de velocidade é descrito com um perfil 

imposto na direção radial, sendo o valor da velocidade média �̅� determinado 

numericamente baseado na vazão imposta na entrada. Ao longo do domínio a massa 

específica da mistura 𝜌𝑚 varia em função da pressão e temperatura e ao ocorrer a 

deposição, o diâmetro e área de cada seção transversal também variam. Sendo 

assim, a velocidade média na face 𝑤 do volume de controle é 

�̅�𝑤 =
�̇�

𝜌𝑚̅̅ ̅̅
𝑤
𝐴𝑡𝑤

 (4.6) 
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sendo 𝐴𝑡𝑤 a área livre da seção transversal, na coordenada axial correspondente a 

face 𝑤. 

Para o caso de duto circular, tem-se 

𝐴𝑡𝑤 = ∑𝑑 𝐴𝑡

𝑗𝑑

𝑗=2

      ;   𝑑 𝐴𝑡 = 2 𝜋 𝑟𝑃 Δ𝑟𝑃 (4.7) 

𝜌𝑚̅̅ ̅̅
𝑤

=
1

𝐴𝑡𝑤  
 ∑𝜌𝑚𝑤

 𝑑 𝐴𝑡

𝑗𝑑

𝑗=2

       ;       𝜌𝑚̅̅ ̅̅
𝑤

 =
𝜌𝑃 Δ𝑟𝑃 + 𝜌𝑆 Δ𝑟𝑆

2 𝛿𝑟𝑠
 (4.8) 

4.3. Pressão 

A pressão é obtida a partir da equação de conservação de quantidade de 

movimento linear, Eq. (3.21), a qual é integrada a partir da fronteira onde a pressão 

é imposta. Considerando que a pressão na saída do duto é prescrita, tem-se, para 

uma malha deslocada, 

�̅�𝑊 = �̅�𝑃 + 𝜌𝑚̅̅ ̅̅
𝑤
(𝑔 sen𝜃)𝛿𝑧𝑤 + 𝑓𝑤 𝜌𝑚̅̅ ̅̅

𝑤

 �̅�𝑤
2 

2

℘𝑚𝑤

𝐴𝑡𝑤

Δ𝑧𝑤 (4.9) 

sendo o fator de atrito 𝑓𝑤 calculado em função do número de Reynolds, avaliado na 

coordenada axial da face 𝑤, assim como o perímetro molhado ℘𝑚𝑤
. Para duto 

circular, 

℘𝑚𝑤
= 2 𝜋 𝑅𝑑 (4.10) 

4.4. Temperatura 

Para determinar a temperatura, utiliza-se a equação da energia, equação 

(3.36), em todo o domínio, sendo que dentro do depósito a velocidade é nula. Neste 

caso, a equação é bidimensional e a equação de discrtização para o volume de 

controle ilustrado na Figura 4.5 é 

𝑎𝑃𝑇𝑃 = 𝑎𝑁𝑇𝑁 + 𝑎𝑆𝑇𝑆 + 𝑏𝑇 (4.11) 

em que 𝑎𝑃 é o coeficiente principal da equação, 
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Figura 4.5: Balanço de energia para um volume de controle 2D. 

𝑎𝑃 = 𝑎𝑛 + 𝑎𝑠 + 𝑎𝑤 + 𝑎𝑒 + 𝑎𝑃
𝑜  (4.12) 

𝑎𝑁 e 𝑎𝑆 são os coeficientes difusivos norte e sul, determinados utilizando diferença 

central, como 

𝑎𝑁 = (
𝑘𝑚 𝑑𝐴𝑟

𝛿𝑟
)
𝑛
, 𝑎𝑆 = (

𝑘𝑚 𝑑𝐴𝑟

𝛿𝑟
)
𝑠
 (4.13) 

onde os subscritos minúsculos indicam que os parâmetros são calculados nas faces 

dos volumes de controle. 𝑑𝐴𝑟 = 2 𝜋 𝑟 Δ𝑧 é a área que o fluxo radial cruza. A 

condutividade térmica da mistura 𝑘𝑚 na face é determinada utilizando resistência 

equivalente 

𝑘𝑚𝑠

δ𝑟𝑠
=

1

𝑘𝑚𝑃

Δ𝑟𝑃 2⁄
+

𝑘𝑚𝑆

Δ𝑟𝑆 2⁄

 
(4.14) 

𝑎𝑊 é o coeficiente convectivo que entra no volume de controle (face 𝑤), 

determinado com o esquema Upwind 

𝑎𝑊 = 𝜌𝑚𝑤
 𝑐𝑝𝑚𝑤

 𝑉𝑧𝑤 𝑑𝐴𝑡𝑤
         (4.15) 

𝑎𝑃
𝑜  é o coeficiente temporal avaliando no instante de tempo anterior, representado 

pelo subscrito o  

𝑎𝑃
𝑜 = 𝜌𝑚𝑃

𝑜  𝑐𝑝𝑚𝑃
𝑜  𝑑∀𝑃                ;             𝑑∀𝑃= 𝑟𝑃 Δ𝑟𝑃 Δ𝑧𝑃 (4.16) 
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Já o termo 𝑏𝑇 é considerado como o termo fonte da equação da energia, sendo 

descrito por 

𝑏𝑇 = 𝑆𝑐 Δ∀𝑃 + 𝑎𝑊𝑇𝑊 + 𝑎𝑃
𝑜𝑇𝑃

𝑜 (4.17) 

em que 𝑇𝑊 é a temperatura calculada no ponto do volume de controle oeste W e 𝑇𝑃
𝑜 

é a temperatura do ponto nodal do instante de tempo anterior, e 

𝑆𝑐 = 𝑇𝑃 �̂�𝑚𝑃
(
�̅�𝑃 − �̅�𝑃

𝑜

Δ𝑡
− 𝑉𝑧𝑤

�̅�𝑃 − �̅�𝑊

Δ 𝑧𝑤
)

− 𝜌𝑚

(�̂�𝑙𝑃
− �̂�𝑠𝑃

 )

𝑀𝑀𝑇
 (

𝜒𝑙𝑃
− 𝜒𝑙𝑃

𝑜

Δ𝑡
− 𝑉𝑧𝑤

𝜒𝑙𝑃
− 𝜒𝑙𝑊

Δ 𝑧𝑤
) 

(4.18) 

Para determinar a temperatura, a equação discretizada, Eq. (4.10) é resolvida 

diretamente na direção radial, com o algoritmo de Thomas, TDMA (Tri Diagonal 

Matrix Algorithm) (Patankar, 1980) para matrizes tri diagonais, marchando na 

direção axial. 

4.5. Interpolação Termodinâmica 

Para tornar o procedimento mais eficiente, uma tabela termodinâmica é criada 

antes de iniciar a simulação, com todas as propriedades necessárias para a solução 

das equações de conservação em função da pressão, temperatura e composição, de 

acordo o modelo termodinâmico descrito no capítulo 3. Durante as simulações, 

todas as propriedades são obtidas através de interpolações na Tabela com os valores 

de pressão e temperatura de cada ponto nodal do domínio. 

A Figura 4.6 ilustra um fluxograma de como é feita a interpolação para os 

valores das pressões disponíveis na tabela para obter a variável para a pressão no 

ponto nodal desejado. Para cada interpolação com a pressão, é feita uma 

interpolação para a temperatura do ponto em relação à temperatura disponível na 

tabela (Figura 4.7). E assim, é possível obter as variáveis oriundas do modelo 

termodinâmico para cada ponto nodal da discretização, sendo 𝜙 a variável 

termodinâmica de interesse, podendo ser a densidade da mistura, a viscosidade do 

líquido, a capacidade térmica à pressão constante da mistura, a condutividade 

térmica da mistura, o coeficiente de expansão térmica da mistura, a fração total de 

líquido presente na mistura e a entalpia de mudança de fase. 
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Figura 4.6: Interpolação para pressão. 

 

Figura 4.7: Interpolação da temperatura. 

4.6. Procedimento de solução 

Antes de iniciar o processo de solução, uma etapa de pré-processamento é 

necessária com a criação da tabela com as propriedades termodinâmica em função 

de pressão, temperatura e composição desejada. A Figura 4.8 apresenta o 

fluxograma para obter a solução, através da solução das equações apresentadas.  

O procedimento para solução é descrito como:  
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i) INPUT: Leitura de dados referentes as condições de contorno, parâmetros 

numéricos para a solução do problema, e tabela termodinâmica.  

ii) Geração da geometria e a malha. 

iii) Inicialização da pressão com os dados fornecidos na fronteira (entrada ou saída, 

dependendo do caso) e temperatura com a condição do ambiente externo.  

iv) Cálculo das propriedades termodinâmicas (𝜙) para todo o domínio a partir dos 

valores de pressão e temperatura. Determinação da fração de sólido. 

v) Avança um instante de tempo, enquanto 𝑡 <  𝑡𝑓𝑖𝑛𝑎𝑙 

vi) Determinação do depósito a partir do campo de fração de sólido e área livre de 

escoamento. 

vii) Determinação do campo de velocidade, pressão e temperatura com a solução 

das equações de conservação. 

viii) Impressão da solução. 

ix) Atualização das propriedades termodinâmicas (𝜙) com os atuais campos de 

pressão e temperatura. 

x) Retorna ao item (v). 

 

Figura 4.8: Procedimento de solução. 
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5. Resultados 

Neste capítulo são analisados diferentes casos de deposição de parafina em 

tubulações, utilizando o modelo proposto neste trabalho.  

O primeiro caso, corresponde a um teste laboratorial em um duto anular, com 

condições bem controladas e diversas grandezas medidas, o que permite avaliar a 

capacidade de previsão da presente estratégia de cálculo. A seguir, outros casos 

disponíveis na literatura, de escoamento em dutos circulares, foram selecionados e 

os resultados das previsões comparados com as respectivas referências.  

5.1. Caso 1: Escoamento laminar em duto anular de laboratório  

O primeiro caso analisado foi selecionado para permitir uma comparação com 

dados experimentais obtidos pelo grupo de pesquisa do LEF (Laboratório de 

Engenharia de Fluidos) do Departamento de Engenharia Mecânica, PUC-Rio. Este 

caso permite uma boa avaliação da presente modelagem, pois um experimento 

detalhado e bem controlado foi realizado, utilizando fluido bem caraterizado e 

condições de contorno bem definidas numa geometria relativamente simples. 

Medidas de temperatura foram realizadas, assim como a espessura do depósito ao 

longo da seção de teste em diferentes instantes de tempo. Os dados experimentais 

descritos a seguir encontram-se disponíveis em Veiga (2017) e Veiga et al. (2020). 

Visando reproduzir os dados experimentais, utilizou-se exatamente a mesma 

geometria, fluido e condições de contorno do que foi utilizado no laboratório. Essa 

mesma configuração foi simulada numericamente pelo grupo de pesquisa do LEF 

(Azevedo et al., 2020), utilizando uma formulação 2D, resolvendo as equações 

completas de Navier-Stokes e energia, baseada no modelo de mistura, usando uma 

viscosidade dependente da fração de sólido e com a formulação termodinâmica 

como proposto por Fleming (2018). Estes dados numéricos também são utilizados 

aqui para a comparação do presente modelo. 

A Figura 5.1 ilustra esquematicamente a seção de teste, a qual consiste em 

um duto anular, onde a mistura de multicomponentes escoa. A Tabela 5.1 apresenta 
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os dados geométricos e condições de contorno e a Tabela 5.2 exibe a composição 

do fluido. O duto do laboratório contém comprimento axial 𝐿, raio externo 𝑟𝑒𝑥 =

𝐷𝑒𝑥 2⁄  e raio interno 𝑟𝑖𝑛 = 𝐷 2⁄ , iguais a 1,05 m, 17 mm e 9,5 mm, respectivamente 

(Tabela 3.1). O duto interno é feito de cobre (𝑘𝑐𝑜𝑏𝑟𝑒 = 400 𝑊/𝑚/𝐾) com 3,5 mm 

de espessura, e em seu interior escoa água fria, induzindo a formação do depósito 

ao longo de sua superfície. O duto externo do duto anular, que encontra-se aquecido, 

é feito de acrílico, possibilitando assim observar a formação de depósito na parede 

interna. A pressão na saída da seção de teste foi mantida igual a pressão atmosférica 

e impôs-se na entrada a vazão volumétrica ∀̇𝑖𝑛 (Tabela 3.1).  

 

 

Figura 5.1: Representação esquemática do duto anular da seção de teste, fonte: Veiga 

(2017). 

A variação temporal da temperatura da superfície do duto de cobre 𝑇𝑤(𝑡) foi 

medida experimentalmente, para ser possível reproduzir fielmente a experiência, 

sendo imposta como condição de contorno na simulação. A rampa térmica inicia 

com o valor da temperatura mais alta (38 °𝐶) e decresce até em torno de 13,5 °𝐶, 

de acordo com 

𝑇𝑤(𝑡) =

{
 
 

 
 
311,31,                                                                               𝑡 < 3

0,1838𝑡2 − 5,0382𝑡 + 326,8143,                   3 ≤ 𝑡 ≤ 16

0,00177𝑡2 − 0,16398𝑡 + 294,53297, 16 ≤ 𝑡 ≤ 50
−0,00321066𝑡 + 290,6978394,             50 ≤ 𝑡 ≤ 1200
286,75,                                                                       𝑡 < 1200

 (5.1) 

em que a 𝑇𝑤 é a temperatura na parede resfriada expressão em 𝐾 e em função do 

tempo 𝑡 em segundos. 
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A seção de teste permanece imersa em um banho de fluido quente mantendo 

a temperatura da parede externa na mesma temperatura imposta na entrada do 

domínio do duto anular 𝑇𝑖𝑛, o que permite definir a temperatura do banho como 

condição de contorno na parede duto anular externo (Tabela 3.1). 

Tabela 5.1 – Geometria e condições de contorno. 

𝑳 

(𝒎) 

𝒓𝒆𝒙 

(𝒎𝒎) 

𝒓𝒊𝒏 

(𝒎𝒎) 

𝑷𝒔𝒂𝒊𝒅𝒂 

(𝒌𝑷𝒂) 

∀̇𝒊𝒏 

(𝒍𝒕/𝒎𝒊𝒏) 

 𝑻𝒊𝒏 

(oC) 

𝑻𝒘(𝒕) 

(oC) 

1,05 17 9,5 101,325 3,5  38 ~14 

 

O fluido utilizado neste experimento é uma mistura de multicomponentes 

contendo um solvente C12H26 e parafina com componentes entre C22H46 e C39H80. 

A composição do fluido é descrita na Tabela 5.2. O fluido possui a temperatura de 

aparecimento de cristal (TIAC) de 36 °𝐶 e a temperatura em que há 2 % de fração 

de volume de sólido na mistura é de 34,5 °𝐶, obtida com o presente modelo 

termodinâmico de Coutinho et al. (2006). 

Tabela 5.2 – Composição do fluido do caso de escoamento laminar e duto anular. 

Componente 
Fração 

molar 

Fração 

mássica 
Componente 

Fração 

molar 

Fração 

mássica 

C12H26 0,9030000 0,7970789 C31H64 0,0072000 0,0162991 

C22H46 0,0000661 0,0001064 C32H66 0,0046300 0,0108178 

C23H48 0,0004590 0,0007722 C33H68 0,0029100 0,0070106 

C24H50 0,0024900 0,0043698 C34H70 0,0018100 0,0044921 

C25H52 0,0070000 0,0127935 C35H72 0,0011300 0,0028866 

C26H54 0,0121000 0,0229940 C36H74 0,0007200 0,0018916 

C27H56 0,0156000 0,0307791 C37H76 0,0004710 0,0012717 

C28H58 0,0160000 0,0327313 C38H78 0,0003160 0,0008761 

C29H60 0,0138000 0,0292338 C39H80 0,0002070 0,0005890 

C30H62 0,0105000 0,0230064    

 

Inicialmente, todo o sistema encontra-se na mesma temperatura de 38 °𝐶, 

igual a temperatura da entrada e o fluido com escoamento em regime permanente. 

O processo se inicia com a introdução de água fria no duto interno. 

As propriedades termodinâmicas iniciais foram determinadas a partir da 

temperatura na entrada (38 °𝐶) e pressão atmosférica, sendo elas 𝜌𝑚 =

750,8 𝑘𝑔/𝑚3, 𝑐𝑝𝑚 =  2101,8 𝐽/𝐾 , 𝑘𝑚 = 0,13 𝑊/𝑚/𝐾, 𝜇𝑚 = 0,00163 𝑃𝑎 𝑠. O 
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número de Reynolds resultante na entrada, equação (3.17), corresponde a 650, 

caracterizando regime laminar de escoamento. 

Antes de iniciar uma comparação com os dados numéricos 2D e 

experimentais disponíveis, realizou-se testes para a definição de parâmetros 

numéricos e uma vez definida a malha e passo de tempo, as previsões do modelo 

1D são discutidas. 

5.1.1. Definição de malha e passo de tempo 

A malha utilizada contém 75 volumes de controle na direção axial e 60 

volumes de controle para a direção radial. Está malha foi utilizada em trabalhos 

anteriores do grupo (Souza, 2014; Veiga et al., 2020), tendo sido definida a partir 

de extensos testes de malha, e portanto este teste não foi repetido aqui. 

Para determinar o passo de tempo necessário, foi realizado um teste de passo 

de tempo, a fim de obter independência da solução no passo de tempo. Empregou-

se 4 passos de tempo, iguais a Δ𝑡 = 20 𝑠; 10 𝑠; 0,1 𝑠 e 0,05 𝑠 com simulações até 

os 5 minutos iniciais, quando o transiente é mais rápido. 

Para realizar este teste, selecionou-se avaliar a evolução temporal da 

velocidade média da seção transversal �̅� e pressão média relativa 𝑃′ = �̅� − 𝑃𝑠𝑎𝑖𝑑𝑎, 

em 2 coordenadas axiais, 𝑧 𝐿⁄ = 0,25 e 0,75, correspondendo a uma posição 

próximo à entrada e outra próximo à saída, Figura 5.2.  

Avaliou-se também a evolução temporal da temperatura localizada na 

coordenada radial correspondente a metade do vão anular, em 𝑟 = [(𝑟𝑒𝑥 − 𝑅) 2⁄ ] e 

nas duas posições axiais 𝑧/𝐿 = 0,25 e 0,75 (Figura 5.3).  

Finalmente, avaliou-se na Figura 5.4, a influência do passo de tempo na 

espessura do depósito 𝛿, através da evolução temporal da espessura média ao longo 

da direção axial  

𝛿𝑚 =
1

𝐿
∫𝛿 𝑑𝑧
𝐿

 (5.2) 

Como pode ser visto em todos os gráficos, percebe-se que a solução se torna 

independente do passo de tempo a partir da solução com Δ𝑡 de 0,1 s, logo, este foi 

o passo de tempo escolhido para este caso. 
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(a) z/L=0,25. 

 

(b) 𝑧/𝐿=0,75. 

Figura 5.2: Influência do passo de tempo na velocidade média �̅� e pressão em (a) 

𝑧/𝐿=0,25 e (b) 𝑧/𝐿=0,75. 

 

                              (a) z/L=0,25.                                               (b) z/L=0,75. 

Figura 5.3: Influência do passo de tempo na temperatura em 𝑟 = [(𝑟𝑒𝑥 − 𝑅) 2⁄ ] (a) 

𝑧/𝐿=0,25 e (b) 𝑧/𝐿=0,75. 

 

Figura 5.4: Influência do passo de tempo na espessura média do depósito. 
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5.1.2. Modelo proposto 

Uma vez definida a malha e o passo de tempo, simulou-se o escoamento com 

o modelo 1D proposto. Na Figura 5.6 é apresentado o perfil de velocidade, 

temperatura e fração de sólido para 𝑡 = 60 s, 300 s, 600 s e 3600 s localizados em 

3 coordenadas da direção axial, sendo 𝑧/𝐿 = 0,25, 𝑧/𝐿 = 0,50 e 𝑧/𝐿 = 0,75. 

Observe que há uma linha tracejada representando o depósito. Na Figura 5.5 

observa-se o mesmo resultado quantitativo para a 𝑡 = 60 s. 

Analisando a Figura 5.6, pode-se observar que após 60 s há um pequeno 

crescimento da espessura do depósito à medida que o tempo passa. Pode-se notar 

ainda que a velocidade é nula dentro do depósito (Figura 5.6a), e como há um 

crescimento da espessura do depósito ao longo da direção axial, há uma redução da 

área livre de escoamento e a mistura é acelerada, consequentemente, a velocidade 

apresenta um perfil mais acentuado perto da saída. Analisando os perfis de 

temperatura (Figura 5.6b), observa-se um perfil aproximadamente linear dentro do 

depósito, indicando que a transferência de calor é devido à condução, já fora do 

depósito, o perfil de temperatura é aproximadamente uniforme, com temperatura 

próxima de 38°𝐶, que é a temperatura da parede externa e do fluido na entrada da 

seção de teste, indicando a forte influência convectiva da troca de calor. A Figura 

5.6c mostra que o depósito é formado onde o volume de fração de sólido é maior 

ou igual a 2%, critério adotado para definir a formação de depósito. Pode-se 

observar que a temperatura da interface é superior a TIAC, indicando que partículas 

de parafina sólida precipitaram, mas o volume de sólido formado ainda é baixo para 

configurar como sendo um depósito. Nota-se que conforme o tempo avança, ao 

ocorrer o resfriamento do fluido, partículas de sólido precipitam, aumentando a 

saturação de sólido e gerando aumento da espessura do depósito. Constata-se que 

inicialmente há uma taxa maior da troca de calor com a parede fria e com isso o volume 

de sólido presente na mistura cresce com uma taxa maior. Depois que o depósito 

começa a ser formado, há uma diminuição do crescimento da fração de sólido, pois o 

depósito serve como um isolante adicional, e a troca de calor é menor nos tempos finais. 

Os resultados obtidos indicam ainda que, devido à baixa temperatura da superfície do 

duto interno, a fração de sólido próximo à esta superfície é bem mais elevada, indicando 

um depósito mais denso. No entanto, devido à maior espessura do depósito próximo à 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1921203/CA



5. Resultados _______________________________________ 75 

saída, onde a temperatura é mais baixa, o perfil de fração de sólido no interior do 

depósito é mais suave. 

 

(a) Velocidade 

 

(b) Temperatura 

 

(c) Fração de volume de sólido 

Figura 5.5: Perfil radial de velocidade, temperatura e fração de sólido em 𝑧 𝐿⁄ =0,25; 0,50 

e 0,75 para 𝑡 = 60 s 
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                          (a) 60s                                        (b) 300 s                                               (c) 600 s                                             (d) 3600 s 

 
(a) Velocidade (m/s) 

 
(b) Temperatura (ºC) 

 
(c) fração de sólido 

Figura 5.6: Perfil radial de velocidade, temperatura e fração de sólido em 𝑧 𝐿⁄ =0,25; 0,50 e 0,75 para 𝑡 = 60, 300, 600 e 3600 s. 
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Para melhor avaliar a evolução temporal das grandezas relevantes durante o 

processo de resfriamento, ilustra-se no mesmo gráfico, para uma coordenada 

próxima da saída (𝑧 𝐿⁄ =0,75), para os quatro instantes de tempo selecionados (𝑡 =

60, 300, 600 e 3600 s), perfis radiais de temperatura (Figura 5.7a), de velocidade 

(Figura 5.7b) e fração de sólido (Figura 5.7c).  

Observa-se que com o passar do tempo, com o aumento da espessura do 

depósito e diminuição da área livre, a velocidade máxima cresce e desloca-se em 

direção à parede externa (Figura 5.7b). A temperatura da mistura é praticamente 

constante (Figura 5.7a), porém, com o avançar no tempo, próximo da interface do 

depósito, a temperatura cai, fazendo com que ocorra mais sólido presente na mistura 

e forme o depósito. Inicialmente há uma grande troca de calor entre a mistura quente 

e a parede fria, buscando um equilíbrio térmico no fluido, onde este perde calor e 

resfria. A taxa de formação de depósito é bem maior nos primeiros instantes de 

tempo. Conforme o tempo passa, essa taxa de troca de calor diminui e o depósito 

aumenta de forma mais lenta.  

Analisando a evolução do campo de fração de sólido com o tempo dentro do 

depósito (Figura 5.7c), nota-se um aumento na saturação do sólido próximo a 

superfície do duto interno, indicando um endurecimento do depósito, i.e., 

envelhecimento do mesmo. 

 
                        (a)                                           (b)                                           (c) 

Figura 5.7: Perfil radial de temperatura (ºC), velocidade (m/s) e fração de volume de 

sólido em 𝑧/𝐿 = 0,75 ao longo do tempo. 

5.1.3. Comparações com a literatura 

Como mencionado, os dados do presente modelo 1D para escoamento e 2D 

para a equação da energia, utilizando tabelas para determinação das propriedades, 

são comparados com os dados experimentais de Veiga (2017) e Veiga et al. (2020). 

Esses dados experimentais serão referenciados aqui como “exp.”. Compara-se 
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também com os resultados das previsões numéricas 2D (Azevedo et al., 2020), 

utilizando o modelo de mistura (Fleming, 2018) e modelo termodinâmico como 

proposto por Fleming (2018), os quais são referenciados com “num. 2D”. Este 

modelo 2D é baseado na solução das equações completas de conservação, e 

utilizando uma viscosidade dependente da saturação de sólido. 

O primeiro resultado a ser avaliado é a evolução da espessura do depósito ao 

longo da seção de teste para diferentes instantes de tempo (60, 300, 600 e 3600 s), 

sendo a espessura do depósito normalizada com a folga anular radial (𝑟𝑒𝑥 − 𝑟𝑖𝑛) 

𝛿∗ =
𝛿

𝑟𝑒𝑥 − 𝑟𝑖𝑛
 (5.3) 

Na Figura 5.8 apresenta-se uma comparação com dados experimentais (Veiga 

et al., 2020) da variação axial da espessura adimensional de depósito ao longo da 

direção axial em diferentes instantes de tempo (60, 300, 600 e 3600 s) para o 

número de Reynolds de 650.  

 

Figura 5.8: Comparação numérico versus experimental (Veiga et al., 2020) da evolução 

axial e temporal da espessura do depósito para 𝑅𝑒 = 650. 

Analisando os dados apresentados na Figura 5.8, observa-se que 

qualitativamente a espessura do depósito obtida com o presente modelo 1D 
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concorda com os dados experimentais, crescendo ao longo do domínio e do tempo, 

com as mesmas curvas de tendências. No entanto, a espessura é superestimada no 

início do processo e subestimando no final. Numericamente, observa-se um 

transiente muito mais rápido no início do processo do que o medido 

experimentalmente. Realmente, a partir do teste de passo de tempo realizado, 

observa-se que após aproximadamente 100 𝑠 (Figura 5.4), a variações temporais 

do presente modelo são muito pequenas. Após atingir o regime permanente, a 

espessura no final do domínio apresenta uma diferença de aproximadamente 20 % 

em relação aos dados experimentais. 

Uma comparação mais detalhada da variação da espessura do depósito ao 

longo do duto, para diferentes instantes de tempo, é apresentada na Figura 5.9, a 

qual apresenta os perfis correspondentes a cada instante de tempo separadamente, 

para permitir uma melhor avaliação dos dados. 

 

                          (a) 60s                                                          (b) 300 s 

 

                          (c) 600s                                                         (d) 3600 s 

Figura 5.9: Evolução axial e temporal da espessura do depósito ao longo do duto. 

Nomenclatura: “num” –  presente modelo;  “exp.” dados experimentais de Veiga et al. 

(2020) e “num. 2D” – modelo 2D de Azevedo et al. (2020). 

Na Figura 5.9, as previsões da espessura do depósito obtidas com o modelo 

2D (Azevedo et al., 2020) também são incluídas. É interessante observar na Figura 

5.9 que o modelo 2D sempre subestima a espessura do depósito, em comparação 
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aos dados experimentais. Nos instantes iniciais, a discrepância é grande, se 

aproximando dos dados experimentais a medida que o tempo passa, apresentado 

diferença de 10% no final do domínio 1h após o início do processo de deposição. 

Como mencionado, o modelo 1D apresenta um transiente mais rápido, porém com 

resultados semelhantes ao modelo 2D, com exceção dos instantes iniciais, quando 

o modelo 2D subestima demais a espessura do depósito. Após 1h, os dois modelos 

diferem de aproximadamente 10 %. 

A Figura 5.10 ilustra uma comparação dos resultados das simulações dos 

modelos 1D e 2D (Azevedo et al., 2020). Apresenta-se os perfis radiais de 

temperatura, velocidade e fração de sólido, nos instantes de tempo 𝑡 = 300 e 600 

s, em 𝑧/𝐿 = 0,75. 

(a) (b)  

(c)  

Figura 5.10: Perfil de velocidade (m/s), temperatura (ºC) e fração de volume de sólido 

para 𝑧/𝐿 = 0,75, em comparação entre 1D que é o atual modelo e 2D (Azevedo et al., 

2020). 
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Analisando os resultados, pode-se observar que o modelo 1D apresenta 

temperaturas mais baixas que o modelo 2D (Figura 5.10a), o que acaba resultando 

numa fração de sólido mais elevada dentro do depósito do que a obtida com o 

modelo 2D (Figura 5.10c). No caso 1D, quando o depósito é formado (𝑆𝑠 =  2 %), 

a velocidade do escoamento é nula (Figura 5.10b), e portanto a transferência de 

calor é puramente difusiva, com perfil de temperatura linear (Figura 5.10a). Porém, 

no caso 2D, a definição da região de depósito como sendo uma região com fração 

de sólido acima de 2 % é um pós-processamento, implicando que continua 

existindo escoamento. A presença do sólido induz a uma redução de velocidade na 

região do depósito, devido ao aumento da viscosidade do fluido com o aumento da 

fração de sólido. A presença do escoamento implica que a troca de calor é por 

convecção, o que explica o desvio do perfil de uma linha reta, além de apresentar 

uma variação suave da temperatura na região do depósito até a região de 

escoamento livre. Para os instantes de tempo ilustrados, observa-se que para 0,6 ≤

 (𝑟 − 𝑟𝑖𝑛) (𝑟𝑒𝑥 − 𝑟𝑖𝑛) ≤ 0,7⁄ , a temperatura obtida pelo modelo 2D é menor, 

resultando numa fração de sólido maior, obstruindo mais a seção transversal do 

duto, resultando em velocidades máximas mais elevadas (Figura 5.10b). 

A Figura 5.11 mostra a comparação do perfil radial de temperatura, em 

𝑧/𝐿=0,75, entre o atual modelo numérico e dados experimentais, para dois instantes 

de tempo (𝑡 = 300 e 3600 s). Esta figura também mostra os perfis resultantes da 

simulação do modelo 2D (Azevedo et al., 2020). 

 

(a)                                                            (b) 

Figura 5.11: Comparação do perfil radial de temperatura em 𝑧/𝐿 = 0,75, modelos 1D e 

2D (Azevedo et al., 2020) e experimental (Veiga et al., 2020). 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1921203/CA



5. Resultados _______________________________________ 82 

Observa-se na Figura 5.11 que para o instante de tempo 𝑡 = 300 s, há uma 

pequena diferença entre os dados experimentais com o atual modelo numérico 1 D 

e modelo 2D. O modelo 1D é mais frio, o que acaba resultando num crescimento 

mais rápido do depósito, e o inverso foi observado no modelo 2D. Como já 

mencionado, na região do depósito, o perfil é aproximadamente linear. Após 1 hora 

do início do processo, o perfil experimental encontra-se um pouco mais frio do que 

o perfil numérico 1D, e próximo à interface do depósito, a temperatura experimental 

tem um gradiente mais suave que o previsto pelo modelo 1D, que apresenta uma 

mudança mais brusca. A combinação de convecção e difusão do modelo 2D na 

região da interface do depósito, influencia diretamente no campo de temperatura, o 

qual representa bem os dados experimentais. 

Visando avaliar o efeito do número de Reynolds, analisou-se o escoamento 

considerando número de Reynolds igual a 1370. Comparou-se os dados de 

espessura do depósito para 4 instantes de tempo, 60, 300, 600 e 3600 segundos, 

com dados experimentais de Veiga et al. (2020), como ilustrado na Figura 5.12. 

Novamente, observa-se um transiente muito rápido nos primeiros instantes e depois 

a solução não varia significativamente. Este resultado corrobora a ideia de que os 

termos de inércia, que foram desprezados da equação de quantidade de movimento 

linear no atual modelo, influenciem na solução. O resultado experimental mostra 

que a solução é mais lenta do que a do atual modelo, porém qualitativamente, o 

modelo capta o crescimento da espessura do depósito na direção axial. 

 

Figura 5.12: Comparação numérico versus experimental (Veiga et al., 2020) da evolução 

axial e temporal da espessura do depósito para 𝑅𝑒 = 1370. 
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Para melhor ilustrar a influência do número de Reynolds, apresenta-se na 

Figura 5.13 a comparação do perfil numérico do atual modelo e experimental de 

Veiga et al. (2020) apenas para 3600 segundos, para as duas vazões investigadas. 

Observa-se que conforme a vazão aumenta, a espessura do depósito diminui, e o 

modelo consegue captar corretamente esta tendência. 

 

Figura 5.13: Comparação do perfil de espessura de depósito numérico e experimental 

(Veiga et al., 2020) ao longo da direção axial para 1 hora para dois números de 
Reynolds. 

O presente modelo 1D, assim como o modelo 2D utilizado no LEF (Azevedo 

et al., 2020), modelam o escoamento como uma mistura, e utilizam o mesmo 

modelo termodinâmico, de acordo com a proposta por Fleming (2018). Porém, os 

2 modelos apresentam algumas diferenças além da dimensão. No modelo 1D, a 

variação temporal da massa específica na equação de conservação de massa é 

desprezada, assim como os termos de inércia na equação de quantidade de 

movimento, o que talvez possa explicar o rápido transiente. Uma outra diferença 

das modelagens pode ser observada na equação da energia, onde o fluxo difusivo 

de massa não foi contabilizado, e a entalpia foi rescrita em função da pressão, 

temperatura e fração de líquido. Finalmente, para acelerar a obtenção de solução no 

caso 1D, as propriedades são interpoladas de uma tabela previamente determinada, 

baseada no modelo termodinâmico descrito. Além disso, o presente modelo não 

resolve a equação de conservação de massa de cada espécie presente na mistura, 

não permitindo a determinação da distribuição de concentrações das diferentes 

espécies. No modelo 1D, a definição do depósito como sendo a região em que a 

fração de volume sólido é maior ou igual a 2 % faz parte da solução, com a 
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imposição de velocidade nula nessas regiões. No caso 2D, a viscosidade do fluido 

depende da fração de sólido, e como consequência, o fluido é desacelerado pelo 

aumento da viscosidade e não pela imposição de velocidade nula para 𝑆𝑠 ≥ 2 %. 

Apesar das diferenças observadas entre os modelos 1D e 2D, as soluções são 

próximas, indicando que não há muitas perdas significativas com a utilização do 

modelo unidimensional, indicando que a aproximação 1D é válida, para ser aplicada 

em longas tubulações, onde soluções 2D frequentemente não são desejadas, devido 

à maior demanda de tempo e memória. 

5.1.4. Avaliação de simplificações na equação da energia 

Nesta seção investiga-se o impacto na solução do problema de deposição da 

presença do fluxo de massa difusivo na determinação do fluxo de calor na equação 

da energia, ∑ ℎ𝑖 𝑗 𝑖
𝑁𝑐
𝑖=1 . Investiga-se também a influência do trabalho de compressão 

(𝛽𝑚 𝑇) 𝐷𝑃 𝐷𝑡⁄ . Note-se que esse termo é nulo para fluidos incompressíveis. A 

presente mistura é formada de líquido com partículas sólida, e a massa específica 

da mistura não é constante.  

Comparou-se inicialmente, qual é a variação do fluxo de calor na parede 

interna do duto anular ao longo da direção axial da tubulação. A Figura 5.14 ilustra 

o fluxo de calor dado pela lei de Fourier (denominado térmico), e o fluxo de calor 

devido ao fluxo de massa das espécies (denominado massa). A ordem de grandeza 

do primeiro termo é de 0,15, enquanto o segundo termo é da ordem de 0,0002, 

validando a hipótese empregada no presente trabalho. 

 

Figura 5.14: Comparação do fluxo de calor dado por Fourier e o fluxo de calor 
proporcional ao fluxo de massa. 

A avaliação da presença da compressibilidade na equação da energia é 
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apresentada na Figura 5.15, que mostra uma comparação da espessura do depósito 

em 300 s em três situações: 𝛿1 é o resultado utilizando os dois termos discutidos 

nessa seção, tanto o termo de difusivo de massa das espécies quanto o termo de 

compressibilidade térmica, 𝛿2 é desprezando o termo de fluxo de calor de massa 

das espécies e 𝛿3 é desprezando o termo de expansão térmica do fluido.  

Percebe-se que a diferença entre eles é quase nula, podendo dizer que esses 

dois termos não possuem influência relevante na formação de deposição, na 

presente modelagem. Com isto, as hipóteses de desprezar esses dois termos na 

formulação é conveniente e válida. 

 

Figura 5.15: Influência do termo difusivo das espécies no fluxo de calor e o termo de 

compressibilidade térmica do fluido, na espessura depósito ao longo do duto em 300 s. 

5.2. Caso 2: Escoamento laminar em duto circular de laboratório 

O segundo caso analisado é um estudo de deposição de parafina, no regime 

laminar, em uma tubulação em laboratório de duto circular, capilar. A análise é 

referente ao estudo apresentado em Kang et al. (2019). Esta análise consiste no 

escoamento de uma mistura contendo querosene e n-alcanos. O trabalho de Kang 

et al. (2019) utiliza uma tubulação com 20 metros de comprimento axial, 

0,1845 𝑖𝑛 (0,004689 𝑚) de diâmetro interno, 0,25 𝑖𝑛 (0,00635 𝑚) de diâmetro 

externo e condutividade térmica de 40 𝑊/𝑚/𝐾. 

A Figura 5.16, obtida de Kang et al. (2019), mostra o esquema laboratorial 

descrito e utilizado. No trabalho são utilizados 5 medidores de pressão e 

temperatura ao longo do duto para medir a queda de pressão e a temperatura em 

alguns pontos estratégicos do escoamento, conforme indicado na Figura 5.16.  

O fluido sai de um aquecedor à 60 °𝐶, sendo a temperatura medida pelo 

primeiro termopar na entrada da tubulação (ponto 1 indicado na Figura 5.16) igual 

a 40 °𝐶 e a tubulação encontra-se imersa em um banho de água fria a 4 °𝐶. Quando 
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o fluido entra em contato com a parede da tubulação resfriada pelo banho frio, 

ocorre uma forte queda de temperatura, levando a deposição da parafina. 

 

Figura 5.16: Esquema do escoamento de laboratório utilizado e fornecido por Kang et al. 
(2019). 

O fluido analisado é uma mistura de querosene com 5 % de fração mássica de 

parafinas. Kang et al. (2019) descrevem a composição molar das parafinas presentes 

no fluido obtida através de uma análise cromatográfica como pode ser visto na Figura 

5.17. Os autores não informam detalhes do querosene utilizado e este componente 

precisou ser estimado da literatura. Definiu-se no presente trabalho, o querosene 

sendo formado de C13H28, pois este pseudocomponente é uma média dos valores 

descritos na literatura para uma composição de querosene. Assumiu-se que os n-

alcanos relevantes para a composição da parafina estão dispostos de n-C19. A Tabela 

5.3 descreve a fração mássica dos componentes n-C19+. 

 

Figura 5.17: Composição molar dos componentes parafínicos presentes no óleo 
fornecido por Kang et al. (2019). 
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Tabela 5.3 – Composição molar de n-𝐶19+ presentes no óleo analisado por Kang et al. 
(2019). 

Componente 
composição 

molar 
Componente 

composição 

molar 

C19H40 0,040363 C27H58 0,050454 

C20H42 0,012109 C29H60 0,033300 

C21H44 0,039354 C30H62 0,024218 

C22H46 0,040363 C31H64 0,020182 

C23H48 0,096872 C32H66 0,012109 

C24H50 0,088799 C33H68 0,009082 

C25H52 0,157417 C34H70 0,005045 

C26H54 0,110100 C35H72 0,003028 

C27H56 0,098890 C36H74 0,002018 

 

Conforme descrito no capítulo 3, o modelo termodinâmico utilizado 

determina todas as propriedades em função da pressão, temperatura e composição 

mássica de cada hidrocarboneto presente na mistura. Dessa forma, a composição 

molar das parafinas descrita na referência foi convertida em composição mássica 

(Tabela 5.4) para ser utilizada diretamente no programa ao gerar a tabela 

termodinâmica. Para obter a composição mássica, utilizou-se da fração molar de 

cada componente n-C19+ multiplicada pela massa molecular de cada 

hidrocarboneto equivalente e somou-se a massa molecular de todos estes 

componentes de parafina (n-C19+). Em seguida, dividiu-se o valor obtido, para cada 

hidrocarboneto, pela soma da massa molecular de todos os componentes de parafina 

(n-C19+), obtendo a fração mássica de cada componente de parafina (n-C19+). Por 

último, multiplicou-se essa fração mássica por 5 % para a obtenção da composição 

da parafina presente no fluido. 

Tabela 5.4 – Composição mássica do fluido utilizado para o caso 2.  

Componente 
composição 

mássica 
Componente 

composição 

mássica 

C13H28 0,95 C27H58 0,0033079 

C19H40 0,0018000 C29H60 0,0022608 

C20H42 0,0005682 C30H62 0,0017006 

C21H44 0,0019384 C31H64 0,0014642 

C22H46 0,0020821 C32H66 0,0009067 

C23H48 0,0052228 C33H68 0,0007012 

C24H50 0,0049944 C34H70 0,0004013 

C25H52 0,0092204 C35H72 0,0002478 

C26H54 0,0067602 C36H74 0,0001699 

C27H56 0,0062531   
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Com a composição definida determinou-se as propriedades, através do 

modelo termodinâmico, e gerou-se uma tabela para as faixas de pressão e 

temperaturas indicadas na referência. De acordo com Kang et al. (2019), o óleo 

possui densidade de 40,47 API (~820 𝑘𝑔/𝑚3). Com a definição do querosene 

utilizado para a mistura neste trabalho como C13H28, obteve-se um fluido com 

754,75 𝑘𝑔/𝑚3 de densidade à 24 °𝐶 e 105 𝑃𝑎.  De acordo com Kang et al. (2019), 

o óleo deste teste possui uma TIAC de 24,85 °𝐶 e com a composição utilizada no 

presente trabalho, a TIAC obtida com o presente modelo termodinâmico foi de 

22 °𝐶, próximo do dado fornecido. 

As propriedades obtidas com a mistura proposta para 𝑇 = 40 °𝐶 e 𝑃 =

105 𝑃𝑎, utilizando o modelo descrito no capítulo 3, foram: densidade mássica de 

743,23 𝑘𝑔/𝑚3, condutividade térmica de 0,13 𝑊/𝑚/𝐾, capacidade calorífica a 

pressão constante de 2110,92 𝐽/𝐾 e viscosidade de 0,00143 𝑃𝑎 𝑠. 

Na Figura 5.18 é ilustrada a comparação da curva de fração de volume de 

sólido em função da temperatura, para dois valores de pressão, utilizando a mistura 

obtida com a composição da Tabela 5.4. Como pode-se perceber, a influência da 

fração de volume de sólido (assim como as propriedades termodinâmicas obtidas 

com o atual modelo) é mais dependente da temperatura do que da pressão, com a 

diferença máxima de fração de volume de sólido de 3 × 10−4. Para a composição 

utilizada no presente teste, a temperatura correspondente a formação de depósito 

(𝑆𝑆 = 2 %) é de 10,5 °𝐶 

 

Figura 5.18: Comparação da fração de volume de sólido da mistura para duas pressões. 

Kang et al. (2019) analisaram três casos diferentes, variando as vazões de 

escoamento na entrada da tubulação e apresentaram medidas experimentais de 

temperatura e pressão obtidas em 5 pontos ao longo do duto após 2 horas do início 

do processo. Foi escolhido a discutir resultados referentes ao caso com vazão mais 
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alta, pois fornece um perfil de temperatura de mistura experimental mais suave na 

região da entrada do domínio. Medidas de depósito experimentais não foram 

apresentadas, mas os autores ilustram resultados de espessura de depósito obtidas 

com o modelo de deposição de Matzain et al. (2001), o qual se baseia na curva de 

solubilidade, e com o fluxo de massa na interface do depósito proporcional ao 

gradiente de temperatura. O presente modelo, ao contrário do utilizado em Kang et 

al. (2019), baseia-se na formação de depósito quando a fração volumétrica de sólido 

é igual ou maior que 2 %. 

Infelizmente, os dados fornecidos pela referência são incompletos e diversas 

grandezas precisam ser definidas, o que dificulta as comparações. A primeira 

aproximação corresponde a caracterização do querosene, como mencionado, o que 

resulta numa densidade com 9 % de diferença para a informada na referência. 

Informações precisas referentes a todas as condições de contorno também não 

foram fornecidas. Kang et al. (2019) informaram que a vazão utilizada no 

experimento foi de 16,67 × 10−7 𝑚3/𝑠, valor imposto nas simulações. Já com 

relação a pressão, estimou-se a pressão na saída da tubulação igual à 𝑃𝑠𝑎í𝑑𝑎 =

148160 𝑃𝑎, como descrito na medição do trabalho de referência. A definição 

precisa das condições de contorno térmica são fundamentais para a presente análise 

e não foram apresentadas de forma clara na referência. Como já descrito, a 

temperatura medida no primeiro termopar foi de 40 °𝐶, sendo esta a temperatura 

imposta na entrada do domínio computacional. Nota-se, no entanto, que de acordo 

com o esquema dos autores (Figura 5.16), o ponto 1, não está precisamente 

localizado na entrada do duto, e claramente há perda de calor para o ambiente no 

trajeto do aquecedor até a seção de teste, uma vez que uma queda de 20 °𝐶 é 

reportada pelos autores. Os autores informaram a temperatura do banho frio como 

sendo de 4 °𝐶. Informaram também a espessura e condutividade térmica do duto, 

porém, o coeficiente de transferência de calor ℎ𝑒 entre o duto da seção de teste e o 

banho frio não foi informado. Dessa forma, diversas investigações foram realizadas, 

visando estimar a melhor forma de impor a condição de contorno associada a perda 

de calor para o ambiente frio. 

A condição inicial do processo de deposição também não foi informada. 

Dessa forma, considerou-se uma inicialização semelhante a usado no laboratório 

para o caso 1 analisado aqui. Isto é, obteve-se inicialmente o escoamento em regime 
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permanente da mistura aquecida, i.e., sem trocar calor com o ambiente. O processo 

se inicia ao impor a temperatura fria do ambiente externo igual a 4 °𝐶. 

A malha utilizada foi 200 volumes de controle na direção axial e 40 volumes 

de controle na direção radial, com passo de tempo de Δ𝑡 = 10 s. 

5.2.1. Comparações com a literatura 

Como mencionado, com os dados fornecidos, inicialmente investigou-se 

através de simulações qual o coeficiente ℎ𝑒 que retornaria níveis de temperatura ao 

longo do duto semelhantes aos apresentados no artigo de referência, considerando 

escoamento em regime permanente, sem permitir que deposição ocorresse. 

Naturalmente, que não se esperava obter resultados iguais as medidas, já que as 

medidas foram realizadas na presença de deposição. O objetivo aqui foi obter uma 

ordem de grandeza para o perfil de temperatura próxima a do experimento. Para 

estes testes, utilizou-se condição inicial de fluido quente em toda a tubulação e para 

escoamento utilizou-se o perfil de velocidade desenvolvido, e resolveu-se, 

numericamente, o problema até obter a solução em regime permanente.  

Quando um fluido quente entra numa tubulação e perde calor para o ambiente, 

a temperatura de mistura cai ao longo do duto, i.e,, as temperaturas mais baixas são 

encontradas na região de saída do duto. Para que ocorra deposição na região da 

entrada, o perfil de temperatura deve apresentar um gradiente muito suave, para que 

apesar da temperatura de mistura ser elevada localmente, a temperatura do fluido 

em contato com a parede deveria ser baixo. Porém, nos testes realizados, obteve-se 

o perfil de temperatura na seção transversal quase uniforme e muito próximo da 

temperatura de mistura. 

Diversos testes foram realizadas variando-se o coeficiente de troca de calor 

global (combinação da resistência térmicas da parede e coeficiente externo de 

convecção). A Figura 5.19 ilustra três situações representativas, correspondentes a 

𝑈𝑔1 = 10 W/(m2 K), 𝑈𝑔2 = 17 W/(m2 K) e 𝑈𝑔3 = 24 W/(m2 K). Observa-se 

que se o coeficiente global for baixo (𝑈𝑔1), a temperatura de mistura não cai o 

suficiente para que partículas de sólido se precipitem. Com o aumento do 

coeficiente global, a temperatura cai ao longo do duto, apresentando valores abaixo 

de 12 °𝐶, porém, as baixas temperaturas somente são obtidas próximo à saída da 

tubulação, causando formação de depósito somente próximo à saída. Observa-se 
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ainda, que somente alterando o coeficiente de troca de calor com o ambiente, não 

se consegue obter temperaturas nos mesmos níveis que os medidos 

experimentalmente. Conclui-se então, que a condição de contorno de perda de calor 

para o ambiente a 4 °𝐶 não é adequada. Observando os dados experimentais, nota-

se uma temperatura de mistura aproximadamente constante após 14 𝑚 igual a 

9,5 °𝐶. Decidiu-se então, impor temperatura de parede constante e igual a 10,5 °𝐶. 

 

Figura 5.19: Comparação do perfil de temperatura de mistura com a solução numérica 
para o modelo atual e os dados experimentais fornecidos por Kang et al. (2019). 

A definição da condição de contorno de temperatura constante igual a 10,5 °𝐶 

gera mais uma incerteza nos resultados, pois não foi essa a informação apresentada 

por Kang et al. (2019), porém fornece um perfil de temperatura mais próximo do 

experimental, tendo sido utilizada para avaliar o processo de deposição com o 

modelo desenvolvido neste trabalho. 

A Figura 5.19 ilustra a comparação do perfil de temperatura de mistura do 

modelo atual para 3 instantes de tempo em relação os dados medidos 

experimentalmente por Kang et al. (2019) após 2 horas do início do processo de 

deposição. Como pode-se perceber, a temperatura de mistura se aproxima do perfil 

experimental medido em 2 horas. Porém como nos exemplos anteriores o transiente 

é rápido demais, e após somente 80 segundos, já se obtém um perfil semelhante ao 

medido após 2 horas. 

A variação do perfil de temperatura na direção radial, em três posições axiais 

diferentes (𝑧 = 5, 10, 15 𝑚), é ilustrado na Figura 5.22, para 80 s após o início do 

processo. A linha tracejada indica a região do depósito ao longo do duto, está 
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informação também é apresentada na Figura 5.21. Observa-se que em 𝑧 = 10 e 

15 𝑚, a temperatura de mistura é praticamente igual a temperatura da parede, sendo 

uniforme na seção transversal, e inferior a temperatura de formação de depósito, 

causando formação de depósito em toda a seção transversal. Na coordenada 𝑧 =

5 𝑚, observa-se um gradiente de temperatura na seção transversal, com temperatura 

abaixo da temperatura de formação de depósito somente próximo à parede. 

 

Figura 5.20: Perfil axial de temperatura de mistura, para diferentes instantes de 
tempo. 

 

Figura 5.21: Espessura de depósito formado em 80 segundos. 

 

Figura 5.22: Perfil radial de temperatura para 80 segundos. 
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Devido à convecção ser muito baixa, os termos difusivos são mais relevantes 

nesta solução, o que gera um perfil de temperatura radial quase que constante para 

a maior parte axial da tubulação, como pode ser visto na Figura 5.22. Como o perfil 

de temperatura radial é praticamente constante, ocorre uma formação de depósito 

em quase todo o domínio na direção axial. Como o perfil de temperatura está abaixo 

da temperatura de 2 % de volume de sólido, o depósito entope a partir da metade 

da tubulação na direção axial. Há uma queda na temperatura no início do domínio 

devido à troca de calor do fluido quente com a parede fria, porém o domínio é quase 

que dominado por completo pela temperatura fria. 

Uma terceira situação proposta, foi analisar o caso de Kang et al. (2019) 

considerando com o coeficiente global de troca de calor infinito resultando na 

temperatura na parede igual ao valor da temperatura do ambiente, 4 °𝐶. Porém, com 

a incerteza da composição utilizada e a condutividade térmica do fluido não ter sido 

informada, alterou-se a condutividade térmica do fluido para 30 % do seu valor, ou 

seja, 0,05 𝑊/(𝑚2𝐾). Como estas informações não estão disponibilizadas, optou-

se por alterar este valor de forma a retornar um número de 𝑃𝑟 mais alto. Para esta 

situação, o resultado melhorou. Além disso, a estimativa do coeficiente de troca de 

calor é extremamente relevante para prever o fluxo de calor na formação da 

deposição, entretanto, como mencionado anteriormente, esta informação não é 

fornecida e a troca de calor é uma incerteza nos dados de entrada 

Na Figura 5.23 é possível observar o perfil de temperatura de mistura em 

comparação ao perfil experimental fornecido em Kang et al. (2019) em 2 horas. O 

perfil de temperatura de mistura tem um comportamento próximo ao do 

experimental e não ultrapassa a temperatura de 2 % fração de volume de sólido. 

A Figura 5.24 mostra o perfil da espessura do depósito no regime permanente. 

Como pode ser visto, o depósito é formado em toda a tubulação, se comportando 

em forma de “degrau” devido à hipótese do modelo atual. Nesta situação, o depósito 

não entope a tubulação por completo e seu valor máximo é 1,99 𝑚𝑚. O depósito 

obtido com o atual modelo é maior na região da saída pois possui temperaturas mais 

baixas. Além disso, a espessura ocorre de forma crescente ao longo da direção axial, 

mostrando ser um resultado mais realista em comparação ao de Kang et al. (2019). 

O perfil de espessura obtido numericamente por Kang et al. (2019) foi 

adimensionalizado com o raio da tubulação e pode ser visto na Figura 5.25. 
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Figura 5.23:Comparação do perfil de temperatura de mistura do modelo atual com a 

referência para 2 horas. (Kang et al., 2019) 

 

Figura 5.24: Perfil de espessura de depósito adimensional do presente modelo ao 
longo da direção radial para 2 horas. 

 

Figura 5.25: Perfil de espessura de depósito adimensionalizado com o raio da tubulação 
para dados fornecidos por Kang et al. (2019) para 2 horas. 

Na Figura 5.26 é possível observar o perfil de pressão ao longo da direção 

axial no regime permanente, comparando o modelo atual com os dados obtidos 

experimentalmente por Kang et al. (2019). Com a formação do depósito, a área 

transversal reduz e com essa redução de área, há um aumento na pressão, o que gera 

uma concordância com o perfil mostrado. Como a área é menor na saída, faz com 

que a pressão aumente na região da entrada. O comportamento da curva pode ser 

melhorado com um ajuste da viscosidade. 
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Figura 5.26: Comparação do perfil de pressão do modelo atual com Kang et al. 
(2019) em 2 horas. 

A Figura 5.27 ilustra a variação do perfil de velocidade (Figura 5.27a), de 

temperatura (Figura 5.27b) e de fração de volume de sólido (Figura 5.27c) ao longo 

da direção radial para 2 horas, para 𝑧 = 5, 10 e 15 𝑚. As três figuras mostram 

comportamento concordando com a solução obtida numericamente, em que o perfil 

de velocidade é nulo dentro do depósito e cresce na região da saída devido à redução 

de área. O perfil de fração de volume de sólido demonstra que o depósito ocorre na 

condição imposta (𝑆𝑠 = 2 %) e o perfil de temperatura radial se comporta de forma 

diferente da Figura 5.22, pois como a tubulação não é obstruída, pode-se perceber 

que há um gradiente de temperatura radial nas três coordenadas axiais ilustradas. 

 

(a) velocidade                                         (b) temperatura 

 

(b) fração de volume de sólido 

Figura 5.27: Perfil radial de velocidade (a), temperatura (b) e fração de volume de 

sólido(c) para 2 horas obtido com o modelo atual. 
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Os resultados obtidos incialmente não apresentam concordância razoável 

com a referência, porém ao realizar ajuste na condutividade térmica do fluido, 

obteve-se resultados satisfatórios. O modelo termodinâmico depende dos dados 

reais do fluido analisado e a falta de dados informados geram incertezas na geração 

das propriedades contidas nas tabelas termodinâmicas. Comparando os resultados 

obtidos com o presente modelo para o atual teste, observa-se que a metodologia 

aqui abordada retorna resultados satisfatórios sendo possível prever a deposição. 

Porém, com a ausência das condições de contorno e propriedades do fluido, levam 

a aproximações o que influencia nos resultados obtidos. As discrepâncias descritas 

nas análises deste caso estão associadas a falta de informações necessárias. 

5.3. Caso 3: Escoamento turbulento em campo real  

O terceiro caso analisado é um estudo de deposição de parafina em uma 

situação em campo real, tendo sido apresentado por Singh et al. (2011). Consiste 

no escoamento de petróleo bruto da Indonésia de uma plataforma central de 

processamento (Central Processing Plataform, CPP) para uma plataforma de 

processamento flutuante (Floating Production Storage Offlanding, FPSO) (Figura 

5.28). 

 

Figura 5.28: Ilustração do caso real fornecida por Singh et al. (2011). 

A Figura 5.28 (Singh et al., 2011) ilustra esquematicamente a geometria e 

condições de operação. A tubulação analisada tem um comprimento axial de 23 

km, diâmetro interno de 0,3048 𝑚 (12 𝑖𝑛) e diâmetro externo de 

0,324 𝑚 (12,75 𝑖𝑛), condutividade térmica de 44 𝑊/𝑚/𝐾, rugosidade de 50 𝜇𝑚, 

coeficiente externo de troca de calor de 22 𝑊/𝑚2/𝐾 e uma camada externa de 

cimento de 0,05 𝑚 resultando em um coeficiente global, considerando as 

resistências térmicas de condução e a convecção externa, calculado como 𝑈𝑔 =
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31 𝑊/𝑚2/𝐾. O petróleo perde calor para o ambiente marinho que se encontra a 

25 °𝐶. Na atual análise, assume-se que a tubulação encontra-se completamente na 

horizontal, podendo este ser um termo adicional de incerteza para a solução. 

À medida que o petróleo é resfriado, ocorre a deposição da parafina, 

diminuindo a área livre de escoamento, causando um aumento na diferença de 

pressão entre entrada e saída. Com uma frequência aproximadamente semanal, há 

uma passagem de um “PIG” para fazer a limpeza da tubulação. Entre estas 

passagens, percebe-se que ao formar depósito, a queda de pressão aumenta 

novamente. A Figura 5.29, também fornecida pelo trabalho de Singh et al. (2011), 

ilustra as condições de operação: a vazão é constante dada por 

55000 𝑏𝑝𝑑 (0,1012 𝑚3/𝑠 𝑜𝑢 607,243 𝑙𝑡/𝑚𝑖𝑛), a pressão de chegada no CPP é 

de 350 𝑝𝑠𝑖𝑔 (364,7 𝑝𝑠𝑖 𝑜𝑢 ~2,5 𝑀𝑃𝑎), a queda de pressão no duto limpo, logo 

após a passagem do PIG, é de 214,7 𝑝𝑠𝑖 (1,48 𝑀𝑃𝑎), subindo para 

314,7 𝑝𝑠𝑖 (2,17 𝑀𝑝𝑎) devido à presença do depósito e a temperatura de injeção do 

fluido é de 74 °𝐶. 

 

Figura 5.29: Dados de operação fornecidos em Singh et al. (2011). 

A Figura 5.30, fornecida por Singh et al. (2011), mostra a composição do 

fluido de análise, ilustrando a fração mássica em função do número de carbono da 

composição de todos os hidrocarbonetos e dos n-alcanos presentes, obtida através 

de uma análise cromatográfica (High Temperature Gas Chromatography, HTGC). 

De acordo com as informações fornecidas por Singh. et al. (2011), a mistura possui 

conteúdo mássico de parafina (n-𝐶19+) igual a 17 % e sua densidade é em torno de 

800 𝑘𝑔/𝑚3 e assumiu-se a viscosidade como 0,01 𝑃𝑎. 𝑠, sendo este valor o 

utilizado no presente trabalho. 
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Figura 5.30: Composição mássica do fluido utilizado fornecido por Singh et al. (2011). 

É importante ressaltar que existe uma incerteza no levantamento dos dados, 

fornecidos por Singh et al. (2011), já que a soma da fração mássica de todos os 

hidrocarbonetos da Figura 5.30 não atinge o valor de 100 %, mas sim próximo de  

87 %. 

Visando contornar este problema, foi realizada uma normalização da 

composição dos hidrocarbonetos, fornecida na Tabela 5.5, de forma a obter 100 % 

na soma das frações mássicas de cada componente. A partir da Figura 5.30, obteve-

se a Tabela 5.5 que descreve a fração mássica dos componentes normalizados, 

expressa com o número de carbono presente e assumindo o número de hidrogênios 

como H = 2 C + 2. A partir dos dados da composição, foi possível estimar a massa 

molecular da mistura, sendo 181 𝑔/𝑚𝑜𝑙.  

Para completar a definição da mistura, é preciso caracterizar o solvente, de 

forma a obter uma curva da fração mássica da fase sólida (𝐵𝑠) em função da 

temperatura, análoga à da referência (Singh et al., 2011). A partir da normalização 

dos dados fornecidos pela Figura 5.30, obteve-se 164,69 𝑔/𝑚𝑜𝑙 como massa 

molecular do solvente. Para a definição do solvente, na ausência de dados 

completos na referência, seguiu-se inicialmente as recomendações dadas por 

Coutinho & Daridon (2001), i.e., simplificou-se o solvente como um único 

pseudocomponente tal que a massa molecular da mistura seja conservada e a 

composição dos n-alcanos (parafina) seja mantida. A partir destas recomendações, 

definiu-se a primeira mistura, “Mistura A”, que mantém a massa molecular da 

mistura estimada de 181 𝑔/𝑚𝑜𝑙 e 17 % de massa de parafina (n-𝐶19+), sendo 

solvente definido como o pseudocomponente C12H18, pois este contém a massa 

molecular de aproximadamente 162 𝑔/𝑚𝑜𝑙, bem próximo do encontrado pela 
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normalização das composições mássicas. Sendo assim, a composição mássica da 

“Mistura A” é descrita por 83 % de C12H18 e todos os n-alcanos (n-C19+) descritos 

na Tabela 5.3. A composição completa da “Mistura A” é descrita na Tabela 5.6. 

Tabela 5.5 – Composição mássica normalizada dos hidrocarbonetos e dos n-alcanos 
presente na mistura de Singh et al. (2011). 

Comp. hidrocarbonetos n-alcanos Comp. hidrocarbonetos n-alcanos 

C5H12 0,022769  C30H62 0,016323 0,007483 

C6H14 0,029278  C31H64 0,014826 0,006538 

C7H16 0,053694  C32H66 0,012143 0,004762 

C8H18 0,090114  C33H68 0,010550 0,003787 

C9H20 0,068536  C34H70 0,008769 0,002742 

C10H22 0,060888  C35H72 0,007734 0,002009 

C11H24 0,048412  C36H74 0,006670 0,001364 

C12H26 0,043010  C37H76 0,005839 0,001078 

C13H28 0,047001  C38H78 0,005226 0,000883 

C14H30 0,041143  C39H80 0,004889 0,000809 

C15H32 0,042379  C40H82 0,004248 0,000703 

C16H34 0,028007  C41H84 0,003830 0,000666 

C17H36 0,030834  C42H86 0,003231 0,000607 

C18H38 0,030157  C43H88 0,002706 0,000559 

C19H40 0,027596 0,014357 C44H90 0,002249 0,000469 

C20H42 0,023802 0,012841 C45H92 0,002028 0,000458 

C21H44 0,023978 0,012617 C46H94 0,001828 0,000442 

C22H46 0,020835 0,011968 C47H96 0,001464 0,000419 

C23H48 0,022104 0,012397 C48H98 0,001122 0,000414 

C24H50 0,023108 0,012039 C49H100 0,001027 0,000358 

C25H52 0,021460 0,012470 C50H102 0,001034 0,000351 

C26H54 0,020529 0,011968 C51H104 0,000753 0,000302 

C27H56 0,021780 0,012397 C52H106 0,000659  

C28H58 0,019931 0,010334 C53H108 0,000581  

C29H60 0,018925 0,009408    

 

Para verificar a validade da definição do solvente, assim como a composição 

da parafina correspondente a “Mistura A”, investigou-se o comportamento da 

fração de massa do sólido, 𝐵𝑠, em função da temperatura, obtida através do modelo 

termodinâmico implementado no presente estudo (Coutinho et al., 2006), e 

comparou-se com a informação apresentada por Singh et al. (2011) na Figura 5.31. 

A pressão utilizada para gerar essa comparação foi de 101325 𝑃𝑎. Uma análise 

preliminar dos dados mostrou que a fração de sólido tem pequena dependência na 

pressão. Vale mencionar, que a referência não informa que pressão foi utilizada 

para a obtenção da curva de fração em massa de sólido apresentada.  
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A partir do comportamento da fração em massa de sólido com a temperatura, 

fornecido por Singh et al. (2011) e apresentado na Figura 5.31, tem-se que a 

temperatura para 2 % de sólido contido na mistura é de 35 °𝐶 e a temperatura inicial 

de aparecimento de cristais sólidos na mistura é 55 °𝐶. 

Analisando a Figura 5.31, observa-se que a curva da “Mistura A” não condiz 

com o comportamento fornecido por Singh et al. (2011). Uma possível razão para 

isto acontecer é a incerteza da soma das composições dos hidrocarbonetos 

fornecidos não ser 100 % antes da normalização, como mencionado anteriormente. 

Uma vez que a “Mistura A” não reproduz o comportamento da fração de 

massa fornecido por Singh et al. (2011), e lembrando que no estudo não é fornecido 

a massa molecular da mistura, criou-se uma segunda mistura, a “Mistura B”. Esta 

também mantém a composição mássica dos n-alcanos (parafina, n-C19+), mas 

utiliza o pseudocomponente C15H32 para caracterizar o solvente. Embora, o C15H32 

não possa se comportar como solvente a temperaturas muito baixas (Temperatura 

de fusão: 16,8 a 10,0 °C), a menor temperatura nos dados de campo do Singh et al. 

(2011) é 25 °𝐶, consequentemente, o C15H32 pode ser considerado um 

pseudocomponente aceitável para o caso atual. Buscou-se utilizar desta “Mistura 

B”, pois sua curva de fração de massa de sólido é próxima à da referência e a mistura 

contém a real razão de n-alcanos fornecida. Entretanto, ao utilizar este 

pseudocomponente (C15H32), a massa molecular da mistura é ligeiramente maior 

em relação à estimada inicialmente, sendo esta 227 𝑔/𝑚𝑜𝑙. A Figura 5.31 ainda 

apresenta a curva de fração mássica obtida para a “Mistura B” através do modelo 

termodinâmico implementado (Coutinho et al., 2006). Nota-se que comparado à 

“Mistura A”, a “Mistura B” reproduz melhor o comportamento da fração mássica 

apresentada por Singh et al. (2011). A composição da “Mistura B” também é 

fornecida na Tabela 5.6. 

Visando aproximar-se um pouco mais da curva de fração mássica, decidiu-se 

criar a “Mistura C”, tal que o solvente tivesse 76 % da fração mássica e fosse 

caracterizado pelo pseudocomponente C12H26 e a diferença da massa do solvente 

em relação à inicial (83 %) fosse redistribuída nos n-alcanos. A massa molecular 

da “Mistura C” foi estipulada em 195 𝑔/𝑚𝑜𝑙, somente 7,7 % a mais do que a massa 

molecular da mistura inicialmente estimada. O detalhe da fração mássica de cada 

componente da “Mistura C” pode ser também consultado na Tabela 5.6. A curva da 
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fração mássica em função da temperatura da “Mistura C” também encontra-se 

ilustrada na Figura 5.31, em que esta foi obtida por meio do modelo termodinâmico 

(Coutinho et al., 2006) implementado. Pode-se observar que a “Mistura C” é a que 

mais se aproximada da curva de fração de massa de sólido em função da 

temperatura apresentada por Singh et al. (2011), especialmente para temperaturas 

abaixo de 35 °𝐶. 

A temperatura inicial de aparecimento de cristais sólidos na mistura é 55 °𝐶. 

A partir do comportamento da fração em massa de sólido com a temperatura 

fornecido por Singh et al. (2011), e apresentado na Figura 5.31, tem-se que a 

temperatura para 2 % de sólido contido na mistura é de 35 °. 

Tabela 5.6 – Fração mássica da composição utilizada na “Mistura A”, “Mistura B” e 

“Mistura C”. 

Componentes Mistura A Mistura B Mistura C 

C12H18 0,83 - - 

C15H32 - 0,83 - 

C12H26 - - 0,76 

C19H40 0,014357 0,017298 

C20H42 0,012841 0,015783 

C21H44 0,012617 0,015558 

C22H46 0,011968 0,014909 

C23H48 0,012397 0,015338 

C24H50 0,012039 0,014980 

C25H52 0,012470 0,015412 

C26H54 0,011968 0,014909 

C27H56 0,012397 0,015338 

C28H58 0,010334 0,013276 

C29H60 0,009408 0,012349 

C30H62 0,007483 0,010425 

C31H64 0,006538 0,009479 

C32H66 0,004762 0,007703 

C33H68 0,003787 0,006729 

C34H70 0,002742 0,005684 

C35H72 0,002009 0,004950 

C36H74 0,001364 0,002614 

C37H76 0,001078 0,002328 

C38H78 0,000883 0,002133 

C39H80 0,000809 0,002059 

C40H82 0,000703 0,001953 

C41H84 0,000666 0,001916 

C42H86 0,000607 0,001857 

C43H88 0,000559 0,001809 
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C44H90 0,000469 0,001719 

C45H92 0,000458 0,001708 

C46H94 0,000442 0,001692 

C47H96 0,000419 0,001669 

C48H98 0,000414 0,001664 

C49H100 0,000358 0,001608 

C50H102 0,000351 0,001601 

C51H104 0,000302 0,001552 

 

É valido ressaltar que as propriedades termodinâmicas e a fração de volume 

de sólido possui uma variação quase que desprezível comparada a variação devido 

à mudança de temperatura. Como a relação entre a fração de volume de sólido e 

fração mássica de sólido descrita pela Equação (3.8) é muito próxima de 1, o 

comportamento da curva dessas duas variáveis em função da temperatura são muito 

semelhantes. 

 

Figura 5.31: Comparação da fração mássica presente na mistura fornecida por Singh et 
al. (2011) e o modelo de múltiplas soluções sólidas para as misturas A, B e C. 

5.3.1. Definição da malha 

Com os dados disponíveis, foram feitas simulações do caso estudado. Para a 

determinação do tamanho da malha adequada, fez-se um teste de malha analisando 

a variação axial da pressão e temperatura de mistura para verificar qual seria a 

melhor malha nesta direção. A Figura 5.32 descreve a diferença entre as malhas 

ilustrando a diferença de pressão em relação à pressão na saída, Δ𝑃 = �̅� − �̅�𝑠𝑎í𝑑𝑎, 

a temperatura de mistura e a espessura do depósito após 2 dias. São avaliadas 4 

malhas na direção axial, contendo 25, 50, 100 e 200 volumes de controles. Pode-

se perceber que a partir de 100 volumes de controle, a solução se torna 
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independente da malha, então foi escolhido 100 volumes de controle na direção 

axial. 

 

(a) pressão relativa à saída. 

 

(b) temperatura de mistura. 

 

(c) espessura de depósito. 

Figura 5.32: Comparação das malhas na direção axial, ilustrando (a) uma pressão de 
referência, (b) temperatura de mistura e (c) a espessura ao longo da direção axial para o 

caso 3. 

Para a direção radial, analisou-se o perfil de velocidade, temperatura e fração 

de volume de sólido no final do duto (𝑧 = 23 𝑘𝑚) em 2 dias, para 3 malhas 

destintas, contendo 50, 100 e 150 volumes de controle. Na Figura 5.33 é possível 

ver essas comparações e a malha com 100 volumes de controle mostrou-se 

satisfatória para obter uma solução independentemente do tamanho da malha. 
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Percebe-se que utilizando 50 volumes de controle a simulação retorna um valor 

satisfatório, porém, com 100 volumes de controle é possível obter 𝑦+ dentro da 

subcamada viscosa ao utilizar a Lei da Parede, correspondendo a um perfil de 

temperatura linear para o fluxo de calor na interface do depósito. Além disso, é 

possível perceber que as três malhas apresentam boa concordância para a 

temperatura radial e fração de volume de sólido. A única diferença é para o perfil 

de temperatura na simetria, sendo a diferença entre as malhas de 100 e 150 volumes 

de controle igual a 0,74 %. 

 

(a) velocidade radial 

 

(b) Temperatura                                     (c) Fração de sólido 

Figura 5.33: Comparação da malha na direção radial para o caso 2, após 2 dias do 
início do processo de deposição. 

Com relação ao passo de tempo, foi escolhido 600 segundos pois a partir 

desse valor as variações da pressão em relação à saída, Δ𝑃 = �̅� − �̅�𝑠𝑎𝑖𝑑𝑎, não são 

mais influenciadas devido ao passo de tempo, como pode ser visto na Figura 5.34. 
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Figura 5.34: Comparação do passo de tempo para obtenção da queda de pressão 
para o caso 2. 

5.3.2. Variação espacial  

Utilizando a “Mistura B”, apresenta-se na Figura 5.35(a) a variação do raio 

correspondente a área livre de escoamento ao longo do duto, após 1 hora e após 7 

dias de início do processo, o que corresponde a um dos ciclos entre passagens de 

“PIG”. Observa-se que o depósito ocupa aproximadamente 10 % do raio duto para 

7 dias. O perfil “em degrau” apresentado é uma consequência da malha e do 

modelo, que bloqueia um volume de controle ao escoamento quando a saturação de 

sólido é maior que 2 %. Na Figura 5.35 também são ilustrados os perfis radias da 

velocidade axial, temperatura e da saturação de sólido, nas coordenadas axiais 

correspondentes a 𝑧/𝐿 = 0,25, 0,50 e 0,75. Para facilitar a visualização dos dados, 

uma linha indicando a posição do depósito também foi incluída nos gráficos. 

Percebe-se na Figura 5.35(b) que a velocidade é nula dentro do depósito, 

como mencionado anteriormente. Nota-se ainda, um aumento da velocidade com a 

diminuição da área livre ao escoamento. Como o escoamento é turbulento, o perfil 

de velocidade é aproximadamente uniforme na seção transversal. A Figura 5.35(c) 

apresenta o perfil de temperatura variando na direção radial com valores mais 

baixos perto da parede, onde ocorre a deposição, e com valores mais altos na região 

entre a simetria e a interface do depósito. Neste caso, observa-se uma maior 

variação do perfil de temperatura na seção transversal, pois a temperatura é afetada 

não só pela difusão radial, mas também pela convecção axial que transporta fluido 

quente. Perto da simetria, os termos convectivos são muito mais influentes e a 

temperatura se aproxima do valor imposto na entrada.  

A formação do depósito ocorre na temperatura em que o fluido contém 2 % 

de fração de volume de sólido e observa-se que dentro do depósito a fração de 
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volume aumenta conforme a temperatura é menor, Figura 5.35(d). Mais perto da 

saída do duto, há uma maior fração de volume de sólido presente na mistura e, com 

isso, um depósito maior. 

 

(a)  Raio da área livre de depósito para 1 hora e 7 dias. 

 
(b) Perfil radial de velocidade em diferentes seções transversais para 1 hora e 7 

dias. 

 

(c) Perfil radial de temperatura em diferentes seções transversais para 1 hora e 7 

dias 

 
(d) perfil radial de fração de sólido diferentes seções transversais para 1 hora e 7 

dias. 
Figura 5.35: Distribuições referentes a “Mistura B” do atual modelo após 7 dias de 

deposição de (a) raio livre ao escoamento, (b) velocidade (c), temperatura e (d) fração de 
sólido. 
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5.3.3.  Comparação com a literatura 

Nesta seção, uma comparação com os dados apresentados por Singh et al. 

(2011) é realizada. No entanto, como a definição das condições de contorno afeta 

fortemente qualquer problema, assim como a composição e as propriedades do 

fluido, e estas grandezas não são claramente definidas na referência, a presente 

comparação fica prejudicada, resultando numa comparação apenas qualitativa.  

O trabalho de Singh et al. (2011) expressa, através de dados de campo, um 

fator k, expresso na Equação (5.4), em que este é a adimensionalização da queda de 

pressão com a velocidade (𝑣) para cada instante de tempo durante a produção. 

Através dessa adimensionalização, também é obtido um fator ko, sendo este o valor 

inicial sem formação de depósito. A espessura ao longo do tempo fornecida é obtida 

através da razão entre esses dois fatores (Equação (5.5)). A forma analítica de obter 

o coeficiente k é descrita no trabalho de Singh et al. (2011) através da utilização de 

uma correlação de fator de atrito diferente da utilizada no presente modelo. Porém, 

a diferença dos fatores de atrito do presente modelo e de Singh et al. (2011) é muito 

pequena, sendo 0,00078 (3 %), logo, este não é considerado um fator adicional de 

divergência entre os resultados. Além do fator de atrito, o cálculo deste fator k 

depende das propriedades do fluido (viscosidade e densidade mássica) e da 

geometria antes e após formar a espessura do depósito, sendo 𝑅𝑖 o raio da tubulação, 

𝑅𝑖
𝑜 o raio da tubulação limpa e 𝐿 o comprimento da tubulação. Para a obtenção do 

coeficiente k, Singh et al. (2011) assume um valor constante para essas variáveis, 

em que apenas o raio da tubulação com depósito varia em cada instante de tempo. 

Isto é mais uma diferença em relação ao presente modelo, pois, neste trabalho, tanto 

as propriedades quanto o depósito variam ao longo da direção axial para cada 

instante de tempo. 

k =
𝛥𝑃

𝑣𝑜
1,75 =

0,158 𝐿 𝜇0,25 𝜌0,75 (2 𝑅𝑖
𝑜)3,5

(2 𝑅𝑖)4,75
 (5.4) 

δ = 𝑅𝑖
𝑜 [1 − (

ko

k
)

1
4,75

] (5.5) 

A Figura 5.35a mostra a comparação da espessura média 𝛿𝑚 do atual modelo 

com a de Singh et al. (2011). Na figura é possível observar duas curvas de formação 
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de depósito, uma utilizando a “Mistura B” e a outra utilização a “Mistura C”. 

Resultados de deposição usando a “Mistura A” não são apresentados já que a 

temperatura da mistura quando 𝑆𝑠  é igual a 2 % (critério de deposição) é 24 °𝐶 e 

esta é menor do que a temperatura de resfriamento (25 °𝐶) fornecida por Singh et 

al. (2011), consequentemente não é possível prever formação de depósito com a 

“Mistura A” nas condições térmicas do problema analisado. Percebe-se na Figura 

5.36a que, para os dois casos, há uma formação de depósito nos primeiros instantes 

de tempo e atinge um regime estável de depósito rapidamente. Nota-se que o valor 

obtido é aproximadamente igual a média no tempo do perfil apresentado na 

referência, logo, superestima a espessura no início do processo e subestima no final. 

As previsões obtidas com as misturas B e C são muito semelhantes. Na Figura 

5.36b, ilustra-se a comparação da variação da queda de pressão ao longo do tempo. 

Devido ao crescimento do depósito nos primeiros instantes de tempo, a queda de 

pressão cresce, se estabilizando quando o depósito chega no seu valor máximo.  

A Figura 5.37 ilustra a variação da temperatura de mistura (𝑇𝑚), a 

temperatura de interface (𝑇𝑖) e a temperatura na parede (𝑇𝑤) no final do duto ao 

longo do tempo. Observa-se que assim como a pressão, a temperatura de mistura 

avança no tempo nos primeiros instantes e atinge rapidamente seu equilíbrio 

térmico devido à troca de calor do fluido quente com o ambiente frio. Já a 

temperatura de interface, avança no tempo até estabilizar no valor da temperatura 

de fração volumétrica equivalente à 2 % de sólido. A temperatura da parede 

aproxima-se da temperatura do ambiente devido à influência convectiva do fluido 

quente ser menor na saída e neste local ser completamente dominado pelo 

coeficiente de troca de calor. Pode-se perceber que a estabilidade da solução ocorre 

em questão de horas e como o critério de deposição é dependente do campo de 

temperatura, por não haver mais variação da temperatura, o depósito se estabiliza. 

Na Figura 5.38 é possível ver o perfil de temperatura de mistura e o perfil de 

temperatura na parede para 3 instantes de tempo, sendo 1 hora, 2 horas e 2 dias. Há 

uma queda, nos perfis, próximo à saída devido à troca de calor do fluido quente 

com o ambiente frio, mas percebe-se que esta variação é pequena após as primeiras 

horas. 
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(a)  espessura de depósito                       (b) Queda de pressão 

Figura 5.36: Comparação da espessura adimensional (a) e queda de pressão (b) ao 
longo do tempo entre o modelo atual e dados disponíveis em Singh et al. 2011. 

 

Figura 5.37: Temperatura de mistura, da interface e da parede na saída da tubulação 
expresso em função do tempo. 

 

Figura 5.38: Temperatura de mistura e temperatura da parede para 3 instantes de 
tempo distintos. 

Os resultados obtidos não apresentam concordância razoável com a 

referência. Analisando os resultados obtidos com o presente modelo para o presente 

teste, observa-se, como no caso anterior, que uma solução estacionária é muito 

rapidamente obtida.  
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A ausência dos termos de variação temporal na equação da conservação de 

massa e quantidade de movimento pode ter uma influência grande neste resultado. 

Além disso, os termos de inércia da equação de Navier-Stokes também foram 

desprezados, o que pode influenciar na obtenção de um perfil uniforme ao longo do 

domínio.  

No presente modelo, a velocidade radial é nula pois despreza-se a influência 

do movimento vertical para a deposição. Uma possível melhoria no caso turbulento 

seria introduzir um modelo com uma viscosidade turbulenta na equação da energia 

para, assim, aumentar a difusão radial devido as flutuações. Este termo adicional 

pode melhorar a captação da turbulência e prever perfis de temperaturas mais 

achatados na direção radial, com gradientes de temperaturas menos suaves como na 

Figura 5.35c, possibilitando uma melhor previsão da deposição.  

Adicionalmente, existem muitas incertezas na definição do problema, não 

permitindo afirmar se as discrepâncias estão associadas a modelagem ou as 

condições de operação do teste. 
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6. Comentários Finais 

No presente trabalho, uma proposta de um modelo unidimensional 

simplificado para prever deposição de parafina para ser aplicado em situações 

práticas de campo é apresentada. O modelo consiste em uma formulação 

unidimensional para a parte hidrodinâmica, desprezando inércia e assumindo 

escoamento localmente desenvolvido, com perfil conhecido de velocidade.  Com 

relação a troca térmica, desenvolveu-se uma modelagem bidimensional para a 

equação da energia, na qual a convecção atual na direção axial e a difusão na direção 

radial. A formação do depósito é baseada na fração volumétrica de sólido maior ou 

igual a 2 %, sendo essa grandeza obtida através de um modelo termodinâmico de 

Múltiplas Soluções Sólidas. Assumindo composição constante, as propriedades do 

escoamento são obtidas através de interpolação em tabelas, geradas numa etapa de 

pré-processamento em função da composição do fluido, para uma faixa de pressão 

e temperatura de cada caso analisado. 

Três casos testes foram analisados. Dois correspondentes a experimentos 

laboratoriais em regime laminar e um correspondente a uma operação de campo.  

O primeiro caso laboratorial é correspondente a um duto anular. Neste caso, 

obteve-se boa concordância dos dados de temperatura e espessura de depósito, 

mostrando que o modelo atual consegue prever a espessura de deposição e avaliar 

a fração de volume de sólido presente na mistura dentro do domínio de forma 

satisfatória. Neste caso, todos os dados necessários ao teste encontravam-se 

disponíveis, desde a perfeita caracterização do fluido até as condições de contorno. 

O segundo caso precisou sofrer algumas adaptações devido à falta de informações 

necessárias para reproduzir o experimento, mas foi possível que o modelo pudesse 

prever resultado satisfatório de perfil de temperatura e espessura de depósito ao 

longo da tubulação. O terceiro caso não apresentou resultados satisfatórios, em 

grande parte pela incerteza da definição de propriedades e condições de contorno. 

O modelo termodinâmico tem uma alta dependência da composição da 

mistura, logo, a fração de volume de sólido e a temperatura inicial de aparecimento 
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de cristais podem variar dependendo da composição fornecida, indicando que a 

composição precisa ser muito bem caracterizada. 

Para todos os casos, observou-se um transiente muito rápido, o que pode 

indicar a necessidade de eliminar a hipótese de desprezar os termos de inércia e 

transiente da conservação de massa.  

No caso de escoamento turbulento, considerou somente a convecção axial. 

No entanto, a turbulência associada com as flutuações na direção radial, pode 

induzir a um aumento de difusão radial, que pode auxiliar a prever melhor a troca 

térmica. 

Sugere-se que futuramente investigue a utilização dos termos de inércia e 

variação temporal da equação de Navier-Stokes para analisar o escoamento e a 

variação temporal. Além disso, outro termo que pode ser analisado futuramente é a 

influência dos termos difusivos na direção axial para a equação de conservação de 

energia. Um modelo de turbulência para avaliar o fluxo difusivo radial pode 

representar de forma mais realista o problema. 

Recomenda-se também a inclusão de modelos de fluidos não-Newtonianos, 

pois uma vez que as partículas de sólido saem de solução, este se comporta como 

um gel, com comportamento tipicamente não-Newtoniano. 

Finalmente, um número significativamente maior de testes deve ser realizado. 
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Apêndice 

A. Validação 

Antes de obter os resultados discutidos no Capítulo 5, é preciso fazer 

validações com programas disponíveis e soluções conhecidas, a fim de validar o 

código numérico desenvolvido. 

A.1. Escoamento termicamente desenvolvido 

Inicialmente, fez-se uma validação do programa através da previsão do 

campo de temperatura em regime permanente, correspondente a uma situação de 

escoamento termicamente desenvolvido, i.e., não existe variação axial da 

temperatura adimensional. A situação escolhida para analisar corresponde a um 

escoamento com fluxo de calor constante 𝑞𝑤
′′  prescrito na parede da tubulação. 

𝜃 =
𝑇(𝑧, 𝑟) − 𝑇𝑤

𝑞𝑤
′′  𝐷ℎ/𝑘

 (A.1) 

onde 𝑇(𝑧, 𝑟) é a temperatura da coordenada axial 𝑧 e radial 𝑟, 𝑇𝑤 sendo a 

temperatura na superfície da parede, 𝑞𝑤
′′  o fluxo de calor por unidade de área, 𝐷 é o 

diâmetro do duto e 𝑘 a condutividade térmica do fluido. 

A solução numérica da equação da conservação de energia em regime 

permanente foi comparada com a solução analítica da equação da energia para um 

fluido escoamento em regime laminar com velocidade constante, com propriedades 

constantes, sem geração de calor e com dissipação viscosa desprezível, a qual é 

𝜕(𝜌 𝑢 𝑐𝑝 𝑇)

𝜕𝑧
=

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
(𝑟 𝑘 

𝜕𝑇

𝜕𝑟
) (A.2) 

Para este teste, as condições de contorno são: derivada nula na simetria e fluxo 

de calor constante imposta na superfície. Para a situação de escoamento 

termicamente desenvolvido com fluxo de calor constante, tem-se que 
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𝜕𝑇

𝜕𝑧
=

𝑑 𝑇𝑤

𝑑𝑧
=

𝑑𝑇𝑚

𝑑𝑧
= −

𝑞𝑤
′′  𝑃𝑎𝑞

�̇� 𝑐𝑝
 (A.3) 

Definindo 𝜂 como uma variável radial adimensional 

𝜂 =
𝑟

𝑅
 (A.4) 

e assumindo que o campo de velocidade é uniforme (𝑢 = 𝑢𝑚), a equação da energia 

adimensional pode ser escrita como 

1

𝜂

𝜕

𝜕𝜂
(𝜂

𝜕𝜃

𝜕𝜂
) + 1 = 0 (A.5) 

sendo a solução dada por 

𝜃 =
1

4
(1 − 𝜂2) (A.6) 

Neste caso, o número de Nusselt 𝑁𝑢 pode ser obtido a partir da temperatura 

de mistura 

𝑁𝑢 =
ℎ 𝐷

𝑘
=

1

𝜃𝑚
 (A.7) 

A temperatura de mistura adimensional, 𝜃𝑚 é 

𝜃𝑚 =
∫ 𝜃 𝑑𝐴

∫ 𝑑𝐴
 (A.8) 

A Figura A.1 ilustra o perfil de temperatura adimensional (𝜃) analítico e 

numérico, mostrando que o perfil numérico reproduz de forma satisfatória o 

resultado analítico, a diferença máxima entre as curvas é 0,0069 % e a diferença 

média é de 0,0069 %. Neste caso o número de Nusselt analítico é igual a 8, 

concordando com a previsão numérica.  
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Figura A.1: Perfil de temperatura adimensional para escoamento desenvolvido. 

A Figura A.2 ilustra a comparação do perfil de temperatura de mistura 

numérico com o perfil de temperatura de mistura analítico ao longo da direção axial 

e pode-se perceber que este concorda perfeitamente com a solução analítica, sendo 

os dois perfis lineares. 

 

Figura A.2: Perfil de temperatura de mistura variando ao longo da direção axial.   

A.2. Regime transiente 

Para validar a solução em regime transiente, foram feitas duas soluções, 

avaliando o perfil de velocidade, pressão e temperatura. Esses resultados foram 

validados comparando o software PigSim (Nieckele et al., 2001), desenvolvido 

prever escoamentos com ou sem a presença do “PIG”. 

No programa PigSim, a condutividade térmica (𝑘) e a capacidade calorífica 

à pressão constante (𝑐𝑝) são sempre constantes, mas a densidade e a viscosidade 

podem variáveis. Primeiro, fez-se uma comparação utilizando propriedades 
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termodinâmicas constantes e, num segundo instante, uma comparação com 

propriedades variáveis.  

No primeiro teste, foram informadas as seguintes propriedades 

termodinâmicas de referência: 

Densidade: 𝜌𝑟𝑒𝑓 = 734,59 𝑘𝑔/𝑚3, viscosidade 𝜇𝑟𝑒𝑓 = 0,002473 𝑃𝑎 𝑠, 

condutividade térmica 𝑘𝑟𝑒𝑓 = 0,125 𝑊/(𝑚𝐾) e a capacidade  calorifica 𝑐𝑝𝑟𝑒𝑓
=

2200 𝐽/(𝑘𝑔𝐾) à 𝑃𝑟𝑒𝑓 = 101325 𝑃𝑎 e 𝑇𝑟𝑒𝑓 = 60°𝐶.  

Para esta simulação, utilizou-se de uma tubulação com comprimento de 1 𝑘𝑚 

sem elevação e 25,4 𝑐𝑚 de diâmetro interno. As condições de contorno para este 

problema foram: vazão imposta na entrada do duto sendo 37,2 𝑘𝑔/𝑠, pressão 

conhecida na saída sendo 101325 𝑃𝑎, coeficiente global de transferência de calor 

e temperatura ambiente externa de 2 𝑊/(𝑚2𝐾) e 𝑇𝑒𝑥𝑡 = 40 °𝐶, respectivamente. 

Inicialmente, toda a tubulação encontra-se na mesma temperatura que a 

temperatura externa e no primeiro instante de tempo impõe a vazão na entrada com 

um fluido contendo estas propriedades de referência descritas e este com a 

temperatura de entrada de 60 °𝐶. Ao longo do tempo, o fluido troca calor com o 

ambiente externo enquanto percorre por toda a tubulação. 

A simulação demorou 1240 segundos para que todo o duto fosse influenciado 

pelo escoamento imposto na entrada. A simulação foi realizada utilizando 300 

volumes de controle com passo de tempo de 1 𝑠𝑒𝑔. 

Como o modelo atual não é capaz de prever a aceleração do escoamento até 

a condição de escoamento permanente, somente se comparou o campo de 

velocidade (constante ao longo do duto) e pressão (gradiente de pressão constante) 

para essa situação. As diferenças máximas e médias obtidas entre os dois softwares 

foi de 0,0019 % e 0,001 % para a velocidade, 0,127 % e 0,091 % para pressão. 

A Figura A.3 apresenta o perfil de temperatura de mistura ao longo do duto 

para diferentes instantes de tempo. O resultado da previsão obtida com o software 

PigSim, é indicado com P-S e o presente resultado com MS. Excelente 

concordância foi novamente obtida. O caso mais crítico para a temperatura 

apresenta diferenças máxima e média de 1,0803 % e 0,0250 % para 60 𝑠. Esses 

valores são aceitáveis para validação. 
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Figura A.3: Comparação do perfil de temperatura de mistura ao longo da tubulação do 
modelo atual simplificado (MS) com o PigSim utilizando propriedades constantes. 

Na simulação seguinte, realizou-se uma comparação do mesmo problema 

descrito anteriormente, mas com densidade e viscosidade variando com pressão e 

temperatura. Para este teste, a densidade é descrita como 

𝜌(𝑃, 𝑇) = 𝜌𝑟𝑒𝑓[1 − 𝛽𝑒(𝑇 − 𝑇𝑟𝑒𝑓)] +
𝑃 − 𝑃𝑟𝑒𝑓

𝑉𝑠𝑜𝑚
2

 (A.9) 

sendo 𝛽𝑒 o coeficiente de expansão térmica, 𝑉𝑠𝑜𝑚 a velocidade do som, que para 

líquidos é da ordem de grandeza de 103. Já para a viscosidade, sua variação é 

descrita como 

𝜇(𝑃, 𝑇) = 𝜇𝑟𝑒𝑓 exp[𝑐𝜇𝑇(𝑇 − 𝑇𝑟𝑒𝑓) + 𝑐𝜇𝑃(𝑃 − 𝑃𝑟𝑒𝑓)] (A.10) 

em que 𝑐𝜇𝑃 e 𝑐𝜇𝑇 são os coeficientes que fazem viscosidade variar com a pressão e 

com temperatura.  

Para esta simulação utilizou-se 𝛽 = 10−4 𝐾−1 , 𝑉𝑠𝑜𝑚 = 1000 𝑚/𝑠, 𝑐𝜇𝑇 =

−6,52 ×  10−3  𝐾−1 e 𝑐𝜇𝑃 = 1,360 ×  10−10 𝑃𝑎−1. 

Novamente somente a velocidade e pressão correspondente ao regime 

permanente podem ser comparadas com os dados obtidos pelo PigSim. Para a 

velocidade, obteve-se diferença máxima e média de 0,2273 % e 0,2264% e para a 

pressão, as diferenças máximas obtidos foram 0,1972 % e 0,1369 % para a diferença 

média. A Figura A.4 apresenta os perfis de temperatura de mistura, sendo na Figura 

A.4a para 30 s, 60 s e 300 s e na Figura A.4b 600 s, 900 s e 1240 s. Como pode 

ser observado, excelente concordância entre as soluções foi novamente obtida. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1921203/CA



Apêndice  125 

 

(a)                                                           (b) 

Figura A.4: Comparação do perfil de temperatura de mistura ao longo da tubulação do 
modelo atual com o PigSim para propriedades variáveis. 

Para a temperatura de mistura, a diferença máxima entre os softwares foi de 

1,0822 % e a diferença média é de 0,0229 % para 30 𝑠, sendo este o caso mais 

grave. Assim, como pode-se perceber, os resultados são ótimos para a validação do 

modelo simplificado com o PigSim. 

A.3. Elevação 

Por último, foi feita uma validação do programa desenvolvido no presente 

trabalho com o escoamento em uma tubulação com espessura variável, com 

variação de elevação que é visto na Figura A.5.  

 

Figura A.5: Elevação proposta para validação do programa. 

Ao longo do duto, o coeficiente de transferência de calor global (𝑈𝑔) também 

apresenta variação, assim como a temperatura do ambiente externo, 𝑇𝑒𝑥𝑡. As 

características desta tubulação são descritas na Tabela A.1, i.e, comprimento total 

axial (𝐿[𝑚]), a coordenada axial final (𝑧𝑓[𝑚]), a elevação [𝑚], o diâmetro interno 

[𝑚], a espessura [𝑚] de cada elemento, além do coeficiente global de transferência 

de calor  e da temperatura externa imposta (𝑇𝑒𝑥𝑡[°𝐶]) para cada um deles. Na Tabela 
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A.1 também são apresentados os números de volumes de controle. Com as 

combinações dessas configurações, foram considerados 5 dutos, variando a 

espessura, o 𝑈𝑔 e 𝑇𝑒𝑥𝑡. 

Para esta validação também se utilizou do software PigSim com as 

propriedades constantes, sendo: condutividade térmica 𝑘 = 0,125𝑊/(𝑚2𝐾), calor 

específico à pressão constante 𝑐𝑝 = 2199,49 𝐽/(𝑘𝑔 𝐾), viscosidade de 𝜇 =

2,473 × 10−3 𝑃𝑎. 𝑠 e densidade de 𝜌 = 734,59 𝑘𝑔/𝑚3. Para definir massa 

específica constante no software PigSim, utilizou-se 𝛽𝑒 = 0, e velocidade do som 

𝑉𝑠𝑜𝑚 = 50000 𝑚/𝑠. 

Além desses dados descritos, a tubulação apresenta elevação inicial do 

primeiro elemento de 0 𝑚, como referência no fundo do mar, e todos os elementos 

foram considerados com rugosidade de 7,09 × 10−5 𝑚. A elevação final desta 

tubulação é em 2228 𝑚 e a elevação total do ponto final no ambiente é 2248 𝑚, 

fazendo com que o ponto final da tubulação fique à 20 𝑚 de distância da altura do 

ponto final no ambiente. 

Para esta simulação, a pressão conhecida na saída é de 101325 𝑃𝑎 e no 

instante de 𝑡 = 0 a temperatura em toda a tubulação para cada elemento é a mesma 

do ambiente. Após o primeiro instante de tempo, um fluido, com as propriedades 

descritas, começa a escoar com temperatura de 60 °𝐶 na entrada do primeiro 

elemento com vazão constante de 9,3 𝑚3/𝑠. O tempo total de simulação foi de 

10000 s. Utilizou-se passo de tempo igual a 10 s. Com estes dados, foi possível 

realizar a simulação e os resultados encontram-se nas Figura A.6 e Figura A.7.  

Tabela A.1: Descrição da tubulação com elevação para validação. 

Duto 𝑽. 𝑪. 𝑳 𝒛𝒇 Altura 𝑫 esp. 𝑼𝒈 𝑻𝒆𝒙𝒕 

  (m) (m) (m) (m) (m)  (°C) 

1 60 725,000 725,000 1,2 0,1524 0,13761 11,0 4 

1 60 750,000 1475,000 2,4 0,1524 0,13761 11,0 4 

1 82 811,000 2286,000 3,7 0,1524 0,13761 11,0 4 

1 60 711,500 2997,500 4,8 0,1524 0,13761 11,0 4 

1 26 648,200 3645,700 5,9 0,1524 0,13761 11,0 4 

2 52 1305,300 4951,000 8,0 0,1524 0,13013 10,7 4 

2 5 97,515 5048,515 18,0 0,1524 0,13013 10,7 4 

2 3 53,851 5102,366 38,0 0,1524 0,13013 10,7 4 

2 3 53,852 5156,218 58,0 0,1524 0,13013 10,7 4 

3 4 68,622 5224,840 108,0 0,1524 0,13013 10,7 10 

3 5 90,907 5315,747 178,0 0,1524 0,13013 10,7 10 
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3 4 83,216 5398,963 248,0 0,1524 0,13013 10,7 10 

3 26 109,660 5508,623 348,0 0,1524 0,13013 10,7 10 

3 20 107,700 5616,323 448,0 0,1524 0,13013 10,7 10 

3 22 136,020 5752,343 578,0 0,1524 0,13013 10,7 10 

3 22 129,810 5882,153 703,0 0,1524 0,13013 10,7 10 

3 4 77,621 5959,774 778,0 0,1524 0,13013 10,7 10 

3 4 74,000 6033,774 848,0 0,1524 0,13013 10,7 10 

3 3 49,659 6083,433 893,0 0,1524 0,13013 10,7 10 

3 2 35,355 6118,788 918,0 0,1524 0,13013 10,7 10 

3 3 47,434 6166,222 933,0 0,1524 0,13013 10,7 10 

3 5 96,177 6262,399 918,0 0,1524 0,13013 10,7 10 

3 26 120,830 6383,229 968,0 0,1524 0,13013 10,7 10 

3 26 119,670 6502,899 1048,0 0,1524 0,13013 10,7 10 

3 26 119,820 6622,719 1148,0 0,1524 0,13013 10,7 10 

3 3 46,435 6669,154 1189,0 0,1524 0,13013 10,7 10 

4 8 171,850 6841,004 1348,0 0,1524 0,13117 10,7 15 

4 6 126,490 6967,494 1468,0 0,1524 0,13117 10,7 15 

4 7 164,450 7131,944 1628,0 0,1524 0,13117 10,7 15 

5 6 117,270 7249,214 1741,5 0,1524 0,07948 8,0 20 

5 3 56,767 7305,981 1798,0 0,1524 0,07948 8,0 20 

5 32 434,890 7740,871 2228,0 0,1524 0,07948 8,0 20 

 

A Figura A.6a mostra o perfil de velocidade e a Figura A.6b mostra o perfil 

de pressão, onde pode-se perceber que as diferenças obtidas entre as soluções são 

praticamente desprezíveis. O erro relativo máximo e médio da velocidade foram 

0,0029 % e 0,00287 %, e o erro relativo máximo e médio para a pressão foram de 

0,0029 % e 0,00287 %. Já a temperatura de mistura é ilustrada na Figura A.7, há 

uma diferença considerável entre as soluções. A concordância da previsão entre os 

dois softwares com relação a temperatura também é muito boa, especialmente nos 

instantes iniciais. Após 5000 s de simulação, observa-se uma pequena variação 

entre as previsões, no final do duto, o que pode ser explicado pelo fato do perfil de 

temperatura de mistura do PigSim ser obtido através de um equilíbrio de energia 

entre a mistura e o meio externo, já no atual modelo há um discretização na direção 

radial e então obtém-se a temperatura média na área transversal, sendo o último 

volume na direção radial (próximo da parede) equilibrando o troca de calor com o 

meio externo.  

Os resultados positivos obtidos podem ser considerados como mais uma 

validação da implementação do programa desenvolvido neste trabalho. 
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(a)                                                           (b) 

Figura A.6: Comparação de Velocidade (a) e Pressão(b) do modelo atual com o 
programa PigSim com variação de elevação. 

 

Figura A.7: Comparação do perfil de Temperatura de mistura ao longo de toda a 
tubulação do modelo atual com o PigSim com variação de elevação.. 
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B. Propriedades termodinâmicas de referência 

Para determinar a densidade e condutividade térmica do atual modelo de 

mistura proposto por Fleming (2018), é preciso calcular determinadas propriedades 

de referência. Essas propriedades de referência são função de coeficientes que são 

definidos através de hidrocarbonetos. 

Para a densidade, os coeficientes das propriedades reduzidas (Tabela A.2), 

foram determinados usando os componentes N-pentadecano (C15H32), N-

hexacosano (C26H54), Butano (C4H10) propostos por Queimada et al. (2005).  

Tabela A.2: Coeficientes da densidade reduzida. 

 Aρ Bρ Cρ Dρ 

C4H10 1,0677 0,27188 425,12 0,28688 

C15H32 0,2844 0,25269 708,00 0,30786 

C26H54 0,1624 0,24689 819,00 0,34102 

 

Já para a condutividade térmica (Tabela A.3), propõe-se que os coeficientes 

para o cálculo da propriedade de referência sejam determinados usando o modelo e 

parâmetros de correlação de Yaws (2003). 

Tabela A.3: Coeficientes da condutividade térmica reduzida. 

 A B C 

C4H10 0,2348 -0,00037626 -0,00000025291 

C10H22 0,1860 -0,00011813 -0,00000019797 

C24H50 0,2399 -0,00030556 0,00000013889 

 

Além dos coeficientes descritos, para determinar as propriedades de 

referência, precisa-se do fator acêntrico. Neste modelo, o fator acêntrico é descrito 

usando correlação propostas por Marano & Holder (1997), sendo este 

𝜔𝑖 = −6,5597 + 3,383261(𝑁𝑐 + 23,608415)0,20877 (A.11) 

em que 𝜔𝑖 é o fator acêntrico para um componente hidrocarboneto 𝑖 e 𝑁𝑐 é o número 

de carbonos desse componente. Para determinar o fator acêntrico da mistura, 

utilizam-se todos os componentes presentes na mistura, mas para as propriedades 

de referência, utiliza-se apenas os fatores acêntricos de cada hidrocarboneto de 
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referência. Para a densidade, os fatores acêntricos são calculados para C4, C15 e C26 

e para a condutividade térmica C4, C10 e C24. 
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