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2 TORCAO EM VIGAS

2.1. Notas Iniciais

As teorias classicas para torcdo em materiais homogéneos isétropos, e
posteriormente para elementos de concreto de secdo retangular sédo analisadas e

discutidas neste capitulo.

2.2. Torcao em Elementos de Secéao Circular

A torcdo foi primeiramente estudada por Coulomb em 1784 ao analisar
experimentalmente o angulo de torcdo gerado pela aplicacdo de cargas elétricas
numa esfera de acgo suspensa por um fio de a¢o. O objetivo dessa pesquisa era a
investigacdo das propriedades dos campos elétricos, mas foi possivel estabelecer
uma relacdo empirica que descreve o comportamento elastico de elementos
homogéneos submetidos a tor¢do, dada por:

d* (2.1)

T:‘MT

onde
T — momento de torcao;
u — constante do material,
d — didmetro do cabo de aco;
[ — comprimento do cabo;

¢ — angulo de torgéo.

Em 1826 Navier apresentou um modelo tedrico que analisava um eixo
circular solido de material homogéneo sujeito a tor¢do. A Figura 2.1 ilustra as

duas hipdteses basicas adotadas:
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i. assecOes permanecem circulares apos a torcao;

ii. assecdes permanecem planas e paralelas, ndo ha empenamento.

Figura 2.1 — Deformacé&o de um eixo circular solido submetido a torg&o pura.

Ao engastar uma das extremidades da barra da Figura 2.1, o plano mais
afastado da restricdo assumira uma forma obliqua (Figura 2.2). Uma linha radial
em qualquer plano localizado a uma distancia x do engaste terd um angulo rotacéao

¢ (x) com relacdo a sua posicao original na secao.

plano
deformado

~~— plano sem
deformagao

£

X
Figura 2.2 — Torcdo de um eixo circular engastado em uma extremidade.
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Segundo a teoria de Navier em um elemento de comprimento longitudinal

elementar dx, observa-se que a face distante x do engaste tem uma rotacdo menor

que a localizada a x + dx (Figura 2.3). Essa diferenca provoca uma distor¢éo y no

elemento e gera tensdes cisalhantes.

Figura 2.3 — Elemento longitudinal de uma barra de secao circular submetida a tor¢éo.

Observando-se a Figura 2.3 tem-se que:

rdo
dx

tany =

onde
r — distancia radial;

d¢ —elemento diferencial angular.

Quando a distorcdo € pequena é valido adotar:

tany = y

Reescrevendo-se a expressao ( 2.2 ):

rdo
dx

')/:

Definindo-se o angulo de torg¢ao por unidade de comprimento:

d¢
0=—
dx
tem-se
y=r6

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

Para um momento de torgdo tem-se que 6 é constante para todos os pontos

localizados na secdo distante x do engaste. Navier concluiu que a intensidade da
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distorcao varia linearmente com a distancia radial r, alcancando seu valor maximo
quando r = R:
Ymix = RO (2.7)

De acordo com a hipétese de que durante a torcdo as segdes transversais
permanecem planas, isto €, ndo empenam, ou variam de dimens&o, entdo com a

Lei de Hooke se tem a tensdo de cisalhamento:

t(r)=Gy (2.8)
_E (2.9)
G= 2(1+v)

onde
T(r) - tensdo cisalhante na coordenada radial r;

G — mddulo de deformagcdo transversal do material da barra.

Substituindo-se a expresséao ( 2.6 ) resulta:
t(r)y=Gro (2.10)

Andlogo a distor¢do, como G e 6 sdo constantes, a tensdo cisalhante varia
linearmente com relacdo a r, apresentando valor nulo no eixo longitudinal da
barra circular e valor maximo na coordenada equivalente ao raio R (Figura 2.4):

Tmax = G RO (2.11)

T(r).dA

Figura 2.4 — Distribuicdo de tenséo cisalhante em uma secao circular.
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O momento de torcdo T é equilibrado pelo momento gerado pelas tensbes
cisalhantes. Observando-se a Figura 2.4 segue-se:

r=[eras (212)

Substituindo-se a expressao ( 2.10):

T=G6fr2dA (2.13)

Considerando-se 0 momento polar de inércia para se¢des circulares macicas:

Ip=fr2dA (2.14)
Com as expressoes ( 2.14 ) na expressao ( 2.13) resulta:
T=GI,6 (2.15)

A expressdo ( 2.15 ) mostra que o momento de torcdo é diretamente
proporcional ao angulo de torcdo. A constante G1,, € denominada rigidez a torgéo

da secdo circular.

Isolando-se GO da expressdo ( 2.15 ) e com a expressdo ( 2.10 ) observa-se
que a relacdo entre 0 momento de torcdo e as tensdes cisalhantes é funcdo apenas
das propriedades geométricas da secao:

_TIr (2.16)

T =

Iy

A expressao para a tensdo cisalhante maxima para uma secéo circular é:
TR (2.17)

Tmax =
I
p

onde 0 momento de inércia polar é dado por

L wd* (2.18)
P32

31
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Substituindo-se a expressao ( 2.18 ) na expressdo ( 2.15 ) tem-se:

LI (2.19)
T=5-Gd"6

Para um momento de tor¢do constante pode-se simplificar o angulo de
torcdo da expressdo (2.5):

g 49 _ 0 (2.20)

T odx 1

onde ¢ é o &ngulo de tor¢do na extremidade livre da barra.

Com a expresséo ( 2.20 ) na expresséo ( 2.19 ) tem-se:

T d* (2.21)
T = (3—2 c;)T ¢
Considerando-se a hipotese:
- (= (2.22)
H= (32) G

Aplicando-se a expressdo ( 2.22 ) na expressdo ( 2.21 ) obtém-se a
expressao ( 2.1 ), que é a expressdo experimental obtida por Coulomb. Essa

associacao permitiu validar as hipo6teses adotadas por Navier.

2.3. Torcao em Elementos de Concreto de Se¢éo Retangular

A anélise do comportamento de elementos de concreto de se¢do retangular
submetidos a torcédo é efetuada por meio de trés teorias:
i.  Anélise Eléstica.
ii.  Analise Pléastica.

iii. Flex&8o-Esconsa.
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2.3.1. Andlise Elastica

Navier em 1826 sup6s que as expressdes deduzidas para secOes circulares
poderiam ser aplicadas a secOes retangulares, com a substituicdo do momento
polar de inércia adequado.

A extrapolacdo de Navier ndo foi validada pelos testes experimentais
realizados por Duleau em 1820. Esse observou que a rigidez das secdes
retangulares € cerca de 20% menor que das secGes circulares para um mesmo
material.

Somente em 1855, apds o desenvolvimento das Séries de Fourier e da
Teoria da Elasticidade, Barré de Saint-Venant apresentou a solu¢do que satisfez os
estudos experimentais existentes.

Ressalta-se que duas novas hipdteses foram propostas por Saint-Venant para
descrever o comportamento das secOes retangulares a partir de observagoes
experimentais:

i. o formato da secdo permanece inalterado apds a torcao;
ii.  ocorre empenamento constante das se¢fes ao longo do comprimento

do elemento de secdo retangular (Figura 2.5).

™
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Figura 2.5 — Empenamento das secdes retangulares solicitadas a tor¢céo.

O empenamento da sec¢do contribui para a ndo linearidade da distribuicéo de
tensdes cisalhantes. A Figura 2.6 mostra a distribuigcdo de tensdes tangenciais ao

longo do perimetro de uma secéo retangular.
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Por meio de analise tedrica Saint-Venant obteve a constante C que leva em
consideracao a rigidez devido a forma da secéo:
C=Bx% (2.23)

onde
B —funcédo de y/x (Tabela 2.1);
x —menor lado da se¢éo retangular;
y —maior lado da secdo retangular.

A constante C de Saint-Venant substitui 0 momento polar de inércia
utilizado na deducdo de Navier. O momento de tor¢do de uma secgéo circular de
um elemento com material homogéneo e is6tropo é dado por:

T=CG®6 (2.24)

Anélogo as sec¢des circulares, a parcela CG é a rigidez a torcdo das segdes
retangulares em regime eldstico.
Aplicando-se a expressao (2.23 ) na expresséo ( 2.24 ) tem-se:
T=pB8x*yGo (2.25)

onde B adimensional é um coeficiente obtido da Tabela 2.1.

Tabela 2.1 — Coeficientes adimensionais de Saint-Venant para sec¢des retangulares.

PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1212054/CA

y/x K B a
1,0 0,675 0,141 0,208
1,2 0,759 0,166 0,219
1,4 0,822 0,187 0,227
1,6 0,869 0,204 0,234
1,8 0,904 0,217 0,240
2,0 0,930 0,229 0,246
25 0,968 0,249 0,258
3,0 0,985 0,264 0,267
4,0 0,997 0,281 0,282
50 0,999 0,291 0,291
10,0 1,00 0,312 0,312
100 1,00 0,331 0,331
0 1,00 0,333 0,333
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Figura 2.6 — Distribuicéo de tens6es cisalhantes devido a tor¢do numa secao retangular.

A tensdo méxima (Figura 2.6) é dada por:
Tmax = kKGO x (2.26)

sendo k é uma funcdo de y/x (Tabela 2.1).

Isolando-se G6 nas expressdes (2.25) e (2.26 ) tem-se:

(2.27)
T = E xzy Tmax
Sendo o coeficiente a a razdo entre S e k, e isolando-se 7,4, Obtém-se:
T (2.28)

Tmax = 7
ax‘y

As distribuicbes de tensfes ao longo das faces externas de secOes
retangulares genéricas sdo apresentadas na Figura 2.7, para diferentes razdes entre

os lados x e y.
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Figura 2.7 — Distribuicdo de tensfes de St. Venant ao longo das faces de uma secao retangular

(escala horizontal expandida). Adaptado de Hsu (1984).

A Teoria de Saint-Venant gera resultados bastante precisos para analises

elasticas em vigas de concreto de secdo retangular submetidas a momentos de
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torcdo de baixas magnitudes. Quando o valor da solicitacdo é elevado ha o
surgimento de microfissuras que afastam o material do seu comportamento
elastico-linear. A Figura 2.8 mostra 0 comportamento de uma curva experimental

sobreposta com a reta obtida pela Teoria Elastica classica.

rSt. Venant

Experimental
Tipico

L
91‘90 Bexp

Figura 2.8 — Curva tipica momento de tor¢ao versus angulo de tor¢éo por unidade de
comprimento. Adaptado de Hsu (1984).

A ruptura do concreto € fragil, logo a divergéncia entre as curvas tedrica e
experimental € pequena, permitindo que o método seja utilizado para determinar
uma aproximacdo do momento de torcao de ruptura. Adota-se a hipétese de que a
ruptura ocorra quando a tensdo principal maxima atuante o,,s;, Se iguala a
resisténcia a tracdo do concreto f;. COmo g5, = Tmax NA torcdo pura (Figura

2.9), 0 momento de torcao de ruptura é dado por:
Ty etastico = @ xzy ft (2.29)

onde f; é aresisténcia média a tragdo do concreto, obtida experimentalmente.

e
”

-

Figura 2.9 — Circulo de Mohr para tor¢éo pura.
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2.3.2. Andlise Plastica

Nadai em 1923 utilizou uma teoria semelhante a Analogia da Membrana de
Prandtl proposta em1903, para uma andlise plastica do problema da tor¢cdo de
elementos homogéneos. As mesmas hipoteses da Teoria de Saint-Venant foram
utilizadas e foi obtida uma expressdo para 0 momento de torcéo de ruptura similar
a do método elastico. O momento de tor¢do admitindo-se que o material esteja no

regime pléstico perfeito é dado por:
Tu,pléstico = 0p xzy ft ( 2.30 )

onde a,, € uma funcéo de x e y:

0 = (0,5 _ 6x_y) (2.31)

O coeficiente a,, € aproximadamente 50% maior que 0 a utilizado na Teoria
Elastica. Isso justificaria o acréscimo de resisténcia apresentado nos experimentos

apos a fissuracéo.

Existem trés fatores que questionam a validade da Teoria Plastica para
analise de vigas de concreto, ou seja: a) ndo é possivel observar um
comportamento plastico expressivo do concreto na tracdo, b) a ruptura de
elementos de concreto solicitados a torcdo é fragil; ndo se consegue obter
experimentalmente uma rotagdo plastica expressiva. Tem-se também o efeito de
escala para elementos de pequenas dimensdes; o valor teérico do momento de
torcdo de ruptura & menor que o experimental, ocorrendo o inverso para elementos
de grande porte.

A Figura 2.10 mostra o comportamento tipico a tracdo e a compressao de
corpos de prova de concreto.
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Figura 2.10 — Diagrama tens&o versus deformacao especifica do concreto submetido a tracéo
€ compressao uniaxiais.

2.3.3. Flexao-Esconsa

Hsu (1968) concluiu que a dificuldade de utilizar as teorias elastica e
plastica para determinacdo do momento de tor¢do de ruptura seria um indicio que
essas ndo seriam bons modelos tedricos para representar 0 comportamento de
vigas de concreto armado solicitadas a torcéo.

Esse autor ensaiou vigas de concreto com baixa taxa de armadura e
solicitadas a torcdo. Utilizando fotogrametria observou que a primeira fissura tem
inclinacdo de 45° com relacdo ao eixo da viga e forma bastante regular remetendo
a um esforco de tracdo. A abertura aumenta de largura e comprimento
progressivamente com o aumento da solicitacdo compressao. Na face oposta a que
ocorreu a primeira fissura notou-se uma fissuracdo irregular, com esmagamento
do concreto, remetendo & solicitacdo de compressdo. Esse estudo reafirma o
modelo de ruptura da flexdo-esconsa apresentado por Lessig em 1959.

Hsu (1968) obteve uma nova expressdao para 0 momento de tor¢do de
ruptura. Baseado na teoria da Flexdo Esconsa deduziu que o momento de torgéo
aplicado é equilibrado por duas componentes atuantes na superficie de ruptura: a

componente T;, devido a flexdo, e a componente T; devido a tor¢do (Figura 2.11).
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Figura 2.11 — Componentes de flex&o e de torcdo em uma viga de concreto: (a) componentes
do momento de torcao; (b) tensGes em um elemento na face da viga. Adaptado de Hsu
(1984).

O"c Oy = t

—t

De acordo com a teoria eléstica de flexdo:

Ty, = Tyyp cosgp = % csco fr (2:32)
x%y (2.33)
Tnp = (T fr) csc(2¢)

onde
T, — momento de torgéo;
¢ —éangulo formado entre a fissura principal e o eixo longitudinal da viga;

fr —tenséo de fissuragéo do concreto.

Minimizando-se a expressdo ( 2.33 ) em relagdo a ¢, obtém-se o angulo

equivalente ao momento de tor¢do minimo:
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dTnp xzy tem-se ( 2.34)
b = Tfr (2cot2¢ csc2¢p) =0 —— ¢ = 45°

Substituindo-se ¢ = 45° na expressdo ( 2.33 ) obtém-se 0 momento de
torcdo maximo devido a contribuicao da parcela de flex&o:

x*y (2.35)
T =3

Um elemento A retirado da face principal da viga (Figura 2.11) esta
submetido a um estado de tensdes de tracdo devido a T}, perpendicular a fissura, e
a tensdes de compressao de igual magnitude na direcdo da abertura devido a T;.
De acordo com os ensaios realizados por McHenry e Karni apud Hsu (1984), a
parcela de compressédo reduz em 15% a resisténcia a tracdo do concreto. Como a
ruptura do concreto na flexdo ocorre devido a tracdo. Hsu (1968) propds que a
expresséo ( 2.35 ) deveria ser reduzida por um fator de 0,85 para consideragéo da
parcela de compressao:

x%y (2.36)
Tnp = T (0'85 f;‘)

Como a tensdo de fissuracdo do concreto ndo € facilmente obtida, Hsu
(1984) propBGe uma expressdo empirica para expressa-la a partir da resisténcia a
compressédo do concreto. Nessa expressao as unidades ndo sao consistentes, tendo-

se que utilizar as tensGes em psi e as dimensdes em polegadas. Assim:
10 (2.37)
=21 (1 + ?) [T

onde £, é aresisténcia média a compressao do concreto obtida experimentalmente.

A expressdo ( 2.36 ) apresenta um novo critério de ruptura para vigas de
concreto de secdo retangular solicitadas a tor¢ao pura: a ruptura ocorre quando a

tensdo de tragdo provocada pela componente de flexdo alcancga a resisténcia do
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concreto. A Figura 2.12 mostra os campos de tensdes e a forma da fissura de uma
viga engastada submetida a torcéo pura.

a) A
1
\i Pa
0

7_7__7_7_7__1‘_{ ‘l, P 7 .
Nl

Figura 2.12 — Tens@es devido a torgdo em uma viga de concreto de se¢do retangular: a)
tens@es de cisalhamento; b) tensbes principais de T; e T,; c) trajetéria helicoidal das
fissuras. Fonte: MacGregor apud Bastos (2005).

2.4. Torcao em Vigas de Concreto Armado de Secdo Retangular

2.4.1. Comportamento de Vigas sem Armadura Transversal

As vigas de concreto sem armadura interna se comportam de modo
semelhante ao modelo descrito por Hsu (1984) para vigas de concreto subarmadas

apenas com barras longitudinais.

Antes da fissuragdo a curva momento de tor¢do versus angulo de torgédo
pode ser descrita pela teoria elastica discutida no item 2.3.1. A ruptura é fragil e

coincide com o aparecimento das primeiras fissuras (Figura 2.13), entéo:
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T, =T, (2.38)

onde
T, — momento de torcdo de fissuracdo da viga sem armadura transversal;

T,, —momento de tor¢do ultimo da viga sem armadura transversal.

Tn

= ALTATAXA DE REFORGO

i~

BADA TAXA DEREFORGD

Figura 2.13 — Tipica curva T x @ para vigas de concreto sem armadura transversal, com
armadura longitudinal. Fonte: Hsu (1984).

2.4.2. Comportamento de Vigas com Armadura Transversal

A Figura 2.14 apresenta os resultados obtidos por Hsu (1984) para vigas de
concreto armado de mesma geometria e taxa de armadura varidvel. Esse autor
constatou que o comportamento de todos os elementos era semelhante a das vigas
sem armadura transversal até a solicitacdo atingir o momento de tor¢do de
fissuragdo. Apos esse limite existe um incremento e um patamar em que a viga
continua se deformando sob carregamento constante até a ruptura. Hsu observou
que o acréscimo de resisténcia apds a fissuracdo é proporcional a taxa de

armadura de acordo com a relagdo empirica:

T =(1+4p)T, (2.39)

onde
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T, — momento de tor¢do de fissuragdo da viga reforcada com estribos;
p —taxade armadura total (somatorio da taxa longitudinal e transversal);

T, —momento de torcao ultimo da viga com apenas armadura longitudinal.
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Figura 2.14 — Curvas T x 8 para vigas de concreto armadas com diferentes taxas de armadura
de aco. Adaptado de Hsu (1984).

No capitulo 3 apresenta-se uma adaptacdo desse modelo de Hsu (1984) para

analise de vigas de concreto com armadura externa composta de estribos de CFC.
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