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Resumo

Sales, Renan Costa; Dumont, Ney Augusto. Implementacao de
elementos finitos hibridos planos para a analise de placas
e cascas finas ou moderadamente espessas. Rio de Janeiro,
2018. 89p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Engenharia
Civil e Ambiental , Pontificia Universidade Catdlica do Rio de
Janeiro.

A formulacao hibrida dos elementos finitos, proposta por Pian, com
base no principio variacional de Hellinger-Reissner, mostrou-se uma 6tima
alternativa para a construcao de elementos finitos eficientes que atendessem
a condigoes tanto de compatibilidade como de equilibrio. O potencial de
Hellinger-Reissner consiste na aproximacao de dois campos: um campo ten-
soes que satisfaz, a priori, as equagoes diferenciais homogéneas de equilibrio
do problema, e um campo de deslocamentos que atende a compatibilidade
ao longo do contorno. O conjunto de func¢oes nao-singulares que satisfazem
as equacgoes governantes de um problema é conhecido como solugoes funda-
mentais ou soluc¢oes de Trefftz, e é a base para a interpolacao do campo de
tensoes no método hibrido de elementos finitos. O presente trabalho apre-
senta uma metodologia geral para a formulagao de uma familia de elementos
finitos hibridos poligonais de membrana para problemas de elasticidade bidi-
mensional, assim como elementos finitos hibridos simples e eficientes a para
analise numérica de problemas de placa de Kirchhoff e Mindlin-Reissner.
Algumas contribuic¢oes conceituais sao introduzidas nas solugoes fundamen-
tais para a correta concepcao dos elementos hibridos em problemas de placa
espessa. O desempenho dos elementos é avaliado através de alguns exem-
plos numéricos, os quais os resultados sao confrontados com os de outros

elementos encontrados na literatura.

Palavras-chave

Elementos finitos hibridos;  elementos de placa e casca;  teoria de

Kirchhoff;  teoria de Mindlin-Reissner;
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Abstract

Sales, Renan Costa; Dumont, Ney Augusto (Advisor). Implemen-
tation of plane hybrid finite elements for the analysis of
thin or moderately thick plates and shells. Rio de Janeiro,
2018. 89p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Engen-
haria Civil e Ambiental , Pontificia Universidade Catélica do Rio
de Janeiro.

The hybrid finite element formulation, proposed by Pian, on the
basis of the Hellinger-Reissner variational principle, has proved to be a
good alternative for the development of efficient finite elements that best
attend compatibility and equilibrium conditions. The Hellinger-Reissner
potential assumes two trial fields: a stress field that satisfies the equilibrium
homogenous differential equation in the domain and a displacement field
that attends the compatibility along the boundary. The set of nonsingular
functions that satisfy the governing equations of the problem is known as
Trefftz or fundamental solutions. This work presents a general methodology
for the formulation of a family of polygonal hybrid elements for plane strain
problems, as well as simple and efficient plate elements for the numerical
evaluation of Kirchhoff and Mindlin-Reissner plate problems. Conceptual
approaches are introduced for the correct use of fundamental solutions in
the plate elements formulation. The performance of the proposed hybrid
elements is assessed by means of several numerical examples from the

literature.

Keywords

Hybrid finite elements; plate and shell elements; Kirchhoff theory;

Mindlin-Reissner theory;
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1
Introducao

1.1
Apresentacao do problema

1.2
Breve historico sobre a formulacao hibrida para elementos de placa

Desde o inicio da era computacional e dos estudos sobre elementos fini-
tos na década de 50, uma série de trabalhos foi desenvolvida para elementos
de placa. Dentre os elementos baseados na formulagdo dos métodos dos des-
locamentos (formulagdo convencional de elementos finitos), pode-se destacar
os elementos triangulares de placa propostos por Bazeley et al [1] utilizando
solugbes conformes e nao-conformes. Veubeke [2] propos em 1968 um elemento
com 16 graus de liberdade (GDL) formado pela combinagao de campos de de-
flexdo ciibica em quatro regides triangulares delimitadas pelas bordas de um
elemento quadrilatero e suas diagonais. Neste elemento, a continuidade das de-
flexdes e rotagoes na interface foi satisfeita, e boa convergéncia foi obtida nos
resultados. Outros elementos de placa baseados no método dos deslocamentos
sdo: DKT (da sigla em inglés, Discrete Kirchhoff Triangle) proposto por Ba-
toz et al [3] e o elemento de placa de momentos constantes, desenvolvido por
Morley [4].

Apesar da boa convergéncia dos resultados, os elementos baseados em
deslocamentos frequentemente apresentavam problemas de enrijecimento na
situacao limite em que a espessura da placa espessa tende a ser fina. Como
forma de evitar este problema, o uso de integracao numérica reduzida foi
utilizado por diversos autores [1]. Contudo, isto ndo garantia a suficiéncia de
posto da matriz de rigidez.

Uma forma alternativa para a construcao de elementos livres de trava-
mento foi proposta por Pian e Lee [5] em 1978 com o uso de um principio
variacional hibrido, especificamente o potencial de Hellinger-Reissner, para a
formulagao de elementos de placa e casca. Os autores propuseram um elemento
quadrildtero curvo (24 GDL) e um elemento triangular curvo (18 GDL). Vale

mencionar que antes de Pian e Lee [5], Jirousek e Leon [6] em 1977 apresen-
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Capitulo 1. Introducio 15

taram uma forma geral de obtencao de elementos poligonais de placa a partir
do método variacional de Trefftz.

Um elemento hibrido quadrilatero, QHI, do tipo serendipity com 8 nés
para problemas de placa espessa e delgada foi desenvolvido por Munir e
Spilker [7]-[8] em 1980. Como forma de evitar modos esptrios e o travamento,
os autores utilizaram 22 soluc¢bes polinomiais que satisfaziam as equacgoes
diferenciais tridimensionais de equilibrio do problema de placa.

Na década de 80, um conjunto de elementos hibridos foi desenvolvido a
partir do principio variacional de Hellinger-Reissner. Em 1982, Tong [9] for-
mulou uma familia de elementos triangulares com distribuicdo de momento
constante, linear e quadratico no dominio. Ainda neste mesmo ano, os elemen-
tos quadrilateros PLAT8 (elemento serendipity) e PLAT8H, com aproximacao
das deformacdes cisalhantes independentes dos deslocamentos e das demais
deformagoes, foram propostos como um meio de evitar o travamento. Os para-
metros que regiam as funcoes lineares para a deformagao cisalhante, contudo,
quando admitiam pequenos valores ainda exibiam modos espurios e havia pre-
senga do efeito de travamento. Inspirado nestes elementos, PLATS8 e PLAT8H,
Lee e Zhang [10] em 1985 desenvolveram, também, um elemento triangular
com aproximacao da deformacgao cisalhante independente.

Uma grande contribuicao na formulagdo hibrida de placa com base na
formulagao de Trefftz foi o conjunto de elementos propostos por Jirousek e
Guex [11] em 1986 para problemas de flexdo de placas, e problemas particula-
res, como no caso de singularidades nos cantos e placas com furos circulares.
Em 1987, um eficiente elemento hibrido quadrilatero, HMPL5, para problemas
tanto de placa espessa como delgada foi sugerido por Saleeb e Chang [12] com
base, novamente, no principio de Hellinger-Reissner. Este elemento tem 5 noés
com 3 GDL por né, sendo quatro no canto e um no interno. Porém, este né
interno é eliminado por condensacgao estatica, resultando o total de 12 GDL
no elemento. Como forma de evitar o travamento, o nimero de func¢oes para
aproximacao do campo de tensoes foi estabelecido a partir do indice de res-
tri¢oes (do inglés, constrained index) proposto por Malkus e Hughes [13] em
1978. Este indice é definido por ¢; = ny — n., onde n;, é o nimero de GDL
acrescentados por um elemento quando adicionado a uma malha existente de
elementos finitos, e n, é o nimero de restri¢oes aplicadas em situagoes limite,
como € o caso do problema de placa fina. Assim, para que o modelo seja livre
de travamento, o indice de restri¢do deve ser ¢; > 1.

Ainda no final da década de 80, Batoz e Lardeur [14] desenvolveram
o elemento triangular DST (da sigla em inglés, Discrete Shear Triangle),

para problemas de Mindlin-Reissner, como uma generalizagdo do conhecido
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elemento DK'T. Uma interessante caracteristica deste elemento é que a medida
que o efeito cisalhante pode ser negligenciado, o elemento DST tende ao
elemento DKT [14].

Em 1990, Petrolito [15] elaborou um conjunto de elementos quadrildteros
para problemas de placa espessa, utilizando as solucoes de Trefftz para a
aproximagao do campo de tensoes nos elementos. Estas solugoes satisfazem a
equacao biharmomica do problema e, como serd mostrado posteriormente nesta
dissertacao, estas solugoes atendem as condicoes de equilibrio do problema.
A interpolagao do contorno é feita utilizando fung¢oes quadraticas e cubicas.
Para incluir o efeito cisalhante, duas funcoes relacionadas com as derivadas do
laplaciano sao acrescentadas as expressoes de rotagao. A mesma conclusao para
estas fungoes pode ser obtida, de uma forma mais consistente, simplesmente
adotando ¥ = 0, como serd visto no Capitulo 2 deste trabalho. Apesar da
construgao, supostamente consistente e robusta utilizada por Petrolito, alguns
elementos apresentaram modos espurios na matriz de rigidez. Além disto, por
Petrolito nao ter feito uso de polindmios completos nas solu¢oes fundamentais,
a convergéncia exata da solugdo nao é garantida em geral [16].

Desta forma, Jirousek et al [16] em 1995 apresentaram um conjunto de
elementos com polimémios completos na aproximacao do campo de tensoes.
Além das solugoes fundamentais, dadas pela solugao da equacgao biharménica,
solucoes de Bessel modificadas de primeira espécie, inerentes a contribuicao
da deformacao cisalhante, sdo utilizadas. Entretanto, essas solugoes de Bessel
levam a resultados divergentes ou convergentes para uma solugdo proxima da
exata, além de serem solugoes de dificil integracao numérica. Um breve estudo
sobre o limite para placa espessa e fina e o comportamento dessas solugoes de
Bessel sera apresentado no Capitulo 3 deste trabalho.

Uma interessante contribuicdo foi feita por Piltner [17] em 1992 com
modifica¢oes das equagodes do problema para incluir os efeitos de empenamento
em um elemento hibrido baseado na formulagao tridimensional de placa.
Outras contribui¢oes da década de 90 foram desenvolvidas por Auricchio e
Taylor [18], com o elemento T3-2LIM, em que utilizam fungdes de interpolagao
tipo bolha para o campo de deslocamento; e os elementos quadrilateros
formulados por Pereira e Freitas [19], em que polindmios de Legendre foram
utilizados para aproximacao dos campos de tensoes nos elementos. Contudo,
os elementos formulados apresentaram pouca sensibilidade a mudancas na
espessura, e baixa convergéncia com o aumento da razao de distorcao.

Os recentes trabalhos sobre elementos hibridos de placa se concentraram
bastante no aprimoramento dos elementos ja desenvolvidos, com destaque para
os elementos MiSP3+ [20], 96Q4 [21] e, THT-7 e QHT-11 [22]. Sobre estes dois
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ultimos elementos, como modo de encontrar fung¢oes de forma no contorno que
comportassem como a viga de Timoshenko, os autores [22] fizeram o uso das
proprias fungoes de forma da viga de Timoshenko na interpolagao ao longo do
contorno, e para o campo de tensoes fizeram o uso das solugoes da equacgao
biharmonica. Isto garantiu precisao e convergéncia dos resultados numéricos.
No entanto, os elementos tinham baixa sensibilidade as distor¢oes da malha.
Essas funcgoes de interpolagao de Timoshenko ao longo do contorno foram
empregadas, também, na formulacao de elementos hibridos triangulares com
6 nos, TH6-155 e TH6-275 [23]. Os dois elementos sao tém muitos graus de
liberdade com um total de 18 GDL, e se distinguem entre si pelo ntiimero
de solugoes utilizadas para aproximar o campo de tensdes. O comportamento
nas avaliacoes numéricas do elemento TH6-27/ foi bastante satisfatorio, sem
a presenga de travamento ou modos espurios, além de 6tima convergéncia dos
resultados, diferentemente do elemento TH6-155 que apresentou convergéncia

lenta e 2 modos espurios.

1.3
Objetivos
Em vista da série de elementos de placa apresentados, e como forma de

obter os elementos mais simples de placa, este trabalho visa a:

1. Desenvolver uma metodologia geral para obtenc¢ao de elementos hibridos
poligonais de membrana para problemas na elastostatica, mas que sejam
aplicaveis a problemas dindmicos no dominio da frequéncia, assim como

desenvolvido por Dumont e Prazeres [24]-[25].

2. Desenvolver uma formulacao simples para construcao de elementos hibri-
dos nao-conformes mais simples possiveis para problemas de Kirchhoff e
Mindlin-Reissner no caso estatico, mas que permitam, também, a repre-

sentacao no dominio da frequéncia;

3. Avaliar o desempenho dos elementos hibridos desenvolvidos em compa-

racao com outros obtidos na literatura;

4. Apresentar a construcao de elementos de cascas simples a partir da
combinacao dos elementos hibridos de membrana e de placas obtidos

no trabalho.
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1.4
Estrutura do trabalho

Esta dissertagao ¢ dividida em seis capitulos: Introdugdo, Revisao bi-
bliogrdfica, Solugoes fundamentais nao-singulares, Formulacio dos elementos
hibridos, Avalicao numérica e Conclusdo.

No Capitulo 1, Introdugdo, sao apresentados os objetivos deste trabalho
e um breve historico sobre as formulagoes convencional e hibrida de elementos
finitos em problemas de placa.

No Capitulo 2, Revisao bibliogrdfica, os conceitos basicos de elasticidade
e placa, segundo a teoria de Kirchhoff e Mindlin-Reissner, sao discutidos.
Além disso, o principio variacional de Hellinger-Reissner é apresentado, e a
formulacao hibrida de elementos é desenvolvida, com a particularizacdo para
problemas gerais de placa.

No Capitulo 3, Solugoes fundamentais nao-singulares, sao obtidas as
solugoes fundamentais que satisfazem as equagoes diferenciais governantes dos
problemas para elasticidade plana e de placa.

No Capitulo 4, Formulagdo dos elementos hibridos, é apresentada a for-
mulagao geral para o desenvolvimento de elementos poligonais para problemas
de membrana e de placa. Os seguintes elementos hibridos sao desenvolvidos:
HELMT3, HELMQ4, HKPT6, HKPQS8, HMPT6 e HMPQS.

No Capitulo 5, Avaliagdo numérica, a convergéncia e o desempenho
numérico dos elementos hibridos desenvolvidos no Capitulo 4 sao testados e
comparados com os resultados de outros elementos encontrados na literatura.

No Capitulo 6, Conclusdo, sao descritas as conclusoes obtidas no desen-
volvimento e na avaliacao dos elementos. Além disso, sdo apresentadas algumas

sugestoes para trabalhos futuros.
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2
Conceitos teodricos

Neste capitulo sao apresentados os conceitos da teoria da elasticidade,
da teoria de placas de Kirchhoff e Mindlin-Reissner e os fundamentos da

formulacao hibrida de elementos finitos.

2.1
Conceitos de teoria da elasticidade

A teoria da elasticidade consiste no estudo da resposta, em tensoes
e deformagoes, de sélidos sujeitos a carregamentos prescritos estaticos ou
dindmicos [26]. As equagoes bésicas da teoria da elasticidade sao: a equacao de
equilibrio, a equacao de compatibilidade e a relagao constitutiva do material.
A solugdo de um problema de elasticidade deve atender as equagoes basicas
acima e, também, satisfazer as condi¢oes de contorno do problema, tanto em
termos de forgas prescritas como deslocamentos prescritos.

A abordagem dos conceitos de elasticidade pode ser entendida a partir
de um sistema global de coordenadas, o qual engloba os deslocamentos u; e
as forcas relacionadas f; que atuam no dominio do corpo Qf, assim como as
forcas de superficie ¢; que atuam no contorno do corpo I'. Usa-se também um
sistema infinitesimal local em que se descrevem as deformacoes €;; e as tensoes
0;; atuantes no corpo. No desenvolvimento a seguir, os indices ¢ e j assumem
os valores 1, 2 ¢ 3 e se referem as coordenadas cartesianas z, y e z. Indices
repetidos indicam somatério.

Seja um corpo eldstico submetido a forcas de corpo b; no dominio 0,
a forcas de superficie t; no contorno I', e a deslocamentos w; no contorno
complementar I', (Vide Fig. 2.1). As equagbes de equilibrio que relacionam
as forcas, referenciadas no sistema global de coordenadas, com as tensoes,

referenciadas no sistema local sdo:

Ojiyj T b, =0 em (2—1)

Oji = Oij em Qt (2—2)

oijn; = t; em I', (2-3)
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Figura 2.1: Corpo elastico.

Analogamente, a equacao de compatibilidade que relaciona o desloca-

mento u;, no sistema global, com as deformacoes €;; no sistema local, é:

1
Gij = 5 (ui,j + Uj,z') em Qt (2-4)

Tem-se também a equagao de compatibilidade no contorno:
U = U em I, (2-5)

As tensoes e deformacoes relacionam-se a partir da equacao de compati-

bilidade por meio do tensor elastico Cjj:
0ij = Cijrier = Cijritip,l (2-6)

O tensor elastico Cjji; tem as propriedades de simetria Cijm = Cjin,
Cijrl = Cijik € Cijir = Chyij- No nosso estudo, Cjj; corresponderd a um material

linearmente eldstico, isotrépico e homogéneo. Assim, Cj;i; pode ser expresso

como: e
Cijii = Eéijékl + G001 + 0djk) (2-7)
onde v é o coeficiente de Poisson, G é o médulo de elasticidade transversal, e

0;; corresponde ao delta de Kronecker, dado por:

1 -
5ij—{ e (2-8)
0 sei##j

A introducdo das Egs. (2-4) e (2-7) na Eq. (2-6) conduz a conhecida

equacao de Navier da elasticidade:

G, ki + Upski + 0; =0 (2-9)

1—2v
Vale mencionar que a equacao de Navier corresponde, para problemas bidi-
mensionais de elasticidade, ao problema no estado plano de deformacoes, ou

seja, com €, = €,, = €,, = 0.
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As equagoOes acima podem também ser expressas em termos do modulo
de elasticidade longitudinal ou moédulo de Young, E, valendo a relacao £ =
2G (1 +v).

2.2
Teoria de placas

Nesta secao é apresentada a formulacdo das equagbes que governam o
problema de placa para as teorias de Kirchhoff e Mindlin-Reissner. Sabendo
que a teoria de Mindlin-Reissner pode ser vista como uma generalizagao,
para placas espessas, da teoria de Kirchhoff, a descricado matematica do
comportamento da placa de Kirchhoff, neste tépico, serd abordada como um

caso particular da teoria de Mindlin-Reisser.

2.2.1
Conceitos teodricos da teoria de Mindlin-Reissner

Uma placa é definida como um elemento estrutural que tem suas di-
mensoes muito grandes comparadas com sua espessura, e, devido a isto, nor-
malmente nao é necessario defini-las utilizando equacoes da elasticidade tridi-
mensional [27]-[28]. Assim, seja um elemento de placa em um sistema carte-
siano (z,y, z). O dominio total Q' do elemento é definido neste sistema como
Q' = {(z,y,2) e R € [-L,L] ,(z,y) € Q € R?}, onde Q corresponde & érea
da placa e t é a sua espessura.

Na teoria de placas de Mindlin-Reissner, trés premissas sao introduzidas

para descricao desta teoria:

(i) Asnormais a superficie média da placa antes da deformacao permanecem

retas apos a deformacao, mas nao necessariamente normais a ela;

(ii) A tensdo o,, na direcdo normal da superficie média tem seu efeito

desprezado;
(iii) As deformacoes €., €,, € €,, também sao desprezadas.

De forma a definir as relagoes cinematicas e constitutivas da placa, seja o
seu campo de deslocamentos nas diregoes x, y e z, respectivamente, definidos

como
u(z,y,z) = 20,

v (33', Y, Z) = _Zﬁx (2—10)
w(z,y,2) =w(x,y)
onde 3, e [, sao rotagoes com respeito as direcdes x e y, respectivamente,
conforme a Fig. 2.2. Portanto, as deformagoes para o problema de placa sao

expressas a partir deste campo de deslocamentos na Eq. (2-10) como
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Exx = Zﬁy,x
Eyy = — 2Py (2-11)
Yoy = % (ﬁyy - ﬁx,x)

Figura 2.2: Sentido das rotagoes 3, e 3,.

Os termos equivalentes as deformagoes cisalhantes serao obtidas na sec¢ao

2.2.2.1, de forma consistente em termos de trabalhos virtuais.

2.2.1.1
Equacdes de equilibrio no elemento infinitesimal de placa

Seja um elemento infinitesinal de placa sob carregamento genérico g
distribuido, com as convencoes de sinal para os momentos e forcas definidas
na Fig. 2.3.

A partir do equilibrio das forgas nos elementos infinitesimais, Fig. 2.3, as
relagoes de equilibrio da placa no dominio (£2) e no contorno (I') sdo obtidas

por
Mx:c,a: + Myz,y - Qx =0

Myy,y + Mafyw - Qy =0 (2‘12)
Qy,y + Qm,m +q= 0

My = My + Myyn,
My, = —My,n, — My, (2-13)
Qn = Qunz + Qyny
onde n, e 1, sao componentes do vetor normal. E interessante mencionar que
estas mesmas relagoes de equilibrio serao obtidas, posteriormente, a partir do
potencial de Hellinger-Reissner.
A introdugao das equagoes de elasticidade, Egs. (2-6) e (2-11), para meio

linearmente elastico, homogéneo e isotrépico, nas expressoes de momentos
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20
+—=dy
‘ 9. 9 oy -
; M.
v v M,, +——dy
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e ‘ﬁA‘A q JM“ + = d
o [ / 0y
’ A,
7 Q\, + O?\ dx
o oX
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oMy \ oM,
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2.3(a): Elemento infinitesimal de placa.
N
z /N
=
.
it
Ex

2.3(b): Se¢do do elemento infinitesimal de placa para equilibrio
no contorno.

Figura 2.3: Esquema para obtencao das equagoes de equilibrio da placa.

fornecem as seguintes relagdes entre momentos e curvaturas:

t/2 E t/2
M:m: — / UﬁmZdZ = / (Exm —+ ngy) ZdZ - K (ﬁy,x - Vﬁx,y)

)2 L—v2 ) 4

t/2 E t/2
Myy — / O—yyzdz = / (€yy + 7/555;(;) zdz =K (_Bx,y + Vﬁy,az)
—t/2

1 _V2 —t/Q

t/2 t/2
M,, Tey2dz = G/ Yoyzdz = K(1 —v)/2 (Byy — Box)
—t/2 —t/2
o (2-14)
onde K = ————— é o médulo de rigidez a flexdo da placa.
12(1 — 12)
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2.2.1.2
Avaliacao consistente da deformacao cisalhante

Como é necessaria uma expressao consistente das forcas e deformagoes
cisalhantes, um estudo por meio da equagao homogénea de equilibrio de tensoes
0ji,; = 0 é realizado, com a introdugao das relacoes constitutivas apresentadas

na secao 2.1. Desta forma, as seguintes equagoes sao obtidas:

Orx,x + Try,y + Tez,z = 0

—Ez
= Tazz = 1-.2 (Byez = VBaay) = Gz (Byyy — Bray) (2-15)
E z

t2 2
= Tez = [m (By,xac - Vﬁx,xy) + G (ﬁyyy - 5x,xy):| (g - 5)

Toyx T Oyyy + Tyzz = 0

Ez
= Tyze = — 1.2 (_Ba:,yy + Vﬁy,xy) -Gz (6y,xy - ﬁx,xaﬂ)
E 2 22
= Ty = {m (= Bayy + VByay) + G (Byay — ﬁrm)} <§ Y
(2-16)
Teww + Toyy + 022, = 0 efeito ndo considerado (2-17)

Nas Eqgs. (2-15) e (2-16), a integracdo dos termos 7,, e 7,, com relacao
a direcdo z é realizada, com as constantes de integracao determinadas de tal
modo que 7,, = 7,, = 0 para z = £t/2. Ao introduzir as expressoes de forcas
Q) e Qy, a partir das duas primeiras expressoes de equilibrio no dominio na

Eq. (2-12), nas Eqgs. (2-15) e (2-16), os termos 7, € T,, sdo reescritos como

12 /2 22
rz — T2\ & T & T 2-1
= (8 g ) 0 (218)
12 [/ t2 22
n-w(5-3)o (219

Os deslocamentos verticais dh,, = Yoz.dx e dh,, = vo,.dy entre as faces
de um elemento infinitesimal de placa devidos a deformacao cisalhante sao

definidos em termos dos trabalhos virtuais como

t/2 144 022 2\ ? 6
5Qdhy.dy = ddy / 570 T s = 6Quddy 2O / < - Z) iz = 6Qududy> 2

7t/2 G Gt6 715/2 8 2 5Gt

(2-20)

t/2 T, 144Q) V22 p2\? 6Q

0Q,dh,.dx = dxd 07y —Ldz = 6Q,dxd Y — — ) dz = 6Q,dxdy-=L
@ydhyzdr ““J/t/2 Ty @2 = 0Qydrdy =g /W(s 2> 2= 0Qydvdyz oy
(2-21)

A partir de uma interpretacao geométrica, é interessante perceber que

dh,.dy e dh,.dx sao as superficies sombreadas na Fig. 2.4. Portanto,
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Figura 2.4: Plano de referéncia da placa sujeita a rota¢oes no plano, dadas por
dhy, e dhy,.

Yozz = 9% = Q.
T 5Gt T Gt i
1o} ; (2-22)

onde t, é a espessura efetiva da placa.

Como pode ser constatado, as tnicas expressoes consistentes das defor-
magoes cisalhantes transversais sa0 Yoz € Yoyz, Eq. (2-22), e foram obtidas em
termos de trabalhos virtuais. Assim, por meio da Eq. (2-22), as expressoes das

forcas cisalhantes ), e @, na placa sao:

Tz = Gts Tz
Q 70 (2-23)
Qy = Gts'YOyz

2.2.1.3
Equacdes governantes do problema geral de placa

O problema de placa é regido por 8 equacoes e 8 variaveis: 5 forcas
generalizadas (M, M,,, M, Q, € Q) e 3 deslocamentos generalizados (3,
By € w), segundo as Egs. (2-12), (2-14) e (2-23). Como forma de reduzir este
conjunto de equagoes para apenas 3 equacoes de deslocamentos, Marguerre
[29] introduz os seguintes invariantes, dados pela combinagao das derivadas

das rotagoes:
® = 574,1 - B:p,y

U= ﬁy,y + Bx,x
A primeira e a segunda expressoes da Eq. (2-12) sdo introduzidas na

(2-24)

terceira expressao, de forma a eliminar os termos @), e @,. Logo,
an:yzz + 2M:cyaxy + Myyayy = —q (2_25)

A substituicao da Eqgs. (2-14) e (2-23) na Eq. (2-25) conduz a primeira
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das trés equagoes governantes:

V2P = —% (2-26)
02 02
deot V%= — + —— ¢ o laplaciano.
onde o termo 572 + 012 € o laplaciano

Para as duas ultimas equacoes, primeiramente, sao introduzidas as Eqs.
(2-14) e (2-23) nas duas primeiras expressoes da Eq. (2-12). Solucionando para

W, € Wy, obtém-se

K 1—v
Yoxz = a (¢,x + 9 \I/7y) (2—27)

K 1—v
rYOyZ = G_t (q)ﬁg — 5 \Ij,x) (2—28)

A partir de interpretacoes geométricas da diferenca entre as rotacoes da

placa e das derivadas do deslocamentos,

Yozz = By + W

(2-29)
Yoyz = _Bz + Wy

obtém-se das Eqgs. (2-27) e (2-28) as duas tultimas equagdes governantes do

problema em termos dos invariantes ® e W,

2 = —p — 1 2
Vaw at. (2-30)
Kl-v_,
- U= 2-31
a2 \Y 0 (2-31)

Aplicando o laplaciano na Eq. (2-30) e introduzindo a Eq. (2-26), conduz
a equacao biharmonica que governa o problema de placa:
_q V%
K Gt

As relagOes constitutivas entre momentos e curvaturas, assim como entre forgas

Viw (2-32)

e deformagdes, podem ser expressas matricialmente a partir das Eqgs. (2-14) e

(2_23)7

(M, ) 1y 00007 By ‘

M,, v 1 010 0 —Bos

My, p=K|0 0 5200 Byy — Buoa (2-33)
Qx 00 0,10 |e.+(1-v)/20,

L Q, ) 00 00 1] le,-(1-v/2v,)

onde as rotagoes 3, e [, sdo expressas a partir das Eqgs. (2-28)—(2-29) como
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K 1—
B:}c =Wy — o y V\I[ x
’ Gts ’ 2 ’
% 1- . (2-34)
/By — —w7x _|_ G_ts (@7:3 _|_ 2 g’7y)
No problema de Kirchhoff, a espessura t é pequena em presenca das demais
t2
dimensoes, tal que lim = lim ———— = 0. Entao, de acordo com as Egs.
t=0 Gty =0 5(1 — v)

(2-28), (2-27) e (2-31):
(2-35)

U=0 (2-36)

As expressoes da Eq. (2-35) apresentam uma restricdo geométrica na
secao transversal da placa, caracteristica da teoria de Kirchhoff, e semelhante
ao observado na hipétese de Euler-Bernoulli para o caso de viga, isto é, uma
reta normal a superficie média da placa antes da deformacao permanece reta e
normal apds a deformagao. Logo, a matriz constitutiva para a placa, segundo

a teoria de Kirchhoff apresenta-se como:

M,,) 1y 000 0] ( —wa )
M,, v 1 010 0| | —w,
{My p=K [0 0 5200 0|{—2uw,,p (2-37)
Q. 00 0,10/ @, |
L Q, | oo 001} o, )

2.3
Método hibrido dos elementos finitos

2.3.1
Solucdes fundamentais

Os campos de tensoes e deslocamentos no dominio Q' de um corpo
elastico podem ser definidos como a superposicao de uma solu¢gado homogénea

com uma solugao particular:

oy =05+ afj (2-38)

uf = ul +ub (2-39)

Os superscritos (%), (*) e (°) referem-se a tensdes totais, solu¢des homo-

géneas e solugao particular, respectivamente. Na Eq. (2-38), afj ¢ uma solucao
particular de Eq. (2-1), tal que

o 4+b;=0 em Q' (2-40)

Ji.J
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*

A solugdo homogénea o; ¢ dada em termos de solugoes fundamentais o7,

* _ *
= g'j

o =0 em Q (2-41)

§i,j im,jp:n
onde p; sao parametros nodais a determinar, os quais podem ou nao ter um
significado fisico definido.

Como visto na Eq. (2-41) para o problema de elasticidade, as solugoes
fundamentais sao um conjunto de fungoes de aproximacao ou de interpolagao
de campo que satisfazem as equacoes de equilibrio do problema no dominio, a
priori, e sdo independentes do contorno [30].

Assim como no campo de tensoes, o campo de deslocamentos u; pode
ser representado em termos dos parametros nodais de forca p; , a menos de

constantes de corpo rigido, como

* ok * r *
Uj = U, Py, + Ui ComPy, (2-42)
onde u},, é a solucao fundamental em termos dos deslocamentos correspondente
*
a 0

rigido, e C,, ¢ uma matriz de constantes arbitrarias relacionadas aos modos

ur, sao solugoes arbitrarias correspondentes a deslocamentos de corpo

de corpo rigido e aos pardmetros de forga pf, [26].

As solugoes fundamentais podem ser singulares ou nao-singulares. As
solugoes singulares sao bastante utilizadas na formulagao dos métodos de
elementos de contorno [30]. As solugdes fundamentais nao-singulares, também
conhecidas como fungoes de Trefftz, serdo utilizadas neste trabalho, como sera

visto a seguir.

2.3.2
Potencial de Hellinger-Reissner

A modelagem numérica de problemas de elasticidade para uma solucao
aproximada das Egs. (2-1) a (2-6) pode ser obtida pelo potencial de Hellinger-
Reissner, o que se baseia em dois campos: um de tensoes o;;, que satisfaz
homogeneamente as Eqgs. (2-1) e (2-2) a priori, e um campo de deslocamentos u
que satisfaz a Eq. (2-5). Consequentemente, o potencial de Hellinger-Reissner
¢ mais geral do que o utilizado no método convencional de elementos finitos
[31]:

—Iyr (Ufja ufl) = /Qt [U(?(Ufj) + (O?z‘,j + bi)“?] do* + /1“ (ti - Ujmj) u?df
(2-43)

O termo U diz respeito a densidade de energia de deformacio comple-
mentar, que pode ser expressa em termos da densidade de energia de deforma-

¢ao Uy na forma
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/U()C(Ufj)th:/ ijefdet—/ Uo(efj)th (2-44)
ot ot

Ot

Esta relagao pode ser visualizada na Fig. 2.5.

o :
6[]0(% 81'1661'/

00, I mzzzzz7

U, (G;)

Figura 2.5: Grafico da energia interna de um corpo elastico.

Este potencial levou ao desenvolvimento dos elementos finitos hibridos,
inicialmente proposto por Pian em 1964 [32]-[33]. Posteriormente, em 1987,
inspirado pelo trabalho de Pian, Dumont [34] propos o método hibrido de
elementos de contorno, no qual fez uso do potencial de Hellinger-Reissner
e de solugoes fundamentais singulares. Dumont e Prazeres [24] em 2004
apresentaram uma extensao para a formulacao de elementos finitos hibridas nos
moldes da formulagao hibrida de elementos contorno, utilizando os conceitos de
superposicao modal avangada para a modelagem de elementos finitos hibridos

de viga e trelica em problemas dindmicos no dominio da frequéncia.

233
Formulacdao do método hibrido dos elementos finitos

Neste topico, a partir do potencial de Hellinger-Reissner, Eq. (2-43),
e da sua condicao de estacionariedade, ¢ desenvolvida a metodologia para
construcao de elementos hibridos com o uso de solugoes nao-singulares. Devido
a0 uso destas solugoes, também conhecidas como fun¢oes de Trefftz ou solugoes
fundamentais, essa metodologia é, também, denominada como método de
Trefftz.

2.3.3.1
Formulacao do potencial de Hellinger-Reissner para o caso de solucdes
nao-singulares

Seja o potencial de Hellinger-Reissner dado na Eq. (2-43). Com a in-

troducao da expressao da densidade da energia de deformacgdo complementar

1
U¢ = —/ of.e8.dQ, obtém-se
0 2 o ij g
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S 1 S S S S
—Iyr (giﬁu?) = /Qt |:§(O-ij€ij) + (O'jm- + bz)uf} dOt + /F (ti — ijj) u;“dF

(2-45)
A substituicao das equacoes do campo de tensoes e deslocamentos no 2,

Egs. (2-38) e (2-39), respectivamente, na Eq. (2-45), com a posterior aplicagao
das equagoes de equilibrio de tensoes, Eqgs. (2-40) e (2-41), leva a

1
—Iyp = 5/ (ajjuzj + Ufjugj)th +/ ajjuzdet + / (t; — a;fmj - a;?mj)ufdf
Ot Ot I

(2-46)
Antes de iniciar a discretizagdo numérica de Eq. (2-46), como modo de

construir uma formulagdo em termos de integrais ao longo do contorno, é
realizada a integracao por partes e aplicacao do teorema de Green aos primeiro
e terceiro termos da Eq. (2-46), resultando
1 * *
—Ilyr = 3 / ormu; Al + / aijnju?df + / (t; — oM — U?inj)ude
r r
1 b, b

(2-47)
A discretizacao numérica ¢ feita pelas fungoes de interpolacao das tensoes

o;; € dos deslocamentos u; em termos dos parametros nodais de forca py, no

dominio Q, e pelos deslocamentos u{ ao longo do contorno do elemento, ou

seja,
i = OiimPm (2-48)
Ui = Uiy Py (2-49)
ul = uind, (2-50)

onde u;, sao fungoes de interpolacao de deslocamentos, de modo analogo ao
utilizado no método de elementos finitos, e d,, sdo pardmetros nodais de
deslocamentos.

A substituicao das Egs. (2-48), (2-49) e (2-50) no potencial de Hellinger-
Reissner, Eq. (2-47), conduz a

1
r

1
+ {/ (ti - 0?#7;’) Umdf} d,, + 5/ ol A0t
r

] 7]
Ot

(2-51)

Expressando a equagao acima em notacao matricial, e desconsiderando o
b b t .2 ~ .~ .
termo / t o;u; ;A€ ja4 que nao apresenta variagao e depende unicamente da
solucao particular, tem-se
1
Myr = p*" (EFp*—Hd + b) +d" (p—p®) (2-52)

em que F é a matriz simétrica de flexibilidade que transforma os parametros
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nodais de forcas p* em deslocamentos nodais d* no sistema interno de
coordenadas; H é a matriz cinematica que transforma deslocamentos nodais
d do sistema externo de coordenadas em deslocamentos nodais equivalentes
d* do sistema interno de coordenadas; b é um vetor de deslocamentos nodais
equivalentes as forcas de corpo; p sao forcas nodais equivalentes as forcas
atuantes na superficie do elemento; e pP sdo forcas nodais equivalentes as
forcas de corpo. As expressoes indiciais das matrizes e vetores descritos acima

Sao:

] = [F] = /F O myttadT (2-53)
H] = [H,,] = /F 0% jtindT (2-54)
[b] = [b] = /F o%,nubdl (2-55)
D] = [pa] = /F fittT (2-56)
%) = ) = [ hayuar (257)

A partir do principio da estacionariedade do potencial de Hellinger-

Reissner, obtém-se
—6Myg = 0p™" (Fp* —Hd +b) —dd" (H'p* +p> —p) =0  (2-58)

Assim, para valores arbitrarios de dp* e dd,

Fp*=Hd -b (2-59)
H'p" =p-p’ (2-60)

Solucionando p* na Eq. (2-59),
p*=F'(Hd - b) (2-61)

Obtém-se juntamente com a Eq. (2-60),
Kd=p- (p"—H"F'b) (2-62)

onde K é a matriz simétrica de rigidez positiva semi-definida que transforma

deslocamentos nodais em forcas nodais equivalentes, dada por
K=H'F'H (2-63)

O uso das solugoes nao-singulares leva a uma matriz H retangular com

dimensoes n® x n, onde n® é o ntimero de solucdes fundamentais que completa

d

um conjunto, em geral polinomial, para uma dada ordem, e n® é o nimero

de graus de liberdade do elemento [35]. A matriz F tem dimensoes n® x n®, e
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deve ser inversivel. A integracdo das matrizes H e F é obtida por quadratura
de Gauss-Legendre, por exemplo, por conta dos componentes polinomiais das
interpolagoes, conforme sera visto adiante.

Para que a matriz de rigidez K tenha o devido posto e nao apresente

modos espurios, o nimero de solugdes fundamentais deve ser definido tal que
n®>n?—n'" (2-64)

onde n” é o nimero de modos de corpo rigido do elemento.

2.3.3.2
Particularizacao do potencial de Hellinger-Reissner para o problema de
placas

A expressao do potencial de Hellinger-Reissner descrito na Eq. (2-46) é

repetida aqui por conveniéncia:

1 *
—Ilyr = 3 /Qt (ofui,; + o? u )th /ﬂ Uwu”th /F( Y a;’mj)ude

(2-46)
Com o desenvolvimento dos termos do potencial, conforme as relagoes entre

momentos e forcas com curvaturas e deformagdes, respectivamente, as seguin-

tes expressoes sao obtidas:

1 1
2 /Qt Uzyuz Jth - _/ [M;zﬁ* - M* Bzy + M;y (B::y o ;w” ds

2 2 (2-65)
o AT e e
1 t 1 * b * b * b b
5 /Qt OwuwdQ 2 / [Mm Yy Myy z,y + Mmy ( vy ﬁrwﬂ dQ2 (2 66)
i )
e v g e
/ tiuddl = / [ Moo 3 + MBS + Qrw?]dD (2-67)
T I
/F ormjufdl = M. + Mny) 85+ (=Mi,ne — M;,n,) Be]dl
+ f Qine + Qny) w]dl
(2-68)

[ otmutar = [ [t + M) 85+ (-, = Moy pEJar

+//r "1e + Qo) w?]dl

(2-69)
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A Eq. (2-29) foi usada na expressao dos termos sobre os quais os esforgos
cortantes (), e (), realizam trabalho nas Eqs. (2-66) e (2-67). A partir da
integragao por partes seguida da aplicacdo do teorema de Green, a Eq. (2-65)

pode ser reformulada como

1
5 /Q O.Zjul,det

A [(Mgma + Mjumy) By + (—Mgyne — Mjyny) B + (Qine + Qmy) w*]dT

[ My~ Q3) 85 (M My = @3) B+ (<03 = @)) w0

(2-70)
Nota-se que o termo com integracao no dominio €2 na Eq. (2-70) corres-

ponde ao conjunto de equagoes de equilibrio homogéneo para o problema de

placa, equivalente a Eq. (2-12) para o problema geral de elasticidade. Portanto,

M, o+ My, — Q; =0

rx,r

Mg,y + Mgy o — QZ =0 (2-71)

Q:v,z + Qy,y -
Assim, a Eq. (2-70) resulta em

]‘ t —
5 /Q O'ljul’]dQ

/r (M. + Myumy) By + (=M. — Myny,) B; + (Qane + Qyny) w]dl

(2-72)
Para uma formulacao baseada apenas em integrais no contorno, de modo

analogo ao feito na Eq. (2-65), é aplicada a integracao por partes seguida do
teorema de Green a Eq. (2-66). Desta forma, o potencial de Hellinger-Reissner

é reescrito como

—llyr =

1 1
( L + My,m,) (2/5;; + 8, - ﬂ;f) (M. + My,) (2/5’; + 8 - ﬂi)] dr

1 *
Ry ) Pt

[ (e = Ml = M) az (Mo + Ay -+ M) 52] T

+

\J—J

+ (Qn anz anu)
(2-73)
A discretizagao numérica do potencial de Hellinger-Reissner é realizada
na forma: My = M0
Ui = Ui Dry (2-74)
ud = uind,

Logo, pode-se expressar o potencial de Hellinger-Reissner na forma matricial
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1
g =p*" 3 / NTTTU*dl p* + / N*TTTuPdl — / N*TTTNdI d
I I I
F b
+d’ / N'm,dI' — / NT'Tm,dl
F >y \F 7
b p
(2-75)
onde T
N 0 ny, 0 0
T=1|0 -n -1 0 0 (2-77)
0 0 0 n n
T
u=p 5w ] (2-78)
T
ub:[ boBY wb} (2-79)
d d d T
N=| g, 6l wi ] (2-80)
T
b b b b b T
mp = [ Macac Myy Mxy Q:p Qy} (2_82)
Assim,
F = / N*TTTU*dr (2-83)
Tr
H= / N*TTTNdl (2-84)
r
b= / N*TTTuPdr (2-85)
r
p= / NTm,drI (2-86)
I
p° = / NTTmy,dl (2-87)
I

A matriz de rigidez do elemento de placa é obtida pelo mesmo procedimento

apresentado na secao anterior, conforme a expressao K = H'F~'H.

2.3.3.3

Propriedades espectrais das matrizes H e F

Seja a matriz W, cujas colunas formam uma base ortogonal de des-

locamentos nodais d relacionados com os deslocamentos de corpo rigido do

elemento. Para um elemento em equilibrio,
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WT(p-p®) =0 (2-88)

O produto WTW corresponde & matriz de identidade de ordem n". J4
o produto WWT é uma matriz idempotente tnica, invariante de ordem n?
e posto n” [36]. Além disso, em um dominio finito, a matriz W é a base do
espaco nulo da matriz cineméatica H, de forma que os deslocamentos de corpo
rigido nao sejam transformados em deslocamentos nodais no sistema interno

de coordenadas. Portanto,

HW =0 (2-89)
Assim, também deve haver uma matriz V cuja colunas sdo a base do
espaco nulo de H', e também formam uma base ortogonal do espaco de

coordenadas p* que nao podem ser transformados:

HTV =0 (2-90)

Vv =1 (2-91)
A partir da Eq. (2-89), como esperado para deslocamentos de corpo
rigido, a matriz de rigidez nao transforma deslocamentos de corpo rigido em

forcas nodais equivalente p:
KW =0 (2-92)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613084/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1613084/CA

3

Solucoes fundamentais nao-singulares

Este capitulo é dedicado a obtencao do conjunto de solugoes fundamen-
tais, ou solugoes de Trefftz, para aproximacao do campo de tensoes e deslo-
camentos em termos dos parametros nodais de forga, os quais serao utilizados
na formulagdo dos elementos hibridos de membrana e de placa. As solugoes
fundamentais obtidas se baseiam nos desenvolvimentos feitos por Dumont [30]
em suas notas de aulas sobre solu¢oes fundamentais e no trabalho de Prazeres
[26].

Na primeira se¢ao sao obtidas as solu¢oes fundamentais que satisfazem
a equacao homogénea de Navier para deslocamentos. Em seguida, as solugoes
fundamentais que satisfazem as equagoes biharmoénica e de Helmholtz, com
algumas consideracoes, sao desenvolvidas. Posteriormente, as solugoes parti-
culares sao obtidas para um carregamento uniformente distribuido atuando

sobre a placa.

3.1
Elastostatica

Seja a equagao de Navier, Eq. (2-9), apresentada no Capitulo 2 e reescrita

*

em termos dos deslocamentos uj,,, referente ao campo de deslocamentos o7;,,,

m?

em sua expressao homogénea,

1
i, o+ ———ul,, =0 em € (3-1)

im,jj T T 9, Yim.ji
O campo de deslocamentos u},, pode ser expresso em termo de uma

funcao potencial ®,,,,

1
im = Pim ok — 577 Phm,i 3-2
Wi kk 2(1_1/) km, ik ( )
Entao, o desenvolvimento das derivadas de u},, da Eq. (3-1), segundo a
Eq. (3-2), .
Ui i = Pim kkjj — mq)km’ikjj (3-3)
1 1—-2v

*

Ui ji = Dy kkji — m@km,jkﬁ = mq)jm,kkji (3-4)
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e a posterior introducdo das Egs. (3-3) e (3-4) na Eq. (3-1) leva a equagdo

biharmonica

Dimirji = VE(V2P4) = 0 (3-5)

Seja
Uy = V2®,, = V2@, (3-6)

onde ®;, = Pydim, € 0y é 0 delta de Kronecker. A Eq. (3-5) pode ser

reformulada como
V20, =0
V20, = ¥,

A primeira expressao da Eq. (3-7) pode ser resolvida expressando @

(3-7)

como o produto de duas fungdes em coordenadas polares (r,0),
Vo = f(r)g(0) = fg (3-8)
Substituindo a Eq. (3-8) na primeira expressao da Eq. (3-7), tem-se:
1 1
V2\110 = f,rr.g + ;f,’r‘g + ﬁfgﬁ@ =0 (3_9)

A aplicacao do procedimento de separagao de variaveis a partir de uma
constante m divide a equagao diferencial parcial, Eq. (3-9), em duas equagoes

diferenciais ordinarias. Logo,

1 m?
For + ;f,r — T_Qf =0 (3-10)
g0 = —m?2g (3-11)

A solugao geral da Eq. (3-10) é dada por:
f(r) = Bynr™ + Bopr™ ™ (3-12)

onde By, e Bsy,, sao constantes.
Como somente interessam solucoes que resultem em solugoes nao-
singulares, apenas o termo com r™ é vilido na solu¢do na Eq. (3-12). A solugao

da Eq. (3-11) conduz a seguinte solugao geral
g(0) = Cy,p, sin(mb) + Cap, cos(mb) (3-13)

Como se requer que a Eq. (3-13) obedega as condigoes de contorno

periodicas, ou seja,
g(—m) =g(r)

g (=) =g ()
somente se admitem valores inteiros para m. Logo, a solugao geral de ¥, é

(3-14)

expressa como
Uy = r"[Cyp sin(mb) + Coy, cos(mb)] (3-15)

Para a solugao da segunda expressao da Eq. (3-7), o mesmo procedimento


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613084/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1613084/CA

Capitulo 3. Solucbes fundamentais ndo-singulares 38

de separacao de variaveis em duas equagoes de coordenadas polares ¢ adotado,

ou seja, Dy = f(r)g(0) = fg. Desta forma, V?®, = ¥, apresenta-se como

1 1
frrg + ;fﬂng + ﬁfg’gg = r™[Cy,, sin(ml) + Capy, cos(mb)] (3-16)

A solugao de ®( é composta pela superposicao de uma solucao homogénea
®;, e uma solucao particular ®,. A solucao geral da parte homogénea ¢ a mesma
obtida na Eq. (3-15):

Oy, = r"[Chy, sin(nd) + Cyy, cos(nb)] (3-17)

Para a solugao particular ®,, supondo que g, tenha a mesma expressao

da Eq. (3-13), a Eq. (3-16) para a solugao particular resulta em

1 2
Py pp %fp —pm (3-18)
b T’n b /r'h
cuja solucao de f? é 2
P _ I 3-19
/ 4(m +1) (3-19)

Assim, a solucao particular ®, = fPg” é determinada como

m-+2
o, = 4(;1—“)[01" sin(mf) + Cyy cos(mo)] (3-20)
e a solucao geral de @y é expressa na forma

rm+2

(I)O =T [Cln sm(n@) + Ogn COS(’/LQ)] + m

[Cly sin(mb) + Csyyy, cos(mb)]
(3-21)
onde n e m sao inteiros positivos.

A solucao geral de &y pode ainda ser expressa como
Dy = r"[Chy, sin(nd)+Csyy, cos(nb)+Csy, sin((n—2)0)+Cly, cos((n—2)0)] (3-22)

As solugoes fundamentais de deslocamento u},, sdo obtidas através da
Eq. (3-2), transformando as coordenadas polares em cartesianas. O ntimero de
solugbes para um polindémio completo de ordem n é definido por 2(2n + 1)
termos para problemas de elasticidade bidimensional. Assim, as solugbes

fundamentais sao
1 1 13(x+y) 3@—y) z—y(T—8v) y—z(—8v)1 -
| |
(3-23)
Como se pode observar em Prazeres [26], as solugoes fundamentais de

*
uim—

deslocamento podem ser expressas alternativamente em termos da solugao da

equagao de Laplace por ®y = r?u}, onde

uy = 1" [Chy, sin(nd) + Cyy, cos(nd)] (3-24)
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Desta forma, a solucao geral de &y admite a seguinte formas:
Dy = r*"[C}, sin(nh) + Csy, cos(nd)] (3-25)
e as solugoes fundamentais de deslocamentos sao

. 3—4v 0 1 (5-8)z -y (T-8)y -z -
u. = | |
i 0 3—4v —y (7T—8v)x - (5—8v)y1---

(3-26)
que consistem de uma combinacao linear das expressoes da Eq. (3-23).

3.2
Problema geral de placas

Como as solugdes fundamentais de Trefftz consistem em solugoes homo-
géneas do problema, as equagoes governantes para problemas de placa, as Eqs.

(2-31) e (2-32) admitem a seguinte configuragao:

Viw =0 (3-27)

K (1-v)
Gty 2
A solugao da equacgao biharmonica ja foi determinada em termos de

V20 =0 (3-28)

coordenadas polares na se¢ao anterior. Portanto,

wyr, = 1" [Chy, sin(mb) + Cop, cos(ml) + Csy, sin((m — 2)6) + Clyyy, cos((m — 2)6)]
(3-29)

onde m é inteiro positivo.

A Eq. (3-29) admite para m = 0 e m = 1, uma e duas solugdes
fundamentais, respectivamente, e para cada novo grau de n mais quatro
solugoes sao adicionadas, correspondendo a um polinémio completo de ordem
m, com excecao de m = 2 onde ha apenas trés solucoes. Assim, com a

transformacao das coordenadas polares para cartesianas,

wfnz[l Y 1:32a:y x? — 92 I2+y233332y—y3 23— 3xy? 2Py + B :v3+1;y23---}

P (3-30)

Dado que ar. = 51— a equagao de Helmholtz, Eq. (3-28), pode ser
reescrita como 2

U — 1—0V2\If =0 (3-31)

Pelo mesmo procedimento adotado anteriormente, isto é, supondo que ¥ seja

formado pelo produto de duas fungdes em coordenadas polares,

W= f(r)g(0) = fg (3-32)

expressa-se a Eq. (3-31) como
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1 1 10
f,rrg + ;f,rg + ﬁfgﬁ@ - t_2fg =0 (3_33>
Por separacao de variaveis, obtém-se
1 m? 10
St il =ml — gl =0 (3-34)
goo = —m’g

Como determinado na secao anterior, a solucao geral da segunda expres-
sao da Eq. (3-34) é dada por:

g = Chysin(mb) + Cy,y, cos(mb) (3-35)

J& a solugao geral de f é
V10 V10
f(?”) = Cljm (TT> + CQKm (TT) (3—36)
onde I, e K, sao fungoes modificadas de Bessel de primeira e segunda espécie,
respectivamente, de ordem m e argumento (Tr) Como sao de interesse

apenas solugoes que resultem em polindmios e que evitem singularidade, o

segundo termo da equagao acima ¢ desconsiderado. Entao,

V1
f(r) = CIL,, <70r> (3-37)
Assim, a solugao geral ¥ para t > 0 é
1 VAl
U = 7™ [Chy sin(mb) 4+ Csyy, cos(mb)] — Bessell (m, TOT) (3-38)
/ra’m

onde a primeira parte pode ser transformada em polinémios. As primeiras

Cio I <@r> (3-39)

solugoes de ¥ sao

t
(Ciry + Corz) %11 <@r> (3-40)
[Crazy + Coa(a? — )] T_lzfg (@O (3-41)

10
[Clg(3y1‘2 - y3) + 023(3l‘y2 — I3) T’I“) (3—42)
10
r
t

V10
10

1
| =15 (
1
[Cra(ya® — 2y®) + Coa(a" +y' — 62%y°)] FLL (

) (3-43)
V10

1 V10 "
Ao se verificar lim —1,,, | —r | = | —— , nota-se que a Eq.
r—0 7™ t t 2mm!

(3-38) nao parece adequada para representar a transi¢ao de placa espessa para

delgada, ou seja, para t — 0, ndo se obtém ¥ — 0. Isto justifica os resultados
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divergentes obtidos por Jirousek et al [16] em seus elementos quadrilateros ao
fazer o uso de solugoes de Bessel para aproximacao do campo de tensoes. Por
conseguinte, como ¥ e & independem entre si, como observado nas Egs. (3-27)

e (3-28), para uma representagao viavel do problema dever-se-ia adotar
=0 (3-44)

Uma interpretacao geométrica desta afirmativa é dada a seguir. A partir

da introducao da Eq. (2-29) na segunda expressao da Eq. (2-24), obtém-se:

\I[ - ’VOmz,y - w,acy - ’VOyz,x + w,acy = ’VOJ:z,y - ’VOyz,x (3_45)

Verifica-se pela compatibilidade cinematica do deslocamento dh no ele-
mento infinitesimal de placa sujeito a distor¢oes devidas a @), e a @, na Fig.

3.1, que

dh = PYO:rz,ydydx = ’YOyz,xdxdy (3—46)

Portanto,
Yoxz,y = Voyz,x (3’47>

o que equivale a Eq. (3-44).

87 Oxz
oy %

dh

a.ly ay(]}: dx
ox

v

dx

Figura 3.1: Compatibilidade das deformacoes cisalhantes no elemento infinite-
simal de placa.

Por outro lado, dadas as expressoes de forcas e deformacoes cisalhantes
nas Eqs. (2-23), (2-27) e (2-28), obtém-se para ¥ = 0,

Quy — Qyz=0 (3-48)

que é uma condi¢ao de equilibrio que nao apresenta qualquer perspectiva de

interpretacao fisica.
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3.3
Solucdo particular associada a carregamento uniformemente distribuido
em problemas de placa

Sejam as equacgoes que governam o problema de placa para um carrega-

mento uniformemente distribuido ¢ = ¢ expressas como

Ko (3-49)

A solugdo da primeira expressdo da Eq. (3-49) pelo procedimento de
separacao de variaveis conduz a

Cc

d=——01? -
vl (3-50)
A introdugao ® na segunda expressao da Eq. (3-49) resulta em
2 ¢ 2 ¢
= —7r— -51
Vew ol ar. (3-51)

Resolvendo w na equacao acima por meio novamente da separagao de
variaveis seguido do método dos coeficiente a determinar, a solucdo obtida

para w em termos de coordenadas cartesianas é

¢ 2, .2 2, .2 K
_— -1 .
w=g (x —i—y)(az +vy 6Gts> (3-52)

No problema de placa fina, teoria de Kirchhoff, o termo é desprezado,

de forma que a Eq. (3-52) se apresenta como

_ ¢ 2, 2)2 :

w—64K(a: +v°) (3-53)
Os momentos e forcas com respeito a solucao particular sao obtidos

substituindo as Eqs. (3-52) e (3-53) nas relagdes constitutivas das Eqs. (2-33)

e (2-37), respectivamente.
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Formulacao dos elementos hibridos

Neste capitulo, os conceitos e as solugdes fundamentais desenvolvidas

nos Capitulos 2 e 3, respectivamente, serdao aplicados para a formulagdo dos

elementos finitos hibridos em problemas de elasticidade plana e problemas de

placa de Kirchhoff e Mindlin-Reissner. Os elementos hibridos unidimensionais

(trelica e vigas de Euler-Bernoulli e Timoshenko), tanto para o problema

estatico como dindmico, podem ser encontrados no trabalho de Prazeres [26].

Os seguintes elementos sao apresentados ao longo do capitulo:

. HELMTS3 - elemento hibrido triangular para problema no estado plano

de deformagoes com 3 ndés e 2 graus de liberdade de deslocamento

(diregoes x e y) por nd;

. HELMQ4 - clemento hibrido quadrilateral para problema no estado

plano de deformagées com 4 nés e 2 graus de liberdade de deslocamento

(diregbes z e y) por nd;

. HKPTG6 - elemento hibrido triangular de placa de Kirchhoff de 3 nos

com 6 graus de liberdade, sendo 3 deslocamentos na dire¢ao z em cada no,
e 3 rotagoes ao longo do contorno do elemento na direcao perpendicular

a normal;

. HKPQ8 - elemento hibrido quadrilateral de placa de Kirchhoff de 4 nos

com 8 graus de liberdade, sendo 4 deslocamentos na dire¢do z em cada no,
e 4 rotagoes ao longo do contorno do elemento na dire¢ao perpendicular

a normal;

. HMPT®6 - elemento hibrido triangular de placa de Mindlin-Reissner de

3 nés com 6 graus de liberdade, sendo 3 deslocamentos na direcao z
em cada né, e 3 rotagdes ao longo do contorno do elemento na diregao

perpendicular a normal;

. HMPQS8 - elemento hibrido quadrilateral de placa de Mindlin-Reissner

de 4 nés com 8 graus de liberdade, sendo 4 deslocamentos na direcao z
em cada noé, e 4 rotagoes ao longo do contorno do elemento na diregao

perpendicular a normal.
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O

4.1
Elemento hibrido triangular de deformacao constante - HELMT3

Nesta se¢ao é formulado o elemento de membrana hibrido triangular
de deformacao constante. Como a formulagdo deste elemento é exata, este

elemento equivale ao elemento triangular CST no estado plano de deformagoes.

4.1.1
Formulacao do problema

A base para a formulagao dos elementos de membrana é a equacao de
Navier para o problema de elasticidade bidimensional no estado plano de

deformagoes em termos das solugoes fundamentais, ou seja,

1
Ujy i+ ui, =0 em Q (3-1)

im.jj T gy, Lim.ji

A geometria do elemento triangular HELMT3 em termos das suas
projegoes (a;, b;) e a indicagdo dos graus de liberdade de deslocamento em

cada n6 estao na Fig. 4.1.

Figura 4.1: Geometria do elemento HELMT3 em termos das proje¢oes e graus
de liberdade nodais.

Na Fig. 4.1, os termos /¢; indicam o comprimento de cada lado. As

projecoes podem ser escritas em termos das coordenadas globais x e y como

Ay = T — Ty

(1)
bi = Y;j — Yk

onde os indices 7, j e k podem assumir valores 1, 2 ou 3 em permutacao ciclica.
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4.1.2
Matriz de rigidez do elemento

A solucao geral da equacdao de Navier foi determinada em termos das
solugoes fundamentais de deslocamentos na secdo 3.1. Assim, o campo de

deslocamentos no plano u;, pode ser expresso como

1

onde u},, sao as solugoes fundamentais do problema e que serao repetidos aqui:

. 3—4v 0 ;(5—8u)x —y (7T—8v)y e
ur = | |

o 0 3—4v —y (7T—8v)x - (5—8v)y1---

(3-26)
Como o elemento HELMT3 tem n? = 6 graus de liberdade e esté sujeito

aos trés modos de deslocamento de corpo rigido (sendo dois de translacao e
um de rotagao), o nimero de solugoes fundamentais, conforme a Eq. (2-64),
necessarias para a formulagdo do elemento HELMT3 é n® = 3, excluindo as
solugoes correspondentes aos modos de corpo rigido. Deste modo, a partir da
equacao acima, as solugoes fundamentais u},, necessarias e suficientes para o
elemento HELMT3 sao

v = [ (5—-8v)r vy x ] _ [ U ] (43)

-y 5-8)y Uy,

A introdugdo da Eq. (4-3) na expressao Eq. (4-2) conduz ao campo de

deslocamentos u; em termos dos parametros de forga p} :

P
5 —8v)x €T
u=| B8y g S =ULp (44)
—y r (5—28v)y .
P3
ijms

e das forcas nodais de superficie p}, no

Sejam as expressoes das solugoes fundamentais do campo de tensoes o
em termos dos deslocamentos u}

m)

contorno: 2
olm = G(u] mi) T ﬁ&juzm e em ) (4-5)
R 1% ’

ijm im,j T Wims
Dim = OijmMi (4-6)
A introdugao da Eq. (4-5) na Eq. (4-6), e o posterior desenvolvimento
dos termos indiciais conduzem a expressao para as forcas de superficie p,, no

problema de elasticidade plana:

G (1 - 21/) [2u>{m,mn1 + (uﬂl(m,y + uzm,:p)ny] + 2V(u>fm,m + uzm,y Nz

L=2v | (1 —=2v) [2u5, 0y + (U3 o 4 Uiy )] + 20 (Ul o + WS )Ty
(4-7)

*
Pim =
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onde 7, e 1, sao as componentes das normais da superficie do elemento, como
indicado na Fig. 4.2. Desenvolvendo as derivadas das solu¢es fundamentais

da Eq. (4-4) na expressao acima, obtém-se

Figura 4.2: Contorno de um trecho I'; do elemento triangular, com indicacao
da direcao dos graus de liberdade e da normal.

(b—4v)n, n, —(1—4v)n,
—(1—4v)n, n, (5—4v)n,

As fungoes de interpolacao linear com relacao aos graus de liberdade para

Pim = Py = 2G (4-8)

cada trecho do contorno do elemento triangular sao

(1 - 0 00 0

uj, = Nj = : § em 'y (4-9)
0 1-£0 €0 0|
[0 0 1— 0 0]

u;, = Ng = : ; em I'y (4-10)
(00 0 1-€0 €|
(e 000 1- 0 |

U?n = N3 = § § e1m Fg (4—11)
0£00 0 1-¢)|

onde £ € [0, 1] é a coordenada paramétrica.
A matriz de transformacao cinematica H para o elemento HELMT3 é

expressa, de acordo com as Eqgs. (2-54) e (4-6), como

1
Hmn—/ i wint] J|dE (4-12)

0
onde |J]| é o jacobiano ao longo do trecho, definido como [|J| =

dx\? dy 2 . .
d_§ + d_g , que corresponde numericamente ao comprimento ¢;
do trecho, e t é a espessura do elemento ao longo do contorno.
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Desenvolvendo a matriz H ao longo de todo o contorno do elemento, para

espesura constante, obtém-se

1 1 1

H = / P TNy t0,de + / P TNytlyde + / P! "Ngtlsdé (4-13)
0 0 0

A integracao da equacgao acima fornece a seguinte expressao analitica da

matriz H em termos das projecoes do elemento triangular:

Yibh, —Ysoay Yiby —Ysay Yiby —Yaag
H = Gt aq bl (05} bg as b3 (4— 14)
Y50y Yiar —Ysby Yiay —Ysb3 Yias

onde Y1 =5—4reY, =1—4v.
Similarmente, a matriz de flexibilidade pode ser expressa, de acordo com
as Eqs. (2-53) e (4-6), como

1
Fym — / Pt ] (4-15)
0

ou, em notacao matricial,

1 1 1
F = / Pr MU t0,dE + / P: U tlydE + / P MU tzde (4-16)

0 0 0

Esta matriz pode ser expressa analiticamente como

1602 =320+ 13 0 —160%+ 160 —5
F = AGAt 0 1 0 (4-17)
1602+ 16v —5 0 160% — 320 + 13

onde A ¢é a area do tridngulo:

) 1 1 1
A= 5 det 1 T2 I3 (4—18)
Y Y2 Y3
A inversa de F é 1 Q0 O
R — 4-1
1A 0 8 0 (4-19)
Q 0

onde 3, €)1 e €y sdo constantes definidas como

B =16(1—2v)(3 — 4v)?
0 =160% — 32v + 13 (4-20)
Qy = 1602 — 160 + 5

A partir da Eq. (2-63), isto ¢, K = HTF~'H, a matriz de rigidez do
elemento HELMT3 fica expressa analiticamente como


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613084/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1613084/CA

Capitulo 4. Formulacdo dos elementos hibridos 48

Yibi a1 —Yaby | [ Yibi ap —Yaby | '
—Yoa1 b1 Yiaq Q0 —Yoar b1 Yiaq
:ﬂ Yiba ax —Yab 0 5 0 Yibo ax —Yab
ABA | —Yaas by Yiay 2 0 0 ~Yaaz by Yiap
Yibs a3 —Yabs ? ' Yibs a3 —Yabs
| —Yaaz b3 Yiaz | | —Yaasz b3 Yiaz |
(4-21)

A matriz de rigidez analitica acima equivale a matriz do elemento
triangular de deformacao constante no estado plano de deformacéoes, pela
formulacao convencional de elementos finitos. Convém observar, pela expressao
de B na Eq. (4-20), que esta formulagdo nao se aplica diretamente a problemas

incompressiveis (v = 0.50).

4.2
Elemento hibrido quadrilateral - HELMQ4

4.2.1
Formulacao do problema

Como o elemento hibrido HELMQ4 também consiste em um elemento
para o estado plano de deformagoes, a mesma equacao governante para formu-
lagdo do problema do elemento HELMT3 sera utilizada. Alids, é importante
comentar que com essa abordagem no contorno, uma familia de elementos hi-
bridos poligonais para elasticidade plana pode ser construida [25]. Contudo,
com o aumento do nimero de GDL e da complexidade da geometria dos ele-
mentos, problemas de mau condicionamento comegam a surgir. Este trabalho
vai se limitar apenas aos elementos quadrilaterais nas analise numéricas, in-
cluindo, apenas, a formulagdo do elemento pentagonal para fins de demonstra-
¢do como sera visto posteriormente. A geometria e a indicacdo dos graus de
liberdade do elemento HELMQ4 podem ser vistos na Fig. 4.3.

4.2.2
Matriz de rigidez do elemento

O elemento HELMQ4, como visto na Fig. 4.3, tem um total de 8 GDL.
Para a construcao da matriz de rigidez com o devido posto e sem a presenca
de modo espurios, a partir da Eq. 2-64, o nimero de solugoes de fundamentais
necessario é n® > n —n" = 8 —3 =5 . n® > 5. Contudo, como se requer
um namero de solugoes que resulte em um polindmio completo, sao utilizadas

n® = 7 fungoes de Trefftz. As solugoes fundamentais de deslocamentos u},, sao:
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Figura 4.3: Elemento HELMQ4 para elasticidade plana com 4 nés e 8 GDL.

v (5—8v)r y — : ul, 0 6ay(3—4v) —3(2®+y?)
—y r (5-8v)y 0 wuyy —3(z*+y?) 6ry(3—4v)

ul, = —6[2%(2v — 1) + 2y%(1 — v)]
uzs = —6[y*(1 - 2v) — 22*(1 — v)]

(4-22)
A expressao geral de u;, para um dado contorno I'; é
1-— 0 0
0 1-¢ 0 &

onde cada coluna corresponde aos GDL de deslocamento dg;_1, daj, dgj—1 €
dy;, respectivamente, conforme a Fig. 4.2.
Com a introdugao das solugoes fundamentais da Eq. (4-22) na expressao

de p?,., Eq. (4-7), as matrizes de flexibilidade F e cinemética H sdo obtidas:

4 1
H=>" / P TN;tdl; (4-24)
i=1 70
4 1
F=>) / P TU tdl (4-25)
i=1 70

A integracao das matrizes é obtida exatamente por quadratura Gauss-
Legendre utilizando 3 pontos de integragao. A matriz de rigidez do elemento
HELMQ4 é obtida pela Eq. (2-63).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613084/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1613084/CA

Capitulo 4. Formulacdo dos elementos hibridos 50

4.3
Elementos de placa de Kirchhoff

Os elementos hibridos para problemas de placa fina, segundo a teoria de
placas de Kirchhoff, sdo desenvolvidos nesta se¢do: o elemento triangular hi-
brido de placa (HKPT6) e o elemento hibrido quadrilateral de placa (HKPQS).

43.1
Elemento hibrido triangular de placa de Kirchhoff - HKPT6

43.1.1
Formulacao do problema

A equacgao que governa o problema de placa de Kirchhoff, para ¥ = 0,
apresenta-se em sua forma homogéna e em termos das solugoes fundamentais,

conforme a Eq. (2-32), como

Viw: =0 (4-26)

m

onde w;, representa as solucoes fundamentais de deslocamento na direcao z.

O elemento HKPT6, proposto nesta secao, tem 6 GDL, sendo 3 GDL
correspondentes aos deslocamentos na direcao z e 3 GDL de rotagao ao longo
do contorno do elemento. A construcao do elemento triangular de placa, assim
como no elemento HELMT3, se baseia nas projecoes do elemento triangular
(vide Fig. 4.1).

A convencao de sinal dos momentos e forcas no elemento estd apresen-
tada na Fig. 2.3, e os graus de liberdade no sistema local do elemento sao

representadas na Fig. 4.4.

Figura 4.4: Sentido dos deslocamentos e rotagoes no sistema local de coorde-
nadas do elemento.
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43.1.2
Matriz de rigidez do elemento

As solugbes wy, para equacao biharmonica, em coordenadas cartesianas,

como visto no Capitulo 3, sdo repetidas aqui por conveniéncia:

*

me[l;y w12y @ -y 24y 3ty — P af - 3ay? oy 4y $3+$y2;“'}

(3-30)
Para que o elemento HKPT6 tenha o posto correto e nao apresente

modos espurios, o nimero de solugoes necessarias é determinado por n® >
nd —n" =6—3 . n° > 3. Visto que as trés solucdes correspondem a um
polinémio completo, as solugoes fundamentais de deslocamento w* em termo
dos parametros de forca p; , a menos das solugoes correspondentes aos modos
de corpo rigido, sdo

i

W' = WP, = 7 | 2wy -y 2?4y J2
D3

= w'p” (4-27)
Vale mencionar que estas trés solucoes fundamentais correspondem aos trés
estados de curvatura constante em uma placa. A constante 1/K é multiplicada
nas solugoes, de modo que os parametros no vetor p* tenham o significado fisico
de forga.

Os momentos e as forcas em termos das solugoes fundamentais para o
problema de Kirchhoff estdo dados na Eq. (2-37). Substituindo a Eq. (4-27) na
Eq.(2-37), os momentos e as forgas sdo expressos em termos dos parametros

de forgas p;, como

(M, [0 242 —2+42v |
M, 0 2—-2v -2-2v D1
M;, o= 1| -2+2v 0 0 ps ¢ =N'p*  (4-28)
Q: 0 0 0 3

Lo ) | o 0 0 |

As rotagoes e os deslocamentos em termos dos parametros de forca podem

ser organizados da seguinte maneira:

B* _Owl  Owy  Owj *
Y oz oz oz by
% . owy ows (911).*3 * — * %
ﬁa: - Oy Oy oy Dy =U p (4_29>
w* wy w; ws D3

ou, com a introducao dos termos das solu¢oes fundamentais,
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B, . —2y 2z —2x D]
b =x% | 2 % 2y ps ¢ =UDP’ (4-30)
w’ 2vy a®—y? 2?+y’ |\ ps

Para interpolacao dos graus de liberdade ao longo do contorno, os deslo-
camentos w sao interpolados linearmente, segundo uma coordenada paramé-
trica & € [0, 1], como mostrado na Fig. 4.5. A rota¢ao ao longo do contorno
é considerada constante. Assim, a interpolacdo em termos dos parametros de

deslocamentos nodais genéricos d,, é dada para um lado ¢ por:

B =/l M/l e d;
w? 1-¢ 19 0 dy,
onde ¢; é o comprimento de um trecho I';, ou seja,
( dl )
dy
ﬁg Gg/gg —Ojg/gg’ 0 —bg/gg 0 0 d
Bl b = | by/2 —by/l: 0 az/ly 0O O d3 =N;d em I}
w? 1—¢ ¢ 0 0 00 !
ds
\ d6 W
(4-32)
dy )
d 2 2 dy
y 0 CL1/€1 —(11/61 0 —bl/gl 0 d
DA =10 b/ —b /2 0 ai/ty O d3 =Nod em I,
wd 01—-¢ ¢ 0 0 0 !
ds
\ d6 7
(4-33)
( )
dy
d 2 2 dy
Yy —a2/€2 0 a2/€2 0 0 —bg/gg d
g = —bg/gg 0 b2/€% 00 a2/€2 d3 EN3d em Fg
w? £ 01-€00 0 !
ds
\ d6 Vg
(4-34)

A expressao da matriz cinemética H para o elemento HKPT6 é obtida
por integracdo ao longo do contorno do elemento e é expressa, a partir do

potencial de Hellinger-Reissner para placas, Eq (2-75), como:
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Figura 4.5: Contorno do elemento de placa com indicacdo dos graus de
liberdade e direcao da normal no contorno

Ty
H=>)" /F N*TTTN;dI, (4-35)
=1 i

onde ny é o nimero de lados do elemento, que para caso do elemento HKPT6 ¢é
ne = 3, e T indica a matriz que transforma momentos e forcas (M, My,, M,,,
(s € @) no dominio (£2) para momento e forcas (M,,, M,, e Q) atuantes

no contorno (I'),
Ny 0O n, 0 O

T=]10 - —-n 0 0 (4-36)

00 0 n ou
A introducdo das Egs. (4-28), (4-32), (4-33) e (4-34) na Eq. (4-35),
junto com integracao dos componentes em termos das projecoes do elemento

triangular, resulta na expressao analitica para a matriz cinematica H:

[ 2A (CLng + agbz) 2A (bgbg — &2(13) 1t
202 2 p2 0
2A (a1b3 + Clgbl) 2A (bgbl — CL16L3)
2 )2 2 92 0
307 307
2A (a,lbg + agbl) 2A (blbg — alag)
an an ’
l3 205 2 \1+v
o G-n b1
ty 20, 2 \1+v
L 82 262 2 1+v ]

onde A é a area do elemento triangular dada pela Eq. (4-18).
A matriz de flexibilidade F', de modo analogo ao realizado para a matriz

H, é expressa matricialmente, a partir da Eq. (2-75), como
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ng
F = Z /F | N*TTTU*dr; (4-38)

onde U* corresponde a matriz apresentada na Eq. (4-30). Desenvolvendo ao
longo do contorno do elemento triangular de placa, a expressao analitica da

matriz de flexibilidade é determinada:

164 | ! 0
F——= 0 1—-v 0 (4-39)
0 0 1+v
Entao, 1 .
1—v
o B 0 0 (4-40)
16A l-v
0 0
1+v

Assim, a matriz de rigidez do elemento triangular de placa de Kirchhoff,
HKPT6, pode ser determinada a partir da Eq. (2-63). Esse elemento, como
foi verificado apods sua construcao, equivale ao elemento de placa de momento
constante proposto por Morley [4].

Para manter uma coeréncia entre os graus de liberdade de rotacdes na
interface entre elementos, o sentido de rotagdo do sistema global segue um
critério pré-definido para a transformacao de coordenadas a partir do sistema

local (vide Fig. 4.4). Seja 6,, o dngulo definido entre a normal 77 e a diregao

Figura 4.6: Contorno do elemento de placa com indicacdo dos graus de
liberdade e direcao da normal no contorno

x, conforme a Fig. 4.6. A partir de 6,, a orientacdo de sinal para rotagdo no

sistema global foi convencionada segundo o critério resumido apresentado na
Tabela 4.1.
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Tabela 4.1: Convencao dos sinais para o grau de liberdade de rotagao do sistema
local para sistema global.

Direcao da normal Intervalo de Sinal da rotacao ao
0, longo do contorno

/NS N\f

7§9n<27r +

4.3.2
Elemento hibrido quadrangular de placa de Kirchhoff - HKPQ8

4.3.2.1
Formulacao do problema

A construcdo do elemento HKPQ8 com 8 GDL para o problema de placa
fina segue o mesmo procedimento utilizado para a formulagdao do elemento HKPT6.
Assim, como no problema no estado plano de deformagdes (elementos HELMT3
e HELMQ4), este procedimento geral permite a constru¢do de uma familia de
elementos poligonais de placa. E proposto o elemento quadrilateral HKPQ8 ¢
proposto, que pode ser visto na Fig. 4.7, onde sdo expressas a orientacdo dos
deslocamentos e rotacgdes no sistema local de coordenadas do elemento. As equagoes

que governam o problema sao as mesmas utilizadas no elemento HKPTG6.

4.3.2.2
Matriz de rigidez do elemento

Como o elemento HKPQS8 tem 8 GDL, é necessario o uso de n® > n¢ —n" =
8 — 3 > 5 solugoes fundamentais para uma matriz de rigidez com o devido posto
e auséncia de modos esptrios de energia. Contudo, para representar um polinémio
completo, n® = 7 solugdes sdo necessarias. Deste modo, w* para o elemento HKPQ8

é:
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¥

Figura 4.7: Elemento hibrido de placa HKPQS8.

*

1 |
W= 2y 22—y 22 4y? 1322y — P 2 —3wy? 22yt 2P+ ay? }
(4-41)
Assim, a matriz N* com os momentos e as forcas em termos das sete solucgoes

fundamentais e pardmetros nodais de forca sao

N* =
[0 —1+v —1—V;—3y(1—1/) —3z(l—v) —y(1+3v) —z(3+v) ]
0 l—v —1—v 3yl—v) 3z(1—-v) —-y@B+4+v) —z(1+3v)
2| —1+4v 0 0 :733?(1*V) 3yl—-v) —az(l-v) —-y(l-v)
0 0 0 : 0 0 0 —4
0 0 0 : 0 0 —4 0
] | (4-42)

Analogamente ao realizado nas Egs. (4-29) e (4-30), as rotagoes e os deslo-
camentos, representados na matriz U*, em termos dos pardmetros nodais de forgas

sao obtidos, conforme as solugoes fundamentais na Eq. (4-41), como:

U* =
-2y 2z —9r —6xy 3 (y2 — m2) —2xy — (3x2 + y2)
% 2z —2y 2y i 3 (x2 — y2) —6xy (a:2 + 3y2) 2y
2ry 22 —y? 2?2 +y? | 3z2y —y3 23 —3xy? 2%y + 98 23 + zy?
(4-43)

Quanto a interpolacdo dos deslocamentos e das rotagoes ao longo do contorno
em termos dos parametros nodais de deslocamentos d,,, 0 mesmo desenvolvimento

utilizado para o elemento HKPT6 é valido aqui:

ngl _Uy/éi 77y/£i Nz d;
BL b= =/l m/li —my d; | =Nid (4-31)
w? 1—¢ 3 0 dy,

As matrizes cinemética H e de flexibilidade F sdo determinadas a partir das
Egs. (4-35) e (4-38) com ny = 4. A integragao dos componentes é obtida numerica-

mente por Gauss-Legendre. Deste modo, com a inversao de F, a matriz de rigidez
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do elemento HKPQS8 ¢ obtida pelo produto K = HTF~'H. A compatibilidade dos
graus de liberdade de rotagoes ao longo da interface do elemento é feita segundo a

orientacdo apresentada na Tabela 4.1.

4.4
Elementos de placa de Mindlin-Reissner

A construcdo dos elementos hibridos de placa para problemas de Mindlin-
Reissner é desenvolvida nesta segdo. Apresenta-se o desenvolvimento dos elementos

hibrido triangular e quadrilateral de placa HMPT6 e HMPQS8, respectivamente.

44.1
Elemento hibrido triangular de placa de Mindlin-Reissner - HMPT6

44.1.1
Formulacao do problema

A partir das consideragoes nas solugoes de Bessel e da interpretacao geométrica
para ¥ = 0, a equagdo governante, para o campo de deslocamentos do problema de
placa, é dada pela equacdo biharmoénica. A tUnica diferenca para a construgdo dos
elementos hibridos de Mindlin-Reissner estd na expressao das rotagoes, como visto
na Eq. (2-34).

O elemento hibrido triangular de Mindlin-Reissner HKPT6 tem a mesma
disposi¢ao dos GDL do elemento HKPT6 (vide Fig. 4.4), e assim, é valida a mesma

orientacao de forcas e momentos no sistema local do elemento.

4.4.1.2
Matriz de rigidez do elemento

Como ja mencionado, o elemento HMPT6 apresenta a mesma disposicao e
o mesmo numero de graus de liberdade do elemento HKPT6. Logo, apenas trés
solugoes fundamentais sdo necessarias para o devido posto da matriz de rigidez do
elemento. Sabendo que estas trés solugoes correspondem a campos de curvaturas
constantes, a mesma matriz de rigidez é obtida para ambos problemas de Kirchhoff
e Mindlin-Reissner. Deste modo, o elemento triangular hibrido de placa, como

mostrado na Fig. 4.4, s6 se aplica & andlise de placa fina.

4.4.2
Elemento hibrido quadrilateral de placa de Mindlin-Reissner - HMPQ8

44.2.1
Formulacao do problema

A formulacdo do problema é a mesma apresentada na secdo do elemento

HMPT®6, equacdo biharmonica, com as rotagbes apresentadas na Eq. (2-34). A
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disposicao e o sentido das forcas e momentos no elemento quadrilateral de placa de
Mindlin-Reissner proposto, HMPQ8, sdo os mesmos adotados no elemento HKPQS,

como se pode observar na Fig. 4.7.

4.4.2.2
Matriz de rigidez do elemento

Como este elemento tem o mesmo nimero de GDL do elemento HKPQS8, é
necessario, também, o uso de 7 solugoes fundamentais, correspondente a um conjunto
polinomial completo de solugoes, para a formulacdo da matriz de rigidez do elemento.
As solugoes fundamentais sdo dadas na Eq. (4-41) em termos dos pardmetros nodais
de forca.

Os momentos e as forgas em termos dos pardmetros, uma vez que se baseiam
em condigoes de equilibrio, sdo os mesmos apresentados na Eq. (4-42) para o
elemento HKPQS8. As rotagoes e os deslocamentos, matriz U*, em termos dos
parametros de for¢a para o problema de Mindlin-Reissner sdo obtidos a partir da

substituigdo das solugoes fundamentais na Eq. (2-34). Logo,

U* =
1 -2y 2z —2x : —6zy 3 (yZ - x2) —2zy — (3x2 + y2) + é—ffs
| 2 —2 2y | 3 (22 —y?) —6xy x2 4 3y — g—ii 2xy
2ry x? —y? 224y? 0 3aPy—¢3 23— 3a9? 22y + 3 23+ xy?
(4-44)

A interpolacdo das rotagoes e dos deslocamentos ao longo do contorno, em
termos dos parametros nodais de deslocamentos, é a mesma utilizada para a
construgao dos demais elementos de placa na Eq. (4-31).

Desta forma, a partir da integragao numérica ao longo do contorno do elemento
quadrilateral, as matrizes F e H sado obtidas e, consequentemente, a matriz de
rigidez do elemento de placa de Mindlin-Reissner HMPQ8 é obtida pelo produto
K = HTF~'H. A compatibilidade entre as graus de liberdade de rotacio na interface

entre os elementos é apresentada na Tabela 4.1.
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Avaliacao numeérica

Este capitulo se dedica a avaliagdo numérica dos elementos hibridos para
estado plano de deformacoes e de placa formulados no capitulo anterior. Sao
verificados o posto e a presenca de modos espurios nas matrizes de rigidez dos
elementos. Além disso, os espagos nulos W, referentes aos modos de corpo rigido da
matriz cinematica H, sdo determinados e testados segundo a propriedade espectral
apresentada na Eq. (2-89).

A verificacdo da convergéncia dos elementos é feita usando patch tests sugeridos
na literatura. Apds isto, alguns testes numéricos sdo realizados e comparados com

solugoes de referéncias obtidas na literatura.

5.1
Elementos de membrana

5.1.1
Avaliacao dos autovalores e suficiéncia de posto

Como forma de verificar a suficiéncia de posto e a eventualidade de modos
espurios nos elementos de membrana, é realizada a andlise de autovalores para

configuragoes irregulares dos elementos HELMT3 e HELMQ3, conforme a Fig. 5.1.

2 3 ) 3
18} 18l
16 sl 4
141 a4l
12y 12}

1 l
08t 08l
06 ) 06t ,
04r 4 04r

015 1 1-‘5 ojs 1 1‘.5

5.1(a): Elemento irregular 5.1(b):  Elemento irregular
HELMTS3 HELMQ4

Figura 5.1: Geometria dos elementos irregulares HELMT3 e HELMQ4 para
analise dos autovalores.
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O material considerado nos elementos é linearmente eldstico, homogéneo e
isotropico, com modulo de elasticidade £ = 1, e tem espessura de t = 1.0.
Os autovalores sao verificados para trés diferentes tipos de coeficiente de Poisson
(v = 0.00000, v = 0.33333 e v = 0.49995) com o propésito de observar o
comportamento da matriz de rigidez do elemento quando o material tende a ser
incompressivel. Os resultados da analise dos autovalores para os elementos HELMT3

e HELMQ4 utilizando diferentes valores de v sdo mostrados nas Fig. 5.2 e Fig. 5.3,

respectivamente.
10° . .
100
~<
G 10°F
g —— 1=0.00000
< —m— 1=0.33333
2 —A— 1=0.49995
5 4010 N
Z 10
10—15 .
10_20 L 1 L L
2 3 4 5 6

Numero do autovalor

Figura 5.2: Autovalores do elemento irregular HELMT3 para diferentes valores
de v.

Como se pode observar nas Figs. 5.2 e 5.3, os elementos irregulares de mem-
brana apresentam os devidos postos nas suas matrizes de rigidez e ndo hé presenca
de modos esptrios, ja que ha somente trés autovalores nulos correspondentes aos mo-
dos de corpo rigido. Contudo, para o coeficiente de Poisson v — 0.5, ou seja, para o
material tendendo a incompressivel, os elementos tendem a apresentar problemas de
travamento e autovalores distintos para o elemento. Isto pode ser observado anali-
ticamente na constante 5 da expressao da matriz de rigidez do elemento HELMT3,
Eq. (4-21), que admite valor nulo quando o material se torna incompressivel. Desta
forma, os elementos hibridos HELMT3 e HELMQ4 nao sao adequados e nao foram

feitos para a solucdo de problemas em materiais incompressiveis.

5.1.2
Patch test para problemas de elasticidade plana

Inicialmente introduzido por Irons, o patch test surgiu como uma condigdo

suficiente para indicar a convergéncia em elementos finitos [37]. A ideia consiste
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10° . ,
100 F
~<
5 10°F
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Ke]
©
>
2 10
>S5 - L
2 10
—>— 1=0.00000
—— 1=0.33333
y —A&—1=0.49995
10-15 ;
-20 L L 1 L L |
10
2 3 4 L 6 7 8

Numero do autovalor

Figura 5.3: Autovalores do elemento irregular HELMQ4 para diferentes valores
de v.

em que, se um dado elemento consegue solucionar exatamente os problemas mais
simples possiveis, isso garantird a convergéncia dos resultados para problemas mais
complexos. O patch test é tradicionalmente utilizado como procedimento para
verificar o requerimento de consisténcia, junto com a condicao de estabilidade sendo
checada, independentemente, através da investigacdo do correto posto da matriz de
rigidez — suficiéncia de posto.

Em meados da década de 80, MacNeal e Harder [38] e Taylor et al [39] apre-
sentaram um conjunto de patch tests para avaliacdo da convergéncia em problemas
de elasticidade bidimensional plana e elasticidade tridimensional, e, também, em
problemas de placas e cascas. Por conveniéncia, apenas os patch tests aplicados aos
elementos hibridos formulados neste trabalho serdao analisados a seguir.

Para elementos bidimensionais em problemas de elasticidade plana, a avaliacao
da convergéncia é feita, primeiramente, a partir dos modos de corpo rigido do
elemento, conforme a Eq. (2-92). Os modos de corpo rigido nos elementos de
membrana podem ser representados pela matriz W, a qual, como ji mencionado,
corresponde ao espaco nulo da matriz cinematica H. Uma forma nao normalizada

de W ¢

1 ! T
1 01 1 0
| |
W=| 0 1110 1 (5-1)
| |
-y X1 P =Y T

onde z; e y; correspondem as coordenadas cartersianas dos nés para elementos de
membrana.
Pelas propriedades espectrais descritas, KW = 0. Assim, para verificar isto

para os elementos de membrana HELMT3 e HELMQ4, as matrizes de rigidez dos
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elementos da Fig. 5.1 e suas matrizes W correspondentes sdo obtidas. Ambos os
elementos passam neste critério, para norma euclidiana de erro dentro da precisao
da maquina.

Para o segundo patch test para elementos em elasticidade plana se baseia na

aplicacao do campo de deslocamentos,

u = 0.002x

(5-2)
v = —0.0006y

nas malhas mostradas na Fig. 5.4. O material do modelo é considerado linearmente
elastico, homogéneo e isotrépico, com moédulo de elasticidade E = 1000 e coeficiente
de Poisson v = 0.30.

3 3
4 4 7
7
8
8
6 6
5
5
1 2 1 2
5.4(a): Malha para ele- 5.4(b): Malha adaptada
mento HELMQ4 para elementos triangu-
lares

Figura 5.4: Malha para aplicacdo do segundo patch test nos elementos de
membrana.

A solucio deste campo no estado plano de deformacoes resulta em forcas nos
nds internos nulas e tensoes 0., = 2.346153846 e 0, = 0.346153846. A montagem
das matrizes de rigidez K das malhas na Fig. 5.4 e o produto Kd, onde d é o vetor
de deslocamentos nodais correspondentes ao campo de deslocamentos da Eq. (5-2),
conduzem a mesma solugdo para ambos os elementos, conforme resumido na Tabela
5.1.

Ambos elementos HELMT3 e HELMQ4 levam a forgas nulas nos nés internos e
a tensbes exatamente iguais as encontradas na solucao analitica do problema. Desta
forma, estes elementos passam no segundo patch test.

Dois pontos importantes cabem ser discutidos nesta se¢ao. O primeiro corres-
ponde a formulagao geral para a construcdo de elementos poligonais desenvolvida
neste trabalho, e o segundo diz respeito ao aumento do niimero de graus de liberdade
internos, ou seja, niimero de parametros e solugdoes nos modelos.

Sobre o primeiro ponto, como a formulacao é geral para a construgdo de uma

familia de elementos poligonais, sera apresentado aqui, como exemplo, um elemento
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Tabela 5.1: Solucao do patch test para as malha da Fig. 5.4 nos elementos
HELMT3 e HELMQ4.

N6 Coordenadas dos nés

Forcgas nodais

noox y Jfa Jy

1 0 0 -2.346153846153849 -0.346153846153844
2 2 0 3.519230769230762  -0.346153846153846
3 2 3 2.346153846153854  0.346153846153845
4 0 2 -3.519230769230760  0.346153846153847
5 04 0.4 0.000000000000000  0.000000000000000
6 1.4 0.6 0.000000000000000  0.000000000000000
7 15 2.0 0.000000000000000  0.000000000000000
8 0.3 1.6 0.000000000000000  0.000000000000000

hibrido plano pentagonal, denominado HELMP5. Para o devido posto da matriz de
rigidez, o elemento HELMPY5 foi construido utilizando sete solu¢oes fundamentais. A
analise de autovalores para um elemento pentagonal irregular é resumida na Tabela
5.2. As propriedades do material adotadas para o elementos sdo £ =1 e v = 0.30,

e a espessura foi considerada t = 1.0.

Tabela 5.2: Avaliacao dos autovalores e dos modos esptrios de um elemento
hibrido regular HELMP5

Elemento HELMP5 N6 Coordenadas dos nés Autovalores
n x Y A
1 0.00 0.00 2.141540400454051
2 2.00 0.00 0.893091134238096
" 3 1.60 0.90 0.756083721655520
D; 4 0.95 1.25 0.577593688685775
5 025 0.85 0.424314747375101

0.124542923449195
0.322454335354098
0.000000000000000
0.000000000000000
0.000000000000000

Como se pode observar na Tabela 5.2, a matriz de rigidez do elemento
tem o devido posto e ndo apresenta nenhum modo esptrio de energia. Conse-
quentemente, a propriedade espectral KW = 0 é atendida. A convergéncia do
elemento HELMP5 ¢ verificada em um patch test utilizando o campo de des-
locamentos da Eq. (5-2), e adaptando a malha para os elementos pentagonais,
conforme a Fig. 5.5.

Aplicando o campo de deslocamentos, o produto Kd referente ao patch

test resulta nas mesmas forgas nodais externas encontradas para os elementos
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1 2

Figura 5.5: Malha para patch test com o elemento HELMP5.

anteriores, e em forcas nodais em noés internos nulas no modelo. Portanto, o
elemento HELMP5 passa no patch test.

Sobre o segundo ponto, é intuitivo pensar que, aumentando o nimero de
solugoes fundamentais para aproximacao do campo de tensoes, isso ira resultar
em melhores resultados. Contudo, desde que um certo niimero de solugoes n® é
ideal para formulacao de um dado elemento, o acréscimo de parametros nodais
de forca p;, nao resulta em mudancas significativas na solucao e convergéncia
dos resultados, ou pode apenas contribuir para o enrijecimento excessivo do
elemento. Isso é valido para a formulagao hibrida em geral. Como forma de
exemplificar, seja o elemento HELMT3, o qual tem representacao exata, com
compatibilidade das fun¢oes de aproximacgdo dos campos interno e externo.
Devido a esta compatibilidade, o aumento do niimero de solugoes fundamentais
em nada contribuird para o melhor desempenho do elemento. Assim, seja
o elemento HELMT3 irregular da Fig. 5.1 formulado a partir de 7 solugoes

fundamentais. Seja um deslocamento unitario aplicado na direcao x no né 1,
T
d=[100000] (5-3)

Obtém-se, conforme a Eq. (2-61), os pardmetros nodais de forga p*. Entao,
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[ —0.532599869727149
0.0362318840579997
—0.228254478403313
p" = | 0.000000000000002 (5-4)
—0.000000000000003
0.000000000000004
0.000000000000002

As 4 solugoes fundamentais adicionais no elemento HELMT3 nao geram
nenhuma contribui¢do na construcao da matriz de rigidez do elemento e,
consequentemente, o acréscimo de graus de liberdades internos no campo de

tensoes nao resulta em uma melhor eficiéncia do elemento.

5.1.3
Exemplos numéricos para os elementos de membrana

O desempenho dos elementos HELMT3 e HELMQ4 é avaliado nesta secao
por meio de testes numéricos apresentados no trabalho de Felippa e Alexander
[40]: 1) Viga engastada sob carregamento axial uniformemente distribuido na
extremidade livre; 2) Viga engastada com momento aplicado na extremidade

livre, e 3) Membrana de Cook.

5.1.3.1
Viga engastada sob carregamento axial uniformemente distribuido na
extremidade livre

O primeiro exemplo para verificagdo do desempenho dos elementos de
membrana consiste em uma viga engastada com carregamento axial uniforme-
mente distribuido na extremidade livre. O carregamento equivale a uma tensao
aplicada de o,, = 100. Para normalizar a solu¢ao exata do deslocamento hori-
zontal na se¢ao média em x = 32 para 6 = 100, adota-se médulo de elasticidade
E = 32 e coeficiente de Poisson v = 0 para o material. A geometria da viga é

mostrada na Fig. 5.6.

|EP:200

32

Figura 5.6: Geometria da viga engastada livre sob carregamento axial unifor-
memente distribuido na extremidade livre.
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As analises numéricas sao realizadas para o refinamento 32 x 2 na malha
para os elementos HELMT3 e HELMQ4, os quais podem ser visualizados na
Fig. 5.7. Para o engastamento em uma das extremidades, foram restringidos

os graus de liberdade de deslocamentos em x e y, ou seja, u =0e v = 0.

5.7(a): Malha 32 x 2 de elementos HELMT3

5.7(b): Malha 32 x 2 de elementos HELMQ4

Figura 5.7: Exemplo da discretizacao da viga em elementos HELMT3 e
HELMQA.

Por consistir em um problema de deformacao constante, a solucao exata
para o deslocamento na secao média em z = 32 deve ser exata em qualquer
refinamento da malha. De fato, como observado nos resultados do deslocamento
u. e tensao constante o,, no modelo na Tabela 5.3, ambos os elementos

apresentaram resultados exatos, dentro da precisao adotada para a maquina.

Tabela 5.3: Resultado dos deslocamentos obtidos para a viga engastada com
carregamento axial.

Elemento Deslocamento Oy Norma de erro
Ue ’60'z ’

HELMT3  99.9999999999976 99.99999999999920 7.95808 x 10~'°
HELMQ4  100.000000000150 100.0000000001520 1.51999 x 102

5.1.3.2
Viga engastada com momento aplicado na extremidade livre

O segundo exemplo consiste em uma viga engastada, com a mesma
geometria do exemplo anterior, sujeita a um momento pontual de M = 100
aplicado na extremidade livre, como pode ser observado na Fig. 5.8. A
normalizacdo da solugdo para o deslocamento vertical 6 = 100 na se¢ado média
em x = 32 ¢ realizada adotando-se as seguintes propriedades para o material:
E =768 e coeficiente de Poisson nulo.

A andlise do problema é feita utilizando os seguintes refinamentos para
as malhas com os elementos HELMT3 e HELMQ4: 2 x 2,4 x 2, 8 x 2, 16 x 2,

32 x 2 e 64 x 2. A malha com refinamento 8 x 2 é exemplificada na Fig.
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DM=100

Figura 5.8: Malha para patch test em elemento HELMP5.

32

5.9. As condig¢bes de contorno adotadas para o engastamento da extremidade
foi 0 mesmo utilizado no exemplo anterior. J4 na aplicacdo do momento na
extremidade livre, considerou-se uma distribuicao linear de forcas compativel
com um momento M = 100, onde as forgas nodais equivalentes foram aplicadas

nos nos da extremidade.

5.9(a): Malha 8 x 2 de elementos HELMT3

5.9(b): Malha 8 x 2 de elementos HELMQ4

Figura 5.9: Discretizacao da malha 8 x 2 em elementos HELMT3 e HELMQA4.

Os resultados dos deslocamentos v, para os modelos com os elementos
HELMT3 e HELMQ4 sao resumidos na Tabela 5.4, a qual a solucao analitica
2

para o deslocamento da extremidade livre é 6 = ——, onde I é o momento de
inércia da viga. Além disso, o desempenho dos elementos hibridos é comparados
com outros elementos: FF, elemento de membrana com 3 nés e 9 GDL;
All-3i, elemento triangular com deslocamentos quadraticos e que inclui GDL
adicionais de rotagao; e CST, elemento triangular de deformagao constante. O
resultado dos elementos foram retirados de Felippa e Alexander [40], como se

pode observar na Fig. 5.10.

Tabela 5.4: Resultado dos deslocamentos obtidos para a viga engastada com
momento aplicado na extremidade livre.

Elemento Malha
2% 2 4 x 2 8 x 2 16 x 2 32 %X 2 64 x 2

HELMT3 1.0259  3.9225 13.3359 33.3373 53.3357 62.7458
HELMQ4 3.0360 11.1882 34.0206 69.2308 92.3077 98.9691

Solucao exata: 0=100
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Figura 5.10: Comparacao do desempenho dos elementos HELMT3 e HELMQ4
com outros elementos encontrados na literatura, no segundo exemplo numérico.

Como o elemento HELMT3 equivale ao elemento triangular de deforma-
¢ao constante, CST, os resultados obtidos para os dois sao idénticos, e nao
convergem para um valor tao préoximo da solucao exata quando comparados

com o elemento HELMQ4 e elemento triangular FF.

5.1.3.3
Problema da membrana de Cook

O ultimo exemplo que sera utilizado para avaliar o desempenho dos
elementos hibridos de membrana é o conhecido problema de Cook. Este
problema consiste em uma viga engastada com secao variando linearmente,
sujeita a uma carga cisalhante P = 1 aplicada ao longo da secao da extremidade
livre, Fig. 5.11.

As propriedades do material adotadas para esta andlise sao £ = 1 e
v = 1/3. Como forma de verificar a convergéncia do problema para materiais
quase incompressiveis adotou-se também v = 0.49995. Em anélise no estado
plano de tensoes e no estado plano de deformacoes, as solugoes de referéncia
do deslocamento na extremidade livre no ponto médio A sdo vy = 23.95 [40]
e vy = 21.18 [41], respectivamente, com v = 1/3. As malhas foram refinadas
com 2 X 2, 4x 2, 8x2 16 x 2, 32 X 2 e 64 x 2 quadrilateros. O exemplo
do refinamento da malha para 16 x 2 é mostrado na Fig. 5.12. Com relagao
as condig¢oes de contorno, os GDL de deslocamentos nas dire¢oes x e y foram

restringidos para o engastamento da extremidade esquerda. O carregamento


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613084/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1613084/CA

Capitulo 5. Avaliacdo numérica 69

Figura 5.11: Membrana de Cook.

foi aplicado em termos de forcas nodais equivalentes.

Os resultados de deslocamento no ponto médio A na extremidade livre
da membrana de Cook, para diferentes refinamentos de malha e variagdo do
coeficiente de Poisson, estao resumidos na Fig. 5.13 .

Observa-se que para o material quase incompressivel utilizando o ele-
mento HELMTS3, a solu¢ao nao converge e ha presenca de um travamento no
resultado obtido. J& com uso do elemento HELMQ4 com v = 0.49999, este
efeito aparece também, s6 que o travamento é menor. Esta é uma aplicacao
apenas académica, ja que nao se espera resultado satisfatério. Apesar disso,
para os demais casos, os elementos HELMT3 e HELMQ4 apresentaram boa

convergéncia para a solugao de referéncia do problema de Cook.

5.2
Elementos hibridos de placa

Nesta secao os elementos hibridos de placa HKPT6, HKPQ8 e HMPQS8
sao avaliados quanto a sua convergéncia e a sua precisao por meio de patch tests

e exemplos numéricos.

5.2.1
Avaliacao dos autovalores e suficiéncia de posto

Para verificar a suficiéncia de posto e a presenga de modos esptrios nos

elementos de placa, os autovalores sdo avaliados para um elemento irregular
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Figura 5.12: Discretizacao do problema de Cook.

triangular de placa, HKPT6, e elementos irregulares quadrilaterais, HKPQS e
HKMQS, cujas geometrias sdo especificadas na Fig. 5.14.

Adotou-se para os elementos espessura de t = 0.01 e para as propriedades
do material, £ = 360 e v = 0.0. A analise dos autovalores dos elementos estao
resumidas na Fig. 5.15.

A partir da Fig. 5.15 é possivel notar que os trés elementos de placa
apresentam somente os trés autovalores nulos correspondentes aos modos de
corpo rigido da placa, e, consequentemente, auséncia de modos espirios de

energia.

5.2.2
Patch test para problemas de placas

Nos elementos de placa, assim como nos elementos de membrana, sao
verificados os patch tests para os trés modos de corpos rigido de um elemento
de placa.

Os vetores referentes aos deslocamentos e as rotagoes para os trés modos
de corpo rigido podem ser representados pela matriz W. Assim, a matriz W
para o elemento triangular HKPTG6, por exemplo, é obtida em sua forma nao

normalizada como

1 1 1 0 0 0
W= a1 z x3 —Am? —Aon2® —Agn}! (5-5)
Y Y2 Y3 —A177;2 —A277§3 —A37731
onde z; e y; sdo as coordenadas globais dos nés do elemento; A; é o fator

de conversao do sentido da rotagdo do sistema local para global, segundo a

Tabela 4.1; e n, e 1, sao as componentes das normais ao longo do contorno do
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Figura 5.13: Resultados dos deslocamentos da membrana de Cook.

elemento. Para os elementos quadrilaterais de placa, a matriz de W é obtida
de modo analogo.

Para que o elemento atenda aos patch tests para os modos de desloca-
mento de corpo rigido, a propriedade espectral KW = 0 deve ser obtida.
Utilizando a geometria dos elementos irregulares apresentados na Fig. 5.14, é
verificado que, para os trés elementos (HKPT6, HKPQ8 e HMPQS), o produto
KW nao produz trabalho. Logo, os elementos passam no patch test.

O segundo patch test consiste em avaliar o elemento quanto aos trés
estados de curvatura constante do elemento de placa — Kgz, Kyy € Kgy. Para
este teste, um conjunto de funcoes para patch tests de elementos de casca e
placa é proposto por Chen [42] e Chen et al [43]. Os autores apresentam uma
funcao de campo de deslocamento que corresponde a um estado misto dos
trés estados de curvatura constante e que satisfaz as equacoes de equilibrio da

placa:
w=(1+x+2y+z*+xy+9%)/2

B = (1+2z +y)/2 (5-6)
By=02+z+2y)/2
Para avaliar os elementos de placa triangular e quadrilateral quanto
a este patch test, malhas sao propostas segundo a Fig. 5.16. Os elementos
sdo constituidos de material linear, homogémeo e isotrépico, com F = 10° e
v = 0.30. Adota-se uma espessura de t = 0.01.
Este campo, Eq. (5-6), condiz com momentos constantes M,, =
-0.011111, M,, = —0.011111 e M,, = —0.033333 atuando no contorno ex-
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5.14(a): HKPTG.
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5.14(b):  HKPQ8 e HMPQS.

Figura 5.14: Geometria dos elementos irregulares HELMT3 e HELMQ4 para
analise de autovalores.

terno das malhas na Fig. 5.16, que resultam em forcas nodais nulas nos nés
internos. Assim, montando a malha para os elementos HKPT6, HKPQS8 e
HMPQS, e verificando somente as forcas nodais internas através do produto
f = Kd, onde d é o vetor de deslocamentos e rotagoes correspondentes ao
campo da Eq. (5-6), chega-se aos resultados da Tabela 5.5.

Logo, apenas o elemento triangular de placa HKPT6 passou no patch test
correspondente aos estados de curvatura constante. Contudo, ao se construir
uma malha de elementos quadrilaterais de placa com faces paralelas, notou-
se que os elementos passavam no patch test de curvatura constante. Desta
forma, apenas os elementos quadrilaterais de placa com faces paralelas serao

explorados neste trabalho.
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Figura 5.15: Anéalise dos autovalores dos elementos HKPT6, HKPQS e
HMPQS.

Tabela 5.5: Resultado das forcas nos nés internos para patch test de curvatura
constante

N6 Coordenadas Forgas nodais para cada elemento
x Y HKPT6 HKPQS8 HMPQ8

0.04 0.02 0.00000000 -2.66601779 -1.78460633
0.18 0.03 0.00000000 -2.90025117 -1.94304868
0.16 0.08 0.00000000 -1.00083529 -0.82624356
0.08 0.08 0.00000000 -1.01957175 -0.84285324

=0 DN

5.2.3
Exemplos numéricos para os elementos de placa

Para avaliar o desempenho dos elementos hibridos de placa propostos
neste trabalho, os elementos serdo sujeitos aos seguintes testes numéricos: (i)
placa quadrada simplesmente apoiada sob carregamento uniformemente distri-
buido; (ii) placa quadrada simplesmente apoiada sob carga pontual centrada,
e (iii) placa esconsa simplesmente apoiada sob carregamento uniformemente
distribuido. O desempenho dos elementos é, também, comparado ao de outros

elementos de placa encontrados na literatura.
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5.16(a):  Malha com elementos triangulares.
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5.16(b): Malha com elementos quadrilateros.

Figura 5.16: Malha para avaliacdo dos elementos de placa quanto aos estados
de curvatura constante.

5.2.3.1

Placa quadrada simplesmente apoiada sob carregamento uniformemente
distribuido

O primeiro exemplo numérico consiste em uma placa quadrada simples-
mente apoiada de lado L = 10 sob carregamento uniformemente distribuido
q = —1. As propriedades do material adotadas sao £ = 10.92, v = 0.30, e
as placas sao avaliadas quanto as seguintes relagoes entre espessura e compri-
mento, t/L = 0.10 e t/L = 0.0010. A geometria da placa é apresentada na Fig.
5.17. A malha é discretizada com as configuragoes 2 x 2, 4 x 4, 8 x 8 e 16 x 16,
segundo a Fig. 5.18.

O desempenho dos elementos HKPT6, HKPQ8 e HMPQS8 é comparado

com o desempenho dos seguintes elementos de placa encontrados na literatura:
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Figura 5.17: Placa quadrada simplesmente apoiada.

5.18(a): HKPTG. 5.18(b): HKPQ8 e HMPQS.

Figura 5.18: Exemplos de discretizagao da malha para placa quadrada 8 x 8.

(i) Elemento triangular de placa de Trefftz com 9 GDL, THT [22];
(ii) Elemento quadrilateral de placa de Trefftz com 12 GDL, QHT [22];

(iii) Elemento hibrido triangular de Mindlin-Reissner com 18 GDL, TH6-2773
[23];

(iv) Elemento triangular de placa com 9 GDL, T3BL [44].

Os resultados para os deslocamentos e os momentos no centro da placa
para as diferentes espessuras da placa e refinamento da malha sdo apresentados
na Tabela 5.6. O desempenho dos elementos hibrido com relagao aos elementos
descritos acima é resumido nas Figs. 5.19 e 5.20, comparando o erro relativo

percentual para deslocamento e momento no centro da placa.
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Tabela 5.6: Deslocamento e momentos no centro da placa simplesmente apoi-
ada sob carregamento uniformemente distribuido com t =1 et = 0.01

Elem. Malha t/L =0.10 t/L =0.001
4 4 4 4
we/(sheg)  Me/(355)  we/(3g)  Me/ (%)
2x2 0.40756992 4.19734589 0.40756992 4.19734589
4 x4 0.40686030 4.73333957 0.40686030 4.73333957

HKPT6 8x 8 0.40649908 4.78370124 0.40649908 4.78370124
16 x 16 0.40631130 4.78816058 0.40631130 4.78816058
2x2 0.57943651 2.36195279 0.57943651 2.36195279
HKPQS 4 x4 0.44469915 4.26684399 0.44469915 4.26684399
8§ x 8  0.41540569 4.66035249 0.41540569 4.66035249
16 x 16 0.40850163 4.75663696 0.40850163 4.75663696
2x2 0.58869213 1.79695156 0.57943747 2.36195007
HMPQS 4 x4 045168090 4.21740265 0.44469994 4.26683841
8 x 8 0.42080403 4.62075722 0.41540649 4.66034661
16 x 16 0.41128096 4.73620110 0.40850243 4.75663108
2x2 0.4218 4.923 0.4019 4.569
THT 4x4 0.4257 4.872 0.4055 4.716
8§x8 0.4268 4.814 0.4061 4.770
16 x 16 0.4271 4.795 0.4062 4.784
2x2 0.4265 4.729 0.4052 4.786
QHT 4 x4 0.4266 4.766 0.4062 4.788
8§ x8 0.4270 4.783 0.4062 4.789
16 x 16 0.4272 4.787 0.4062 4.789
2x2 0.426390 4.942483 0.406570 5.046513
TH6-273 4x4 0.426986 4.810216 0.406292 4.863296
e 8§ x 8 0.427204 4.792487 0.406243 4.808162
16 x 16 0.427264 4.789459 0.406238 4.793554
Solugao referéncia [44] 0.4273 4.7890 0.4062 4.7890

Como se pode observar nas Figs. 5.19 e 5.20, os elementos de placa
desenvolvidos apresentam convergéncia para a solucao exata, com excegao para
o caso de placa espessa com relagdo t/L = 0.10. Assim, para o problema de
placa fina (/L = 0.001), os resultados sao satisfatorios quando comparados
com elementos envolvendo uma aproximagao com polinomios de alta ordem e

muitos graus de liberdade, como os elementos QHT e TH6-2775.

5.2.3.2
Placa quadrada simplesmente apoiada com carregamento pontual cen-
trado

O segundo exemplo consiste em uma placa quadrada simplesmente
apoiada sujeita a uma carga pontual () = 1 aplicada no centro da placa. A
mesma geometria do exemplo anterior é adotada para esta analise, assim como
as propriedades do material e a discretizacao da malha. O elemento é avaliado
para a relagao t/L = 0.10. Os resultados para o deslocamento méximo da placa
sao apresentados na Tabela 5.7. Os erros relativo para o deslocamento maximo

e as reagoes com relagdo a solugdo analitica [27] do problema sao apresentados
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Tabela 5.7: Deslocamento maximo e reacao no canto da placa quadrada
simplesmente apoiada sob carregamento pontual centrado para t/L = 0.10.

Elementos Malha w./(QL?) R./Q

2x2 0.028742661 0.07191781

4 x4 0.018386090 0.10882747

HRPT6 8§ x 8 0.013876773 0.11925344
16 x 16  0.012310018 0.12146668

2x2 0.019446454 0.03219971

4 x4 0.013735672 0.09183369

HKPQS 8§ x 8 0.012225376 0.11746936
16 x 16 0.011781938  0.12088724

2x2 0.019881030 0.027332462

4 x4 0.014384150 0.095570500

HMPQS 8 x 8 0.012846618 0.117300622
16 x 16 0.012160256 0.120712005

Solugdo exata [27]

0.0116

0.1219

nas Figs. 5.21 e 5.22. E possivel notar que, mesmo nao passando em todos
os patch tests, os elementos HKPQ8 e HMPQS8 convergiram para solugoes

melhores do que as obtidas para o elemento triangular de placa, HKPT6.

5.2.3.3

Placa esconsa simplesmente apoiada com carregamento uniformemente
distribuido

O dltimo exemplo consiste em uma placa esconsa simplesmente apoi-
ada, inclinada em 30° com relagdo ao eixo x e sujeita a um carregamento
uniformemente distribuido ¢ = —1. A geometria é especificada na Fig. 5.23,
onde foi adotado L = 10 e a relagdo espessura/comprimento foi especificada
como t/L = 0.010. O material do elemento tem as propriedades £ = 10.92
e v = 0.30. A malha foi discretizada de modo anédlogo ao feito nos exemplos
anteriores (Fig. 5.24).

Os resultados para o deslocamento maximo na placa esconsa sob carre-
gamento uniformemente distribuido sao mostrados na Tabela 5.8. Além disso,
o desempenho dos elemento hibridos de placa é comparado, novamente, com
o de outros elementos apresentados na literatura, veja Fig. 5.25.

Observa-se dos resultados na Fig.5.25, que os elementos HKPQS8 e
HMPQS8 tiveram melhores resultados e convergéncia do que o elemento
HKPT6. Além disso, também, apresentaram boa performance se comparados
com elementos que tém mais graus de liberdade, como THT e QHT.

A partir dos resultados avaliados nesta secao, pode-se aferir, que apesar

da formulagao simples e com o menor niimero de graus de liberdade possivel, os
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Tabela 5.8: Deslocamento méaximo da placa esconsa simplesmente apoiada sob
carregamento uniformemente distribuido para t/L = 0.010.

Malha Elementos
HKPT6 HKPQS8 HMPQ8 THT QHT T3BL
2% 2 2.84525280 0.61410912 0.61494379 0.424 0.425 0.422
4 x4 1.30229097 0.51915261 0.51978739 0.408 0.413 0.417
8 x 8 0.67184781 0.45309135 0.45357872 0.410 0.414 0.418
16 x 16 0.48828124 0.42512052 0.45357872 0.413 0.416 0.420
Solugao referéncia [45] 0.423

elementos hibridos de placa apresentaram boa convergéncia, principalmente,

para os problemas envolvendo placas finas ou moderadamente espessas.
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5.19(b):  Relagdo t/L = 0.001

Figura 5.19: Comparacao do desempenho dos elementos para deslocamento
central na placa simplesmente apoiada com carregamento uniformemente
distribuido.
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5.20(b): Relagdo t/L = 0.001

Figura 5.20: Comparacao do desempenho dos elementos para momento central
na placa simplesmente apoiada com carregamento uniformemente distribuido.
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Figura 5.21:

Resultados para o deslocamento maximo na placa
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Figura 5.22: Resultados para reacao no canto da placa.
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5.24(a): HKPTG. 5.24(b):  HKPQ8 e HMPQS.

Figura 5.24: Exemplo do refinamento 4 x 4 para a placa esconsa.
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Figura 5.25: Comparacao do desempenho dos elementos para deslocamento
maximo em placa esconsa simplesmente apoiada com carregamento uniforme-
mente distribuido. (/L = 0.010).
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Conclusao

A formulagao hibrida de elementos finitos permitiu a construcao de um
conjunto de elementos hibridos poligonais para problemas de estado plano de
deformagoes que atendem a compatibilidade e ao equilibrio do problema, e
que se mostraram uma alternativa eficiente e simples ao método convencional
de elementos finitos, desde que sao fundamentadas em solu¢des nao-singulares
polinomiais, para analise numérica em elasticidade plana. Foi observado nos
elementos de membrana que o aumento dos parametros de forcas nodais
internas no elemento nao resultava em melhores solugoes e apenas acrescentava
complexidade ao problema.

A aplicacao do método hibrido e a investigacdo tedrica dos problemas
de placa permitiram o desenvolvimento de elementos hibridos de placa com
uma formulagao consistente e que sejam os mais simples quanto possiveis. Os
elementos de placa propiciaram boa convergéncia para a analise numérica de
problemas de placa fina e moderadamente espessa. Além disso, a partir de in-
terpretagoes geométricas da compatibilidade entre as deformagdes cisalhantes,
com base em condigoes de equilibrio, foram estabelecidas justificativas con-
sistentes para a composi¢do do campo interno de rotagoes na formulagao dos
elementos hibridos de placa.

Deste modo, é possivel a construcao de elementos de casca tao simples
quanto possivel pela superposicao dos elementos hibridos planos e os elementos

de placa desenvolvidos neste trabalho.

6.1
Sugestoes para trabalhos futuros

Como sugestoes para trabalhos futuros:

B Expandir a formulagdo hibrida dos elementos finitos de membrana e
placa para a andlise de problemas dependentes do tempo no dominio

da frequéncia utilizando a técnica de superposi¢do modal avancada [25];

B Investigar a estabilidade de estruturas formadas por segmentos planos

de cascas;;

B A partir do desenvolvimento dos elementos de cascas para problemas

dependentes do tempo, integrar na matriz de rigidez os aspectos geomé-
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tricos e conceituais para a analise numérica de problemas que envolvam

grandes deslocamentos, mas pequenas deformacoes.
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