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Resumo

Silva, Diego Soares Monteiro da; Tomei, Carlos; Oliveira, Otavio
Kaminski de. Um método de continuagao estruturado para
problemas com maultiplas solugoes. Rio de Janeiro, 2021. 70p.
Tese de Doutorado — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Seja F' : X — Y uma funcao entre espagos de Banach reais e g € Y.
Descrevemos um algoritmo para calcular as solugoes u da equagao F(u) = g.
O algoritmo comeca com uma curva ¢ € X escolhida de modo a intercep-
tar substancialmente o conjunto critico de F. As intersecoes levam a bi-
furcagoes em F~1(F(c)) que, por sua vez, obtém multiplas solugdes para
F(u) = g = F(c(tp)) de algum ponto c(ty). Este banco de dados é entdo
usado para considerar F'(u) = g para g geral. Claramente, os métodos de con-
tinuagao padrao tém melhores chances de sucesso em diferentes pontos iniciais.
Fornecemos argumentos geométricos para a abundancia ocasional de solugoes,
e esses argumentos, por sua vez, sao usados na construcao do banco de dados.
Trés exemplos sao considerados detalhadamente. A primeira é uma funcao
F : R? — R? para a qual o raciocinio por trids das técnicas pode ser visu-
alizado. O segundo conjunto de exemplos da forma F : R® — R ¢ obtido
a partir da discretizagdo de um problema de Sturm-Liouville ndo linear com
um numero inesperado de solugdes. Finalmente, calculamos as seis solugoes de
uma equagao do tipo —A — f(u) = g estudada por Solimini: as fungoes f e g
satisfazem as condigoes apropriadas e sao definidas no anel entre dois circulos

nao concéntricos.

Palavras-chave
Métodos de continuacdo; Dobras e bifurcacdes; Método do tiro dis-
creto; Operadores nao lineares de Sturm-Liouville; Operadores elipticos semi-

lineares.
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Abstract

Silva, Diego Soares Monteiro da; Tomei, Carlos (Advisor); Oliveira,
Otévio Kaminski de (Co-Advisor). A structured continuation
method for problems with multiple solutions. Rio de Janeiro,
2021. 70p. Tese de Doutorado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

Let F : X — Y a function between real Banach spaces, and g € Y.
We describe and algorithm to compute solutions u of the equation F(u) = g.
The algorithm starts with a curve ¢ € X chosen so as to intercept the critical
set of I substantially. Intersections lead to bifurcations in F~!(F(c)) which in
turn obtain a multiplicity of solutions for F'(u) = g = F(c(tp)) of some point
¢(tp). This data bank is used then to consider F'(u) = g for general g. Clearly,
standard continuation methods have better chances of success from different
initial points. We provide geometric arguments for the occasional abundance
of solutions, and these arguments in turn are used in the construction of the
data bank. Three examples are considered in detailed. The first is a function
F : R? — R? for which the reasoning behind the techniques may be visualized.
The second set of examples of the form F : R — R!® is obtained from
the discretization of a nonlinear Sturm-Liouville problem with an unexpected
high number of solutions. Finally, we compute the six solutions of an equation
of type —A — f(u) = g studied by Solimini: the functions f and ¢ satisfy
appropriate conditions and are defined on the annulus between two non-

concentric circles.

Keywords
Continuation methods; Folds and bifurcations; Discrete shooting method;

Sturm-Liouville nonlinear operators; Semi-linear elliptic operator.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621747/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1621747/CA

Sumario

1

2
2.1
2.2

Introducao

O algoritmo
Conjunto critico e inversao de caminhos
Um primeiro exemplo

2.2.1 O conjunto critico de F'
2.2.2 Aflor de F

2.2.3 Rotulando arcos com cores
2.2.4 Espelhamento

2.2.5 Estendendo G

3
3.1
3.2

4
4.1
4.2

5

5.1
5.2
5.3
5.4

Grafos completamente espelhados
Grafos associados a fungoes
Roteiro

Superando dobras com um método preditor-corretor
O método preditor tangente
Invertendo perto de dobras

Operadores nao lineares de Sturm-Liouville discretizados

O operador continuo e sua discretizacao

A contagem das pré-imagens

O método do tiro aplicado ao operador discretizado
Resolvendo com grafos completamente espelhados

54.1 O cason =2
5.4.2 O primeiro caso em R’ k=4
54.3 O caso k=28

6
6.1
6.2

Perturbagoes semi-lineares do Laplaciano
O operador
Discretizacao por elementos finitos

6.2.1 Aproximando os autovalores para a linearizacao de F

6.3
6.4

7

7.1
7.2
7.3
7.4
7.5

Uma situagao estudada por Solimini
Consideracoes finais

Apéndice
Alguns aspectos topolédgicos e fung¢oes proprias
Operadores de Fredholhm
Singularidades de Morin
Estrutura local de dobras
Estrutura local das ctispides

Referéncias bibliograficas

15
15
16
16
18
19
21
22

24
24
29

31
31
32

38
38
40
40
43
44
49
53

56
56
56
57
58
62

63
63
64
65
66
67

68


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621747/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1621747/CA

Lista de figuras

Figura 1.1 Inversdo do segmento [0, g]. 10

Figura 2.1 Conjunto critico da fungao F' e imagem do conjunto critico. 17

Figura 2.2 A flor F = F~}(F(C)). 18
Figura 2.3 A imagem de uma reta r vertical por F. 19
Figura 2.4 Rotulando os arcos de F(r). 19
Figura 2.5 O conjunto conexo G C F~Y(F(r)). 20
Figura 2.6 O espelhamento na vizinhanca de uma dobra ay. 21
Figura 2.7 Extensao de G. 22
Figura 3.1 Um grafo genérico muito simples 26
Figura 3.2 Construgao de um grafo completamente espelhado. 27
Figura 3.3 G C (G). 28
Figura 3.4 G desconexo a g. 29

Figura 4.1 A variavel y é a distancia da curva ao conjunto critico C. 33

Figura 5.1 Mapa de Poincaré, a € [—550,350]. Interagao k = 4.

Parametros ¢_ = 0.4984 e ¢, = 19.1248 42
Figura 5.2 Mapa de Poincaré, a € [—550, 150]. Interagdo k = 8.

Parametros ¢_ = 0.4984 e ¢, = 56.9367 42
Figura 5.3 Ce F'(C) para(_ = —le/l, =2, . 44
Figura 5.4 Ce F"(C) de F" para (_ = —1e (, = 4. 45
Figura 5.5 O grafo espelhado associado a semirreta 7. 46
Figura 5.6 F(G) = F(r). 47
Figura 5.7 O grafo espelhado associado & semirreta r = {Py +

s(sen(21y) + 0.1sen(ly)), com s > 0}. 48
Figura 5.8 F(G) = F(r). 48
Figura 5.9 Grafo completamente espelhado para k = 4. 49
Figura 5.10 Comparando solugoes 51
Figura 5.11 Erro relativo sobre cada ponto da malha. 52
Figura 5.12 Grafo espelhado 53
Figura 5.13 Grafo espelhado 55
Figura 6.1 A malha de €. 58
Figura 6.2 Os 4 primeiros autovalores da Jacobiana para os pontos

de r. 59
Figura 6.3 5 pré-imagens encontradas. 60
Figura 6.4 Grafo espelhado com as 6 pré-imagens encontradas. 60

Figura 6.5 As 6 solugoes encontradas. 61


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621747/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1621747/CA

1
Introducao

A busca de solugoes para uma dada equacao é um problema fundamental
em matematica. Seja F' : X — Y uma func¢do: dado um ponto g € Y, que é
valor regular de F', queremos as solugoes da equagao F'(u) = g, isto é, queremos
as pré-imagens de g. Nesse texto, X e Y sao espagos de Banach reais, em
especial, para problemas de dimensao finita X =Y = R".

Os métodos numéricos classicos, como Newton e iteracao de Picard,
fazem uso abundante de argumentos locais [16]: dado uy € X tal que F(ug) =
go, € possivel procurar solugoes u € X de F(u) = g para g suficientemente
proximo de go. Uma primeira transicao do tratamento local para algo global é
realizada pelos métodos de continuagao ([1],[16],[24]): para resolver F(u) = g,
procure solugoes para t € [0, 1] de F(u(t)) = (1—t)go+tg. Dificuldades ocorrem
quando u(t) se aproxima de um ponto critico de F' interrompendo o processo
de continuagao. H4 razdes concretas para isso: genericamente, para u, = u(t.),
se F(ue) = (1 —t.)go + teg € DF(u.) nao é inversivel, para ¢ > 0 pequeno, o
segmento em Y associado a [t t. + €] nao estd na imagem de F' pelo menos
perto de F(u.) (veja o arco verde no contradominio na figura 1.1 no exemplo
apresentado a seguir).

Considere o exemplo dado pela fungao F(z,y) = (22 — y? + x, 22y — y).
A figura 1.1 a esquerda é o dominio da funcao, contendo quatro tridngulos
curvilineos com vértices X,Y e Z (por tridngulo, queremos dizer a regiao
limitada pelas fronteiras em vermelho). A imagem dos pontos rotulados por
A é o ponto rotulado por A no contradominio. Cada tridngulo é levado
homeomorficamente ao tridngulo XY Z na imagem. Mas a regiao R por fora
dos quatro tridngulos no dominio é levada a regiao F'(R) da imagem por fora do
tridngulo, mas nao bijetivamente: cada ponto do interior de F/(R) é alcancado
por dois pontos do interior de R. Geometricamente, R é um recobrimento
duplo de F(R) (veja a defini¢do de recobrimento no Apéndice 7.1).

Tomemos F'(0,0) = go = (0,0) para tentar resolver F(x,y) = g = (1,1),
que alias deve ter duas solugdes. A figura mostra a inversa G do segmento
na imagem ligando (0,0) a (1,1). Existe uma componente conexa de G (em
verde) comecando por (0,0) no dominio, que ndo alcan¢a uma pré-imagem

de (1,1), mas que alcanga uma outra pré-imagem de (0,0). Por outro lado,
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Capitulo 1. Introducio 10

as outras duas pré-imagens de (0,0) sdo pontos de partida para um método
de continuacao que, de fato, alcancam as duas solugoes da equacao original,
P =(1,1) e P, = (—1.6421,—0.2334).

Dominio Contradominio
g
;  F®
F
— >
X
2
Y

Figura 1.1: Inversao do segmento [0, g].

O algoritmo que propomos para resolver F(u) = g inicialmente cria um
banco de dados de pré-imagens conhecidas. Assim se soubéssemos as pré-
imagens de um ponto ¢y, todas poderiam ser empregadas como pontos de
partida para resolver F(u) = g como no exemplo anterior. A preocupagao
agora € outra: em vez de resolver diretamente a equagdo, procuramos encontrar
antes muitas pré-imagens de alguns pontos.

O primeiro algoritmo baseado em ideias desse tipo deu origem
ao software 2 x 2 (acessivel na pdgina de Humberto Bortolossi, UFF:
http://www.imuff.mat.br/puc-rio/2x2). Desenvolvido por Malta, Saldanha e
Tomei no final dos anos 80 ([20]) que estuda fungdes F' : R*? — R? De forma
resumida, sao obtidas curvas criticas C; de F' que informam o processo de in-
versao de segmentos na busca de muitas solugoes. Por um lado, o ponto de
partida é parecido com um método de continuacao, no sentido que segmen-
tos do contradominio sao invertidos. Mas o conhecimento do conjunto critico
permite identificar a criacdo de novos pontos de partida para inversao e é
assim que sao obtidos, no exemplo acima, os arcos da inversa do segmento

[(0,0),(1,1)] que nao estao conectados a (0,0) no dominio. O algoritmo, ainda
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que bastante eficiente, tem a restricdo fundamental de limitar-se a funcoes
em dimensao dois. Dois aspectos nao sao realistas em dimensao mais alta: (a)
guardar o conjunto critico como uma lista de pontos, (b) lidar com informagao
mais detalhada sobre o conjunto critico, a identificagdo das chamadas ctspides
ou singularidades mais profundas.

As ideias (teoremas, conceitos) empregadas no 2 x 2 foram aplicadas em
uma variedade de contextos (em EDO’s, ([7], [8], [28]); em EDP s, ([9],[13]), e
em cada um deles, as possibilidades de implementacao eram evidentes.

Uma aplicagdo que motiva o desenvolvimento desse trabalho é o estudo

do nimero de solug¢oes do problema de contorno
—Au—f(u):g, u‘aﬂzou

para conjuntos 2 C R™ (limitados e conexos) e nao linearidades f especiais
([3].[4],19],[25],[13]). Nesses artigos foi comprovada a conveniéncia de informa-
¢do geométrica para a andlise numérica, de forma muito mais concreta do que
a simples demonstracao da eventual existéncia de algumas solugoes. Se a de-
rivada f’ tem no fecho de sua imagem s6 um autovalor (simples) A, de —A,
todas as solugoes da equagao acima estao em uma fibra, que € a inversa de uma
Unica reta na imagem paralela a ¢,, o autovetor associado a \,. Essa proprie-
dade foi empregada em ([25],[9],[13]) para reduzir o problema original a uma
busca unidimensional (sobre curvas calculdveis numericamente em espagos de
dimensao infinita). De maneira mais geral, se f’ interage [9] com um nimero
finito de autovalores de —A, a andlise numérica do problema foi reduzida, na
sequéncia dos autores acima, a um problema em dimensao finita de R™ para
R™, sendo m a soma das dimensoes dos autoespacos dos autovetores cujos
autovalores estao no fecho da imagem de f’.

Cal Neto [9], tomando como base esses fatos geométricos e tedricos, de-
senvolveu um algoritmo para fungoes definidas em retangulos usando elementos
finitos. O método consistia de duas etapas: na primeira a identificagdo de uma
fibra induzida por g e a segunda a inversao de uma funcao de R™ para R™. Cal
Neto estudou exemplos para m = 1 ndo com foco em discutir hipoteses sobre a
nao linearidade para inferir um certo niimero de raizes, mas sim reduzir a con-
tagem de solugdes a construgao um grafico de uma fungao real. Cal Neto iniciou
ainda o estudo para o caso m = 2, aplicando as ideais do 2 x 2. Kaminski [13]
avangou o algoritmo desenvolvido por Cal Neto, tendo como principais con-
tribuicoes a construcao de elementos finitos para dominios 2 C R? limitados
quaisquer e programou a possibilidade da nao linearidade interagir com mais

de um autovalor, o que recaia na inversao de func¢oes definidas de R™ para R™
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para m > 2.

Diferentemente do 2 x 2 e dos trabalhos supracitados, o estado da arte
do algoritmo apresentado nessa tese tem como pilar a garantia da conexidade
de uma estrutura construida implicitamente a partir da aplicacdo de métodos
de natureza local. Para uma dada curva ¢(t) € X passando por uma solugdo
conhecida F'(¢(0)) = 0 construimos componentes conexas G da imagem inversa
de F7'(F(c)). O processo empregado realiza apenas buscas unidimensionais
o0 que nos leva a um novo conceito matematico o de grafos completamente
espelhados.

O algoritmo aqui apresentado é estruturado, no sentido que é orientado
por informagao geométrica. A hipdtese de trabalho fundamental é que os
pontos criticos de F' sao possiveis de serem identificados e que o conjunto
dos pontos que sao dobras de F' é denso no conjunto critico C de F', um tipo
de singularidade para a qual existem bons algoritmos locais. Entendemos por
algoritmo estruturado um processo em que conhecida uma solugao existe uma
alta possibilidade de encontrar outras, de forma deterministica a partir de
certas operagoes. A escolha de cinquenta condic¢oes iniciais para um método
de Newton pode servir de ponto de partida para buscar solugdes, mas nao
é o que chamarfamos de um algoritmo estruturado. A busca unidimensional
realizada pelo algoritmo nos leva a um novo objeto matematico que sdo os
grafos completamente espelhados.

O que se pode esperar de um algoritmo que calcula pré-imagens? A
restricado mais fundamental é o fato que o modelo habitual de analise numérica
s6 pode calcular uma funcdo em um numero finito de pontos. Assim, em
principio, em qualquer pequeno aberto do dominio, a funcao pode ter raizes
que nunca vao ser identificadas por nenhum algoritmo. Estimativas a priori, em
particular técnicas de aritmética intervalar, reduzem incertezas desse tipo, mas
estao fora de questao. Enfim, o melhor que se pode esperar de um algoritmo
é que ele disponibilize um bom nimero de solugoes, possivelmente oferecendo
confiabilidade em certas situagoes privilegiadas.

Assim como nao se espera que um sistema linear Az = b seja resolvido
da mesma maneira para qualquer matriz A, aqui também classes de fungoes
F merecem um tratamento especifico.

Um ponto de vista que nos parece mais realista é o seguinte. Em vez
de buscar uma teoria geral da inversao de uma funcdo F', convidamos o
leitor a pensar que F' ja é tao complexa que merece uma teoria por si. Mais
experimentagao (isto é, mais overhead dedicado a explorar partes do dominio
de F') resulta em mais conhecimento do processo de inversdo. Em particular,

um banco de dados de pontos do contradominio com suas respectivas pré-
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imagens conhecidas ¢ informativo e serve em principio de ponto de partida
para seu proprio enriquecimento. Esse texto é uma sintese de procedimentos
mais realistas para abarcar a solugao de equagoes com uma certa generalidade.

Na descricao do algoritmo no Capitulo 2, apresentamos inicialmente os
objetos-chave através de um exemplo. Grafos completamente espelhados sao
apresentados no Capitulo 3 e de forma abstrata descrevem de forma resumida
o algoritmo. No Capitulo 4 sao tratados aspectos de implementagao, especial-
mente referentes ao tratamento do processo de inversao perto de pontos criticos
em dimensao infinita. Em vez de usar os parametros habituais para continua-
¢ao [1], como o comprimento de arco, empregamos variaveis com interpretagao
espectral simples, que permitem inverter lineariza¢oes apropriadas sem induzir
uma particao explicita da Jacobiana, o que seria inviavel para as discretizagoes
habituais aplicadas a equagdes diferenciais.

No resto do texto, o algoritmo é implementado em trés contextos. O
primeiro permite visualizacdo: consideramos uma funcio F : R? — R2 O

segundo ¢ a discretizacao de um problema de Sturm-Liouville nao linear
_u// + f(u) =9, U(O) =0= U(ﬂ'),

que tem um numero inesperadamente grande de solugoes ([28]), devido ao
fato que a imagem do conjunto critico gira em torno de um eixo um grande
numero de vezes. Muitas pré-imagens sao espurias, no sentido que desaparecem
quando se faz uso de discretizagoes mais finas e nao sao associadas a solugoes
do problema continuo, que alids tem ‘poucas’ pré-imagens, como demonstrado
por Costa, Figueiredo e Srikanth ([12]).

O terceiro contexto de interesse é o caso limite do cenario anterior, agora
em dimensao infinita: consideramos F'(u) = ¢g para um operador eliptico semi-
linear F(u) = —Au — f(u), onde u satisfaz condi¢bes de Dirichet em um
dominio limitado de R™. O exemplo considerado foi estudado por Solimini
([26]), que provou que a equacao tem seis solugoes.

Como avaliar o algoritmo? Os contextos escolhidos tentam suprir a falta
de benchmarks. Para os dois primeiros, sabemos as respostas dos problemas
de interesse usando outros algoritmos, e podemos confrontar resultados. Para
o primeiro exemplo, contamos com o 2 x 2. O segundo ¢ um problema
linear por partes, e permite tratamento essencialmente combinatoério. Além
disso, o fato do problema vir de uma equacao diferencial ordinaria permite
uma implementacao do classico shooting method para o problema de Sturm-
Liouville discretizado, que, como veremos, ratifica as propriedades geométricas

peculiares da funcao F' de interesse. O shooting method, alids, é uma situacao
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em que todas as solugdes de um problema estao ao longo de uma tnica curva,
parametrizada pelo valor inicial da derivada, justamente o parametro de tiro.
As solucoes obtidas pelo shooting method se revelaram menos precisas do que
as obtidas pelo algoritmo que sugerimos. J& o terceiro exemplo é uma situacao
pouco explorada, ainda que alguma analise numérica ja tenha sido realizada
na busca de varias solugoes ([6], [9], [13]).

Dada a generalidade do problema, nao ha a intencao de apresentar um
algoritmo competitivo em algum sentido. O melhor, a essa altura, é interpretar
a experimentacao até o momento como uma proof of concept.

Ao longo deste trabalho todos os gréaficos e solu¢bes numéricas foram

obtidas através do MATLAB.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1621747/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1621747/CA

2
O algoritmo

Sejam X e Y espacos de Banach e F': X — Y uma funcdo de classe C.
Estamos interessados em calcular uma quantidade expressiva de pré-imagens
de g € Y, isto é, pontos u € X tais que F(u) = g.

O algoritmo apresentado nesse capitulo tem como entradas uma solugao
conhecida u = Py e uma curva ¢ C X por Fy, habitualmente uma reta (¢ =r)
ou um segmento. A partir desses dados, construimos um subconjunto especial
G de F~'(F(r)), a imagem inversa de F(r). E claro que as pré-imagens de g
pertencem a F~!(F(r)): nosso objetivo é encontrar G de maneira a encontrar
boa parte delas fazendo uso apenas de buscas unidimensionais.

Inicialmente, obtemos um conjunto conexo G, definido na Secao 2.2.3
contendo algumas pré-imagens. Um processo de extensdo, descrito na Secao
2.2.5, d4 origem a G satisfazendo G € G € F~1(F(r)), possivelmente contendo

pré-imagens adicionais. O processo de extensao pode ser iterado.

2.1
Conjunto critico e inversao de caminhos

Para uma funciao ' : X — Y de classe C!, seu conjunto critico C ¢ X
consiste nos pontos u para os quais DF(u) : X — Y ndo é uma transformagao
linear inversivel (e limitada, em dimensao infinita). Pelo teorema da funcao
inversa, F' é um difeomorfismo local numa vizinhanca de pontos regulares u
(isto é, u ¢ C). O conjunto F = F~1(F(C)) define a flor de F e as componentes
conexas de X \ C e Y \ F(C) as placas (como em [19], [20]).

O algoritmo faz uso intensivo dos métodos usuais para busca de pré-
imagens: métodos de continuagao ou homotopia [1], interpretados geometrica-
mente como a inversao de caminhos na imagem.

Dados um caminho v : [a,b] — Y na imagem e uma condigao inicial
up € X tal que F(up) = ~y(a), procuramos um caminho 5 : [a,b] — X no
dominio, tal que 3(a) = ug e F o f = 7. Pelo teorema da funcdo inversa, a
inversiao se realiza, de forma tinica na vizinhanca de pontos de F'~1(v) fora de
C.

O comportamento de um caminho F~!(v) a partir de um ponto critico

u. em que F~1(y) NC = u, é descrito pela teoria das singularidades. A teoria
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e sua implementagdo numérica se tornam dificeis para pontos criticos mais
profundos!, especialmente quando dominio e imagem tém dimensao maior que
dois (em particular, em dimensao infinita). O algoritmo explora o fato que,
numa hierarquia, como a de Morin (veja apéndice), que particiona o conjunto
critico, o primeiro nivel, composto de dobras, definidas no apéndice 7.4, sao de

manipulagdo mais simples, além de serem abundantes.

2.2
Um primeiro exemplo

Considere a funcao F' : R? — R? dada por
F(x,y) = (3:3 — 3y + 52? — 3y + 2, 32%y — P — bay + y) .
que corresponde a descricao em termos de partes reais e imaginarias de

F: C — C
z — 457+

A funcao F nao é analitica, mas varias propriedades suas ficam claras na

notagdo complexa.

2.2.1
O conjunto critico de F

A notagdo complexa deixa claro a existéncia de trés regimes. Quando z
estd proximo da origem, F(z) se comporta como z. Para |z| préximo de 1, o
termo dominante é z2. A medida que |z| tende ao infinito, o comportamento
de F(z) é dominado pelo termo z°.

Em cada regime, F' leva curvas simples (fechadas e sem autointesergoes)
centradas na origem a curvas que giram em torno da origem na imagem com
um numero diferente de voltas, 1,2 e 3. Para |z| proximo a 1, a orientagao é
invertida: a imagem de uma curva percorrida no sentido positivo (anti-horario)
é uma curva percorrida no sentido negativo (horario).

A mudanga de comportamento entre regimes sugere a presenca de duas
curvas criticas, identificadas numericamente: o conjunto critico C de F ¢
formado pela unidao de duas curvas C; e Cy. Na figura 2.1, estao desenhadas as
curvas criticas C; (em azul) e Cy (em vermelho) e suas imagens F'(Cy) e F(Cs).
Note a presenga de pontos nas imagens em que as curvas formam pontas — elas

vem de cinco pontos em C; e trés em C;, que tém um significado especial na

1Singularidades de Morin de ordem maior ou igual a 2 e singularidades em que a dimenséo
do ntcleo do operador derivada é maior ou igual a 2.
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teoria de singularidades: esses pontos sao cispides de F' ([29]). Denotamos esses
pontos e suas imagens pelas letras (A,B,C,D,E,X,Y,Z). A rotulagem indica o

sentido em que as curvas e suas imagens sao percorridas.

Dominio Contradominio

A

Figura 2.1: Conjunto critico da fun¢do F' e imagem do conjunto critico.

As giracgoes das curvas intermediarias sao responsaveis pelo grande nu-
mero de raizes de I’ (ou, equivalentemente, F'): F' tem 9 raizes. A contagem
de pré-imagens ¢ facilitada pelas observacoes abaixo, as quais sdo aplicagoes

das definigoes e teoremas apresentados no apéndice 7.1.

As fungoes F' e F sao fungdes proprias (isto é, a inversa de conjuntos

compactos é um conjunto compacto).

— Para fungoes proprias, pontos na mesma placa da imagem tém o mesmo

nuimero de pré-imagens.

Pelo comportamento em infinito na notagdo complexa, pontos na placa

nao limitada da imagem tém trés pré-imagens.

— O ntmero de pré-imagens de placas na imagem que tém na fronteira um

arco comum de F'(C) difere de dois.

jav2g

Para chegar a origem com uma curva ligando a placa nao limitada

ON

placa que contem a origem, é necessario cruzar trés arcos de F(C), o que

forte evidéncia de que F' tem 9 raizes, o que de fato acontece.
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2.2.2
A flor de F

A figura 2.2 mostra a flor F = F~'(F(C)). As linhas em vermelho sao
F~Y(F(Cy)) e as linhas em azul, F~'(F(C;)). Como F é prépria e seu conjunto
critico C é compacto, a flor também é compacta em X.

Letras iguais no dominio indicam pré-imagens associadas ao mesmo
ponto. Assim, por exemplo, A é levado por F' ao ponto A da figura 2.1 (direita),
que tem por pré-imagens os trés pontos marcados com A figura 2.2.

Apesar de computacionalmente cara, a flor é um excelente recurso para

descrever F'. A teoria também da indicagoes relevantes.

— Os pontos internos a placa P na imagem com fronteira exterior F'(Cy)
(figura 2.1 a direita, em azul) tém 9 pré-imagens. Na figura 2.2, cinco
pré-imagens estao nas ‘pétalas’ da flor (na figura, pequenos riscos azuis,
que quando ampliados parecem triangulos com lados curvilineos), e mais
quatro no centro da figura. Como F' é prépria e a placa rotulada por
XY Z é simplesmente conexa, a restricao de F' ao interior de cada uma

dessas nove placas no dominio ¢ um difeomorfismo [19].

— A placailimitada de Y\ F'(C) consiste de pontos com trés pré-imagens. De
fato, sua inversa, a placa ilimitada de X \ F, a recobre 3 vezes, confirmado
pelo fato que as letras A, B,C, D e F aparecem sequencialmente trés

vezes ao longo da curva exterior a Cs.

Dominio

Figura 2.2: A flor F = F~1(F(C)).
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2.2.3
Rotulando arcos com cores

Vamos procurar as pré-imagens de g = (0,0) € Y, supondo conhecida
uma delas, Py = (0,0). Dada uma reta r = { Py + st, s € R} C X com vetor
diretor v, considere F'(r): na figura 2.3, v = (0, 1).

Dominio Contradominio
T

Figura 2.3: A imagem de uma reta r vertical por F.

Rotulamos com cores os arcos de F(r) tendo em seus extremos os pontos
0 e os valores singulares (pontos de F'(r)NF(C)), marcados de a até j na figura
2.4). Caminhos de mesma cor no dominio, como na figura 2.5, sao levados a

um arco da mesma cor na imagem na figura 2.4.

Contradominio

Figura 2.4: Rotulando os arcos de F(r).
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O conjunto G é a componente conexa contendo (0,0) de F~(F(r)),
mostrado na figura 2.5. Além de obviamente conter a reta r, G contém varias
outras raizes de F', oito ao todo. Apenas uma pré-imagem, no interior de um
tridngulo azul & esquerda na figura, nao foi encontrada.

Construimos G justapondo caminhos invertidos a partir dos arcos rotu-
lados em F(r) (figura 2.4) mantendo conexidade por caminhos: quaisquer dois

pontos de G podem ser ligados por um caminho em G.

Dominio

Figura 2.5: O conjunto conexo G C F~1(F(r)).
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2.2.4
Espelhamento

Na vizinhanca dos pontos criticos de F' que pertencem a G, o conjunto
F~'(F(r)) é uma uniao de quatro curvas encontrando-se no ponto critico.

Préximo a um ponto critico ag, ndo vale o teorema da funcao inversa
local, mas existe uma contrapartida igualmente satisfatéria. Note que, em
pequenas vizinhangas de ag e F'(ag), os conjuntos X \ C; e Y\ F/(Cy) tém duas
componentes conexas (figuras 2.4 e 2.6). E possivel demonstrar que as duas
componentes no dominio sao levadas a uma mesma componente na imagem.
Na figura 2.6, os dois arcos verdes sao levados a um mesmo arco por F', assim
como os dois arcos laranjas. Veja que uma componente da imagem (veja figura
2.4) simplesmente nao tém pré-imagens perto do ponto a, enquanto os pontos
na outra componente tem duas pré-imagens. O proprio conjunto critico perto
de ap ¢é levado bijetivamente por F' a uma curva, e no dominio pensamos
informalmente que ele age como um espelho: localmente, os dois lados do

conjunto critico tém por imagem um mesmo conjunto.

Dominio

B2

m

0

Figura 2.6: O espelhamento na vizinhanca de uma dobra ay.

Perto de ag € r, os segmentos By = [Py, ap] € f2 = [ao, bo] sdo espelhados
em relagdo a componente C;. Mais precisamente, existem arcos continuos,
e (O3, tal que By U B1 e By N B1 = {aog} que sdo pré-imagens da mesma curva
F([ Py, ag]), assim como 5o U P53 e B2 N B3 = {ap} sao pré-imagens de F'([ag, by)).

Como descrito na Secao 7.4, o ponto ag ¢ uma singularidade especial de

F, uma dobra. No exemplo estudado, poucos pontos criticos nao sao dobras,
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como as cuspides que geram as pontas nas imagens das curvas criticas.

2.2.5
Estendendo §

Procedemos na busca de ainda outras solugbes de F(u) = 0. Mais
especificamente, vamos procurar pela tultima raiz de F' que nao estd em G.

Na figura 2.7, tragamos a semirreta (tracejada) saindo de P; com vetor
diretor v = P, — P;. Rotulamos a imagem como na figura 2.4. A intersegao
da semirreta com a componente Cy é o ponto ky. O caminho conexo entre
P, e P, é obtido, pela inversao de F([Pa, ko]). Em kg poderfamos realizar o
espelhamento descrito na Segdo 2.2.4. Neste exemplo, o conhecimento prévio
do ntimero de raizes autoriza-nos a encerrar o algoritmo sem esta etapa. Uma

situagdo mais genérica é apresentada na Secao 3.2.

Dominio

r

i\

Py

Figura 2.7: Extensao de G.

As 8 raizes de F' calculadas a partir de (0,0) encontram-se na tabela a

seguir.
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Ponto

Solucao

(0.2141,0.3313)

(—0.5367,0.0000)

(—0.7893,2.5802)

(1.7752,1.3903)

(0.2141, —0.3313)

(—0.7893, —2.5802)

(1.7752,—1.3903)

(—1.8633,0.0000)

Tabela 2.1: Raizes encontradas.

23
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3
Grafos completamente espelhados

O centro das atengoes do algoritmo que descrevemos superficialmente no
exemplo é um grafo completamente espelhado. A definicao segue de abstrair as

propriedades mais relevantes das buscas unidimensionais do exemplo da Secao
2.2 .

3.1
Grafos associados a funcoes

Nesse texto, um grafo G nao orientado é um par (V,E) em que V
representa o conjunto de vértices e £/ o conjunto de arestas.

Um grafo G é associado ao dominio de F :X — Y se
1. Vértices e arestas pertencem a X e £ UV é um fechado em X.
2. Vértices sao pontos isolados de X.

3. Arestas sdo imagens homeomorfas de intervalos fechados (C' no interior)
tendo vértices em seus extremos e so neles. Existe no maximo uma aresta

ligando dois vértices.
4. Arestas s6 se encontram em vértices.

Uma aresta 3 € incidente a um vértice u se u € um extremo de 5. Grafos
admitem lagos, arestas que conectam um vértice a si préprio. O grau d(u) de
um vértice u é o nimero de arestas incidentes nele. Cada lago contribui com
dois ao grau de seu vértice extremo.

Um vértice u é livre quando pertence a uma tnica aresta e tem grau um
(vértices de um lago nao sao livres). O conjunto dos vértices livres de um grafo
G é denotado por Vjg.

Um grafo G = (V, E) é um subgrafo de G = (‘7, E) e é representado por
G C GseV - VekE C E. Um caminho de arestas é uma sequéncia finita
de arestas com arestas consecutivas tendo um vértice comum. Um grafo G é
conexo quando existe um caminho de arestas entre quaisquer dois vértices. Um
ciclo ¢ um caminho de arestas distintas em que o primeiro e o tultimo vértice

sao iguais. Uma drvore é um grafo conexo e sem ciclos.
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Se X ¢é de dimensao finita, um grafo G associado ao dominio de F ¢é
localmente finito: se todo aberto de X contém um nimero finito de vértices e
arestas, portanto GG é fechado em X.

Vamos supor que a fungdo F' : X — Y tem um conjunto critico C no
qual o conjunto de dobras ¢ denso.

Os métodos de continuacao habituais invertem curvas vy no contradominio
de F'. Como descrito na Se¢ao 4.2, se a inversao de 7y(t.) leva a um ponto u,. € C,
a analise numérica que empregamos requer que u. seja uma dobra e que ()
seja transversal a F'(C) (isto é, 7/(t.) ndo estd no espago tangente de F(C)
em Y(t.) = F(u.)). Vamos especificar uma classe de grafos G associados a F’
para o qual, pelo menos teoricamente, a analise numérica da Secao 4.2 vale ao
tentar inverter F(G).

Um grafo GG associado ao dominio de F': X — Y ¢é genérico se

1. Todo u € GNC é vértice de G e uma dobra de F (V¢ representa o

conjunto desses vértices).
2. A restricao de F' a G\ (Ve U Vpyg) é localmente injetora.

3. A imagem de uma aresta em um vértice u € C encontra F'(C) transver-

salmente em F'(u).

O termo genérico, usado para denotar abundancia, é plausivel: é facil
perturbar um pouco um grafo associado a F' de modo que suas arestas evitem
pontos criticos que nao sejam dobras.

A figura 3.1 foi obtida removendo a flor da figura 2.5. Os vértices
vermelhos sao dobras de F', vértices pretos sdo pontos regulares e os vértices
livres nao estdo marcados. Neste exemplo, os arcos de F'(G) tém autointerse¢ao
fora de F(V N C), o que faz com que alguns pontos u (em preto) regulares

também sejam vértices de G com d(u) = 4.
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Dominio

Figura 3.1: Um grafo genérico muito simples

A propriedade local de espelhamento descrita na Se¢do 2.2.4 define o

conceito que mais nos interessa.

Defini¢ao 3.1 (Grafo completamente espelhado) Um grafo genérico G

associado ao dominio de F': X —'Y ¢é completamente espelhado se
1. G € conexo.
2. Vo € formado apenas por pontos requlares de F'.

3. Dado um ponto u € G\ Vyq, existem vizinhan¢as Uy C X deu eVy CY
de F(u) tais que Ux N F~1 (V4 N F(G)) = Ux NG.

Pela terceira propriedade, G é localmente completo por inversoes: a
inversa por F' de F(G) perto de F(u) é, perto de u, a parte de G préxima a u.
Assim, por exemplo, a reta r no exemplo 2.2 é um grafo genérico, e G descrito
em 2.2.3 é completamente espelhado. Na verdade, G é o fecho espelhado de r,

no sentido que é o menor grafo espelhado contendo r.
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Para um grafo genérico GG, denotamos o seu fecho espelhado por G. Os
pontos de dobras que pertencem ao grafo genérico GG sao pontos de bifurcagoes
de G. Um ponto u, € G C G é um ponto de bifurcacio de G se para toda
vizinhanga Ux C X de u,. existe um ponto de G que nao pertence a G.

Informalmente, as dobras que estao em GG podem ser interpretadas como
pontos de bifurcagdes de G, no sentido que dois novos ramos, em placas

diferentes (X '\ C), sdo gerados a partir de cada um desses pontos na construgao

de G.

No exemplo a seguir,
F:R* = R?*, (x,y)+ (cos(z) — 2% cos(z) + 2z sen(x),y)

tem como conjunto critico C = {(km,y), k = 0,1,2,3,4,..., y € R}, que
consiste de retas verticais que s6 contém dobras e sdo levadas por F' a outras
retas verticais, como indicado na figura 3.2. A reta r define um grafo genérico
com vértices dados pelas intersecoes com C e o ponto Fy. O fecho espelhado de
r, indicado na figura, obtém outras pré-imagens P; de g = F(P,). Em principio,
para uma funcao geral, poderiamos ter um numero infinito de componentes
criticas e um nimero infinito de pré-imagens. A andlise numérica vai obtendo
novas pré-imagens a medida que vai tentando satisfazer a condi¢do [3.] da

definicao de grafo completamente espelhado.

Dominio Contradominio
A B C D E E C A B D
G=r F(r)

KO <

Py | P Py | Py | P 9

Figura 3.2: Construcao de um grafo completamente espelhado.
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A construcao de grafos completamente espelhados se baseia em operacoes
de inversao locais. A conexidade garante a possibilidade de ir gerando o fecho
espelhado G de um grafo genérico G. Nada garante, entretanto, que todas as
pré-imagens estejam nesse conjunto, mesmo se o processo de fechamento for
completamente realizado.

Isso leva a duas possibilidades descritas a seguir, onde completamos o

espelhamento do grafo apresentado na figura 2.7

1. A partir de G, construimos um grafo genérico conexo G que por espelha-

mento da origem a um grafo espelhado (G).

Na figura 3.3, o grafo G ¢é estendido por um segmento no retangulo

pontilhado, que leva a (G).

Dominio

Figura 3.3: G C (G).

2. Comecar por outro grafo genérico GG, a principio, ndo conectado a G e

calcular (G).
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Dominio

Figura 3.4: G desconexo a g.

Na figura 3.4 partimos de um grafo genérico G' que é um segmento de
reta (em cinza e verde) desconexo a G, mas ao construirmos o fecho

espelhado, G fica conectado a G.

Uma vez obtidos dois grafos completamente espelhados G, e G, contendo
varias pré-imagens de a e b respectivamente, parece vantajoso conectar

os dois grafos para obter ainda mais pré-imagens dos dois pontos por

espelhamento.
3.2
Roteiro

Etapa I.

1. Obtenha uma primeira solu¢ao u = Fy de F(u) = g.
2. Construa um grafo genérico G C X por F,.
3. Calcule F(G).

4. Rotule os arcos determinados por g e F(GNC).
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5. Inverta F(G) obtendo o fecho espelhado G C F~1(F(G)) de G.
Etapa II.

6. Estenda G para um grafo conexo G dando preferéncia para a construgao

de vértices nas pré-imagens ja encontradas na etapa anterior.

6. Comece com um outro grafo genérico G, que contenha uma nova pré-

imagem de g.

7. Obtenha o fecho espelhado de G.
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4
Superando dobras com um método preditor-corretor

Existe uma extensa literatura ([1],[15], [16], [24]) dedicada aos métodos
de continuacao. Mesmo para valores regulares de F', as inversoes, que ocorrem
sem dificuldades tedricas, podem levar a problemas computacionais, passiveis
de resolucao se considerarmos, por exemplo, a proximidade de pontos criticos.
Uma forma de contornar tais dificuldades é interpretar o processo de inversao
de um caminho como sendo a inversao de um ponto por uma homotopia.

Mais precisamente, sejam X e Y espacos de Banach reaise F : X — Y
uma funcao suave. Queremos calcular as pré-imagens de uma curva suave
v C Y parametrizada por ¢, isto é, resolver F'(u) = y(t).

Inverter o caminho é achar os zeros da homotopia'

H: XxR —Y, (u,t) — F(u) —~(t)

e o estudo de H~'(0) recai, muitas vezes, em aplicagoes de teoremas de
natureza local, com hipoteses sobre a derivada de H. Em geral, em um ponto
(u,t), as derivadas de Gateaux (direcionais) de H serao representadas por
OuH(u,t) = DF(u), 0;H(u,t) = ~'(t). A derivada de Fréchet, DH (u,t) :
XxR—=>Yé

DH (u,t)(t,t) = DF(u)t — ~'(t)i.

4.1
O método preditor tangente

Suponha (ug, %) € X X R tal que H(ug,ty) = 0 para o qual a derivada
DH (ug, to) seja sobrejetora e Fredholm de indice 1. Entéao, pela forma local das
submersoes ( [24], [27]) existe uma curvac: [ C R — X xR, ¢(s) = (u(s), t(s)),
tal que

1. O valor inicial é ¢(0) = (u(0),¢(0)) = (uo, to);

2. O vetor tangente em 0 é ¢(0) # 0, e DH(¢(0))c'(0) = 0.

1A palavra, que incorpora um modo de pensar em topologia algébrica, é usada entre
analistas numéricos para descrever uma situagdo dependente de um parametro real.
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O método padrao preditor-corretor, visa avancar ao longo da curva c
a partir um ponto (ug,tg) € ¢ encontrando um novo ponto (u1,t1) € ¢, da
seguinte forma: na etapa de predicio, obtemos (y,;) em r, na reta tangente
a ¢ em (ug, 1), com a aproximacio (@y,%;), a correcio obtém o novo ponto
(u1,t1) € ¢ no hiperplano que passa por (i;,%;,) e é perpendicular & 7.

Se a curva (t) é constituida por valores regulares de F', o operador
DF(u) é inversivel e podemos, em principio, gracas ao teorema da fungao
implicita, obter c(t) = (u(t),t) e ¢(t) = (4,1). Na vizinhan¢a de pontos
criticos de F', t ndo é um bom pardmetro para realizar continuacao 2. Uma
pratica frequente na literatura é parametrizar, a curva por comprimento de
arco ou pseudo-comprimento de arco [1]. No caso que nos interessa, existe um
outro parametro de facil interpretacdo geométrica, que descrevemos na se¢ao

a seguir.

4.2
Invertendo perto de dobras

Seja X =Y = R"™. A Jacobiana da homotopia DH (u,t) = (DF(u) v'(t))
tem n linhas e n 4+ 1 colunas. Pelo teorema da funcao implicita, para obter
uma solugao H(u(t),t) = 0, basta que as primeiras n colunas de DH (u,t)
sejam linearmente independentes. Se isso nao ocorre, talvez outro subconjunto
de n colunas o seja, e a variavel que parametriza a inversao vai ser associada a
coluna nao empregada. A situacao é mais geral: uma decomposicao do dominio
X = X xR numa soma direta X = X, 4V, para espagos X4 e V; de dimensoes
n e 1, respectivamente, para a qual a restricao de DH (u,t) ao subespago X,
¢ injetora permite parametrizar a curva que resolve H(u(t),t) = 0 em termos
da variavel associada a V. Vamos ver como a inversao perto de dobras pode
ser tratada com esse argumento.

Quando u, é uma dobra de F', dim Nuc DF'(u.) = 1, ou equivalentemente,
o posto de DF(u.) é n — 1: uma coluna linearmente independente as colunas
de DF(u,) permite proceder & inversao de uma curva por ..

Para uma dobra em sua forma normal F(x,y) = (z,%?), vamos ver que
a variavel y é um bom pardmetro para continuagao. O conjunto critico C de
F é o eixo horizontal, {y = 0}. Para inverter v(t) = (71 (t), 2(t)) cruzando C,

consideramos a homotopia

R2
(2 —n(t),y* — 7lt),

H: R? —
(z,y,t) —
cuja matriz Jacobiana

2Em anslise numérica, a inversio em termos de t.
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10 —vl'(t))
0 2y —p'(t) )’

é sobrejetora se suas duas primeiras colunas sao linearmente independentes

DH(z,y,t) = (

(isto é, (z,y) ¢ C) ou se a terceira coluna nao ¢ multipla de (1,0) quando
(x,y) € C. O segundo caso é verdadeiro desde que —v’' # 0 no ponto em que
~(t) encontra C, ou geometricamente, y(t) nao intercepta C tangencialmente.

Assim, mesmo quando y = 0 (isto ¢, em C), a terceira coluna junto com a
primeira sao vetores linearmente independentes. Mais, y pode ser usada como
varidvel de parametrizagao. No exemplo simples em que 7(t) = (ft, at), com

a # 0, os zeros da homotopia sao dados por
r=at, y*=0bt,

e fica claro que tanto t quanto x podem ser escritos em termos de .

Na figura 4.1, consideramos a inversao de uma curva ~(t) = (¢, at), com
a € Rea # 0. Note que, apesar de F(C) Ny = (0,0) # 0, ainda assim
o processo de continuacdo se torna, numericamente efetudvel. A esquerda, a

. 42 .
curva inversa 3 = (-, y), parametrizada por y.

Dominio Contradominio

Y

(I 5 T(C)

Figura 4.1: A variavel y é a distancia da curva ao conjunto critico C.

Como se espera de uma dobra, o segmento na imagem tem duas pré-
imagens, uma de cada lado de C. Curvas na outra componente de Y \ C nao

tém pré-imagens perto da dobra.
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Tanto para forma normal quanto para dobras arbitrarias, a menos de
constantes multiplicativas, a variavel y que serve para a parametrizacao, é da
ordem da distancia de 5 a C, ou do menor autovalor em modulo de DF' na
vizinhanga de um ponto critico. Em nosso algoritmo, estamos naturalmente
monitorando esse autovalor, justamente para identificar pontos em C, o que
torna natural sua escolha como variavel de parametrizacao.

A implementacao das ideias acima tem uma dificuldade. Queremos
inverter a restricao da Jacobiana a um subespaco, e pode acontecer que a
Jacobiana completa esteja associada a uma matriz esparsa e sua restrigao nao.
Descrevemos a seguir uma maneira de contornar esse problema. Temos como

motivacao operadores elipticos semi-lineares

F: X=H\(Q) — Y=H'Q)
u — —Au— f(u)

para conjuntos limitados 2 C R™ com fronteira suave. A suavidade de F' é
garantida se f é suave. Vamos supor também que a imagem de [’ seja limitada.
Queremos inverter v € C*([0,1],Y).

A teoria requer diferenciabilidade do tipo Fréchet (a existéncia de uma
Jacobiana limitada, Fredholm), mas os calculos s6 usam derivadas de Gateaux

(direcionais). Como no caso de dimensao finita, devemos inverter o ponto 0 em

H: X=H(Q) xR —Y =H'(Q)
(u,t) — —Au— f(u) —~y(t).

Vamos supor que H € C'(X x R,Y). Entao

DH (u,t)(@t,t) = —At — f'(u)t — ' (t)t.

Consideramos apenas a situagao genérica, em que o autovalor zero de DF'(u,)
é simples. De fato, o ponto critico tipico de F' satisfaz essa propriedade [9]. Se
o processo de inversdo de uma curva v na imagem passa pela imagem de um
autovalor duplo (note que DF'(u.) é autoadjunta), uma pequena alteracao de
7 evita essa dificuldade (também considerado em [9] e [13]).

Se u, é uma dobra, pela proposigao 7.9, DF(u.) tem que ser Fredholm.

Proposicao 4.1 Seja F' : X — Y como acima. Entio DF(u) : X — Y é
Fredholm de indice 0, ind DF(u) =0 e DH(u,t) : X x R =Y é um operador
de Fredholm de indice 1, ind DH (u,t) = 1.

Ainda que os espacos tenham dimensdo infinita, DH (u,t)(@, ) pode ser

pensado informalmente como uma matriz retangular n x (n + 1).
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Demonstracio. O operador —A : X — Y é um isomorfismo, e —A™1:Y =Y
é compacta, ja que a inclusao X C Y é compacta. A multiplicacao associada

ao potencial f/ = ¢ é um operador limitado. Da teoria eliptica
DF(u)o (=A)™:Y =Y DF(u)o(-A)'=1-K,

onde K é um operador compacto. Da teoria de operadores de Fredholm, D F'(u)
é Fredholm de indice zero.

Para demonstrar que DH (u,t) é Fredholm de indice 1, escreva DH (u)
como uma extensao de dimensao um de DF(u) e use que a composigao de
operadores de Fredholm também é Fredholm, com indice dado pela soma dos

indices dos termos na composicao. Para detalhes, [9].
0

Na etapa de predigao, queremos o vetor tangente (, @ accC H(0):

DH (u,t)(t,t) = DF(u)t — +'(t)t = 0,

onde, sem perda, fixamos £ = 1 para u ¢ C.

Para pontos v € X, nos quais DF(u) é inversivel e H(u,t) = 0, basta
resolver DF (u)@ = +/(t), para obter (a,%) = ((DF(u))"'/(t),1). Pelo teorema
da fungao implicita, u(t) é continua na vizinhanca de (u,t).

Vamos considerar agora pontos u proximos de uma dobra u. € C. Seja
k= QASuC um gerador do niicleo de DF'(u.). Pela continuidade dos autovalores
simples e seus respectivos autovetores normalizados, para u préximo a .,
DF(u) tem autovalor p, e autovetor p, proximos a f,, = 0 e k. Motivados
pela Secdo 4.2, procuramos resolver DH (u,t)(i,#) = 0 de forma continua em
(u,t) privilegiando b, Para @ € X, decomponha @ = 9 + 7, onde (0, quSu) =0
e (ngﬁu, (§M> = 0, e normalizar de modo que # = 1 (o que pressupde que a resposta

7 ndo é zero). Queremos entao resolver

Proposicao 4.2 Seja u € X dobra de F. O operador estendido S(u) =
DF(u) 4 ¢(¢y @ ¢u) : X — Y ¢é inversivel para ¢ # 0.

Demonstragio. O operador S(u) é uma perturbacao de posto 1 de DF(u),
logo também é Fredholm de indice zero. Invertibilidade entao é equivalente a

injetividade. Para @ = 9 + ¢, com DF(u)éu =0, vale

S(w)it = DF(u)(d + #dy) + c(du ® ¢u) (0 + Fdy) =0,
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S(u)ti = DF(u) 0 + ¢, =0 .

Como DF(u) é autoadjunto, Nuc DF(u)* é um subespaco invariante. Assim,
DF(u)o = 0 ,¢fp, = 0. Finalmente, a restricio de DF(u) a Nuc DF(u)* &

um isomorfismo, logo © = 0, 7 = 0. ([l

Voltamos a equagao DF(u) (@—'_qu) = {v/(t). Como DF (u) é autoadjunto,
(u, DF(u)9) = 0 donde

£<$u>7/(t)> = <¢guvDF(u)¢gu> = Hu -

Assim,
tA - AL
{Pu,7'(2))

0 que impoe uma restricao geométrica a ¥'(t): o vetor nao pode ser perpendi-

Y

cular ao autovetor ¢,.

A autoadjunticidade de DF'(u) d4 ainda outra interpretagao geométrica
a essa restrigao. Seja t. tal que y(t.) = F(u.), onde u. é uma dobra. O espago
tangente T,,C do conjunto critico em uma dobra u,. é levado por DF(u.) ao
espago tangente de F'(C) em F'(u.) = y(t.). A imagem de DF(u.) é ortogonal
ao ntcleo de DF (u.)* = DF(u.), que por sua vez é gerado por ¢,,. Assim, a
restricdo afirma que 7(t.) intercepta F(u.) transversalmente, isto é, o vetor
v (te) nao estd em Ty, )F(C).

Agora escreva a equagado como

N N ~ A

S(u)d = DF(u)(? + ¢u) + c(du @ ¢u)(0 + 0u)

=17/ () + c(bu ® 6u) (0 + ) = 7 (t) + ¢y

e a invertibilidade de S(u) permite obter .
A restricdo geométrica garante que 7 # 0. Existe outra maneira de

expressar a restricao: como
V(1) ¢ {ad,a € R = Im DF(u)" = DF(u)} |

para u = u. temos que
Y(t) ¢ DF(u)T,.C .

Em palavras, a curva v intercepta a imagem F'(C) do conjunto critico trans-
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versalmente.

A escolha de ¢ = 1 leva a resultados numéricos satisfatérios. De posse
do vetor (@, 1), realizamos a etapa de correcao em um plano perpendicular ao
vetor tangente a curva. Talvez a representagao matricial do termo de posto um
nao seja esparsa. Ainda assim, o sistema agora pode ser resolvido com técnicas

especificas de resolucao associadas a perturbagoes de posto um [13].
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5
Operadores nao lineares de Sturm-Liouville discretizados

Nesse capitulo, consideramos a discretizacao de um operador de Sturm-
Liouville nao linear ' : X — Y. Costa, Figueiredo e Srikanth [12] demonstra-
ram uma conjetura de Lazer-McKenna sobre o nimero de solugdes de F/(u) = g
para uma classe de fungoes g. A contrapartida discreta, considerada por Teles
e Tomei [28], se revelou bem diversa: a equagdo tem um nimero bem maior de
solugoes, que vao desaparecendo a medida que a discretizagao se refina.

Substanciada por esses fatos tedricos, apresentamos a analise numérica
para o problema sob trés perspectivas diferentes: o argumento em [28], 0 mé-
todo do tiro (o shooting method, na Se¢ao 5.3 ) e o uso de grafos completamente

espelhados na Secao 5.4.

5.1
O operador continuo e sua discretizacao

Para F': X = H*([0,7]) — Y = L*(]0, 7]), consideramos o problema
de contorno nao linear

Flu)=—u"— f(u)=g, u(0)=0, u(m)=0, (5-1)

em que g = —tsen(x), t € R. E sabido que u +— —u” agindo de X em
Y tem autovalores simples A, = k? e autofungoes associadas ¢, = sen(kx)
para k = 1,2,... Por hipétese, f : R — R é uma funcao suave, convexa,
assintoticamente linear com pardmetros ¢_, ¢, (isto é, lim,, o f'(z) =

-, lim, o f'(x) =€) tais que
(<=1 M=k <ly<(k+12>=Ny1,

e a interacao é nao ressonante (isto é, {_ e £, nao sao autovalores do problema
livre). Costa, Figueiredo e Srikanth [12] mostraram que, parat >> 0, a equagao

F(u) = —tsen(x) tem exatamente 2k solugoes.

Para descrever a versao discretizada, definimos a malha regular

Ih={r0=0,..,0;=1h,...,0p1 =7, i=0,...,n+1},
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onde h = 7=, e para pontos de [}, = I, \ {xo, z,, + 1} tomamos a aproximagao

da segunda derivada

—u(wit1) + 2u(@;) — u(wi1)
h? '

—U”([Bi) _

A discretizacdo do operador F conduz ao estudo de F* : R* — R”,
F'u) = AMul — f(uh). (5-2)

Aqui, A" é a matriz n x n, simétrica, positiva definida,

A= =

com autovalores simples A\ < ... < A\ dados por

2 2
Al :ﬁ—ﬁcos(w—kh), k=1,...,n

e os autovetores ¢! tém por coordenadas os valores de sen(kr) na malha,

"¢ R™ aproxima os valores

que denotamos por sen(kly). A discretizacdo u
da solucdo u sobre pontos de [,. A nao linearidade f age pontualmente,
fwh)y = (f(u(x1)),..., f(u"(x,)))T. Como antes, f ¢ uma funcio suave,
convexa, assintoticamente linear com parametros ¢_ e ¢,. O lado direito é
da forma g" = y — tp, para vetores fixos y,p € R" com p > 0 (isto é, todas as
coordenadas de p sao positivas). Teles e Tomei provaram que, para t >> 0 e

ly >> N a equacgdo
F'(u") = AMut — f(u") =y — tp,

tem exatamente 2" solugoes.

Tanto [12] quanto [28] consideram as fungdes lineares por partes,
f(U) - £+u+ —Llu” ’ onde u+ = maX(“a O) ) u = HlaX<—u, O) )

como ponto de partida em seus argumentos, permitindo introduzir argumentos
de teoria de bifurcagdo. Para a analise numérica ocorrem simplificagoes nos trés
pontos de vista, especialmente nos calculos de Jacobianas.

Apresentamos, a seguir, métodos de calculo de pré-imagens u” de um
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dado ponto especifico, g"* = —t¢" = —tsen(I},) pelo operador discretizado F™.

Nos exemplos estudados, ¢ = 1000.

5.2
A contagem das pré-imagens

Aqui explicitamos o método em [28], e ressaltamos a diferenga do niimero

de pré-imagens entre o problema continuo e o discreto. Vamos fixar n = 15 e

g" = —1000sen(I},), para f lineares por partes como acima, com
AP AP\ A\
(_ = ?1 e (F ="k CkH +2 ML para k=1,..,14 e (1 = )\}1‘5—1-?1.

O ntmero de solugdes N (g") para esses valores de % é dado a seguir.

k 11213145 |6 781910 |11 | 12 | 13 14

15

N(g") |2 141681212 ]22]24|32|100 | 286 | 634 | 972 | 1320

2058

Para uma interacdo de f’ com k autovalores de A", encontramos o regime
linear 2k para k pequeno encontrado por Costa-Figueiredo-Srikanth, e o regime
exponencial 2¥ de Teles-Tomei para k grande.

O fato que f é tao simples permite o calculo do nimero de pré-imagens da
tabela 5.2. A funcio F* (5-2) é continua, linear dentro de cada ortante de R'5.
Mais precisamente, vetores no interior de um ortante tém sinais constantes,
indicados por uma sequéncia s : F" é igual & transformacdo linear F* =
AP — DO onde D© ¢ uma matriz diagonal com entradas /_ ou ¢, determinadas
por s. Assim, basta resolver um sistema linear F"(z) = (A" — D)z = ¢" de
tamanho 15 x 15 em cada um dos 2! ortantes, e verificar se a solucdo estd
naquele ortante.

A abundancia de pré-imagens no caso discreto é explicada em [28] por um
fendmeno geométrico, a turbuléncia topoldgica, especialmente relevante para
o método numérico empregando grafos completamente espelhados. Essencial-
mente, para a discretizacdo em R”, o conjunto critico consiste de k componen-
tes conexas C;,j = 1, ..., k, cada uma difeomorfa a um hiperplano. As imagens
F(C;) giram em torno do vetor ¢(1,1,...,1) € R™ (para ¢, » 0) um grande

s . . 71
ntmero de vezes, mais precisamente, (;‘_J vezes [28].

5.3
O método do tiro aplicado ao operador discretizado

O método do tiro aplicado ao problema

—u" — f(u) =g, u(0)=0, u(r) =0
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consiste em estudar uma familia de solugoes u(z,a), com pardmetro «, do

problema de valor inicial
—u" = f(u) =g, u(0,a)=0, v(0,a)=a.

As raizes «; do mapa de Poincaré u(m,«) levam as solugbes u(x, ;) do

problema de contorno. Analogamente, para o problema discretizado, considere

Fh(u"(z;,0)) = —tsen(z;) ,  u'(xg,a) =0, u"(z1,0) = a. (5-3)

Omitindo a dependéncia dos u"(x;) em «, da equagao i, calcula-se u (x4 1), =

1,...,n no sistema
2 -1 17 o |1 [ fla ] [ sen ()
11 -1 2 -1 u”(z5) f(u(z)) sen(xs)
= - = —t
I -1 2 || ul(z,) 1| fu(z,)) | | sen(z,) — ”h(;z“)
onde, na tltima equacao, —u"(z,41) = —u" (2,41, @) tem que ser zero para uma

solugao satisfazendo as condigoes de Dirichlet. E ai é questao de encontrar os
valores apropriados de a.

As figuras 5.1 e 5.2 mostram os graficos do mapa de Poincaré u"(r, )
para n = 15, k = 4 e k = 8. Raizes indicam uma solu¢do (aproximada
numericamente) do problema de contorno. Na figura 5.1, para k = 4, a
contagem de pré-imagens coincide com o valor na tabela 5.2: existem oito
solugoes, como no caso continuo. Ja na figura 5.2, para k = 8, estamos em
transicdo para o regime exponencial, e encontramos 20 solucoes, em vez das 24
indicadas na tabela acima. Na verdade, o método de tiro é bastante instavel,
como veremos a seguir: as solugdes encontradas sao comparadas na Secao a

seguir com as obtidas pelos outros dois métodos.
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u’ (7, o)

VAN,

A
/

Figura 5.1: Mapa de Poincaré, o € [—550,350]. Interagdo k = 4. Parametros

l_

= 0.4984 e £, = 19.1248

u'(, o)

I

N

Figura 5.2: Mapa de Poincaré, o € [—550,150]. Interagao k = 8. Parametros

l_

= 0.4984 e {, = 56.9367
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5.4
Resolvendo com grafos completamente espelhados

Como nas se¢Oes anteriores, desejamos encontrar multiplas pré-imagens
uh = P; de g" = —1000sen(1;,), por F", agora por meio da construcio de
grafos completamente espelhados.

A escolha de fungoes lineares por partes f no lugar da nao linearidade
implica a perda da suavidade global de F": ndo se pode empregar um
método de Newton para realizar a continuagao. Novamente, aproveitamos a
linearidade de F'* em cada ortante. Mais precisamente, vetores no interior de
um ortante tém sinais constantes, indicados por uma sequéncia s : F” ¢ igual
A transformacdo linear F* = A" — D onde D® é uma matriz diagonal com
entradas ¢_ ou ¢, determinadas por s. Pontos nas fronteiras dos ortantes tém
pelo menos uma coordenada zero. Dois ortantes O; e O; sao adjacentes se
as sequéncias s; e s; associadas a seus vetores interiores diferem somente em
apenas um sinal. Seja v € O; N O; um ponto com uma unica coordenada igual
a zero. Entdo F" ¢ um homeomorfismo local em torno de u se e somente se
det(A"— D) tem o mesmo sinal nos dois ortantes. Se os sinais forem diferentes,
u é uma dobra topolégica. De fato, (A" — D?) e (A" — DY) diferem de uma
matriz de posto um, associada a um vetor transversal a intersecao dos ortantes:
o sinal do determinante especifica se o vetor transversal é levado por F* para
o mesmo lado da dobra ou ndo. Em dimensao um (onde a intersecao dos dois
ortantes é s6 um ponto), as duas situagoes sao exemplificadas pelas fungoes
f(z) =2z +|z] e f(z) = |=].

E natural entéo definir o conjunto critico C de F pelo conjunto de pontos
pertencentes a ortantes adjacentes com sinais de det(Ah — DO) opostos. Os
pontos criticos de F'* que s6 contém uma coordenada igual a zero, sdo dobras
topologicas [28].

Nos problemas estudados, precisamos de um ponto de partida. Temos
como candidatas a solugao Py, pequenas alteragoes das solugoes do problema
continuo apresentadas por Lazer e McKenna [18]. Para /_ < Ay =1 </l et >
0, duas solugoes do problema linear por partes —u” — ¢ ut+/{_u~ = —tsen(z)
sao: tsen(z)/(l4 — 1), tsen(x)/((- — 1), verificavel por substituigao direta na
equagao [6]. A primeira delas é positiva e a segunda negativa. Podemos mostrar

que para o operador discretizado as solugoes sao os vetores

tsen(1p) tsen(1y,)

(A R Ay
onde \f = % (1 —cos(h)) ¢ o menor autovalor da matriz A". Novamente, a
primeira solugao é positiva e a segunda negativa. Na maioria dos exemplos a
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seguir, tomamos como F, a solucao positiva.

5.4.1
O cason =2

Para dar uma ideia da andlise numérica empregada para obter grafos
completamente espelhados, consideramos inicialmente a situacao visualizavel,

n=2eentdo h=m/3 e

tem autovalores \; ~ 0.9119 e \y ~ 2.7357. Para os parametros {_ = —1,
e l, = 2oul, = 4, as aplicacdes F" = A" — f sdo ndo ressonantes. Nas
figuras 5.3 e 5.4, estdao desenhados os conjuntos criticos e suas imagens. Em
cada quadrante do dominio, indicamos o sinal do determinante da Jacobiana

de F"*, e em cada componente conexa de R?\ F"*(C) o ntimero de pré-imagens.

Dominio Contradominio

Figura 5.3: C e F'(C) para {_ = —1lel, =2, .

O conjunto critico, na figura 5.3 é a unido de dois semi-eixos (rosa e
roxo). Os demais semi-eixos estdo tracejados, marcados para ressaltar que F”
¢ definida em cada um dos quadrantes por formulas diferentes. O conjunto

critico estd na fronteira de quadrantes adjacentes que tém determinantes das
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Jacobianas com sinais opostos. Na figura 5.4, o conjunto critico é formado pela

unido de todos os semi-eixos (vermelho, laranja, rosa e roxo).

Dominio Contradominio

B

- +

C A

_|_ -

D
Figura 5.4: C e F"(C) de F" para {_ = —1 e (, = 4.
Vamos descrever o algoritmo para os valores ¢/~ = —1, ¢, = 4. Co-

megamos com a solugdo positiva Py ~ (280.4396,280.4396). Tracamos uma
semirreta r = {Py + s(0.2sen(21;) — 0.8sen(I;)), com s > 0} C R? por Py e
identificamos os pontos criticos de F'* que estdo em r: a e c. Para que r defina
um grafo genérico, as interse¢oes de r com os hiperplanos coordenados devem
ter somente uma coordenada nula, o que de fato acontece: a parcela envolvendo
o segundo autovetor sen(21;,) serve para isso. Construimos uma componente
do fecho espelhado de r, seguindo com dois ‘ramos’ diferentes a partir de cada
um dos pontos criticos encontrados. Os ramos sao obtidos pela resolucao de
sistemas lineares.

Na figura 5.5, os segmentos [Fp,a) (em verde) e (a,c¢) (em azul e
cinza) estdo contidos em 7 e neles os sinais sdo da forma s; = (+,4+) e
sy = (+,—). O ponto a é uma dobra com segunda coordenada nula. Para
obter um grafo espelhado perto de a, encontramos (a, P;] (em verde), no quarto
quadrante (invertendo o sistema associado aos sinais s;y = (+,—)), P, ~
(463.7124, —156.9422). Para completarmos o espelhamento em a, escrevemos o
problema como uma homotopia e o resolvemos como uma familia de sistemas
lineares F(u"(t)) = ~(t), com F" definida a partir de s; = (+,+) e ¥(t)

uma parametrizaciao de F((a,c)). Pela estrutura do conjunto critico de F™,
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esta ultima inversdo nao ocorre de forma completa: ela interrompe em uma
nova dobra b (em azul). Encontramos a partir dai uma nova pré-imagem de a
e uma nova solugdo P, = (—156.9422,463.7124) no segundo quadrante. Em
¢, procedendo como em a, dois ramos sao gerados: um deles da origem a
uma nova solugdo Py ~ (—452.9681, —452.9681) e o outro em ciano finaliza
o espelhamento. Ressaltamos que no terceiro quadrante, no caminho que liga
¢ a Pj, temos uma copia do segmento [a,b] que, por ser pequena, nao esta
visualmente clara (ela estaria em azul). Todas as pré-imagens de F"(u") = g"

foram encontradas, como se vé na figura 5.6.

Dominio

B
\ Py

. P,

b
M\
c \ A
a
b
C

. P,

P G=r

Figura 5.5: O grafo espelhado associado a semirreta 7.
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Contradominio

F(G)

Figura 5.6: F'(G) = F(r).

Para finalizarmos os exemplos em dimensao 2, consideramos os seguintes
dados na figura 5.7: (- = —1, {, = 4, Py =~ (—156.9422,463.7124) e r =
{Py + s(sen(21;) + 0.1sen(1;)), com s > 0} C R% Para a construgao do grafo
espelhado a partir dos pontos criticos a e b que pertencem a r, seguimos com
ramos nos ortantes adjacentes. Pela resolucao dos sistemas lineares de forma
direta, encontramos P; ~ (280.4396,280.4396) e P» ~ (463.7124, —156.9422).
Nesse exemplo, ressaltamos que mesmo apds a realizacao do espelhamento,
cada ponto critico contribui para a obtencao de 1 pré-imagem, diferente da
figura 5.5. Esse fato pode ser melhor compreendido nas figuras 5.6 e 5.8, note
que, na primeira o ponto a encontra-se ‘suficientemente proximo’ a imagem de
uma singularidade mais profunda, o que nao ocorre na segunda figura. Observe
também, na figura 5.7 que a geometria da flor F'~*(F(C)) (retas tracejadas em
laranja e vermelho unidas com os semi-eixos) funciona como uma ‘fronteira’
para chegarmos a tltima pré-imagem P; &~ (—452.9681, —452.9681), tornando

necessario o processo de extensao do grafo.
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Dominio
'\
\ B
\\ Po
N
N
N
N
AN
N a P1
b~
N
AN
N
N
N\
C N b A
7
i G=r
7
P bd
P P,
7
// a
7
7
7
rd
7
’/

F1(F(C)) D

Figura 5.7: O grafo espelhado associado a semirreta r = { Py + s(sen(21,) +
0.1sen(ly)), com s > 0}.

Contradominio

Figura 5.8: F(G) = F(r).
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5.4.2
O primeiro caso em R'°, k =4

Retornamos, agora, a construcao de grafos espelhados para a resolucao
de Fh(u") = g" para n = 15. A primeiro momento, consideramos k = 4 e na
Secao seguinte k = 8. Para este primeiro caso, além de construirmos os grafos
espelhados para o calculo das solucoes de 5-2, realizamos a comparagao com
as solugoes obtidas pelo método do tiro e por Teles-Tomei.

Os parametros assintoticos sao: /- = 0.4984 e ¢, = 19.1248. Iniciamos a
busca por solugoes a partir da soluc¢ao positiva Py = 55.1633 sen(/},). A semir-
reta r = { Py + s(0.1sen(41,) + 0.1sen(31,) + 0.1sen(21,) — sen(ly)), com s >
0} C R' por P, define um grafo genérico G = r. A semirreta intercepta o
conjunto critico C de F* em 4 hiperplanos coordenados, em pontos em que
alguma coordenada é zero.

A figura 5.9 representa o dominio da funcdo e as cinco componentes
conexas do complemento de C. Em pontos nas mesmas componentes regulares,
as matrizes A" — D? tém o mesmo niimero de autovalores negativos, ainda que
os pontos nao estejam no mesmo ortante. A construcao do fecho espelhado de

GG nos leva as 7 pré-imagens restantes.

K=0 G=r
P, c
- P6X )
Cs
P4 PS'
A N
C
P, P, ’
A N
¢y
K=4
Py

Figura 5.9: Grafo completamente espelhado para k = 4.
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Em dimensao um (isto é, para problemas de Sturm-Liouville), a classica
teoria de oscilagao ([11]) para o problema continuo informa que os autovetores
associados a pontos criticos na componente Cp tém k — 1 zeros no interior do
intervalo (0,7). Um resultado equivalente vale para a versao discretizada —
zeros dos autovetores sao substituidos por trocas de sinal ([14]). Em dimensao
mais alta (trocando segundas derivadas pelo Laplaciano, por exemplo), esse
indexador C, constante em componentes conexas do complemento de Cy,
¢ substituido pelo indice de Morse, o nimero de autovalores negativos da
Jacobiana, que no problema de interesse é A" — D Acima de C;, as Jacobianas
sao matrizes positivas definidas e para pontos entre Cj, e Cr11, tém k autovalores
negativos.

Como previsto pela teoria [12], associadas aos indices de Morse extremos,
0 e 4, existe uma solugao para cada indice. Cada outro indice tem duas pré-
imagens.

O conhecimento prévio do niimero de pré-imagens nos permite encerrar
o algoritmo nao havendo a necessidade de estender o grafo.

O fato que sao esperadas 2k solugoes para k pequeno deve ser comparado
com o exemplo da figura 3.2. Naquele caso, o nimero de solugbes é da
forma k + const. A diferenca entre as duas situacoes deve-se a presenca
de singularidades mais profundas no exemplo dessa se¢do, em oposi¢do a
presenca exclusiva de dobras no exemplo da se¢ao anterior. De fato, o grafo
completamente espelhado costuma gerar pré-imagens adicionais ja no caso em
que n = 2 na proximidade de uma cuspide, como se verifica no exemplo da
Secao 2.2. O programa original, 2x2, identificava singularidades mais profundas
no contexto n = 2. Isso nao é realista em dimensao mais alta, mas o algoritmo
ainda assim alcanca outras solugoes pelo efeito dessas singularidades sobre a
geometria da funcao.

Na figura 5.4, apresentamos graficamente as solu¢oes. Em cada um dos
graficos comparamos as solugoes obtidas pelo método do tiro, pelos grafos

espelhados e por Teles-Tomei [28].
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|} P7 1
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* . . * +  Shooting method
22000 T v Grafo espelhado
*o o Teles-Tomei
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Figura 5.10: Comparando solugoes

Na figura abaixo, plotamos o erro 6. Tomamos como referéncia (u") as

solugoes obtidas por Teles-Tomei.
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02

P,
0> A FE A4
< ++ ++ + +  Erro shooting method
= | +
% 0 Grafo espelhado
-0.5 : . P
P 5
05 6 0 1 2 200 3
+++++ +
+++t
of +t7F X * 0 X X
+ ettt
-0.5 . . -200
0 1 F’3 2 3 0 1 P4 2 3
1 T 100 n
+
L+ttt L+ ob x4 L+ 4
o = s " T Ft
++
a -100 :
0 1 P2 3 0 1P, 2 3
1 50
+
ol #¥ ¥ koot Ty N PR S .
++ + + o+ R
Y 1 2 3 Py %0
10 0 1 2 3
+ +1+ L
Of X ¥ XXX *
++ ++ +
-10 .
0 1 2 3

Figura 5.11: Erro relativo sobre cada ponto da malha.

A propagacao crescente do erro do método de tiro é previsivel. As
solugoes encontradas pela construcao do grafo completamente espelhado sao
obtidas pela resolu¢do dos sistemas lineares de forma direta (decomposigao
LU), enquanto pelo método do tiro sdo obtidas recursivamente, coordenada a
coordenada.

h

Para uma solucio u” aproximada pelo método de tiro e u” a solucao

exata do sistema linear em um determinado ortante, vamos considerar os erros
ho_ _ h(,h h
" = (01,09, - L €n) = FM(ul)—g".

Pela linearidade, o erro satisfaz as equacoes do sistema de diferencas F*(6") =

,0n) = ul'—ul e os residuos " = (e, €9, - - -

(A" — DO)h = €. Assim, um erro 6; e residuo €, que se propaga como
6" = (61,60 (2—R%f)—h2er, 0.[(2—h2f)(2—h2f) —1] = h2[ea+ (2= R f)el], ...,

e as poténcias sucessivas de (2 — h%f) podem ser probleméticas. Aqui, f
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corresponde a multiplicar por um dos parametros, ¢_ ou ¢,, cujos valores
podem variar muito.
Voltando a figura 5.11, os erros para as solugoes P, P3, Py e P, para as

quais d; é bem inferior ao demais.

5.4.3
O caso k=38

Para k = 8, tomamos os parametros ¢ = 0.4984 e ¢, = 56.9367.
Neste caso, iniciamos o algoritmo de uma forma diferente. Sorteamos vetores
nos 2% ortantes e tentamos resolver os sistemas lineares (Ah — D%)x = g"
até encontrarmos uma primeira solucao F,. Especificamente, a realizacao
de 127 sorteios nos levou a primeira pré-imagem Fy, na componente em
que K = 5. A partir desta solucdo, construimos sobre a reta r; = {Py +
s(—0.8sen(1) + 0.1sen(21) + 0.1sen(31,) + 0.1sen(41,) + 0.1sen(5l;) +
0.1sen(61;)+0.1sen(71,)—0.1sen(81))} o grafo genérico G = r, representado
na figura 5.12 pelas semirretas em azul (s > 0) e verde (s < 0).

Na figura 5.12, obtemos o fecho espelhado de G. Aparentemente, 18 pré-

imagens foram encontradas.

Grafo espelhado k=8

G=r Py
K=0 /_ c
Py Py
=1 \
Py P Cy

P P Cs
K=3 K

Pg P] ¢

Py
/
K=6 Py Cs
Py Py /
K=1 Pis cr
Pis Py -
K=8 Cs

Figura 5.12: Grafo espelhado
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Na tabela a seguir, calculamos o residuo relativo de cada das solugao.

Solugoes | Residuo relativo
P 3.8185-1071°
P, 0.0650
Py 0.4939
Py 0.6504
Ps 0.8750
Ps 0.9985
P 6.3948 - 1071°
B 7.1942-107%
P, 9.2107 - 1015
Py 0.6059
P 0.9169
P 1.2344-1071
Pi3 1.5466
Py 1.1042 - 1071
Pi5 5.6410 - 10715
Pig 2.6510 - 10719
Py; 5.6787 - 10715

Tabela 5.1: Erros relativos das 18 solugoes encontradas.

Os residuos grandes de algumas falsas solugoes se devem a inversao de
matrizes com autovalores préximos de zero para (A" —D°) em diversos ortantes,
o que evidencia o mau-condicionamento dos sistemas lineares no processo de
homotopia. Para algumas dessas solucoes, podemos calcular os erros relativos
tomando Teles-Tomei como referéncia ainda que seja dificil associar em geral
uma solugao encontrada em Teles-Tomei com alguma encontrada pelos grafos
espelhados.

Assim, consideramos como solugoes no grafo da figura 5.12 apenas
aquelas que apresentam residuos pequenos. Apenas 10 solugoes atendem esse
critério, veja figura 5.13.

Na figura 5.13, estendemos o fecho espelhado de G pelo sorteio de mais
vetores até obtermos uma nova pré-imagem Pjo. Um novo grafo genérico G
¢ construido sobre a reta ry = {Pjo + s(sen(81,) — sen(1;,))}, em rosa e roxo
na figura 5.13. Completamos o espelhamento de G e 4 novas solucoes sio
encontradas, além de P;5. Novamente, realizamos a contagem desconsiderando

solugdes com erro relativo grande.
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Grafo espelhado k=8

627‘2 G =r P4
K=0 /_
C;
Py Py
K=1 j
Csy
K=2
. P12 P11 Cs
=3 \\
2 c
K=14 Py ¥ ! !
P14 yi
Cs
k=5 P Po \.Pg/
K=6 PS Cs
/_
Ps
K=8 Cs
Pg

Figura 5.13: Grafo espelhado

25

Em duas etapas, encontramos 15 solugoes diferentes pela construcao

do grafo completamente espelhado. Mais trés novos sorteios de vetores e a

extensao dos grafos ja construidos nos levam as 24 solugoes em Teles-Tomei.

A distribuicao das pré-imagens em cada componente conexa do complemento

do conjunto critico encontra-se na tabela abaixo.

Nimero de autovalores negativos (K) | 0

1

Ntimero de pré-imagens (N (g"))

2

Tabela 5.2: Solu¢des nas componentes do complemento de C.
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Perturbacdes semi-lineares do Laplaciano

Nesse capitulo, apresentamos um experimento numérico sobre a multi-
plicidade de solug¢oes de perturbagoes nao-lineares do Laplaciano, ratificados
por resultados tedricos. A discretizagao do operador é realizada por elementos
finitos.

Novamente, queremos as pré-imagens de um ponto g € Y por uma dada
fungdo F: X = H}(Q) = Y = H 1(Q).

6.1
O operador

Como na Sec¢ao 4.2, consideramos a equagao
Fu) = —-Au— f(u) =g, com ulpg =0. (6-1)

O conjunto © C R? é limitado, conexo e com fronteira suave por partes.

Assumimos que F seja C'. A nao-linearidade é tal que f : R — R é suave e

f,(]R) - [6—76-&-]‘
Para a condigao de Dirichlet, o Laplaciano —A : H}(Q) — H Q)
é autoadjunto com autovalores, 0 < A} < X < ... < M < ... = x e

correspondentes autovetores ¢, —Ardr = ApQk.
A linearizagdo DF(u;) : HY(Q) — H1(Q2) de F em u; que é dada por:

DF(u)a = —At — f'(w;)t,

e também ¢ autoadjunta. Denotamos seus autovalores por p; e correspondentes
autovetores ¢p(DF (u;)pr = pey). Associamos esses fatos tedricos descritos

com a discretizagao do operador F' (se¢ao 6.2) na aplicagao de nosso algoritmo.

6.2
Discretizacao por elementos finitos

Para obter as equacoes discretas, decompomos o dominio Q C R? em

tridngulos (elementos) com vértices internos n;, i = 1,...,n. Consideramos o

espaco de dimensdo finita P; [10], gerado pelas fungoes !

17

lineares em cada

elemento e continuas em (Q , definidas por ¢! (n;) = ;.
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Seja X" = P, Cc HLQ). Qualquer funcio u" € X" é da forma
uh(x) = ¥, u M (x). As coordenadas do vetor u = (uy,...,u,) € R" sao
avaliagdes de u nos vértices (u; = u"(1;)), assim, a identificacdo entre u” e u
ocorre de forma tnica.

Fungoes em Y C H~ () também podem ser aproximadas por elementos
P1 [9], mas com funcdes de base apropriadas. Uma funcdo ¢g" € Y" pode ser
escrita por ¢"(z) = Y0, g:l¥(x). As componentes do vetor § = (y,...,7,)
sdo os valores dos funcionais [;(g") = (¢",¢) = g;. As bases duais em Y" sdo
lf, i=1,...,n. definidas por [;(I}) = J;;.

Dado ¢" € Y", uma solucdo fraca u" € X" associada ao problema discreto

F": X" - Y" e que atenda as condicdes de Dirichlet satisfaz

(FM'uh),vf) = (=Au g = (f(u"),¥]) = (" ¢5), VUi € X"

De forma mais direta, escrevemos as equagoes em termos do vetor u: para
isso, consideramos as matrizes habituais de rigidez K e massa M. Ambas sao

n X n, simétricas e positivas definidas. Suas entradas sao
h h hoh
Kij:<vwmv¢j>7 Mij:< i7¢j>'

A matriz de massa realiza a mudanga de coordenadas g = Mg. Assim,
supondo f(u”) € Py, resolver o problema discreto F"(u") = g é equivalente

& resolver o sistema

Ku— Mf(@) =7,
sendo f(u) = (f(uy),..., f(u,))".

6.2.1
Aproximando os autovalores para a linearizacao de F

No algoritmo, precisamos identificar pontos criticos de F' numa curva
¢ C X. Determinamos esses pontos pela variacao do nimero de autovalores
negativos ao longo de c.

Usamos a construgdo das matrizes fundamentais (rigidez e massa) obtidas
pelo método de elementos finitos para aproximar com boa precisao os k
primeiros autovalores pelo método de Rayleigh-Ritz ([23], [5]). E fundamental

o uso de malhas finas para esses calculos. Aproximamos os autovalores do
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Laplaciano pelo problema de autovalor generalizado,

Kéh = )\hMQh <¢haéh>Xh>

e da linearizacao de F', que também é autoadjunta, por,

~h

(K- M(fu) ' =u"M3", (36"

para cada ponto u,; sobre a reta r € X. Estes sistemas lineares sao resolvidos
por métodos tradicionais. Usando a caracterizacao min-max dos autovalores,
o método de Rayleigh-Ritz, nao s6 fornece boas aproximacoes mas também
cotas superiores para os autovalores, isto é, A\, < AP e p, < pf para todo
k=1,...,n.

Consideramos a seguir um cenario especial da construcao de grafo

completamente espelhado para obter solugoes de 6-1.

6.3
Uma situacao estudada por Solimini

Como no Capitulo anterior, considere g = —t¢;. Em [17], Lazer e
McKenna conjecturaram que para f assintoticamente linear e /_ < A\ e
M < £y < A1 com k € N, contando a multiplicidade, existem pelo menos 2k
solugbes da equagao (6-1) para t muito grande, o que foi desmentido por Dancer
([18]). Entretanto, um caso particular com hipéteses adicionais foi provado por
Solimini [26]: se existe € > 0, tal que A\3 < £ < Ag+€ < Ay e Ay e A3 autovalores
simples, a equagao (6-1) tem ezatamente 6 solugoes para ¢t muito grande.

Consideramos um anel Q = {z € R?| |z| < 1e |z — (-0.3,-0.3)| > 0.2}

e uma aproximacao com 274 tridngulos.

Figura 6.1: A malha de (.
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Os primeiros autovalores aproximados do Laplaciano para essa geometria
sao simples: A\ &~ 9.0988, ! ~ 16.3218, \} ~ 22.9346 e \! ~ 30.4949. A nao
linearidade é uma funcao convexa escolhida de tal forma que para constantes
ae 3, f'(r) = a arctan(z) 4+ ( interaja com os 3 primeiros autovalores do
Laplaciano.

Queremos inverter o ponto g" = —1000¢". A primeiro momento, encon-
tramos uma solucao P, pelo método habitual de continuacao. A partir desta,
o grafo genérico G ¢ definido pela discretizacdo da reta r = { Py + s(—0.8¢" +
0.1 +0.1¢%), s € R} sobre a malha uniforme I,. A malha tem como extremos
—1000 e 1000 e o incremento hy, = 0.1.

Os 4 primeiros autovalores da Jacobiana para cada ponto de r sao
apresentados na figura 6.2. Pontos criticos sao identificados pela variagdo do
numero de autovalores negativos, IC, da Jacobiana nos pontos da reta. O ponto
Py encontra-se em uma componente com K = 2. Os trechos em azul e verde
correpondem as duas semirretas que saem de F,, azul para s > 0 e verde para

s < 0, como na figura 6.3.

30

251
20

15

10

-10

-20

-25

Figura 6.2: Os 4 primeiros autovalores da Jacobiana para os pontos de 7.

Na figura 6.3, construimos o fecho espelhado de G = r. Perto do ponto

critico a, a inversao da curva F([Fp, a]) ocorre como o esperado gerando uma
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nova pré-imagem P;. Entretanto, quando tentamos completar o espelhamento
sobre este ponto, uma dificuldade numérica se faz presente: o incremento
s = 0.1 utilizado na discretizagdo de [a,b] ndo foi adequado para garantir
as condigoes de convergéncia esperadas. Veja na figura 6.3, onde temos apenas
uma solucdo na componente em que K = 1. Um ajuste desse parametro

contorna essa dificuldade e nos leva as 6 pré-imagens previstas.

=0 Py G=r
— N
b
K=1 P1

P, Ce

c Cs
K=3

Figura 6.3: 5 pré-imagens encontradas.

K=0 P2 G=r
— N
b
K=1 Py P
a C
P, 2

Ps

Figura 6.4: Grafo espelhado com as 6 pré-imagens encontradas.
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Figura 6.5: As 6 solugbes encontradas.

. . ~ hy _ IF" @) —g"lyn
O residuo relativo para cada solucao calculado por e(u") = i
Y

¢ mostrado na tabela a seguir.
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Solugoes | Residuo relativo
P 9.6791-1071°
P 4.3516 - 10713
Py 9.6851 - 10~ 14
P; 4.3993 - 1071°
Py 6.4286 - 1071°
Ps 1.7224 -10~

Tabela 6.1: Residuos relativos

6.4
Consideracoes finais

Para os exemplos apresentados, o método descrito obteve resultados
satisfatorios no sentido que encontramos o ntimero de solugbes previstas. O
algoritmo parte de uma pré-imagem conhecida F, em busca de outras, em
cada exemplo foi apresentado um caminho diferente de calcular F,.

As buscas unidimensionais realizadas pelo algoritmo nos levou a um novo
conceito matematico o de grafos completamente espelhados. De forma concisa
esse novo objeto descreve topologicamente as etapas realizadas pelo algoritmo.

O estudo prévio sobre cada uma das fungoes e seus conjuntos criticos nos
conduziu a escolha de curvas no dominio favoraveis a obten¢ao componentes
conexas contendo diversas pré-imagens. A presenca de singularidades profun-
das e a geometria do conjunto critico da funcdo mostrou ser responsavel pela

abundancia de pré-imagens de certos pontos.
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7
Apéndice

7.1
Alguns aspectos topolégicos e funcoes préprias

Definicao 7.1 Uma funcio F' : X — Y é um homeomorfismo local quando
para cada ponto u € X, existe um aberto U tal que V = F(U) € aberto em Y

e F':U—V éum homeomorfismo.

Lema 7.2 Se F' : X — Y ¢é uma fungdo continua localmente injetiva (em
particular, um homeomorfismo local), entdo a imagem inversa N(g) = F~1(g)

de cada ponto g € Y é um subconjunto discreto de X.

Demonstragio. Por hipétese, para cada ponto u € N(g) existe uma vizinhanga
U, na qual ele é o tinico ponto que ¢ levado por F a g. Entao UNEF~1(g) = {u}.
Isto é, todo ponto u € N(g) é isolado em N(g). O

Um corolario do lema acima é que, se X é um compacto, entao o nimero
de pré-imagens F~'(g) é finito para cada g € Y. Uma classe de funcoes
especiais, em que a cardinalidade do conjunto de pré-imagens ¢ finita, sao

as fungoes proprias e que sdo homeomorfismos locais.

Definigao 7.3 Uma funcio F : X — Y é prépria se a inversa F~1(K) de um
compacto K CY € um compacto em X. Em dimensdo finita isto € equivalente
a dizer que F' leva infinito a infinito,
lim || F(u)]| = o0 .
flull—o0

Uma funcao prépria F' : X — Y é fechada, no sentido que para todo
subconjunto fechado W € X, sua imagem F'(W) é fechada em Y.

Proposicao 7.4 Seja F : X — Y wma fungdo propria, continua e que é
um homeomorfismo local. Entdo, a funcio g — N(g) = F~'(g) € finita e

localmente constante.

Demonstragio. Pelo lema 7.2, para todo g € Y temos que N(g) é discreto.
Por hip6tese, N(g) é compacto, uma vez que F' é prépria, logo N(g) é finito.
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Podemos escrever:
N(g) = {u1, ug, ..., um }

Como F' é homeomorfismo local, para cada u; com 1 < i < m, existem abertos
U;Cc XeV CY,tal que F: U; — V é um homeomorfismo. Note que, para
todo ¢ € V, N(g) > m, uma vez que a equagao F'(u) = g tem pelo menos m
solucoes, uma em cada U;. Existe um aberto W C V de g tal que para todo
w € W, N(w) = m. Se ndo, existiria uma sequéncia (g,) — g, com g, € V
tal que N(g,) > m, entdo existem pontos x, ¢ UJU;, com F(x,) = g,. Como
F é propria e continua, existe subsequéncia (z,)r; — x e F(x) = g, mas isto

implicaria x € U; para algum 4, o que contradiz z,, ¢ U;. 0

Um coroldrio da proposicao 7.4 é que se Y é conexo, entao N(g) é

constante.

Proposicao 7.5 Seja F : X — Y wuma fungio prépria e continua, entio N(g)
¢ constante em cada placa de Y \ F(C).

Demonstragio. Considere a restricao F': X \ F — Y \ F(C), que é prépria e
inversivel em todo ponto u € X \ F e aplique 7.4. O

Definicao 7.6 Uma aplicagio F' : X — Y € um recobrimento quando cada
ponto g € Y pertencente a um aberto V. C 'Y tal que F~Y(V) = U, U; é uma
unidao de abertos U;, dois a dois disjuntos, cada um dos quais se aplica por F

homeomorficamente sobre V.

Uma aplicagdo de recobrimento F': X — Y é um homeomorfismo local
de X sobre Y.

7.2
Operadores de Fredholhm

Definicao 7.7 Um operador F : X — Y linear e limitado € um operador de
Fredholm se

1. a dimensao do nicleo de F' € finita (dim Nuc F' < 00),
2. a dimensdo do conicleo (Y/Im F) de F € finita (dim coNuc F' < o0),

3. a imagem de F € fechada em Y .

O indice de um operador de Fredholm F é definido como ind F' =
dim Nuc F' — dim coNuc F.
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7.3
Singularidades de Morin

Uma classificacao para as singularidades de fun¢oes de R™ para R™ cujos
operadores derivadas tem nicleo de dimensao 1 foi apresentado por Morin ([22],
[21]. Por meio do teorema da fungao implicita, Morin escreve as singularidades

na origem em coordenadas adaptadas
(z,y) = (z,h(z,y)), weR", yeR

e depois compoe com difeomorfismos adequados em torno da origem, tanto no

dominio quanto na imagem [21].

Definicao 7.8 Uma singularidade de Morin de ordem i é um ponto para o

qual
1. Dyh(z,y) = --- = Dh(z,y) =0,
2‘ D;+1h($’y) % 07

3. A Jacobiana D(Dyh, ..., D, ") (x,y) € sobrejetiva.

Compondo com difeomorfismos adequados no dominio e imagem, uma

singularidade de Morin em dimensao n e ordem 7 assume a forma normal
i+1 i—1
(@1, T, y) = (1, T, YT Ty A Ty).

Em [21] os autores descrevem uma classificacao equivalente para fungoes
entre espagos de dimensao infinita. Seja F' : X — Y uma funcao suave definida
entre espagos de Banach tal que DF'(u.) é um operador de Fredholm de indice
0 e com ntcleo de dimensao 1. Como em dimensao finita, apés a mudanca de
variaveis no dominio e imagem, F pode ser escrita na vizinhanca de u. em

coordenadas adaptadas como

F:WxR—WxR

(z,y) — (2, h(z,y)).

e se as condigoes 1,2 e 3 da definicdo 7.8 sao validas para F em uma
decomposicao apropriada de W = R @ W, entdo u. ¢ uma singularidade
de Morin de ordem i [21].

Uma dobra é uma singularidade de Morin de ordem 1 e uma ctispide de

ordem 2.
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7.4
Estrutura local de dobras

Seja F': X — Y de classe C' e um ponto critico u, em que DF(u,.) é um
operador de Fredholm de indice 0 com niicleo de dimensao 1. Em dimensao
finita, isso quer dizer que X =Y = R"™ e DF(u.) é uma matriz (quadrada)
com niicleo de dimensao um.

O ponto u. é uma dobra de F se existem difeomorfismos locais 1 e ¢
em vizinhancas de u. e F(u,) tal que, préximo & origem, a fungao 1) o F o ¢!

assume a forma normal

F: WxR — WxR
(z,y) — (z,9°).
para algum espago de Banach W.
A forma normal é invariante por composicao de F' com difeomorfismos
a esquerda e a direita ([21], [22]). A defini¢do é conveniente para estudar o

comportamento de F' perto de um ponto critico. Agora, apresentamos um

critério para identificar dobras.

Definicao 7.9 Seja F': X — Y uma funcao suave. O ponto u. € X é uma

dobra de F' se e somente se valem as sequintes propriedades.
1. DF(u.) € um operador de Fredholm de indice 0;
2. O nicleo de DF(u.) tem dimensao 1;
3. o conjunto critico C de F' € uma variedade de codimensdo 1 perto de u.;

4. Um gerador k do nicleo de DF(u.) ndo pertence ao espago tangente de
C,k¢ T,C.

5. a sequnda derivada de F na direcao k ¢ tal que sua projecio nas

diregoes transversais a itmagem de DF(u.) é diferente de zero, isto é,

D*F(u.)(k, k) ¢Im DF(u,) .
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7.5
Estrutura local das cuspides

Seja F': X — Y, uma fungao suave, u, um ponto critico de F';, DF(u,)
um operador de Fredholm de indice 0 e nticleo de dimensao 1. O ponto u,. é
uma cuspide de F' se existem difeomorfismos locais ¢ e ¢ em vizinhancgas de
u. e F(u.) tal que, préximo a origem, a funcio ¢ o F o ¢! assume a forma
normal: R

F: WxR? — W x R?
(w,2,y) — (w,z,y° —ay),

Uma observacao mais geométrica é que, diferentemente, do que acontece
na dobra (definicao 7.9 item 4)- o niicleo de DF(0,0,0) = ¢é gerado pelo vetor
k = (0,0,1) o qual pertence ao espago tangente ao conjunto critico em (0, 0,0).

O conjunto critico da forma normal de uma ctspide F é C = {(w,z,y) €
W x R? : 3y*> — z = 0}, que representa um cilindro parabdlico, restrito a R?
corresponde a pardbola x = 3y? Observe que, o conjunto C \ W x (0,0) é
formado apenas por dobras, assim cada ponto g € F(C)\ £(0,0), tem duas

pré-imagens.
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