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Resumo

Cordero Uriona, Fabiola Valeria; Galkin, Sergey; Mandini, Alessia.
Estudo comparativo dos sistemas integráveis nos espaços
de polígonos, matrizes e fibrados. Rio de Janeiro, 2021. 107p.
Tese de Doutorado – Departamento de Matemática, Pontifícia
Universidade Católica do Rio de Janeiro.

O espaço de polígonos de um grupo de Lie é definido como a redução
simplética em um produto de órbitas pela ação coadjunta.

Neste trabalho comparamos alguns sistemas integráveis definidos em
espaços de módulos de polígonos, matrizes e fibrados, tais como o sistema
de Kapovich–Millson, o modelo de Gaudin e a aplicação de Hitchin.

Palavras-chave
Espaço de Polígonos; Sistemas Integráveis; Hamiltonianas de Bending;

Hamiltonianas de Hitchin; Fibrados Parabólicos de Higgs.
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Abstract

Cordero Uriona, Fabiola Valeria; Galkin, Sergey (Advisor); Man-
dini, Alessia (Co-Advisor). A comparative study of integrable
systems on the spaces of polygons, matrices and bundles.
Rio de Janeiro, 2021. 107p. Tese de Doutorado – Departamento de
Matemática, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

The Polygon Space of a Lie group is defined as the symplectic reduction
of a product of orbits by the coadjoint action.

In this work we compare integrable systems defined on different moduli
spaces of polygons, matrices and bundles, such as Kapovich–Millson’s system,
Gaudin’s model and the Hitchin’s map.

Keywords
Polygon Space; Integral System; Bending Hamiltonian; Hitchin Hamilto-

nian; Parabolic Higgs Bundles.
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1
Introdução

Os eixos principais desta tese são o espaço de polígonos e os sistemas
integráveis de uma variedade.

O interesse na análise dos movimentos de articulações mecânicas (por
exemplo, [AL1945]) consolidou o estudo dos espaços de polígonos no espaço
euclidiano E3 de dimensão três. Já que E3 não tem um sistema de coordenadas
preferido, consideramos o espaço de módulos (espaço quociente) para o qual
dois polígonos representam o mesmo ponto do espaço de módulos se e só se
eles são congruentes, i.e. existe um movimento do espaço euclidiano que leva
um polígono ao outro. As arestas modelam as dobradiças sólidas, e assim seus
comprimentos r1, . . . , rn durante o movimento não mudam.

Inspirado por Thurston–Weeks [TW1984], Walker [W1985] estudou as
propriedades dessas variedades de polígonos de um ponto de vista topológico.
Cada subconjunto I ⊂ {1, . . . , n} determina uma função ∑i∈I ri − ∑

j /∈I rj, e
os sinais dessas funções determinam uma partição do espaço de parâmetros ri
em câmeras, o tipo topológico do espaço de polígonos esta sendo constante
dentro de uma câmera. Ele conjeturou que as câmeras são essencialmente
determinadas pelos números de Betti de espaço de polígonos. Klyachko [K1994]
provou esse resultado calculando os números de Betti dessas variedades. Ele
observou que o espaço de módulos de polígonos euclidianos pode ser munido
com uma estrutura da variedade algébrica complexa projetiva

(CP1)n/r1,...,rn PGL(2,C) = Proj
⊕
k

Γ((CP1)n,O(kr1, . . . , krn))SL(2,C),

um quociente no sentido da teoria geométrica de invariantes (GIT). Usando
a teoria de Kempf–Ness o problema de GIT pode ser reformulado como uma
redução simplética, um ponto de vista abordado nessa tese seguindo Kapovich–
Millson [KM1996].

Kapovich e Millson observaram que o espaço de módulos de polígonos
tem uma estrutura simplética natural, por ser identificado com uma redução
simplética da ação do grupo de rotações SO(3,R) no produto de n órbitas
coadjuntas (que correspondem aos lados do polígono, de comprimentos fixos).
Eles também notaram que os comprimentos das (n− 3) diagonais de qualquer
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Capítulo 1. Introdução 11

triangulação de polígono estão em involução, e podem ser considerados como
funções hamiltonianas de um sistema integrável. Os fluxos hamiltonianos
associados então podem ser interpretados em termos mecânicos como as flexões
(ou dobramentos, bending em inglês) de polígonos em torno de suas diagonais.
Os comprimentos das diagonais e os ângulos diedrais formam um sistema de
coordenadas ação-ângulo.

Figura 1.1: Interpretação geométrica do fluxo hamiltoniano do sistema inte-
grável de Kapovich–Millson

Sob esse ponto de vista, o espaço de polígonos euclidianos é um caso
particular e mais simples de uma variedade simplética obtida como quociente
de um produto de órbitas coadjuntas pela ação diagonal de um grupo de Lie.

Os sistemas integráveis em variedades simpléticas ([DKN1985, A1996,
BBT2003]), cujo estudo é motivado pelo formalismo hamiltoniano da mecâ-
nica clássica, se manifestam em várias áreas da matemática, como Geometria
Simplética, Geometria Algébrica, Sistemas Dinâmicos e Teoria de Representa-
ções.

Deste estudo surgiram diferentes sistemas integráveis definidos em vários
espaços, em diferentes épocas:

– os de Garnier [G1919] (veja [DKN1985, pg. 256-259])

– os elementos comutantes no anel do grupo simétrico, introduzidos por
Young em 1930s, Jucys [J1971, J1974] e Murphy [M1981] (veja Vershik–
Okounkov [OV2005])

– os de Gaudin [G1976, G1983], (veja [BBT2003, pg. 232-240]),

– os sistemas de Gelfand–Cetlin , introduzidos e assim denominados por
Guillemin–Sternberg [GS1983],
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Capítulo 1. Introdução 12

– os de Hitchin [H1987-2, H1987-1, HSW2013],

– os de Jeffrey–Weitsman [JW1992],

– os de Kapovich–Millson [KM1996],
Ballestreros–Corsetti–Ragnisco [BCR1996] e Karimipour [K1998],

– os de Nohara–Ueda [NU2014],

– os de Belmans–Galkin–Mukhopadhyay [BGM2020],

– . . .

Estes sistemas se relacionam, e neste estudo esclarecemos algumas dessa
rede de relações. Não é tão claro como compará-los, porque são definidos em
contextos diferentes, mas ainda às vezes podemos ver a semelhança entre suas
fórmulas e imagens. Os sistemas de Kapovich–Millson são definidos direta-
mente nos espaços de polígonos. Em [G1976] Gaudin, usando o método de
Bethe, descreveu um sistema de elementos na álgebra do grupo simétrico que
comutam entre si. Essa subálgebra induz o sistema de Gaudin, um sistema inte-
grável para qualquer representação do grupo simétrico, que é o caso particular
da representação dada como potência tensorial de álgebra de polinômios (ou
álgebra envelopante) de uma álgebra de Lie. Foi observado em [ER1996] que os
sistemas de Gaudin para sl(2) coincidem com as equações diferenciais de Gar-
nier [G1919]. O método de Gaudin, quando aplicado ao sistema de elementos
comutantes introduzidos por Young, Jucys e Murphy [J1971, J1974, M1981],
produz o sistema integrável descoberto independentemente (sem saber sobre a
analogia com Gaudin) por Kapovich–Millson [KM1996], Ballestreros–Corsetti–
Ragnisco [BCR1996] e Karimipour [K1998]. Os sistemas de Hitchin são defini-
dos no espaço de módulos de fibrados estáveis de Higgs, uma compactificação
parcial do espaço cotangente do espaço de módulos de fibrados estáveis. Esses
sistemas generalizam para os espaços de módulos de fibrados de Higgs mu-
nidos com estrutura parabólica no divisor de n pontos marcados. O número
de pontos marcados dá o número de vértices do polígono. Para uma curva
de gênero zero, i.e. CP1, e o fibrado trivial podemos identificar o sistema
de Hitchin com o sistema de Gaudin. Com as mesmas condições, os fibrados
parabólicos de Higgs podem ser interpretados como os espaços de polígonos,
e os sistemas/elementos de Garnier–Gaudin–Hitchin e os sistemas/elementos
de Young–Jucys–Murphy–Kapovich–Millson–Ballestreros–Corsetti–Ragnisco–
Karimpour podem ser comparados.

A generalização do conceito de espaço de polígonos e dos sistemas
integráveis de Kapovich–Millson pode ser feita de várias maneiras. Nesta tese
tratamos principalmente as seguintes:
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Capítulo 1. Introdução 13

– Estendendo de posto 2 para posto maior ou outros grupos/álgebras de
Lie,

– Estendendo do real ao complexo (da redução simplética para hiperkähler,
e de SU(2) para SL(2,C)),

– Convertendo parâmetros discreto em contínuos (do sistema de Kapovich–
Millson para o de Gaudin–Hitchin),

Outras direções da generalização que discutimos são:

– Do euclidiano ao esférico (ou “exponenciação” do mundo aditivo de
álgebras de Lie ao mundo multiplicativo de grupos de Lie), onde o espaço
de polígonos esféricos é visto como um espaço de módulos de conexões
planas, ou o espaço de módulos de fibrados holomorfos de posto 2 sobre
a esfera de Riemann com n pontos marcados. Jeffrey [J1994, thm.6.6]
e Kapovich–Millson [KM1996, thm. 5] provam que esses espaços são
simplectomorfos para a soma de comprimentos suficientemente pequena.
Nohara e Ueda em [NU2015] mostram que os sistemas de Kapovich–
Millson no espaço de polígonos euclidianos são isomorfos aos casos
particulares dos sistemas de Jeffrey–Weitsman [JW1992] nos espaços de
polígonos esféricos para comprimentos pequenos.

Figura 1.2: Descomposição do polí-
gono correspondente ao sistema K-
M

Figura 1.3: Descomposição da esfera
furada correspondente ao sistema J–W

– Dos sistemas escritos em coordenadas explícitas usando invariantes geo-
métricos intuitivos aos sistemas construídos analiticamente usando dege-
nerações tóricas seguindo o método de Nishinou–Nohara–Ueda. Os sis-
temas integráveis deste tipo nos espaços de polígonos foram construí-
dos e estudados em Nohara–Ueda [NU2014] no caso euclidiano e em
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Capítulo 1. Introdução 14

Belmans–Galkin–Mukhopadhyay [BGM2020] no caso esférico. Estes sis-
temas integráveis são em geral não isomorfos aos sistemas de Kapovich–
Millson/Jeffrey–Weitsman, mas têm as mesmas imagens. A vantagem
deles é que são melhor adaptadas à ‘contagem´ de curvas pseudoholo-
morfas.

Finalmente há deformações do comutativo ao não comutativo, que não
discutimos explicitamente:

– Uma generalização deste tipo é a construção das chamadas álgebras de
Gaudin, as subálgebras comutativas nos produtos tensoriais das álgebras
envelopantes de uma álgebra de Lie.

– Outra generalização é a quantização de Beilinson–Drinfeld do sistema de
Hitchin, na qual a álgebra das funções no espaço cotangente é deformada
para a álgebra de operadores diferenciais na base. O símbolo de operador
diferencial é uma função no espaço cotangente, e a álgebra de funções
polinomiais no espaço cotangente é uma álgebra associada graduada à
álgebra filtrada dos operadores diferenciais .
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Capítulo 1. Introdução 16

O objetivo principal desta tese é provar que, se considerarmos a variedade
simplética do espaço do polígonos para o grupo de Lie SL(2,C), as hamilto-
nianas do sistema integrável de Kapovich–Millson podem ser vistas como o
limite das hamiltonianas do sistema de Hitchin quando certos parâmetros das
hamiltonianas associadas convergem.

Esse resultado, depois de perceber a equivalência dos sistemas de Gau-
din e Hitchin, é só uma redescoberta, à luz de Chervov–Falqui–Rybnikov
[CFR2009, CFR2010] e Aguirre–Felder–Veselov [AFV2011]. Alexander Cher-
vov e Leonid Rybnikov nos explicaram que o limite que usamos é dual, no
sentido da dualidade de Howe (ver [C2011]), aos limites encontrados nos tra-
balhos de Vinberg [V1991, V2014] sobre o pião de Manakov [M1976] e as
subálgebras de Mishchenko–Fomenko [MF1981]. 1

A estrutura da tese é a seguinte.
Nos capítulos 2 a 4 revisamos os conceitos e resultados para a compre-

ensão efetiva do material.
O capítulo 2 cobre os conhecimentos algébricos usados em geometria

simplética, tais como grupo e álgebra de Lie , álgebra de Poisson , álgebra
associativa envelopante , graduações e filtrações, e a estrutura de álgebra de
Poisson na álgebra associada graduada de uma álgebra quase comutativa ,
tal como álgebra de operadores diferenciais ou álgebra envelopante. Também
introduzimos o conceito de anel de grupo , usado no método de Gaudin.

O capítulo 3 contém as definições e construções básicas da geometria
simplética: variedades simpléticas , sistemas integráveis e pares de Lax , ações
hamiltonianas e mapa momento , redução simplética e redução em etapas, e a
forma de Kirillov– Kostant–Souriau nas órbitas coadjuntas.

No capítulo 4 chegamos aos espaços de polígonos, e o trabalho de Ka-
povich e Millson em [KM1996]. Damos algumas caracterizações equivalentes:
como redução simplética de Hausmann–Knutson do grassmanniano de planos
na seção 4.1.2 ou como variedade de representações de uma aljava (quiver) na
seção 4.2. Também em seção 4.3 definimos um espaço de módulos X(r) dos
chamados hiperpolígonos, um análogo hiperkähler do espaço de módulos de
polígonos, construído usando a redução hiperkähler.

No capítulo 5 descrevemos as órbitas coadjuntas (e, portanto, o espaço
de polígonos) no caso do grupo de Lie SL(n,C), para n ≥ 2.

No capítulo 6 estendemos por analogia o sistema integrável de Kapovich–
Millson do caso da álgebra de Lie su(2) para sl(2,C). Escrevemos as funções de
forma invariante, para obter o sistema (incompleto) das funções em involução

1Veja o recente trabalho de Vinberg–Yakimenko [VY2019] para a perspectiva de integra-
bilidade completa para subvariedades invariantes na representação coadjunta.
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Capítulo 1. Introdução 17

nos espaços de polígonos de outras álgebras de Lie, como sl(n). Em proposi-
ção 6.1(item 2) calculamos o colchete de Poisson para os geradores quadráticos
de álgebra de funções polinomiais no espaço de polígonos. O cálculo implica
a integrabilidade do sistema de Kapovich–Millson. O resultado pode ser ob-
tido da computação dos fluxos para um sistema associado a uma triangulação
de um quadrângulo, e naturalmente nos aproxima à definição de álgebra de
Kohno–Drinfeld em seção 8.1.

No capítulo 7 mostramos a compatibilidade entre o sistema de Kapovich–
Millson associado com a álgebra complexa sl(2,C) = so(3,C) e as suas
formas reais, um sistema original associado a su(2) = so(3,R) e outro a
sl(2,R) = so(2, 1; R).

No capítulo 8 introduzimos o método de Gaudin de construção dos
sistemas integráveis e o próprio modelo de Gaudin. O resultado do cálculo dos
colchetes de Poisson entre os produtos escalares que obtemos em capítulo 6 tem
exatamente a mesma forma que os comutadores entre transposições no anel
do grupo simétrico. A álgebra de Kohno–Drinfeld é definida para capturar
essas relações. Mostramos que o sistema de Kapovich–Millson pode ser obtido
pelo método de Gaudin a partir de um sistema de elementos comutantes em
C[Sn] chamados elementos de Young–Jucys–Murphy. Também introduzimos
os elementos de Gaudin, parametrizados por n-uplas de números complexos
distintos, e finalmente o modelo de Gaudin.

No capítulo 9 introduzimos as hamiltonianas do sistema integrável de
Hitchin e reinterpretamos o modelo de Gaudin como sendo o sistema integrável
de Hitchin no espaço de módulos de fibrados parabólicos de Higgs sobre a esfera
de Riemann CP1 com n pontos parabólicos.

Em seção 9.3 explicamos o isomorfismo de Godinho–Mandini entre uma
parte H(β) do espaço de módulos de fibrados parabólicos de Higgs e um espaço
X(r) de módulos de hiperpolígonos , e o empregamos para reescrever o sistema
de Hitchin em termos de hiperpolígonos.

No capítulo 10 seguimos a demonstração de Haussmann–Knutson de
que o sistema de Kapovich–Millson é uma redução simplética do sistema de
Gelfand–Cetlin introduzido por Guillemin e Sternberg. Mais recentemente,
Nohara–Ueda generalizaram o sistema de Gelfand–Cetlin para outras trian-
gulações de polígonos e estenderam o resultado de Haussmann–Knutson.

No capítulo 11 discutimos o método de Nishinou–Nohara–Ueda para
construir sistemas integráveis a partir de degenerações tóricas, usado
por Nishinou–Nohara–Ueda, Nohara–Ueda e Belmans–Galkin–Mukhopadhyay
para construir os novos sistemas com as mesmas imagens que os sistemas de
Gelfand–Cetlin , Kapovich–Millson e Jeffrey–Weitsman , mas que são mais

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521407/CA
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convenientes para o estudo da simetria de espelho, como no cálculo do poten-
cial de Floer/Ginzburg–Landau.

No capítulo 12 provamos o objetivo principal da tese: o sistema das
funções de Kapovich–Millson pode ser obtido como o limite do sistema
das funções de Garnier–Gaudin–Hitchin quando os pontos na reta CP1 se
aproximam de uma maneira especial.

No apêndice A construímos as bases ortonormais para a forma de Killing
na sl(n), conhecidas em literatura física como as matrizes generalizadas de Gell-
mann, e, escrevendo nessas bases, identificamos os sistemas de Young–Jucys–
Murphy–Kapovich–Millson–Ballestreros–Corsetti–Ragnisco–Karimpour.

No apêndice B damos as definições dos conceitos relacionados a grafos e
triangulações mencionados ao longo da tese.

Esses são os novos resultados e demonstrações obtidos na tese.

– No capítulo 6 estendemos, por analogia, a descrição dos fluxos hamilto-
nianos periódicos do sistema integrável de Kapovich – Millson do caso
da álgebra de Lie su(2) para sl(2,C).

– No capítulo 7 provamos a compatibilidade entre três sistemas: o sistema
Kapovich–Millson, associado à álgebra complexa sl(2,C), o sistema
original associado a su(2), e aquele associado a sl(2,R).

– No capítulo 12 mostramos que as hamiltonianas do sistema de Kapovich–
Millson são o limite de combinações lineares explícitas das hamiltonianas
do sistema de Hitchin quando certos parâmetros dessas hamiltonianas
convergem. A prova é feita em duas etapas:

– Na primeira, ainda não conhecemos a forma da combinação linear
da convergência de interesse. Para estudar o caso de pentágonos,
usamos a geometria algébrica clássica da superfície de del Pezzo de
grau 5 (identificada com o espaço de módulos de Deligne–Mumford
M0,5) na Grassmanniana Gr(2, 5) para identificar o fechamento
do locus de Gaudin com a seção linear gerada pelos pontos de
Kapovich–Millson. Trivializando a restrição do fibrado universal
para um conjunto afim passando por um dos pontos de Kapovich–
Millson, escrevemos as hamiltonianas de Kapovich–Millson como
valores em 0 de combinações lineares explícitas de hamiltonianas de
Hitchin com coeficientes dependendo dos parâmetros.

– Com base na resposta que obtivemos para os pentágonos na pri-
meira etapa, escrevemos uma resposta diretamente sem cálculos
para a triangulação simétrica do hexágono, e posteriormente adi-
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vinhamos uma combinação linear explícita que dá as hamiltonianas
de Kapovich–Millson para toda triangulação do tipo leque.

Obtivemos este resultado de forma independente, antes de encontrar
os trabalhos de Chervov–Falqui–Rybnikov e Aguirre–Felder–Veselov, e
perceber que nosso resultado corresponde a um caso particular desses
trabalhos, mas com as fórmulas explicitas e diferentes. Abaixo listamos
algumas diferenças nas demonstrações:

– Nossa prova é mais elementar e dá funções explícitas ckj(t) e xj(t)
tais que, para cada k, a soma ∑ ckj(t)Hj(xj(t)) é regular em t = 0
e seu valor é igual às hamiltonianas de Kapovich–Millson fk.

– Aguirre–Felder–Veselov calculam o fechamento de Zariski na Gras-
smanniana da imagem dos sistemas de Gaudin trabalhando com
coordenadas especiais em cartas afins no espaço de módulos de
Deligne–Mumford, enquanto nós calculamos o limite usando as co-
ordenadas de Plücker, e explicitamente obtemos algumas curvas no
espaço de configuração para calcular o limite.

Os resultados da tese e os de [CFR2009, CFR2010, AFV2011] sugiram
que os limites podem ser escritas pelas fórmulas explicitas do tipo

fI(e) = lim
∑

ck(e)Hk(x),

onde e é uma aresta de árvore, ck(e) são funções explicitas de x parametrizadas
pelas arestas, fI(e) são variações das funções de Kapovich–Millson e Hk são
funções de Gaudin. Na seção 12.5 discutimos algumas ideias como combinar
todos os métodos com as ideias novas para dar as expressões naturais e
explicitas para os coeficientes ck(e).
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2
Preliminares algébricos

Neste capitulo, são apresentados os conhecimentos algébricos necessários
para o desenvolvimento da tese. Na seção 2.1 discutimos álgebras associativas,
de grupo, polinomiais, tensoriais, de Lie e de Poisson. Na seção 2.2 discutimos
os grupos de Lie e suas ações.

2.1
Álgebras

Funções são elementos das álgebras de funções, e sistemas integráveis são
dados por funções em involução, Veremos que ás vezes é mais conveniente
primeiro construir alguma subálgebra abeliana abstrata em uma álgebra (de
Lie ou associativa não comutativa, como a álgebra de operadores diferenciais)
e depois obter um sistema integrável geométrico como sendo a imagem dessa
subálgebra por um homomorfismo.

Denotamos pela letra K um corpo. Na maioria das vezes,K = C ou R, os
complexos ou os reais, mas às vezes é um corpo não arquimediano ou funcional
como os corpos K ′((t)) das séries de Laurent ou K ′(t) das funções racionais
sobre um outro corpo K ′.

Uma álgebra é um espaço vetorial munido de uma operação bilinear.
Consideramos duas classes principais de álgebras: as associativas e as de

Lie. Também consideramos álgebras de Poisson munidas com as duas operações
binárias.

Uma filtração F da álgebra B é uma coleção de subespaços

F 0B ⊂ F 1B ⊂ F 2B ⊂ . . .

tais que a operação binária restrita a F iB × F jB toma valores em F i+jB.

Exemplo 2.1. A filtração pelo grau no espaço DM dos operadores diferenciais
numa variedade M com operação composição dos operadores.

Uma graduação G na álgebra B é uma decomposição

B = G0B ⊕G1B ⊕G2B ⊕ . . .
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tal que a operação binária restrita a GiB ×GjB toma valores em Gi+jB.
Observação: Se GiB × GjB tem imagem em Gi+j+dB, dizemos que

a operação é graduada de grau d. No mesmo espaço graduado podemos
considerar duas operações de graus diferentes.

A graduação G em B induz uma filtração F kB := G0B ⊕ . . . GkB. No
outro sentido, dada uma álgebra B com filtração F , podemos associar uma
álgebra associada graduada GrFB, onde GrkFB := F kB/F k−1B são espaços
quocientes.

Exemplo 2.2. A álgebra graduada associada à álgebra de operadores diferen-
ciais DM (do exemplo 2.1) é a álgebra das funções no espaço total T ∗M do
fibrado cotangente que são polinomiais na direção das fibras, graduada pelo
grau de polinômio.

Dizemos que dois elementos a, b comutam se a · b = b · a. Uma álgebra é
chamada comutativa se todos seus elementos comutam.

Uma álgebra A com uma operação a, b 7→ a · b é chamada associativa se
(a · b) · c = a · (b · c) para todos seus elementos a, b, c. Normalmente não usamos
símbolo nenhum para as álgebras associativas e escrevemos ab e abc em vez de
a · b ou (a · b) · c.

Exemplo 2.3. Seja G um grupo finito. A álgebra (associativa) K[G] de um
grupo G (ou o anel do grupo) é o espaço vetorial sobre K com a base indexada
pelos elementos de g ∈ G e o produto induzido pelo produto no G: para duas
funções a, b : G → K,

(∑
a(g)g

)
·
(∑

b(h)h
)

=
∑
g,h∈G

a(g)b(h)gh.

Denotamos por C[Sn] a álgebra do grupo simétrico Sn , que é uma álgebra
associativa não comutativa (para n > 2) de dimensão n!.

Exemplo 2.4 (Álgebras livres). Para um espaço vetorial V , a álgebra tensorial
T (V ) (resp. simétrica S(V )) é a álgebra graduada T (V ) = ⊕n≥0V

⊗n (resp.
S(V ) = ⊕n≥0S

nV ) onde V ⊗n = V ⊗ V ⊗ · · · ⊗ V é o produto tensorial de V
consigo mesmo n vezes, e SnV = (V ⊗n)Sn é o subespaço de tensores simétricos
(invariantes com respeito ao grupo simétrico Sn), e a operação é induzida pelo
produto tensorial (ou sua simetrização).

As duas álgebras são associativas e graduadas (por n). Mais, S(V ) é
comutativa.

Se V tem dimensão finita, a álgebra simétrica S(V ) pode ser interpre-
tada como o anel de polinômios K[V ∗] , no espaço dual. Às vezes T (V ) é
interpretada como o anel de “polinômios não comutativos”.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521407/CA



Capítulo 2. Preliminares algébricos 22

A álgebra T (V ) (resp. S(V )) é a álgebra associativa mínima (resp.
associativa e comutativa) sobre K que contém V . O mínimo é no sentido que,
para cada função linear f : V → A onde A é uma K-álgebra associativa
(resp. associativa e comutativa), existe um único homomorfismo de álgebras
f̃ : T (V ) → A (resp. f̃ : S(V ) → A) tal que f = f̃ ◦ i onde i : V → T (V )
(resp. i : V → S(V )) é a inclusão.

A álgebra g com uma operação a, b 7→ [a, b] antissimétrica (i.e. [a, b] =
−[b, a]) é chamada uma álgebra de Lie se a identidade de Jacobi

[[a, b], c] + [[b, c], a] + [[c, a], b] = 0

se cumpre para todos seus elementos. Denotar a operação nas álgebras de
Lie por colchetes [, ] e {, }. Álgebras de Lie por sua vez são denotadas por
letras como g, h, k, s, t, sl, su, so, u. Todas as álgebras de Lie que consideramos
tem dimensão finita, exceto as álgebras de Kohno–Drinfeld tn, que têm as
dimensões de suas componentes graduadas finitas.

Um morfismo f : B → B′ entre duas álgebras é uma transformação linear
que respeita as operações bilineares: f(b1 · b2) = f(b1) · f(b2) para álgebras
associativas e f([b1, b2]) = [f(b1), f(b2)] para álgebras de Lie.

Associamos à álgebra associativa A uma álgebra de Lie lieA dada pelo
mesmo espaço vetorial, munida com a operação de comutador induzida pelo
produto associativo

[a, b] := ab− ba.

Chamamos A uma álgebra envelopante de lieA. Qualquer morfismo de álgebras
associativas f : A → A′ induz um morfismo de álgebras de Lie, pois suas
transformações lineares coincidem.

Exemplo 2.5. Seja V um espaço vetorial e End(V ) a álgebra das transfor-
mações lineares de V com a operação de composição (se dim V = n, End(V )
é a álgebra de matrizes Matn×n). Então End(V ) é uma álgebra associativa, e
gl(V ) := lieEnd(V ) é uma álgebra de Lie (se dim V = n também a denotamos
como gl(n)).

Uma representação de uma álgebra de Lie g é um morfismo g → gl(g)
no qual, no lado direito, consideramos g somente como espaço vetorial.

Exemplo 2.6. Para uma álgebra de Lie g, definimos a representação adjunta
ad : g → gl(g) por

ada : b 7→ [a, b]

para a, b ∈ g. O fato que ela é representação da álgebra de Lie é equivalente à
identidade de Jacobi. Lembre que no caso de matrizes [a, b] = ab− ba.
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Uma forma simétrica bilinear B : a, b 7→ B(a, b) é invariante se

B(ab, c) = B(a, bc)

para álgebras associativas ou

B([a, b], c) = B(a, [b, c])

para álgebras de Lie.

Proposição 2.7. Se B é uma forma simétrica bilinear invariante para uma
álgebra associativa A, ela também é invariante para a sua álgebra de Lie lieA.

Demonstração. B([a, b], c) = B(a · b, c) − B(b · a, c), B(a · b, c) = B(a, b · c),
B(b·a, c) = B(c, b·a) = B(c·b, a) = B(a, c·b), B(a, [b, c]) = B(a, b·c)−B(a, c·b),
logo B([a, b], c) = B(a, [b, c]).

Pelo teorema de Ado [A1947], uma álgebra de Lie g de dimensão finita
tem uma representação efetiva de dimensão finita, i.e. ela é isomorfa a uma
subálgebra na álgebra de matrizes gl(V ) ≃ gl(N).

Exemplo 2.8. A forma bilinear (A,B) 7→ Tr(A · B) é simétrica e invariante
para a álgebra associativa End(V ) e para a álgebra de Lie gl(V ) i.e. para todas
as matrizes A,B,C ∈ Mn×n(K) temos que

Tr((A ·B) · C) = Tr(A · (B · C))

e
Tr(A · [B,C]) = Tr([A,B] · C).

Demonstração. Lembremos que Tr(AB) = Tr(BA) é a principal característica
do traço, então a forma é simétrica. Primeira igualdade segue da associativi-
dade de produto, segunda da proposição 2.7.

Corolário 2.9. Para qualquer representação ρ : g → gl(V ) de uma álgebra de
Lie g num espaço vetorial V de dimensão finita, a forma bilinear Tr(ρ(a)◦ρ(b))
em g é invariante.

A forma bilinear
⟨a, b⟩ := Tr(ada ◦ adb)

é a forma de Killing da álgebra de Lie.
Uma álgebra de Lie é semisimples se sua forma de Killing é não degene-

rada.
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Consequentemente, se a álgebra de Lie g é simples (não tem ideais de Lie),
todas as formas bilineares invariantes em g são proporcionais uma a outra e
proporcionais à forma de Killing.

A álgebra envelopante universal U(g) de uma álgebra de Lie g é o
quociente da álgebra tensorial T (g) módulo o ideal gerado pelas expressões
x ⊗ y − y ⊗ x − [x, y] para todo x, y ∈ g. Nessa expressão, elementos x ⊗ y

e y ⊗ x têm grau 2, mas [x, y] é considerado como um elemento de grau 1
correspondente ao elemento obtido usando a operação [, ] em g.

Vale a seguinte propriedade universal: para qualquer álgebra associativa
A, os morfismos de álgebras de Lie de g → lieA estão em bijeção canônica com
os morfismos de álgebras associativas U(g) → A.

A filtração de T (g) induz uma filtração em U(g): K = U0g ⊂ U1g ⊂ · · ·
tal que Uig · Ujg ⊂ Ui+jg. Aqui Ujg é o espaço vetorial gerado por todos os
monômios de grau ≤ j formado por elementos de g. Além disso, gr(Ug) :=
⊕i(Uig/Ui−1g).

Uma álgebra de Poisson é um espaço vetorial munido de uma estrutura
de álgebra associativa comutativa com operação · e uma estrutura de álgebra
de Lie com operação {, } que é uma derivação em cada um de seus argumentos
i.e. {ab, c} = a{b, c} + b{a, c}.

Uma álgebra associativa filtrada (A,F ) é quase-comutativa se a álgebra
graduada associada grF (A) é comutativa.

Proposição 2.10. Se A é uma álgebra associativa quase-comutativa, podemos
munir grF (A) de uma estrutura de álgebra de Poisson: se ã ∈ F iA e b̃ ∈
F jA são representantes de dois elementos de a ∈ griF (A) e b ∈ griF (A),
respectivamente, definimos {a, b} := [ã, b̃] ∈ gri+j−1

F (A), onde usamos a quase-
comutatividade para ver que [ã, b̃] está em uma filtração menor que no caso
geral.

Exemplo 2.11. A álgebra associativa DM de operadores diferenciais sobre
uma variedade M é quase-comutativa, com álgebra graduada associada igual à
álgebra das funções polinomiais no espaço cotangente T ∗M . Logo essa álgebra
associativa comutativa tem uma estrutura natural de álgebra de Poisson. No
seguinte capítulo vemos que T ∗M é um exemplo básico de variedade simplética,
e a álgebra das funções de qualquer variedade simplética tem uma estrutura de
álgebra de Poisson. Estes dois modos de construir um colchete de Poisson são
equivalentes.

A álgebra envelopante universal U(g) pode ser interpretada como uma
subálgebra da álgebra DG de operadores diferenciais (no grupo de Lie), feita
dos operadores invariantes à esquerda.
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Com isso em mente, enunciamos o seguinte resultado cuja prova pode ser
encontrada em [D1996, pg, 77] ou [CG2010, pg. 36]:

Teorema 2.12 (Isomorfismo de Poincaré–Birkhoff–Witt). As álgebras gr U(g)
e S(g) = C[g∗] são isomorfas. Em particular, a álgebra envelopante U(g) é
quase comutativa. A álgebra polinomial S(g) = C[g∗] tem estrutura de álgebra
de Poisson com o colchete dado por

{f, h} : α 7−→ ⟨α, [dαf, dαh]⟩,

onde f, h ∈ C[g∗] são polinômios em g∗ e dα é a diferencial de de Rham no
ponto α ∈ g∗.

2.2
Grupos de Lie e as suas ações

Para esta seção usamos como referência o livro [C2008].

2.2.1
Grupos de Lie
Definição 2.13. Um grupo de Lie é uma variedade diferenciável G dotada de
uma estrutura de grupo, para as quais as operações

G×G −→ G

(a, b) 7−→ a · b,

G −→ G

a 7−→ a−1

são diferenciáveis.

Definição 2.14. Uma ação de um grupo de Lie G sobre uma variedade
diferenciável M é um homomorfismo de grupos

ψ : G −→ Dif(M)
g 7−→ ψg.

A ação ψ é diferenciável se a função avaliação de ψ, evψ, definida por

evψ : M ×G −→ M

(m, g) 7−→ ψg(m)
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é diferenciável.

Definição 2.15 (Órbitas e estabilizadores). Seja ψ uma ação de G numa
variedade M . Para cada x ∈ M definimos

– a órbita de x, Ox := {y ∈ M : y = ψg(x) para algum g ∈ G},

– o estabilizador de x, Gx := {g ∈ G : ψg(x) = x}.

2.2.2
Órbitas adjuntas e coadjuntas

Seja G grupo de Lie. Dado A ∈ G, definimos

CA : G −→ G

B 7−→ ABA−1

e a ação conjugada G ⟳ G:

G×G −→ G

(A,B) 7−→ CA(B)

Para um grupo de Lie G, a álgebra linear de G (ou a álgebra de Lie do
grupo G) é g = lieG := TeG, um espaço vetorial munido de operação binária
obtida como um limite de comutadores de fluxos (colchete de Lie dos campos
vetoriais).

Diferenciando CA, obtemos

AdA := (dCA)e : TeG ≃ g −→ TeG ≃ g

β 7−→ AdA(β) := (dCA)e(β)

e a ação adjunta G ⟳ g

G× g −→ g

(A, β) 7−→ AdA(β)

Por outro lado, para o espaço vetorial dual g∗ de funcionais lineares em g,
definimos

Ad∗
A : g∗ −→ g∗

ε 7−→ Ad∗
A(ε),
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onde ⟨Ad∗
A(ε), X⟩ = ⟨ε, AdA−1(X)⟩ para todo X ∈ g. A ação coadjunta G ⟳ g∗

é

G× g∗ −→ g∗

(A, ε) 7−→ Ad∗
A(ε)

dIdCA(β) = lim
t→0

A(Id+ tβ)A−1 − AA−1

t
= AβA−1 .

Assim, se β ∈ g, a órbita de β, denotada por O(β), é dada por
O(β) = {AβA−1 : A ∈ G}.

Um grupo de Lie é chamado semisimples se a sua álgebra de Lie é
semisimples. Neste caso se G tem dimensão finita, a aplicação

T : g −→ g∗

A 7−→ (B 7→ Tr(adA ◦ adB))

é um isomorfismo.
Dado ε ∈ g∗, definimos Yε como o único elemento de g tal que T (Yε) = ε.

Então
⟨Ad∗

Aε, β⟩ = ⟨ε, AdA−1β⟩
= ⟨AdAYε, β⟩,∀β ∈ g.

A segunda igualdade vem do fato que Ad é G-invariante, i.e.
⟨AdA(β), AdA(γ)⟩ = ⟨β, γ⟩ para todo β, γ ∈ g. Portanto Ad∗

A(ε) = AdA(Yε) e

O(Yε) = O∗(ε). (2-1)

Aqui O∗(ε) é a órbita coadjunta de ε ∈ g.
Assim, no caso de grupos semisimples, para estudar (ou classificar)

órbitas coadjuntas, basta estudar as órbitas adjuntas.
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3
Preliminares simpléticos

Neste capítulo, são apresentados as noções e resultados gerais de geome-
tria simplética necessários para o desenvolvimento da tese.

3.1
Variedades simpléticas

Uma forma simplética ω ([A2004, pg. 46]) sobre uma variedade diferen-
ciável M é uma 2-forma diferencial fechada e não degenerada, i.e, dω = 0, e
para cada p ∈ M , ω é não degenerada em TpM (se ωp(X, Y ) = 0, ∀Y ∈ TpM

então X = 0).
Chamamos variedade simplética ao par (M,ω) de uma variedade dife-

renciável M e uma forma simplética ω sobre M .

Exemplo 3.1. (Estrutura simplética para o fibrado cotangente) Seja Q uma
variedade diferenciável e M := T ∗Q seu fibrado cotangente. Usamos a projeção

π : M −→ Q

(x, p) 7−→ x,

para definir a 1-forma α ∈ Ω1(M) dada por

α(x,p)(X(x,p)) := p(dπ(x,p)X(x,p)), (3-1)

para cada (x, p) ∈ M e X(x,p) ∈ T(x,p)M , que está bem definida pois p ∈ T ∗
xM

e dπ(x,p)(X(x,p)) ∈ TxQ. A forma simplética canônica para T ∗M é definida
por ω := −dα. Claramente α é fechada. Para verificar que não é degenerada,
escrevemos α em coordenadas locais. Sejam (x1, . . . , xn) coordenadas locais
para Q e (x1, . . . , xn, p1, . . . , pn) coordenadas locais para T ∗Q. Então

d(x,p)

(
∂

∂xi
|(x,p)

)
= ∂

∂xi|x

e
d(x,p)

(
∂

∂pi
|(x,p)

)
= 0.
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Da equação (3-1):

α(x,p)

(
∂

∂xi
|(x,p)

)
=

n∑
j=1

pjdpj
∂

∂xi|(x,p)
= pi

e
α(x,p)

(
∂

∂pi
|(x,p)

)
=

n∑
j=1

pjdxj
∂

∂pi|(x,p)
= 0,

e então α(x,p) = ∑n
j=1 pjdxj. Assim, ω = dα = ∑n

i=1 dxi ∧ dpi, que é não
degenerada.

Sejam (M1, ω1) e (M2, ω2) duas variedades simpléticas. Uma função
f : M1 → M2 é chamada difeomorfismo simplético ou simpletomorfismo
([GS1984, pg. 34]) se f é um difeomorfismo e f ∗ω2 = ω1.

Um sistema hamiltoniano é uma tripla (M,ω,H) composta de uma
variedade simplética (M,ω) e uma função H ∈ C∞(M), a função hamiltoniana
de M . O campo vetorial Xk para o qual

dH(·) = ω(XH , ·), (3-2)

é o campo hamiltoniano associado a H.
Dada uma variedade simplética (M,ω), o colchete de Poisson é {f, g} :=

ω(Xf , Xg), para funções hamiltonianas f e g de M .

Exemplo 3.2. A esfera S2 é variedade simplética com a forma área dada por
dθ∧dh (em coordenadas cilíndricas (θ, h)). A altura h : S2 → R é hamiltoniana
com campo hamiltoniano Xh = ∂

∂θ
pois i ∂

∂θ
dθ ∧ dh = dh.

Teorema 3.3 (Darboux). Se (M,ω) é uma variedade simplética de dimensão
2n e p ∈ M . Então existe um sistema de coordenadas (U, p1, . . . , pn, q1, . . . , qn)
centrado em p no qual ω = ∑n

i=1 dpi ∧ dq1.

3.1.1
Sistemas integráveis

Uma variedade simplética M de dimensão 2n tem um sistema integrável
([A1978, pg. 271]) se existem n funções independentes f1, . . . , fn : M → R em
involução, i.e. {fi, fj} = 0. Se (M,J, ω) é uma variedade simplética holomórfa ,
as fi’s são funções com valores em C holomórfas sobre um subconjunto aberto
denso ou sobre seu recobrimento.
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3.1.2
Pares de Lax

A referência para esta subseção é [BBT2003]. A maioria dos sistemas
integráveis explícitos considerados nesta tese cabem no formalismo de Lax.
Por exemplo, a integrabilidade do sistema de Hitchin é mais fácil de ver no
formalismo de Lax. Para o sistema de Gelfand–Cetlin no formalismo de Lax,
veja [CL2021].

Dada uma variedade simplética (M,ω) , um par de Lax é dado por duas
funções

L, P : (M,ω) −→ Mr×r ∼= End(Rr) = gl(r,R),

onde L é a matriz de Lax e P a matriz auxiliar , com r > 0. Aqui gl(r,R) é
álgebra de Lie com [A,B] = AB −BA.

Observação: Seja (M,ω) uma variedade simplética de dimensão 2n.
Localmente (M,ω) ∼= (R2n,

∑n
j=1 dqj ∧ dpj), pelo teorema de Darboux 3.3.

Nessas coordenadas, XH = ∑n
i=1

(
∂H
∂pi

∂

∂qi
− ∂H

∂qi

∂

∂pi

)
e a equação (3-2) é

equivalente ao sistema de equações de Hamilton :
dqi
dt

= ∂H

∂pi
dpi
dt

= −∂H

∂qi
para 1 ≤ i ≤ n

(3-3)

Um sistema hamiltoniano (M,ω,H) admite um par de Lax se o sistema
de equações de Hamilton (3-3) é equivalente à equação de Lax

dL

dt
+ [L, P ] = 0,

onde L, P são um par de Lax.

Exemplo 3.4 (Oscilador Harmônico). Consideremos o sistema hamiltoniano
(R2, dq ∧ dp,H), onde H(p, q) = 1

2(p2 + w2q2). Seja XH tal que dH(·) =

dq ∧ dp(XH , ·). Se XH = a
∂

∂q
+ b

∂

∂p
,

dq ∧ dp(XH , ·) = ∂H

∂q
dq + ∂H

∂p
dp

dq ∧ dp(a ∂
∂q

+ b
∂

∂p
, ·) = w2qdq + pdp

adp− bdq = pdp+ w2qdq.

Assim a = p e b = −w2q e XH = p
∂

∂q
− w2q

∂

∂p
.
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As funções
L, P : (R2, dq ∧ dp) −→ gl(2,R),

definidas por L(q, p) =
 p wq

wq −p

 e P (q, p) = 1
2

0 −w
w 0

 são um par de

Lax para (R2, dq ∧ dp,H). De fato,

dL

dt
+ [L, P ] =


dp

dt
w
dq

dt

w
dp

dt
−dp

dt

+ 1
2

w2q −wp
−wp −w2q

−

−w2q wp

wp w2q



=


dp

dt
w
dq

dt

w
dp

dt
−dp

dt

+
w2q −wp

−wp −w2q


,

e então dL

dt
+ [L, P ] =

0 0
0 0

 se e só se


dqi
dt

= pi
dpi
dt

= −w2q para 1 ≤ i ≤ n

A solução da equação de Lax
dL

dt
+ [L, P ] = 0
L(0) = L0

tem a forma L(t) = g(t)L0g(t)−1, onde g : (−ϵ, ϵ) → GL(r,R) é determinada
pelo problema de valor inicial

dg

dt
= P (t)g(t)
g(0) = 1

.

De fato, para L(t) = g(t)L0g(t)−1,

dL

dt
= dg

dt
L0g(t)−1 + g(t)L0

dg−1

dt

= dg

dt
g(t)−1L(t) + L(t)g(t)dg

−1

dt

,

e usando o fato que g(t)g(t)−1 = 1 (e então dg

dt
g(t)−1 + g(t)dg

−1

dt
= 0) obtemos

dL

dt
= dg

dt
g(t)−1L(t) − L(t)dg

dt
g(t)−1 = [P,L] ,

onde P (t) = dg

dt
g(t)−1 com g(0) = 1.
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3.1.2.0
Importância dos pares de Lax

Seja (L, P ) um par de Lax para um sistema hamiltoniano (M,ω,H)
e uma função F : gl(r,R) −→ R invariante pela ação adjunta, F (gXg−1) =
F (X) para cada g ∈ GL(r,R) e X ∈ gl(r,R). Compondo I := F ◦L ∈ C∞(M),
obtemos

I(t) = F (L(t)) = F (g(t)L0g(t)−1) = F (L0) = constante.

Então
{H, I} = ω(XH , XI) = dI(XH) = 0. (3-4)

Usamos pares de Lax para obter funções candidatas para compor um
sistema integrável (elas não determinam um sistema integrável, uma vez que
não temos controle sobre o número de tais funções): se L é diagonalizável,
L = UDU−1 onde D = diag(λ1, . . . , λr) e (L, P ) : (M,ω) −→ gl(r,R) são um
par de Lax.

Da equação (3-4), as funções autovalores de L são quantidades conserva-
das por H, i.e. {H,λk} = 0, para cada k = 1, . . . r. O polinômio característico
de L é determinado por funções polinomiais da forma

L −→ Tr(Li),

onde i = 1, . . . , r, pois

det(tIdr − L) =
r∑
j=1

aj(L)tj,

com

ak−j = (−1)j
j!


Tr(L) j − 1 0 · · · 0
Tr(L2) Tr(L) j − 2 · · · 0

... ... ... ... ...
Tr(Lj) Tr(Lj−1) Tr(Lj−2) · · · Tr(L)

 ,

para cada j = 0, . . . , r.

3.2
De grupos de Lie para a geometria simplética

Seja Ou a orbita da ação coadjunta G ⟳ g∗ para u ∈ g∗ fixo. Existe uma
2-forma ω G-invariante fechada tal que

ωv(ad∗
Av, ad

∗
Bv) := ⟨v, [A,B]⟩,
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para todo v ∈ Ou, A,B ∈ g, onde ad∗ é a representação da álgebra de
Lie g em g∗ induzida pela representação coadjunta do grupo de Lie G, i.e.,
⟨ad∗

Au,B⟩ := ⟨u,−adAB⟩ = ⟨u, [A,B]⟩, para A, B ∈ g, u ∈ g∗. A forma é
a 2-forma de Kirillov–Kostant–Souriau (ou simplesmente KKS). Ela pode ser
definida no espaço todo g∗ e é fechada, normalmente degenerada, mas as suas
restrições nas órbitas não são degeneradas.

Observação: As duas estruturas de álgebra de Poisson no anel de
polinômios K[g∗] coincidem: uma é definida usando a proposição 2.10, a outra
usando seção 3.1 aplicada à forma simplética de KKS.

Exemplo 3.5. Aqui denotamos por ⟨·, ·⟩Eucl o produto interno que vem da
norma euclidiana e o produto vetorial por × em R3. Para o grupo de Lie
SO(3,R), temos o seguinte isomorfismo linear entre espaços vetoriais:

R3 −→ so(3,R)

p = (x, y, z) 7−→ Ap =


0 −z y

z 0 −x
−y x 0

 .

Desta identificação de espaços, obtemos a identificação dos produtos
[Ap, Aq] = Ap×q e das formas bilineares ⟨·, ·⟩Killing = ⟨·, ·⟩Eucl. Assim
ωAp(ad∗

Aq
Ap, ad

∗
As
Ap) := ⟨Ap, [Aq, As]⟩Killing = ⟨Ap, Aq×s⟩Killing ∼= ⟨p, q×s⟩Eucl,

onde ⟨, ⟩Killing é a forma de Killing para SO(3,R). Cada esfera S2(r) em R3 é
uma variedade simplética com forma área dada por rdh ∧ dθ em coordenadas
polares .

3.2.1
Mapa momento

Uma ação ψ do grupo de Lie G sobre uma variedade simplética M é
hamiltoniana se existe uma função

µ : M −→ g∗

que satisfaz as seguintes condições.

1. Seja X ∈ g. Defina

– a componente de µ em X, µX : M −→ R , p 7→ ⟨µ(p), X⟩.
– o campo vetorial X♯ sobre M gerado pelo subgrupo a um parâmetro

{exp tX : t ∈ R ⊆ G}.

Então dµX = iX♯ω, onde iX♯ω(·) := ω(X♯, ·).
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2. µ ◦ ψg = Ad∗
g ◦ µ para todo g ∈ G.

A função µ é o mapa momento.

Exemplo 3.6. Consideremos a variedade simplética (Cn, i2
∑n
j=1 dzj ∧ dz̄j)

e a ação U(1) ⟳ Cn, eiθ · (z1, . . . , zn) = (eiθz1, . . . , e
iθzn). A álgebra de

Lie de U(1) é isomorfa à álgebra iR. Para a ∈ iR, vemos que a♯(z1,...,zn) =
d
dt

|t=0e
iat · (z1, . . . , zn) = d

dt
|t=0(eiatz1, . . . , e

iatzn) = (iaz1, . . . , iazn), ou, em
coordenadas complexas, a♯ = ∑n

j=1 iazj
∂
∂zj

− iaz̄j
∂
∂z̄j

. Assim,

ia♯ω = ω(a♯, ·)
= i

2
∑n
j=1 dzj ∧ dz̄j(a♯, ·)

= i
2
∑n
j=1 iazjdz̄j + iaz̄jdzj

= −a
2
∑n
j=1 z̄jdzj + zjdz̄j

= d
(
−a

2
∑n
j=1 |zj|2

)
.

Concluímos que µ(z1, . . . , zn) = −1
2
∑n
j=1 |zj|2 + constante.

Exemplo 3.7. Como no exemplo anterior, tomamos (Cn, i2
∑n
j=1 dzj ∧ dz̄j)

mas agora consideramos a ação Tn ⟳ Cn dada por

(eiθ1 , . . . , eiθn) · (z1, . . . , zn) = (eiθ1z1, . . . , e
iθnzn).

Analogamente às contas feitas no exemplo anterior, o mapa momento é dado
por µ(z1, . . . , zn) = −1

2 (|z1|2, . . . , |z2
n|) + constante.

Teorema 3.8. O mapa momento para a ação coadjunta é a identidade.

Demonstração. Para X ∈ g∗, denotamos por O∗(X) sua órbita coadjunta.
Então o mapa momento associado é µ : O∗(X) → g∗ tal que

⟨dµ(Z), Y ⟩ = d⟨µ(Z), Y ⟩ = iY ♯Zω([X,Z], ·)
= iY ♯Zω(X♯(Z), ·)
= ω(Y ♯Z,X♯Z)
= ⟨Z,−[X, Y ]⟩
= ⟨−[Z,X], Y ⟩,

onde ω é a 2-forma simplética de Kirillov–Kostant–Souriau. Assim
dµ(Z) = −[Z,X] = [X,Z] e dµ(Z) = X♯(Z) e µ(Z) = Z,
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3.2.2
Redução simplética

Nesta subseção enunciamos um resultado que obtém uma nova variedade
simplética a partir de uma variedade simplética dotada de uma ação de um
grupo de Lie e um mapa momento que cumpre certas propriedades.

Teorema 3.9 (Redução simplética, Marsden–Weinstein [MW1974]). Seja
(M,ω) uma variedade simplética com uma ação hamiltoniana de um grupo
de Lie G e mapa momento µ : M → g∗. Se ε é valor regular de µ com
estabilizador Gε da ação coadjunta G ⟳ g∗, que age livremente em µ−1(ε).
Então o espaço µ−1(ε)/Gε é uma variedade simplética cuja forma simplética
ωε satisfaz i∗ω = π∗ωε, onde π : µ−1(ε) → Mred é o mapa quociente e
i : µ−1(0) → M é a inclusão.

Denotamos essa variedade por Mred = M/
ε
/Gε.

Exemplo 3.10. Consideremos a ação U(1) ⟳ Cn ∼= R2n com mapa momento

µ : Cn −→ R

z 7−→ −1
2

n∑
j=1

|zj|2,

apresentada no exemplo 3.6. Então −1
2 é valor regular, µ−1

(
−1

2

)
= S2n−1 e o

estabilizador de −1
2 é o próprio U(1). Pelo teorema 3.9, CPn−1 = S2n−1

U(1) é uma
variedade simplética.

Exemplo 3.11. [A Grassmanniana como quociente simplético, [HK1997]] A
Grassmanniana Gr(2, n) é o conjunto dos subespaços de dimensão 2 no espaço
n-dimensional complexo,

Gr(2, n) := Hom(C2,Cn)
Aut(C2)

O grupo das matrizes unitárias U(2) age no conjunto das matrizes
complexas n× 2 por multiplicação à direita. A ação tem mapa momento

µU(2) : M2×n(C) −→ u(2)∗

A 7−→
√

−1A∗A,

onde A∗ é a transposta conjugada de A.
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Considere a variedade de Stiefel

V2(n) :=




a1 b1

a2 b2
... ...
an bn

 ∈ Mn×2(C) :
n∑
i=1

|ai|2 = 1,
n∑
i=1

|bi|2 = 1,
n∑
i=1

aibi = 0


.

Então µ−1
U(2)(

√
−1Id2) = V2(n), onde Id2 é a matriz identidade 2 × 2.

Seja p : V2(n) → Gr(2, n), a função sobrejetiva que leva cada (a, b) ∈
V2(n) ao plano gerado por a e b (base ortonormal). Então

Gr(2, n) = V2(n)
U(2) =

µ−1
U(2)(

√
−1Id2)

U(2) = M2×n(C) //√
−1Id2

U(2) .

3.2.2.1
Redução por etapas

Sejam (M,ω) uma variedade simplética, H e K dois grupos de Lie, uma
ação hamiltoniana do grupo de Lie G := H × K sobre (M,ω) com mapa
momento µ : M → h∗ ⊕ k∗ e µH : M → h∗ e µK : M → k∗ as funções
componentes de µ. Se ε1 é um valor regular de µH , ε2 é um valor regular de µK
e o estabilizador Hε1 age livremente em µ−1

H (ε1), então o estabilizador Kε2 age
livremente em µ−1

H (ε1)/Hε1 com mapa momento µ̃K : µ−1
H (ε1)/Hε1 → k∗

2. Além
disso, seKε2 age livremente sobre µ̃K−1(ε2), existe um difeomorfismo simplético
µ̃K

−1(ε2)/Kε2 → µ−1(ε1, ε2)/Gε. Denotamos a variedade µ−1(ε1, ε2)/Gε por
M //

(ε1,ε2)
G.
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4
Espaço de polígonos e espaços de módulos relacionados

4.1
Espaço de polígonos euclidianos

Um n-ágono (polígono com n lados) fechado no espaço euclidiano R3

pode ser descrito como uma função p : Z/nZ → R3, i.e. uma n-upla
(p1, . . . , pn) de pontos em R3 (vértices). Os lados orientados são os vetores
{ej := pj − pj−1}j∈Z/nZ. O fato do polígono ser fechado (p(n + k) = p(k))
corresponde à equação n∑

j=1
ej = 0. (4-1)

Identificaremos dois n-ágonos P = (p1, . . . , pn) e Q = (q1, . . . , qn) se é só
se existe uma isometria I de R3 preservando orientação tal que I(pj) = qj

para todo j = 1, . . . , n. A existência da isometria é equivalente à existência
de uma rotação A ∈ SO(3,R) tal que A(pj − pj−1) = qj − qj−1, para todo
j = 2, . . . , n+ 1. Os comprimentos dos lados

rj := d(pj, pj−1) =
√

(ei, ei)

são invariantes e definem n funções contínuas no espaço-quociente M =
(R3)n/ SO(3,R) de módulos (classes de isomorfismo) de polígonos euclidianos
espaciais:

(r1, . . . , rn) : M → Rn
≥0.

Na continuação, identificaremos o espaço de n-ágonos fechados de comprimen-
tos de lados fixos r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn+ com o quociente do conjunto de
elementos (e1, . . . , en) no produto de esferas ∏n

j=1 S
2
rj

(aqui S2
rj

é o conjunto de
vetores em R3 de comprimento ri) tal que ∑n

i=1 ej = 0 pela ação de SO(3,R).
Seja M(r), r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn+, o conjunto de classes de isometrias

orientadas de polígonos fechados com n lados no espaço euclidiano R3 onde o
i-ésimo lado tem comprimento fixo ri (chamado espaço de polígonos) . Então

M(r) = {(e1, ..., en) ∈
n∏
i=1

S2
ri

: e1 + ...+ en = 0}/ SO(3,R).

Vamos ver que M(r) é uma variedade simplética de dimensão 2(n − 3).
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Utilizamos o grupo de Lie SU(2), su(2) é isomorfo a so(3,R), para simplificar
as contas.

Vamos aplicar a seção 2.2.2 no caso G = SU(2). Seja SU(2) ⟳ su(2)∗ a
ação coadjunta e A ∈ su(2)∗. Da equação (2-1), O∗(A) = O(YA) = S2

λ onde

S2
λ é a esfera de raio λ > 0 e iλ é um autovalor de YA =

 ix −w + iz

w + iz −ix


com x,w, z ∈ R.

Consideramos a ação coadjunta restrita à órbita SU(2) ⟳ S2
λ, ∀λ > 0 e

a ação diagonal SU(2) ⟳
∏n
i=1 S

2
ri

, com ri > 0 para cada i, onde cada esfera
S2
ri

é uma variedade simplética com a 2-forma área dada no exemplo 3.5. Pelo
teorema 3.8, a ação tem mapa momento

µ : ∏n
i=1 S

2
ri

↪→ su(2)∗ ≃ R3

(e1, ..., en) 7→ e1 + ...+ en,

e concluímos que

M(r) =
n∏
i=1

S2(ri)/
0
/ SU(2) := µ−1(0)/ SU(2)

é uma variedade simplética 2(n− 3)-dimensional.

4.1.1
O sistema integrável de Kapovich–Millson

Em [KM1996], foi provada a existência de um sistema integrável
{f1, f2, ..., fn−3} para um subconjunto aberto denso na variedade simplética
M(r) chamado de Bending System. Os fluxos dos campos hamiltonianos as-
sociados às funções fk induzem uma ação do toro Tn−3. Na próxima seção
generalizamos estes resultados para órbitas coadjuntas do grupo algébrico com-
plexo SL(2,C): a interpretação em termos euclidianos não vale, e em vez de
raios será mais conveniente considerar seus quadrados, que formam um sistema
integrável complexo de n− 3 funções holomorfas num conjunto aberto denso.

Ainda no caso real, os fluxos das hamiltonianas f ′
ks têm a seguinte

interpretação geométrica. Construímos a superfície poliédrica S limitada
pelo polígono P = (e1, . . . , en) cuja área pode ser dividida pelos triân-
gulos △1,△2, . . . ,△n−2 onde △k tem como lados dk, ek+1 e dk+1 para
k ∈ {1, . . . , n− 1} , dk = e1 + · · · + ek+1 (k-ésima diagonal) e dn−1 = en. Cada
diagonal divide S em duas peças. O fluxo de fk pode ser visto como a rotação
da primeira peça ao redor da diagonal com velocidade angular fk(P ), fixando
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a segunda peça (ver fig. 1.1).

No espaço de polígonos euclidianos, o sistema integrável de Kapovich–
Millson é dado pelos comprimentos das diagonais do polígono começando de
um determinado vértice. Em outras palavras, seja M(r) o espaço de polígonos
euclidianos onde r = (r1, r2, . . . , rn) (os comprimentos fixos de seus lados). Um
sistema integrável paraM(r) é {l1, . . . , ln−3}, onde li(e) = ||e1+· · ·+ei+1|| (aqui
a norma é a euclidiana), para todo i ∈ {1, . . . , n} e e⃗ = (e1, . . . , en) ∈ M(r).

A seguir, estudamos a imagem da função

L : M(r) −→ Rn−3

e⃗ 7−→ (l1, . . . , ln−3),

que é o polígono convexo sólido descrito pelas desigualdades triangulares (ver
[HK1997] ou [NU2014]):

ri+1 ≤ li + li+1

li ≤ ri+1 + li+1

li+1 ≤ li + ri+1

(4-2)

CASO n=5: r = (r1, r2, r3, r4, r5)

– Se todos os ri’s são iguais (ri = a), a imagem de L é um pentágono sólido
(ver figura 4.1).

Figura 4.1: Imagem de L quando ri = a para todo i

– Se os ri’s são distintos mas próximos um dos outros (ver [HK1997, (6.2)]
e [NU2014, exemplo 3.3]), a imagem de L é um heptágono sólido (ver
figura 4.2).
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Figura 4.2: Imagem de L quando ri’s são distintos mas próximos

Além disso, Kapovich e Millson provam em [KM1996] que, para o ângulo
diedral θk ∈ R/2π entre dois triângulos adjacentes ao dk, descrito pelo fluxo
hamiltoniano Hlk que induz o dobramento do polígono ao redor dk, temos
que (l1, . . . , ln−3, θ1, . . . , θn−3) são coordenadas ação-ângulo para M(r), i.e.
ω = ∑n−3

i=1 dli ∧ dθi e Hlk = ∂
∂θk

.

4.1.2
Espaço de polígonos como quociente de Grassmanniana

Enunciamos a caracterização, dada por Hausmann e Knutson
([HK1997]), do espaço de polígonos como uma redução simplética da Grass-
manniana Gr(2, n).

No exemplo 3.11 caracterizamos Gr(2, n) como M2×n(C) //√
−1Id2

U(2).

Com isso em mente, consideremos a ação de U(1)n dada por

U(1)n ×Gr(2, n) −→ Gr(2, n)(λ1, λ2, · · · , λn),
〈

a1 b1

a2 b2
... ...
an bn


〉
 7−→

〈

λ1a1 λ1b1

λ2a2 λ2b2
... ...

λnan λnbn


〉
,

que não é efetiva, mas passa a ser restringindo a U(1)n/U(1) ⟳ Gr(2, n) e tem
por mapa momento a função

µU(1)n : Gr(2, n) −→ Rn

⟨a, b⟩ 7−→ 1
2(|a1|2 + |b1|2, |a2|2 + |b2|2, . . . , |an|2 + |bn|2).
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Aqui consideramos (a, b) na variedade de Stiefel, definida no exemplo 3.11. Sua
imagem é o politopo

µU(1)n(Gr(2, n)) =
{

(r1, r2, · · · , rn) ∈ Rn : 0 ≤ ri ≤ 1,
n∑
i=1

ri = 2
}
.

Um elemento (r1, r2, · · · , rn) ∈ µU(1)n(Gr(2, n)) é ponto critico se

1. rj = 0 para algum j = 1, . . . , n, ou

2. rj = 1 para algum j = 1, . . . , n, ou

3. ∑n
j=1 εjrj = 0, com εj = ±1 e pelo menos dois εj ̸= 0 para cada sinal.

Os pontos que verificam a condição do item 1 ou do item 2 formam o bordo do
politopo e os pontos que verificam o item 3 são os muros interiores do politopo
(hiperplanos que dividem o interior do politopo). Um exemplo da utilidade de
estes muros interiores, e o artigo [M2014] no qual descreve M(r) de acordo do
lado de que muro está r.

Voltando à caracterização do espaço de polígonos usando a Grassmanni-
ano, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1. ([HK1997, (3.9)]) O espaço de polígonos M(r) é isomorfo ao
quociente simplético Gr(2, n)//

2r
U(1)n/U(1).

4.2
Polígonos como representações de aljavas (quivers)

Uma aljava estrelada (star-shaped quiver) Q é um grafo dirigido (V,E)
com vértices V = {v0, v1, . . . , vn} e arestas E = {−−→viv0 : i ∈ {1, . . . , n}}. Uma
representação duma aljava (quiver) atribui

– um espaço vetorial para cada vértice

– e um mapa linear para cada aresta.

Considere a representação de Q obtida tomando os espaços vetoriais v0 = C2

e vi = C para i ∈ {1, . . . , n}, dada por:

Rep(Q) :=
n⊕
i=1

Hom(C,C2) = C2n

e a ação U(2) × U(1)n ⟳ C2n por conjugação,

(A, λ1, . . . , λn) · (q1, . . . , qn) = (A−1q1λ1, . . . , A
−1λnqn) .
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Ela não é efetiva, mas K := U(2) × U(1)n/△ ⟳ C2n age efetivamente, para

△ =

eiθ 0

0 eiθ

 , eiθ, . . . , eiθ
 : θ ∈ [0, 2π]

 ∼= U(1). Seu mapa momento é

µ : (C2, i2
∑2n
j=1 dzj ∧ d̄zj) −→ u(2)∗ × u(1)n∗

(q1, ..., qn) 7−→
(√

−1
2

n∑
i=1

(qiq∗
i )0,

1
2 |q1|2, . . . ,

1
2 |qn|2

)
,

onde q∗
i é a transposta conjugada de qi vista como matriz e (·)0 denota a

projeção da matriz para as matrizes sem traço, i.e. (M)0 = M − Tr(M)
2 Id2.

Note que (q1, . . . , qn) ∈ µ−1(0, r) se e só se ∑n
i=1(qiq∗

i )0 = 0. Para
qi = (ai, bi), i ∈ {1, . . . , n},

0 0
0 0

 = ∑n
i=1

(
qiq

∗
i − |qi|2

2 Id2
)

= ∑n
i=1

|ai|2 aib̄i

āibi |bi|2

− |ai|2+|bi|2
2

1 0
0 1


=

∑n
i=1

|ai|2−|bi|2
2

∑n
i=1 aib̄i∑n

i=1 āibi
∑n
i=1

|bi|2−|ai|2
2


.

De forma equivalente,

∑n
i=1 |ai|2 − |bi|2 = 0∑n

i=1 aib̄i = 0 para 1 ≤ i ≤ n
.

Para

ei :=
 |ai|2−|bi|2

2 aib̄i

āibi
|bi|2−|ai|2

2

 ,
obtemos ∑n

i=1 ei =
0 0

0 0

, o que é a condição para que o polígono

e1 + · · · + en seja fechado em R3 ∼= su(2).
Além disso,

|ei|2 =
(

|ai|2−|bi|2
2

)2
+ 1

2 |āi|2|bi|2 + 1
2 |ai|2|b̄i|2

= (|ai|2+|bi|2)2

4

=
(

|qi|2
2

)2

e assim |ei| = 1
2 |qi|2 = ri para todo i ∈ {1, . . . , n}.

Sejam µU(2) e µU(1)n as funções componentes do mapa momento µ.
Então µ−1

U(1)n(r)/U(1)n ∼=
∏n
i=1 S

2
ri

. Como U(2)/U(1) ∼ SO(3) e age em
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µ−1
U(1)n(r)/U(1)n ∼=

∏n
i=1 S

2
ri

, aplicamos a redução simplética por etapas obtendo

µ−1(0, r)/K ∼=
{

(e1, . . . , en) ∈
n∏
i=1

S2
ri

: e1 + · · · + en = 0
}
/ SO(3). (4-3)

A prova da equação (4-3) está na seção (3.9) de [HK1997].

4.3
Espaço de hiperpolígonos

Nesta seção, consideramos a variedade estrela Q′ que é um grafo dirigido
com vértices V = {v0, . . . , vn} e arestas em sentidos opostos E = {−−→viv0,

−−→v0vi :
i ∈ {1, . . . , n}}.

Como antes, definimos a representação de Q′ fazendo v0 = C2 e vi = C,
para todo i ∈ {1, . . . , n}:

Rep(Q′) :=
n⊕
i=1

(
Hom(C,C2)

⊕
Hom(C2,C)

) ∼= T ∗C2n.

O espaço cotangente T ∗C2n = H2n tem uma estrutura hiperkähler
natural. Um elemento dos quatérnios pode ser escrito como A+Bi1+Ci2+Di3,
e em H2n temos as formas simpléticas ω1 = ∑2n

i=1 dAi ∧ dBi + dCi ∧ dDi,
ω2 = ∑2n

i=1 dAi ∧ dCi − dBi ∧ dDi e ω3 = ∑2n
i=1 dAi ∧ dDi + dBi ∧ dCi.

Denotando z2j−1 = Aj +
√

−1Bj e z2j = Cj +
√

−1Dj para
j ∈ {1, . . . , 2n}, temos as formas simpléticas ωR := ω1 =

√
−1
2
∑4n
i=1 dzj ∧ dz̄j e

wC := ω2 +
√

−1ω3 = ∑2n
j=1 dz2j−1 ∧ dz2j sobre C4n.

Por outro lado temos a ação hiperhamiltoniana K ⟳ T ∗C2n (para K

definido na seção anterior) dada por:

(A, λ1, . . . , λn)(p, q) = (λ−1
1 p1A, . . . , λ

−1
n pnA,A−1q1λ1, . . . , A

−1qnλn),

onde p = (p1, . . . , pn) : C2 → C e q = (q1, . . . , qn) : C → C2.

Essas ações têm mapas momento

µR(p, q) =
(√

−1
2

n∑
i=1

(qiq∗
i − pip

∗
i )0,

1
2(|q1|2 − |p1|2), . . . ,

1
2(|qn|2 − |pn|2)

)

e µC(p, q) = (∑n
i=1(qipi)0, p1q1, . . . , pnqn) para ωR e ωC, respectivamente.
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Para r ∈ Rn
+, o espaço de hiperpolígonos é

X(r) = T ∗C2n ////
(0,r),(0,0)

K :=
(
µ−1

R (0, r) ∩ µ−1
C (0, 0)

)
/K .

Uma n−upla r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn+ é genérica se e só se, para todo
I ⊂ {1, . . . , n}, ϵI(r) := ∑

i∈I ri −∑
j /∈I rj ̸= 0. Para r genérica, S ⊂ {1, . . . , n}

é curta se e só se ϵS(r) < 0. Dados (p, q) ∈ T ∗C2n e um subconjunto
S ⊂ {1, . . . , n}, S está em linha reta em (p, q) se qi é proporcional com qj

para todo i, j ∈ S.
Observação: X(r) é uma variedade hiperkähler diferenciável de dimen-

são real 4(n− 3) se e só se r é genérica. Podemos identificar o espaço de polí-
gonos M(r) com a subvariedade de X(r) dada por {[(p, q)] ∈ X(r) : p = 0}.

A seguir enunciamos um resultado dado por Konno que caracteriza a
estabilidade (no sentido de Nakajima [N1998]) para o espaço de hiperpolígonos.

Teorema 4.2. ([K2002]) Seja r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn+ genérica. Um elemento
(p, q) ∈ T ∗C2n é r-estável se e só se cumpre as seguintes condições.

1. qi ̸= 0 para todo i ∈ {1, . . . , n}.

2. Se S ⊂ {1, . . . , n} está em linha reta em (p, q) e pj = 0 para todo j /∈ S,
então S é curto.
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5
Espaço de SL(n,C)-polígonos

Descrevemos o espaço de polígonos primeiro em G = SL(2,C) para
depois generalizar para G = SL(n,C), n ≥ 2.

5.1
As órbitas coadjuntas de SL(2,C)

Para descrever as órbitas coadjuntas de SL(2,C) utilizamos o Teorema
de Jordan. Sabemos que

sl(2,C) = {X ∈ M2×2(C) : Tr(X) = 0},

Assim, X ∈ sl(2,C) se é só se X =
a b

c −a

 para a, b, c ∈ C, e seu polinômio

característico é necessariamente da forma (t− λ)(t+ λ), λ ∈ C.
CASO1 : λ ̸= 0: então o polinômio mínimo e o característico são diferentes,

X é diagonalizável e é semelhante a
λ 0

0 −λ

.

CASO 2: λ = 0: o polinômio mínimo é t ou t2.

a) Se é t, X =
0 0

0 0

 .
b) Se é t2, X é semelhante a

0 1
0 0

.

Vamos considerar por um instante a ação por conjugação mais geral
GL2(C) ⟳ sl(2,C). Nesse caso, as órbitas têm a forma OX = GL2(C) · X =
{AXA−1 : A ∈ GL2(C)}, para X ∈ sl(2,C). Como Tr(AB) = Tr(BA),
para matrizes A e B, temos Tr(AXA−1) = Tr(A−1AX) = Tr(X) = 0,
∀X ∈ sl(2,C): a ação por conjugação está bem definida.

Dado λ ∈ C − {0}, defina Oλ := O(λ 0
0 −λ

). Como Oλi
= O−λi

,

introduzimos um novo parâmetro ρi := λ2
i e definimos Oρi

:= Oλi
= O−λi

(denotaremos por λ os autovalores e ρ seus quadrados). Então sl(2,C) =⋃̇
ρ=λ2∈C

Oρ
⋃̇O(0 1

0 0

).
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Observação: As classes das ações por conjugação GL2(C) ⟳ sl(2,C) e
SL2(C) ⟳ sl(2,C) coincidem, pois A · X · A−1 = A√

detA
· X ·

(
A√
detA

)−1
, para

X ∈ sl(2,C) e A ∈ GL2(C)
(
det

(
A√
detA

)
=
(

1√
detA

)2
detA = 1

)
.

Usando os casos anteriores, a observação de acima e o fato que det(AB) =
det(A) det(B), a equação que caracteriza a órbita coadjunta para 0 ̸= ρ ∈ C
qualquer é

Oρ = {(a, b, c) ∈ C3 − 0 : a2 + bc = ρ}

5.2
As órbitas coadjuntas de SL(n,C)

Lembremos que sl(n,C) = {X ∈ Mn×n(C) : Tr(X) = 0}. Uma matriz

X ∈ sl(n,C) é semelhante a uma matriz da forma


Mλ1 0 0 0

0 Mλ2 0 0
0 0 . . . 0
0 0 0 Mλs

 ∈

O∗
X , onde Mλi

é matriz na forma de Jordan e {λ1, λ2, · · · , λs} ⊂ C é o conjunto
de autovalores de X (distintos).

Seja ri :=posto de Mi, para cada i ∈ {1, · · · , s} tal que 1 ≤ r1 ≤ r2 ≤
· · · ≤ rs.

Da condição TrX = 0, vemos que necessariamente
s∑
i=1

riλi = 0. (5-1)

Além disso 1 ≤ s ≤ n (fixo, só depende de X) e ∑s
i=1 ri = n.

Portanto, dada X ∈ sl(n,C), a órbita coadjunta OX é caracterizada por
OX = {(λi, ri)}si=1, onde λi e ri verificam a equação (5-1).

5.3
Dimensão da órbita coadjunta de SL(n,C)

Cada órbita coadjunta é uma variedade simplética (com forma simplética
descrita a seguir), logo tem dimensão par. Nesta subseção encontraremos a
dimensão da órbita coadjunta de X ∈ sl(n,C).

Como no caso SL(2,C), as classes das ações por conjugação
GLn(C) ⟳ sl(n,C) e SLn(C) ⟳ sl(n,C) coincidem pois A · X · A−1 =

A
n√
detA

· X ·
(

A
n√
detA

)−1
, para todo X ∈ sl(n,C) e todo A ∈ GLn(C)(

det
(

A√
detA

)
=
(

1
n√
detA

)n
detA = 1

)
. Portanto O∗

GLn×n(C) = O∗
SLn×n(C).

Seja JX a forma canônica de Jordan de X ∈ Mn×n(C). Para
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CX : GLn×n(C) −→ GLn×n(C)
A 7−→ AJXA

−1,

vale
Ker(T ) = {B ∈ GLn×n(C) : BJX = JXB}

= C(JX) ∩GLn×n(C),

onde C(JX) denota o centralizador de JX .
Pela fórmula de Frobenius ([OCV2011, pg. 99, Prop. 3.1.3.]):

dim(C(JX)) = m1 + 3m2 + 5m3 + · · · + (2s− 1)ms, (5-2)

onde (m1,m2, ...,ms) é a estrutura de Jordan de NX (NX é a única matriz
nilpotente tal que JX = DX +NX com DX diagonal).

Seja J uma matriz complexa na forma de Jordan([OCV2011, pg. 39])
e λ0 um de seus autovalores. A estrutura de Jordan de J com respeito a λ0

é a coordenada (m1,m2, . . . ,ms) ∈ Rs que faz uma ordenação decrescente
dos tamanhos dos blocos de Jordan de J correspondentes a λ0, i.e., m1 ≥
m2 ≥ · · · ≥ ms e mi é o tamanho do i-ésimo bloco de Jordan de J (em
ordem decrescente) correspondente ao seu autovalor λ0. Seja J = D + N sua
decomposição em soma de uma matriz diagonal e outra nilpotente. Então os
autovalores de N são iguais a zero, e definimos a estrutura diagonal de N como
a estrutura de Jordan de N com respeito a 0.

Então

dim(O∗
SLn×n(C)(X)) = dim(O∗

GLn×n(C)(JX))
= dim(im(CX))
= dim(GLn×n(C)) − dim(C(JX))
= n2 − (m1 + 3m2 + 5m3 + · · · + (2s− 1)ms).

.
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6
Fluxos de Kapovich–Millson para SL(2,C) e outros grupos

Neste capítulo são apresentados e provados resultados do espaço de
polígonos que caracterizam as hamiltonianas de dobramento de Kapovich –
Millson no caso G = SL(2,C). As provas são análogas às dadas por Kapovich
e Millson em [KM1996] no caso G = SU(2). As mesmas funções definem um
sistema de funções em involução para outros grupos de Lie como SL(n,C),
mas este sistema não é integrável.

Do capítulo anterior vimos que as órbitas coadjuntas de SL(2,C) são da
forma

Oρ =
{
(a, b, c) ∈ C3 ≃ sl(2,C)∗ : a2 + bc = λ2

}
, (6-1)

onde λ,−λ ∈ C são autovalores de X ∈ sl(2,C)∗ e ρ := λ2 .
A ação coadjunta SL(2,C) ⟳ Oρ é equivalente à adjunta (equação (2-1)),

A,
a c

b −a

 7−→ A ·

a c

b −a

 · A−1,

que de fato está bem definida, pois se Y =
ã c̃

b̃ −ã

 = A ·

a c

b −a

 · A−1,

então ã2 + b̃c̃ = det(Y ) = a2 + bc = ρ.
i) Dimensão de Oρ: Seja

T : sl(2,C)∗ ∼= R3 −→ C

(e, f, g) 7−→ e2 + fg.

Então dT (e, f, g) = 2ede+ gdf + fdg e dT (e, f, g) ̸= 0 para (e, f, g) ̸= (0, 0, 0).
Assim, para ρ ̸= 0, ρ ∈ C é um valor regular de T , Oρ é uma variedade
diferenciável e dimC Oρ = 3 − 1 = 2.
ii) Forma simplética em Oρ:

Lembra que para um grupo de Lie G com uma álgebra de Lie g, o colchete
de Lie [·, ·] : g ⊗ g → g define o colchete de Lie–Poisson {·, ·} sobre os anéis
de polinômios e funções S(g) = C[g∗] ⊂ C∞(g∗,C), {X, Y } := [X, Y ] onde
X, Y ∈ g são considerados como polinômios lineares sobre g∗. A ação coadjunta
G : g∗ é de Poisson com mapa momento igual à identidade (teorema 3.8). As
órbitas (Oρ, ωρ) são simpléticas com a forma simplética de K.K.S. (seção 3.2)
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dada pela fórmula mágica de Kirillov

ωρ(ad∗
XR, ad

∗
YR) := ⟨R, [X, Y ]⟩

para X, Y ∈ g, R ∈ g∗.

Considere invariantes P := (ρ1, ..., ρn). Para SP := ∏n
i=1 Oρi

, definimos a
forma simplética ω := ∑n

j=1 pr
∗
jωρj

, onde prj é a projeção de SP em sua j-ésima
componente Oρj

. Denotamos por µ a ação diagonal G em (SP, ω),
O espaço de g-polígonos é

M(P) := µ−1(0)/G
= {e⃗ ∈ SP : e1 + e2 + ...+ en = 0}/G ,

uma variedade simplética.
Para definir hamiltonianas no espaço de g-polígonos (como em [KM1996,

Seção 3]), consideramos uma forma bilinear invariante B ∈ S2(g) sobre g∗

e q(R) = B(R,R) a forma quadrática associada: assim, para g semisimples,
q(X∗) = Tr(X2) onde X∗ ∈ g∗ é definido por ⟨X∗, Y ⟩ = Tr(XY ). Seja

ν := v1e1 + · · · + vnen.

Para I ⊂ {1, . . . , n}, defina νI = ∑
i∈I ei e fI := q(νI).

Para k = 0, . . . , n− 1, defina νk := ν{1,...,k+1} = e1 + · · · + ek+1 e fk := q(νk).
Uma álgebra de Lie métrica é um par (g, B) onde B ∈ (S2g∗)g é

uma forma bilinear não degenerada. Usamos B para identificar g∗ com g.
Para i, j ∈ 1, . . . , n definimos aij ∈ S2(g ⊗ Cn)g ⊂ C[g∗ ⊕ · · · ⊕ g∗]g por
aij(e1, . . . , en) := B(ei, ej) = (f{i,j} − f{i} − f{j})/2. As funções aij também
podem ser consideradas como definidas sobre um produto de órbitas,

aij : SP = ∏n
i=1 Oρi

−→ C

e⃗ 7−→ B(ei, ej)

ou sobre o espaço de polígonos (onde ∑n
j=1 aij = 0).

Na seguinte proposição computamos o colchete de Poisson para os
polinômios quadráticos aij e será de utilidade na prova do lema 6.2 a seguir e
nos capítulos 8 e 12.

Proposição 6.1. 1. A função

aij : SP := ∏n
i=1 Oρi

−→ C

e⃗ 7−→ B(ei, ej),
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tem como função hamiltoniana

Haij
(e⃗) = (0, . . . , 0, [ej, ei], 0, . . . , 0, [ei, ej], 0, . . . , 0),

onde as duas coordenadas não nulas são a i-ésima e a j-ésima.

2. Para i, j, k, l distintos dois a dois, {aij, akl} = 0. Em geral,
{aij, ail} = B(ei, [ej, el]).

Demonstração. 1. Dado s ∈ {1, . . . , n} fixo, consideramos a ação G ⟳

Sλ que age diagonalmente tal que na s-ésima coordenada atua como
a ação coadjunta e fixa as outras coordenadas (A · (e1, . . . , en)) =
(e1, . . . , es−1, test

−1, es+1, . . . , en). A ação tem mapa momento

µλs : Sλ → Cm ∼= g∗ (6-2)

com dµXλs
(e⃗) = iX#(e⃗)ω e X# = (0, . . . , 0, [X, es], 0, . . . , 0), onde a

coordenada não nula é a s-ésima. Então dµXλi
(e⃗) = i[X,es]ωs. Lembre que

µXλs
é

µXλs
: Sλ −→ C

e⃗ 7−→ B(µλs(s), X),

para cada X ∈ Cm. Definindo

T : Sλ −→ Mm×m(C)
e⃗ 7−→ eiej,

notamos que T (e⃗) = µλi
(e⃗) · µλj

(e⃗). Assim, para Y⃗ ∈ Te⃗Sλ,

iHaij (e⃗)ω(Y⃗ ) = daij(e⃗)(Y⃗ )
= B(dµλi

(e⃗)(Y⃗ ), µλj
(e⃗)) +B(µλi

(e⃗), dµλj
(e⃗)(Y⃗ ))

= B(dµλi
(e⃗)(Y⃗ ), ej) +B(ei, dµλj

(e⃗)(Y⃗ ))
= dµ

ej

λi
(e⃗)(Y⃗ ) + dµei

λj
(e⃗)(Y⃗ )

= i[ej ,ei]ωi(Y⃗ ) + i[ei,ej ]ωj(Y⃗ )
= i(0,...,0,[ej ,ei],...,0,[ei,ej ],0,...,0)ω(Y⃗ )

,

onde as coordenadas não nulas são ai-ésima e a j-ésima.
Assim Haij

(e⃗) = (0, . . . , 0, [ej, ei], . . . , 0, [ei, ej], 0, . . . , 0).

2. Para i, j, k, l ∈ {0, . . . , n} distintos, obtemos

– {aij, ajl} = ωe⃗(Haij
(e⃗), Hail

(e⃗)) = 0.
– {aij, ail} = ωi(Haij

(e⃗), Hail
(e⃗)) = B(ei, [ej, el]).
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Lema 6.2. Para ν = v1e1 + · · · + vnen, o campo hamiltoniano Hq(ν) definido
em SP correspondente à função q(ν) é

Hq(ν)(e⃗) = (v1[ν, e1], . . . , vn[ν, en]).

Demonstração. Notamos que

q(ν) = q

(
n∑
i=1

viei

)
= B

 n∑
i=1

viei,
n∑
j=1

viej

 =
n∑

i,j=1
vivjaij.

Assim
Hq(ν) = H∑n

i=1 vivjaij
=

n∑
i,j=1

vivjHaij
.

Pela proposição 6.1, obtemos

Hq(ν) =
n∑

i,j=1
vivj(0, . . . , 0, [ej, ei], 0, . . . , 0, [ei, ej])

= (h1, . . . , hn)

onde no termo na direita da primeira igualdade as coordenadas não nulas são
a i-ésima e a j-ésima (nessa ordem) e

hi =
n∑
j=1

vivj[ej, ei] = vi

 n∑
j=1

vjej, ei

 = vi[ν, ei].

Concluímos que Hν(e⃗) = (v1[ν, e1], ..., vn[ν, en]),

Proposição 6.3. As funções fk, k = 1, . . . , n − 1 estão em involução, i.e.
{fk, fl} = 0, para todo k, l. Também {fI , fJ} = 0, para todo I ⊂ J .

Demonstração.
{fk, fl} = ω(Hfk

(e⃗), Hfl
(e⃗))

= ω(([νk, e1], [νk, e2], ..., [νk, ek+1], 0, ..., 0), ([νl, e1], [νl, e2], ..., [νl, el+1], 0, ..., 0)) .

Suponhamos k < l:

{fk, fl} := ∑k+1
i=1 B(ei, [νk, νl])

= B(∑k+1
i=1 ei, [νk, νl])

= B(νk, [νk, νl])
= B([νk, νk], νl)
= 0,
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onde a penúltima igualdade vem da proposição 2.8. Analogamente {fI , fJ} = 0,
para todo I ⊂ J .

Observação: Notamos que as funções fk’s, fI ’s e seus respectivos campos
hamiltonianos Hfk

’s, HfI
’s estão definidas na variedade SP = ∏n

i=1 Oρi
, mas

estamos interessados em suas definições na variedade quociente SP//
0
G. Para

isso, basta notar que as funções são invariantes pela ação coadjunta de G e
assim são bem definidas no quociente. De fato, seja g ∈ G tal que e′

i = g(ei) e
ν ′
k = e′

1 + · · ·+e′
k+1 para cada i = 1, . . . , n e k = 1, . . . , n−1. Então ν ′

k = g(νk).
Por isso, se e⃗′ := (e′

1, . . . , e
′
n),

fk(e⃗′) = q(ν ′
k) = q(g(νk)) = q(νk) = fk(e⃗),

onde usamos a G-invariância de q.

Analogamente,

Hfk
(e⃗′) = ([ν ′

k, e
′
1], [ν ′

k, e
′
2], ..., [ν ′

k, e
′
k+1], 0, 0, ..., 0)

= ([g(νk), g(e1)], [g(νk), g(e2)], ..., [g(νk), g(ek+1)], 0, 0, ..., 0)
= (g[νk, e1], g[νk, e2], ..., g[νk, ek+1], 0, 0, ..., 0)
= dgHfk

(e⃗),

onde usamos a G-equivariância do colchete de Lie. Pelo teorema 3.9,

M(P) := SP/
0
/G

é uma variedade simplética com forma diferenciável ωP, onde i∗ω = π∗ωP.

6.1
Fluxo φtk associado a fk para o caso G = SL(2,C)

O fluxo φtk é a solução da E.D.O.

(∗)


dei
dt

= [νk, ei] para 1 ≤ i ≤ k + 1
dei
dt

= 0 para k + 2 ≤ i ≤ n

A exponencial expx para x ∈ sl(2,C) é bem definida. Seja x =
a b

c −a

 ∈

sl(2,C) e w uma das duas raízes complexas de a2 + bc (i.e. w = ±
√
a2 + bc).

Então, para sinhcw = sinhw
w

,

expx = cosh(w)Id+ sinhc(w)x,
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se w ̸= 0 (bem definida, pois as funções cosh e sinh são par e ímpar
respectivamente).

Caso contrario, se w = 0, expx = Id + x. Para coshq(t2) := cosh(t) e
sinhcq(t2) := sinhc(t) e q(x) = det x = −a2 − bc, se q(x) ̸= 0,

exp(x) = exp
√q(x) x√

q(x)

 = coshq(q(x))Id+ sinhcq(q(x))x,

que é uma superfície em C3 com equação cartesiana y2 − z2 = 1.

Provamos o segunte resultado.

Proposição 6.4. Seja P ∈ Mλ e e1 com arestas e2, ...,en. Então P (t) :=
φtk(P ) tem arestas

 ei(t) = exp(tadνk
)ei para 1 ≤ i ≤ k + 1

ei(t) = ei para k + 2 ≤ i ≤ n
,

onde advu = [v, u].

Demonstração. Temos o seguinte sistema de E.D.O.s,

dei
dt

= [νk, ei] para 1 ≤ i ≤ k + 1
dei
dt

= 0 para k + 2 ≤ i ≤ n

Como
dνk
dt

= de1

dt
+ · + dek+1

dt
= [νk, e1] + · · · + [νk, ek+1]
= [νk, νk]
= 0 ,

νk é invariante pelo fluxo. Mas dei
dt

= [νk, ei] para cada i ∈ {1, 2, . . . , k + 1}, e
assim obtemos ei(t) = exp(tadνk

)ei.

Corolário 6.5. P (t) = φtk(P ) é 2π
lk

- periódica, onde 2lk(e⃗) =
√
q(νk).

Observação: Como l2k(e⃗) = 2fk(e⃗), temos 2lkdlk = 2dfk e dlk = dfk

lk
. Lem-

brando que Hfk
(e1 + ... + en) = ([νk, e1], ..., [νk, ek+1], 0, ..., 0), fk(e1, ..., en) =

1
2q(e1 + ... + ek+1) e dfk = iHfk

ω, temos também que iHlk
ω = dlk = dfk/lk =

1
lk
iHfk

ω, e então Hlk = Hfk
/lk e o período de lk é constante, igual a 2π.
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7
Compatibilidade com as formas reais

Neste capítulo provamos que a variedadeMSL(2,C)(λ), definida no capítulo
anterior, pode ser vista como uma generalização das variedades MSU(2)(λ) e
MPGL(2,R)(λ) (quociente de MSL(2,R)(λ) pela involução).

Dado α = (λ1, λ2, ..., λn) ∈ Rn com λi > 0, para todo i, seja A ∈
OSL(2,C)
λ := {M ∈ sl(2,C) : q(M) = −λ2}, uma órbita coadjunta de SL(2,C).

Aqui q(M) = det(M) vem do produto interno ⟨A,B⟩ = −1
2 Tr(AB) (que é

também o produto interno de Minkowski no caso sl(2,R), ver [BFGM2013,
pag. 1013]).

a) Se A =
a b

c −a

 ∈ sl(2,R) ⊂ sl(2,C), obtemos q(A) = −a2−bc = −λ2,

portanto OSL(2,C)
λ ⊃ OGL(2,R)

λ .

b) Se A =
 ix y + iz

−y + iz −ix

 ∈ su(2) ⊂ sl(2,C), obtemos q(A) =

det(A) = x2 + y2 + z2 = |(x, y, z)|2 (norma euclidiana). Então,

{A ∈ su(2) : q(A) = λ2} ⊂ {A ∈ sl(2,C) : q(A) = λ2}

e então OSU(2)
λ ⊂ OSL(2,C)

iλ .

Além disso,

µSL(2,C) : ∏n
i=1 OSL(2,C)

λi
−→ C3 ≃ R6

(e1, ..., en) 7−→ e1 + ...+ en,

é induzida da ação (diagonal) coadjunta: SL(2,C) ⟳ sl(2,C)∗.
Como ∏n

i=1 OGL(2,R)
λi

⊂ ∏n
i=1 OSL(2,C)

λi
, podemos restringir µSL(2,C) a∏n

i=1 OGL(2,R)
λi

: µ|∏n

i=1 OGL(2,R)
λi

: ∏n
i=1 OGL(2,R)

λi
−→ R3.
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Para A ∈ µ−1
GL(2,R)(0),

∏n
i=1 OGL(2,R)

λi
//0 GL(2,R) ∋ [A]GL(2,R)

:= {B ∈ sl(2,R)n : B = γAγ−1, para algum γ ∈ GL(2,R)}
⊆ {C ∈ sl(2,C)n : B = αAα−1, para algum α ∈ SL(2,C)}
= [A]SL(2,C) ∈ ∏n

i=1 OSL(2,C)
λi

//0 SL(2,C).

O cálculo análogo no caso SU(2) é o seguinte. Como ∏n
i=1 OSU(2)

λi
⊂∏n

i=1 OSL(2,C)√
−1λi

, restringimos µSL(2,C) a ∏n
i=1 OSU(2)

λi
tal que µSL(2,C)|∏n

i=1 OSU(2)
λi

:∏n
i=1 OSU(2)

λi
−→ R3 ⊆ C3 ≃ R6.

Para A ∈ µ−1
SU(2)(0),

∏n
i=1 OSU(2)

λi
//0 SU(2) ∋ [A]SU(2) ⊆ [A]SL(2,C) ∈ ∏n

i=1 OSL(2,C)√
−1λi

//0 SL(2,C).

1 ) Caso PGL(2,R): Para a inclusão j,

µR := µPGL(2,R) : ∏n
i=1 OGL(2,R)

λi
R3

µC := µSL(2,C) : ∏n
i=1 OSL(2,C)

λi
C3.

j j

Temos µ−1
R (0) = (j ◦ µR)−1(0). Vamos provar que µ−1

R (0) ⊂ µ−1
C (0). De fato,

seja A = (A1, A2, ..., An) ∈ ∏n
i=1 sl(2,R)∗ e −[A] = ([A1], [A2], ..., [An]) ∈∏n

i=1 OGL(2,R)
λi

⊂ ∏n
i=1 OSL(2,C)

λi
. Se [A] ∈ µ−1

R (0), [A1]+[A2]+...+[An] = 0, então
[A] ∈ (j ◦ µR)−1(0) = (µC ◦ j)−1(0) = µ−1

C (0), concluindo que [A] ∈ µ−1
C (0).

µ−1
R (0) µ−1

C (0)

µ−1
R (0)/PGL(2,R) µ−1

C (0)/ SL(2,C).

π

j

π

f

Vamos provar que f no diagrama de acima é de fato injetiva: se E, G ∈
µ−1

R (0) ⊂ µ−1
C (0) tal que [E]SL(2,C) = [G]SL(2,C), então [E]PGL(2,R) = [G]PGL(2,R).

Demonstração. Se existe T ∈ SL(2,C) tal que

T · E · T−1 = G (7-1)

com E, G ∈ µ−1
R (0) ⊂ sl(2,R)n, então, para ei, gi, ai, bi, ci, di ∈ R, ∀i,

Ei =
ei ai

bi −ei

, com |Ei|2 = −(e2
i + aibi) = −λ2

i ,

Gi =
gi ci

di −gi

, com |Gi|2 = −(g2
i + cidi) = −λ2

i .
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Assim
t1 t3

t4 t2

ei ai

bi −ei

 =
gi ci

di −gi

t1 t3

t4 t2

, com t1t2 − t3t4 = 1 e

ti ∈ C, ∀i.
Portanto, para todo i vale também

T · Ei = Gi · T (7-2)

e além disso det(T ) = 1. Das equações (7-1) e (7-2) obtemos

(αT + αT ) · E = G · (αT + αT )

para α ∈ C. Nosso objetivo é encontrar α para o qual det(αT + αT ) ̸= 0.
Temos que

det(αT + αT ) =
∣∣∣∣∣∣
αt1 + αt1 αt3 + αt3

αt4 + αt4 αt2 + αt2

∣∣∣∣∣∣
= α2 det(T ) + α2 det(T ) + |α|2(t1t2 + t1t2 − t3t4 − t3t4)
= α2 + α2 + |α|2(t1t2 + t1t2 − t3t4 − t3t4)

.

Seja α = α1 + iα2, C := t1t2 + t1t2 − t3t4 − t3t4. Estudamos em separado
os casos C = 0, C > 0 e C < 0.

C = 0 :
det(αT + αT ) = α2 + α2 = 2(α2

1 − α2
2)

e basta ter α2
1 > α2

2 para que det(αT + αT ) > 0.

C > 0 :
det(αT + αT ) = α2 + α2 + |α|2C

= 2(α2
1 − α2

2) + (α2
1 + α2

2)C
.

Neste caso escolhemos α = α1 + iα2 tal que α1 = α2.

Se C = 0 ou C > 0, M := 1√
det(αT+αT )

(αT + αT ) ∈ SL(2,R) satisfaz

MEM−1 = G e então det(αT + αT ) = 2α2
1C > 0.

C < 0 : só podemos garantir a existência de α tal que det(αT + αT ) = 1 ou − 1:
existe U ∈ PGL(2,R) com UEU−1 = G

Em geral, [E]PGL(2,R) = [G]PGL(2,R).
Ao contrário do caso complexo, onde PGL(2,C) = PSL(2,C), no caso

real PGL(2,R) ̸= PSL(2,R): PGL(2,R) tem duas componentes conexas e
µ−1

R (0)/PSL(2,R) → µ−1
R (0)/PGL(2,R) é um recobrimento duplo.

2 ) Caso SU(2): De novo, para a inclusão j,
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µSU := µSU(2) : ∏n
i=1 OSU(2)

λi
R3

µC := µSL(2,C) : ∏n
i=1 OSL(2,C)√

−1λi
C3 .

j j

Usamos µ−1
SU(0) = (j ◦ µSU)−1(0) para provar µ−1

SU(0) ⊂ µ−1
C (0). De

fato, seja A = (A1, A2, ..., An) ∈ ∏n
i=1 SU(2)∗ e [A] = ([A1], [A2], ..., [An]) ∈∏n

i=1 OSU(2)
λi

⊂ ∏n
i=1 OSL(2,C)

iλi
. Se [A] ∈ µ−1

0 (0), [A1] + [A2] + ...+ [An] = 0, então
[A] ∈ (j ◦ µSU)−1(0) = (µC ◦ j)−1(0) = µ−1

C (0) e então [A] ∈ µ−1
C (0). Vamos

agora ver que g é bem definida no diagrama.

µ−1
SU(0) µ−1

C (0)

µ−1
SU(0)/ SU(2) µ−1

C (0)/ SL(2,C),

π

j

π

g

Dado E, G ∈ µ−1
0 (0), temos que provar que [E]SU(2) = [G]SL(2,C):

A ∈ SU(2) ↔ detA = 1, AA = 1 ↔ A =
α −β
β α

 ↔ A ∈ S3 ↔ A ∈

SL(2,C), onde α, β ∈ C tal que |α|2 +|β|2 = 1 e se escrevemos α = a+b
√

−1 e
β = c+d

√
−1, obtemos a2+b2+c2+d2 = 1. Voltando a nosso objetivo, sabemos

que existe A ∈ SU(2) ⊂ SL(2,C) tal queG = A·E então [E]SL(2,C) = [G]SL(2,C).
Agora provamos que g é injetiva: se E, G ∈ µ−1

SU(0) ⊂ µ−1
C (0) satisfazem

[E]SL(2,C) = [G]SL(2,C), então [E]SU(2) = [G]SU(2).

Demonstração. Existe T ∈ SL(2,C) tal que

T · E · T−1 = G (7-3)

Como E, G ∈ µ−1
SU(0) ⊂ SU(2)n temos, para ej, gj, aj, bj, cj, dj ∈ R, ∀j,

Ej =
 iej −aj + ibj

aj + ibj −iej

, com |Ej|2 = e2
j + a2

j + b2
j = λ2

j ,

Gj =
 igj −cj + idj

cj + idj −igj

, com |Gj|2 = g2
j + c2

j + d2
j = λ2

j .

Assim
t1 t3

t4 t2

 iej aj + ibj

−aj + ibj −iej

 =
 igj cj + idj

−cj + idj −igj

t1 t3

t4 t2

,

com t1t2 − t3t4 = 1 e tj ∈ C, para todo j.
A equação (7-3) é equivalente ao sistema

t1(iei − igi) + t3(−aj + ibj) = t4(cj + idj) (7-4)
t1(cj − idj) = −t4(iej + igj) + t2(ai − ibi) (7-5)
t1(aj + ibj) − t3(iej + igj) = t2(cj + idj) (7-6)

t3(cj − idj) = −t4(aj + ibj) − t2(−iej + igj) (7-7)
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Tomando a conjugada de ambos lados das equações (7-4) - (7-7), notamos que

a matriz M :=
 t̄2 −t̄4

−t̄3 t̄1

, com t̄1t̄2 − t̄3t̄4 = 1 satisfaz

M · E · M̄−1 = G (7-8)

e assim

T +M =
t1 + t̄2 t3 − t̄4

t4 − t̄3 t2 + t̄1

 =:
α −β̄
β ᾱ

 ,
com

det(T +M) = (t1 + t̄2)(t2 + t̄1) − (t3 − t̄4)(t4 − t̄3)
= det(T ) + det(M) + t1t̄1 + t̄2t2 + t3t̄3 + t̄4t4

= 2 + |t1|2 + |t2|2 + |t3|4 + |t4|2

> 2

.

Assim, 1√
det(T+M)

(T + M) ∈ SU(2) com (T + M)Ei(T + M)−1 = Gi, ∀i
(das equações (7-3) e (7-8)), o que implica [E]SU(2) = [G]SU(2).

Dos casos 1) e 2) concluímos que os espaços de polígonos associados
aos grupos SU(2) e PGL(2,R) se encontram imersos no espaço de polígonos
associado a SL(2,C).
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O método de Gaudin

8.1
Dos fluxos de Kapovich–Millson para a álgebra de Kohno–Drinfeld

Em nossas considerações sobre os espaços de polígonos, definimos as
funções quadráticas aij = B(ei, ej) simétricas com respeito a i, j (aij = aji),
as funções cúbicas vijk := B([ei, ej], ek) antissimétricas com respeito a i, j, k

(vijk = −vjik = −vikj), e obtivemos para colchetes de Poisson

{aij, akl} = 0, (8-1)
{aij, aik} = vijk. (8-2)

Usando antissimetricidade, podemos eliminar vijk e escrever um sistema de
relações usando só os colchetes de Poisson entre as a′

ijs:

{aij, akl} = 0, (8-3)
{aij, aik} = {ajk, aji} = {aki, akj} (8-4)

onde a última relação também pode ser escrita como {aij, ajk + aki} = 0 ou
{aij, aij + aik + ajk} = 0.

No caso do espaço de polígonos temos algumas relações lineares entre aij.
Por exemplo, usando e1+· · ·+en = 0 obtemos ai1+· · ·+ain = 0 e similarmente
vij1 + · · · + vijn = 0. Mas o que é importante, é que as equações acima não
dependem da escolha de um grupo de Lie, só dependem de n. Se estamos
interessados em sistema de funções em involução, basta construir este sistema
no espaço vetorial abstrato gerado pelos símbolos aij (aji = aij) munido de
uma forma antissimétrica com valores em um espaço vetorial que satisfaça
equação (8-1).

Estas relações aparecem em trabalhos de Kohno [K1985] e Drinfeld
[D1991] sobre a monodromia da conexão de Knizhnik–Zamolodchikov, asso-
ciadores e grupos quânticos.

Dado um número natural n, a álgebra de Kohno–Drinfeld é definida pelos

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521407/CA



Capítulo 8. O método de Gaudin 60

geradores tij = tji, para 1 ≤ i ̸= j ≤ n e pelas relações

[tij, tkl] = 0 (8-5)
[tij, tij + tjk + tki] = 0 (8-6)

para i, j, k, l distintos. Denotamos a álgebra associativa por Tn e a sua álgebra
de Lie por tn = lieTn.

A álgebra de Kohno–Drinfeld é graduada, com graus de tij iguais a 1. Da
definição e das relações, obtemos
Proposição 8.1. Seja g uma álgebra de Lie munida de uma forma invariante
não degenerada B. Existe um único homomorfismo de álgebras de Lie

Gg : (tn, [, ]) −→ (C[g∗]⊗n, {, })

tal que Gg(tij) = aij, onde aij = B(ei, ej) são as funções definidas na propo-
sição 6.1, tn é a álgebra de Kohno–Drinfeld, e no lado direito consideramos a
álgebra de polinômios munidos com o colchete de Poisson dado para geradores
lineares por {X, Y } = [X, Y ].
Corolário 8.2. Sejam y1, . . . , yN elementos em tn que comutam entre si. Então
Ggy1, . . . , GgyN é um sistema de polinômios em involução em g∗ ⊕ · · · ⊕ g∗.

8.2
O grupo simétrico e o morfismo de Gaudin

Gaudin [G1976] explica como construir sistemas de polinômios quadrá-
ticos em involução baseado nos sistemas de elementos comutantes em anel do
grupo simétrico. Em linguagem moderna, podemos interpretar o método de
Gaudin como a construção de um morfismo entre a álgebra de Kohno–Drinfeld
e o anel do grupo simétrico, tal que restrito aos elementos de grau pequeno ele
seja um isomorfismo.

Seja Sn o grupo simétrico, i, j, k, l ∈ {1, . . . , n} índices distintos, (ij) =
(ji) uma transposição e (ijk) = (jki) = (kij) um 3-ciclo (também (ikj) =
(kji) = (jik) = (ijk)−1). No grupo simétrico temos as relações

(ij)(kl) = (kl)(ij), (8-7)
(ij)(ik) = (ikj). (8-8)

Então no anel do grupo simétrico temos

[(ij), (kl)] = 0, (8-9)
[(ij), (ik)] = (ikj) − (ijk). (8-10)
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As equações (8-9) e (8-10) são parecidas com as equações (8-1) e (8-2),
mas com elementos antissimétricos (ikj) − (ijk) em vez de volumes vijk. Da
mesma forma, podemos eliminar estes elementos e deduzir das equações (8-9)
e (8-10) as relações

[(ij), (kl)] = 0, (8-11)
[(ij), (ik)] = [(jk), (ji)]. (8-12)

Proposição 8.3 (Morfismo de Gaudin). Seja Sn o grupo simétrico, C[Sn] seu
anel de grupo e sua álgebra de Lie sn := lie(C[Sn]). Existe um único morfismo
de álgebras associativas (resp. de álgebras de Lie)

G : Tn −→ C[Sn]

G : tn −→ sn

tal que G(tij) = (ij), onde (ij) é o vetor da base que representa a transposição
(ij) ∈ Sn. Chamamos G o morfismo de Gaudin ou a representação de Gaudin.

Corolário 8.4. Sejam y1, . . . , yN ∈ tn elementos que comutam entre si. Então
Gy1, . . . , GyN ∈ C[Sn] (resp. sn) que também comutam entre si.

Proposição 8.5. O morfismo de Gaudin G : tn → sn restrito às componentes
graduadas de graus 1 e 2 é um isomorfismo sobre sua imagem:

G : t(1)
n ⊕ t(2)

n ≃ ⊕i<jC(ij)
⊕

⊕i<j<kC((ikj) − (ijk)) (8-13)

Demonstração. Por sua definição, a álgebra de Lie tn é graduada, gerada pelos
elementos de grau 1 com as relações de grau 2 tais que tij (i < j) é uma base
de t(1)

n e [tij, tik] (i < j < k) é uma base de t(2)
n . Pela definição do morfismo de

Gaudin, G(tij) = (ij) e G([tij, tik]) = (ikj) − (ijk).

Usando a proposição 8.5, podemos inverter parcialmente o corolário 8.4
no caso de combinações de transposições, resp. elementos de grau 1 (resp.
funções quadráticas).
Corolário 8.6 (Método de Gaudin). Sejam σ1, . . . , σN , Cij

k ∈ C e

σk =
∑
i<j

Cij
k ∈ sn (8-14)

um sistema de combinações lineares de transposições que comutam entre si,

[σk, σl] = 0.
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Então o sistema de elementos de grau 1 na álgebra de Kohno–Drinfeld

τk = “G−1σ′′
l :=

∑
i<j

Cij
k tij ∈ tn (8-15)

é um sistema de elementos que comutam entre si.

Os corolários 8.2 e 8.6 implicam

Corolário 8.7. Sejam Cij
k como no corolário 8.6 e g, B como no corolário 8.2.

Então ∑i<j C
ij
k B(ei, ej) é um sistema de polinômios quadráticos G-invariantes

em g∗ ⊕ · · · ⊕ g∗ em involução com respeito ao colchete de Poisson.

Pelos resultados desta seção, os problemas de construir sistemas inte-
gráveis (ou sistemas de elementos que comutam) no espaço de combinações
lineares de aij = B(ei, ej) ∈ S(g)⊗n ou tij ∈ tn ou (ij) ∈ sn, (ij) ∈ C[Sn] são
equivalentes.

8.3
Os elementos de Gaudin e o modelo de Gaudin

A cada n-tupla x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn de números distintos associamos
o conjunto de elementos da forma

Hk(x) =
n∑
l ̸=k

tkl
xk − xl

∈ Tn ou tn , (8-16)

os os elementos de Gaudin. Analogamente, consideramos suas imagens

GHk(x) =
n∑
l ̸=k

(kj)
xk − xl

, (8-17)

em C[Sn] (ou sn) com respeito ao morfismo de Gaudin.
Observação: ([ER1996]) Para g = sl(2), a definição de elementos de

Gaudin remonta a Garnier ([G1919]).

Lema 8.8 ([G1976]). Para x fixo, os elementos Hk(x) comutam entre si,
[Hi, Hj] = 0 para i, j ∈ {1, . . . , n}.

Lema 8.8 e corolários 8.2 e 8.6 implicam

Corolário 8.9. Para qualquer par g, B de uma álgebra de Lie g e uma forma
invariante não degenerada B em g, as funções ∑n

l ̸=k
B(ek,el)
xk−xl

formam um sistema
de funções em involução no espaço de g-polígonos.
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8.4
Os elementos de Young–Jucys–Murphy

Referências para essa seção são [J1971, J1974, M1981] e [OV2005].
Definimos os elementos de Young–Jucys–Murphy em C[Sn] (ou sn) por

Jk :=
k−1∑
i=1

(ik). (8-18)

Teorema 8.10 (Young, Jucys, Murphy [J1971, M1981]). Os Jk’s comutam,
i.e. [Jk, Jl] = 0 para todo k, l.

A subálgebra comutativa em C[Sn] gerada pelos elementos de Young–
Jucys–Murphy também é conhecida como subálgebra de Gelfand–Cetlin (veja
[OV2005]). Teorema 8.10 e corolário 8.6 implicam

Corolário 8.11. Os elementos da álgebra de Kohno–Drinfeld

“G−1J ′′
k = t1k + t2k + t3k + · · · + t(k−1)k

comutam entre si.

Usando o fato que GB
g G

−1Jk = fk−1 e o corolário 8.2 obtemos uma
demonstração independente de que as hamiltonianas de Kapovich–Millson
estão em involução. O argumento usa somente o teorema de Jucys [J1971]
e o método de Gaudin [G1976].

Ainda usaremos “Kapovich–Millson” para denotar estes sistemas de
Young–Jucys–Murphy–Kapovich–Millson–Ballestreros–Corsetti–Ragnisco–
Karimipour.
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O sistema de Hitchin

9.1
Fibrados parabólicos

Começamos introduzindo o conceito de fibrados parabólicos introduzido
por Mehta e Seshadri em [MS1980].

Fixamos um subconjunto {x1, . . . , xn} ⊂ CP1 de n pontos distintos aos
quais associamos um divisor D = x1 + · · · + xn. Seja E um fibrado holomorfo
sobre CP1 de posto 2. Uma estrutura parabólica em D sobre E é uma família
de bandeiras

Exi
= Exi,1 ⊃ Exi,2 ⊃ {0}

e valores
β1, β2

chamados pesos parabólicos tal que 0 < β1(xi) < β2(xi) < 1, para todo xi ∈ D.
Um sub-fibrado parabólico E ′ de E (fibrado parabólico) é um fibrado

com estrutura parabólica no mesmo divisor D = D′, que é um sub-fibrado de
E e onde para cada x ∈ D e j = 1, 2 temos que β′

i(x) = βj(x) quando i é o
maior inteiro tal que E ′

xi,j
⊂ Exi

.
O grau pdeg(E) e a inclinação (slope) µ(E) parabólicos do fibrado E são

definidos por
pdeg(E) := deg(E) +

n∑
i=1

(β1(xi) + β2(xi))

e
µ(E) := pdeg(E)

rank(E) .

Um fibrado parabólico E sobre CP1 é estável (semi-estável) se µ(L) <
µ(E) (µ(L) ≤ µ(E)) para todo L sub-fibrado parabólico de E. Definimos

M(β) = M(β; (CP1, D))
:= espaço de módulos de fibrados parabólicos estáveis sobre CP1

com posto 2 e grau 0, e tais que E ≃ O ⊕ O é
holomorficamente trivial

M(β) é diferenciável se e só se, as condições de estabilidade e de semi-
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estabilidade são equivalentes. A diferenciabilidade de M é equivalente ao fato
que ∑

i∈I
(β2(xi) − β1(xi)) −

∑
j /∈I

(β2(xj) − β1(xj)) ̸= 0, (9-1)

para todo I ⊂ {1, . . . , n}.

9.1.1
Campos de Higgs parabólicos

Seja E um fibrado parabólico. O fibrado de endomorfismos fortemente
parabólicos de E, SPEnd(E), é o subfibrado de End(E) cujas seções são

SPEnd(E) :=
{
f : E → Emorfismo : f(Exi,j) ⊆ Exi,j+1 ,

}
.

O fibrado log-canônico ΩCP1(D) é aquele cujas seções são as formas logarítmicas,
i.e. as 1-formas meromorfas f(x)dx, que são holomorfas fora de D e tendo no
máximo polos simples em D.

Um campo de Higgs para um fibrado parabólico E é uma seção ϕ ∈
H0(CP1, SPEnd(E) ⊗ ΩCP1(D)).

Às vezes é mais conveniente interpretar o campo de Higgs como uma
matriz com valores em formas logarítmicas, às vezes pensamos em ele como
uma forma logarítmica com valor em matrizes.

Um fibrado parabólico de Higgs é um par (E, ϕ) consistindo de um fibrado
parabólico E e um campo de Higgs ϕ para E. Seja

H(β) = H(β; (CP1, D))
:= espaço de módulos de fibrados parabólicos de Higgs β-estáveis

sobre (CP1, D) com posto 2, grau 0, E holomorficamente
trivial, Trϕ = 0 e detResxi

ϕ fixos.

Observação: Se o fibrado parabólico E é (semi)estável, o par (E, ϕ)
será (semi)estável para qualquer campo de Higgs ϕ. O espaço H(β) é uma
compactificação parcial do espaço cotangente T ∗M(β).

Nas subseções seguintes damos uma breve descrição (que pode ser
encontrada no artigo de Hitchin [H1987-2] e no livro [BBT2003]) da construção
do espaço de campos de Higgs usando redução simplética com respeito ao grupo
de calibraçõe, empregada para definirr o sistema integrável de Hitchin. Vamos
ver que o o sistema integrável de Gaudin é um exemplo do sistema de Hitchin.
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9.1.2
Redução simplética do espaço de conexões

Como antes, seja C uma superfície de Riemann fechada de gênero g,
{x1, . . . , xn} ∈ C e G um grupo de Lie semisimples com álgebra de Lie g.

Para cada xk, associamos um elemento uk ∈ g ≡ g∗. Definimos o conjunto
A das conexões holomorfas no fibrado vetorial com grupo estrutural G que
localmente são da forma A = Az̄(z, z̄)dz̄. Definimos também o grupo de
calibrações como o conjunto de funções de C em G da forma h(z, z̄).

A ação do grupo das calibrações G no espaço de conexões A é dada por
h · A := h−1Ah + h−1∂̄h, e assim o espaço N := A/G é o espaço de módulos
das conexões holomorfas.

Se ϕ é um vector cotangente em A ∈ A, então ϕ = ϕz(z, z̄)dz, pois um
ponto no espaço tangente de A é da forma X = Xz̄(z, z̄)dz̄. A forma bilinear

(A(z, z̄)dz,B(z, z̄)dz̄) :=
∫
C

Tr(A(z, z̄)B(z, z̄))dzdz̄

é não degenerada: para α = A(z, z̄)dz, existe ᾱ = A(z, z̄)dz̄ tal que (α, ᾱ) =∫
C |A(z, z̄)|2dzdz̄ ≥ 0 e é > 0 se existe algum z ∈ C tal que A(z, z̄) ̸= 0.

Então dita forma bilinear induz uma estrutura simplética sobre o espaço
total do fibrado cotangente T ∗A mediante a 2-forma simplética ω =

∫
S Tr(δϕz∧

δAz̄)dzdz̄. Para (A, ϕ) ∈ T ∗A, definamos a ação de G sobre o espaço cotangente
por h · ϕ := h−1ϕh. A variedade simplética com a ação hamiltoniana G ⟳ T ∗A
tem por mapa momento

µ(A, ϕ) = ∂̄Aϕ ≡ ∂̄ϕ+ A ∧ ϕ+ ϕ ∧ A = 2iπ
∑
k

ukδxk
,

onde δxk
é a medida de Dirac em xk (representada localmente por δ(z −

xk)dzdz̄). O estabilizador de 2iπ∑k ukδxk
é o subgrupo Gz,u = {g ∈ G : h(xk) ∈

Gk}, onde Gk é o estabilizador de uk. Assim obtemos a variedade quociente

Pz,u := µ−1(2iπ
∑
k

ukδxk
)/Gz,u.

A equação ∂Aϕ = 2iπ∑k ukδxk
descreve o comportamento de ϕ ao redor

dos pontos xk. Portanto numa vizinhança de xk temos que ∂̄(gkϕg−1
k ) = 2iπδxk

,
e na mesma vizinhança gkϕg−1

k = uk

z−xk
.
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9.2
O sistema integrável de Hitchin

Dada uma superfície de Riemann fechada C e grupo de Lie complexo G,
Hitchin [H1987-2] definiu a aplicação holomorfa (polinomial), chamada mapa
de Hitchin, do espaço de módulos de fibrados de Higgs para um espaço vetorial
(a base de Hitchin). Ao par (E, ϕ), ele associa o polinômio característico da
matriz ϕ,1 considerado como uma seção da soma dos fibrados pluricanônicos
que são potencias do fibrado log-canônico: cada polinômio invariante de grau
d avaliado em ϕ é uma seção do fibrado Ω⊗d

C .
No caso especial de G = SL(2) ([H1987-1] para degE impar) temos

det(t − ϕ) = t2 + detϕ, e os polinômios invariantes têm só um gerador,
que pode ser escolhido como detϕ ou Trϕ2, e a base de Hitchin é o espaço
vetorial Γ(C,Ω⊗2

C ) dos diferenciais quadráticos, i.e., seções holomorfas do
fibrado bicanônico definido como Ω⊗2

C , que são dados por f(z)(dz)⊗2 em
coordenada local z da C.

Também podemos considerar o mesmo mapa dado pelo polinômio carac-
terístico para fibrados de Higgs parabólicos ([ER1996, HSW2013, BBT2003]).
O especial neste caso é que os polos de ordem maximal se cancelam e a base
de Hitchin é Γ(C,Ωd((d− 1)D)).

Se (E, ϕ) é o fibrado de Higgs parabólico de posto 2 sobre (C = CP1, D =
x1 + · · · + xn), o mapa de Hitchin e dado por

H : (E, ϕ) 7→ detϕ ∈ Γ(CP1,Ω⊗2(D)).

Neste caso a base de Hitchin pode ser identificada com o espaço de polinômios
de grau no máximo n− 4, de dimensão n− 3.

Mais geralmente, dado um polinômio invariante P de grau m sobre g,
i.e P (h−1Xh) = P (X), e.g. P (X) = TrXm, o conjunto desses polinômios é
gerado livremente por polinômios homogêneos Pi, i = 1, . . . , rank(G). Assim
podemos escrever P (ϕ) = ∑

j HP,j(ϕ)ω(m)
j , onde ω(m)

j é uma seção da forma
ω(z, z̄)dz⊗m.

As funções HPm,j associadas aos polinômios primitivos Pm, m =
1, . . . , rank(G) (que geram o anel de polinômios invariantes) definem um sis-
tema integrável sobre Pz,u, o sistema integrável de Hitchin.

Teorema 9.1 (Sistema integrável de Hitchin [H1987-2]). ([HSW2013,
ER1996, BBT2003, FR2015]) O mapa de Hitchin é um sistema integrável al-
gébrico. Para quaisquer duas funções holomorfas fi, fj na base de Hitchin, as

1Para subgrupos distintos de GL e SL precisamos considerar uma base no anel dos
polinômios invariantes.
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composições fi ◦H e fj ◦H são funções holomorfas no H(β) em involução. A
aplicação para a base é sobrejetiva, e a dimensão da base é metade da dimensão
do espaço.

9.2.1
O sistema de Gaudin é o sistema de Hitchin sobre a esfera de Riemann

Como caso particular de um sistema integrável de Hitchin, obtemos o
sistema integrável de Gaudin, ao considerar a esfera de Riemann com n pontos
{x1, . . . , xn} escolhidos na esfera. A forma A = h−1∂̄H e h(z, z̄) é uma seção
global. A condição ∂̄Aϕ = 2iπ∑k ukδxk

implica que hϕh−1 tem um polo simples
em z = xk com resíduo h(xk)ukh−1(xk). Assim ϕ̃ := hϕh−1 = ∑

k
ũkdz
z−xk

, com
ũk = h(xk)ukh−1(xk), onde também devemos ter que a soma dos resíduos é∑
k ūk = 0 .

Seja G a ação coadjunta e Ok a órbita de ūk, para todo k. Defina
Pz,u = {(ū1, . . . , ūn) ∈ ∏

k Ok : ∑k ūk = 0}/G. Para o polinômio invariante
P (ϕ) = Tr(ϕ2), obtemos

P (ϕ) =
∑
k,l

Tr(ūkūl)
(z − xk)(z − xl)

=
∑
k

Tr(ū2
k)

(z − xk)2 + Hk

z − xk
, (9-2)

com
Hk =

∑
l ̸=k

Tr(ũkũl)
xk − xl

. (9-3)

As hamiltonianas de Gaudin Hk estão em involução. A construção original foi
descrita no capítulo 8.

9.3
(Hiper-)polígonos e fibrados parabólicos (de Higgs)

O teorema de Godinho–Mandini estabelece um isomorfismo entre o
espaço de hiperpolígonos com n lados definido na seção 4.3 e um subconjunto
Zariski-aberto no espaço de módulos de fibrados parabólicos de Higgs sobre
esfera de Riemann CP1 cujas classes dos resíduos são fixas e nilpotentes. Em
contraste com o caso su(2) em sl(2,C), há uma órbita não nula nilpotente:
temos um espaço não trivial de polígonos complexos com “comprimentos” de
todas as arestas igual ao 0.

Teorema 9.2 (Th. 3.1, [GM2013]). Dado um divisor D = {x1, . . . , xn} ⊂ CP1

com respeito a H(β). O espaço de hiperpolígonos X(r) é isomorfo ao espaço
de módulos de fibrados parabólicos de Higgs β-estáveis H(β) sempre que
ri = β2(xi) − β1(xi), para todo i ∈ {1, . . . , n}.
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Demonstração. (Esboço) Começamos definindo

J : X(r) −→ H(β)
[(p, q)]r estável 7−→ [(E(p,q), ϕ(p,q))],

onde E(p,q) = CP1 × C2 tem estrutura parabólica C2 ⊃ ⟨qi⟩ ⊃ {0} e
0 ≤ β1(xi) < β2(xi) < 1, para todo xi ∈ D e

ϕ(p,q) ∈ H0(CP1, SPEnd(E(p,q)) ⊗ ΩCP1(D))

é o campo de Higgs unicamente determinado por

Resxi
ϕ := qipi =

ci
di

(ai bi
)

=
aici bici

aidi bidi

 .

A prova se faz em passos. Antes, prova-se que J está bem definida, i.e.,

– ϕ(p,q) está definido unicamente.

– E(p,q) é um fibrado parabólico de Higgs. E,

– J é independente da escolha do representante [(p, q)]r estável.

Para

F : H(β) −→ X(r)
[(E, ϕ)] 7−→ [(p, q)]r estável,

tal que para cada xi ∈ D, sejam qi = (ci, di)t um gerador da bandeira Exi,2

e pi = (ai, bi) := ri
12−ri

21
c2

i +d2
i

(−di, ci) onde Resxi
ϕ := qipi =

ri11 ri12

ri21 ri22

. Prova-se

então que

– F está bem definida e [(p, q)] é r-estável.

– F não depende da escolha de geradores da bandeira Exi,2 nem do
representante da classes (E, ϕ).

– F = J −1

Observação: Outra construção do espaço de polígonos como o espaço
de módulos de representações de uma aljava (quiver) é [FR2015].
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9.3.1
O mapa de Hitchin em termos de hiperpolígonos

Na prova do teorema 9.2, associamos ao hiperpolígono [p, q]r estável ∈ X(r)
o campo parabólico de Higgs sobre (CP1, D = x1 + · · · + xn) dado por

ϕ(z) =
n∑
i=1

ϕidz

z − xi
,

onde ϕi = piqi.
O mapa de Hitchin em termos de pi, qi é dado por

[p, q] 7−→ Tr
(

n∑
i=1

piqi
z − xi

)2

. (9-4)

Corolário 9.3 (Sistema de Hitchin no espaço de hiperpolígonos, [FR2015]).
A aplicação dada na equação (9-4) é um sistema integrável no X(r).
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10
Kapovich–Millson como redução de Gelfand–Cetlin

Guillemin e Sternberg [GS1983] introduziram o sistema integrável no
espaço de bandeiras parciais que eles chamam o sistema de Gelfand–Cetlin.
O nome se deve ao fato que a base das funções do sistema para bandeiras
completas está em correspondência 1-1 com os elementos da base de Gelfand–
Cetlin da representação de álgebra de Lie de U(n) [GC1950]. Uma demonstra-
ção moderna da integrabilidade do sistema de Gelfand–Cetlin se encontra em
[PY2020], e uma reformulação usando pares de Lax em [CL2021].

Para construir o sistema de Gelfand–Cetlin, escolhamos uma cadeia de
subálgebras associada a uma bandeira

g = u(n) ⊃ u(n− 1) ⊃ · · · ⊃ u(1)

e consideremos a subálgebra de U(g) gerada por todos os centros Z(U(u(k))),
que é uma subálgebra comutativa em U(u(n)). Então o sistema de Gelfand–
Cetlin é dado por um base (de Gelfand–Cetlin) da sua álgebra graduada
associada em S(g) = C[g∗].

Hausmann e Knutson [HK1997] provaram que a redução simplética do
sistema de Gelfand–Cetlin na Grassmanniana de planos Gr(2, n) induz o
sistema de Kapovich–Millson para a triangulação leque (grafo dual lagarta).
Nohara e Ueda [NU2014] generalizam o sistema de Gelfand–Cetlin para
qualquer triangulação e provam o análogo do isomorfismo de Hausmann–
Knutson. Aqui damos uma ideia da construção dada por Nohara e Ueda:

Fixamos uma triangulação de um n-ágono em R3 com lados ei (i =
1, . . . , n), i. e. fixamos diagonais dα (α = 1, . . . , n− 3) que não se cruzam.

A cada diagonal dα = ∑
i∈Iα⊂{1,...,n} ei, associamos o subgrupo unitário

Uα := U(|Iα|) ⊂ U(n). Considere as ações U(1) ⟳ G(2, n) (ver seção 4.1.2) e
Uα ⟳ Gr(2, n) (que é a restrição para Uα da ação produto pela esquerda de
U(n) sobre Gr(2, n)), com mapas momentos

ψei
: Gr(2, n) −→ R

(z, w) 7−→ |zi|2 + |wi|2

2
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e

µUα : Gr(2, n) −→
√

−1u(Iα)

(z, w) 7−→
(
zizj + wiwj

2

)
i,j∈Iα

,

onde o posto da matriz µUα(z, w) é ≤ 2. Sejam λα,1(z, w) ≥ λα,2(z, w) ≥ 0 os
autovalores de µUα(z, w).

Nohara e Ueda provam que as funções {λα,j, ψei
}i∈{1,...,n},α∈{1,...,n−3},j=1,2

estão em involução. Este conjunto tem cardinalidade 3n− 6 e não formam um
sistema integrável para Gr(2, n), já que 1

2dim(Gr(2, n)) = 2n− 4.
Defina ψdα := λα,2.

Proposição 10.1. ([NU2014, Prop 4.6.]) As funções ψd1 , ψd2 , . . . , ψdn−3 in-
duzem o sistema integrável de Kapovich–Millson sobre o espaço de polígonos
através da redução simplética do Teorema 4.1.

Demonstração. Os autovalores não nulos dos produtos AB e BA de duas
matrizes são iguais. Assim, os autovalores λα,1 e λα,2 de

µUα(z, w) = 1
2
(
zi wi

)
i∈Iα

zj
wj


j∈Iα

∈
√

−1u(|Iα|)

coincidem com os autovalores de

1
2

zi
wi


i∈Iα

(
zi wi

)
i∈Iα

= 1
2
∑
i∈Iα

|zi|2 z̄iwi

ziw̄i |wi|2

 ∈
√

−1su(2).

A ação produto de SU(2) ⟳ C2 tem mapa momento

µSU(2)(z, w) = 1
4

|z|2 − |w|2 2z̄w
zw̄ |w|2 − |z|2

 ∈
√

−1su(2) .

Mediante a identificação de su(2) com R3, obtemos que µSU(2)(zi, wi) = ei, o
i-ésimo lado do polígono, para cada i = 1, . . . , n.

Assim

1
2

zi
wi


i∈Iα

(
zi wi

)
i∈Iα

=
∑
i∈Iα

µSU(2)(zi, wi) + 1
4
∑
i∈Iα

|zi|2 + |wi|2 0
0 |zi|2 + |wi|2,


onde o segundo termo é constante igual a ∑i∈Iα

diag(ri, ri) (ri é o comprimento
do i-ésimo lado do polígono ei), e o primeiro termo é igual a α-ésima diagonal
e seus autovalores são lα e −lα onde lα é o comprimento da diagonal dα, i.e. lα
é a integral do sistema de Kapovich–Millson.
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Exemplo 10.2. ([HK1997] – Caso lagarta) Para as diagonais dα = e1 + · · · +
e2 + · · · + eα+1, α ∈ {1, 2, . . . , n − 3}, temos Udn−3 ⊃ Udn−2 · · · ⊃ U(1). Os
autovalores de Uα são

λα+1
1 := λα,1 = ψdα +∑α+1

i=1 ψei

λα+1
2 := λα,2 = ψdα .

,

O mapa momento µU−en
da ação de U−en

∼= U(n − 1) tem autovalores
λn−1

1 ≥ λn−1
2 ≥ 0 dados por

λn−1
1 = |r|
λn−1

2 = ∑n−1
i=1 ψei

− |r|.
,

O sistema integrável na proposição 10.1 é equivalente ao sistema de Gelfand–
Cetlin (

λkj
)
j,k

: Gr(2, n) −→ R2n−4,

Com esses termos, as desigualdades triangulares (4-2) que descrevem
a imagem do mapa momento do sistema integrável de Kapovich–Millson são
equivalentes às desigualdades:

|r| λn−1
2≥ ≥ ≥

λn−2
1 λn−2

2≥ ≥ ≥
... ...≥ ≥ ≥

λ3
1 λ3

2 0
≥ ≥ ≥ ≥

λ2
1 λ2

2≥ ≥
λ1

1

(10-1)
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Degenerações tóricas

Aqui apresentamos uma ideia geral de Nishinou–Nohara–Ueda
[NNU2012] (desenvolvida em Harada–Kaveh [HK2015]) de como construir
sistemas integráveis mediante degenerações tóricas , e a sua aplicação para
variedades de bandeiras [NNU2010], as Grassmannianas de planos e os espa-
ços de polígonos [NU2014], e os espaços de módulos de fibrados de posto 2
[BGM2020].

(Transporte simplético paralelo,[MS1998, pg. 266]) Seja π : M → B

uma fibração simplética com fibra (F, ωF ). Para cada x ∈ M , denotamos
por V ertx := ker dπ(x) = TxFπ(x) a componente vertical do espaço tangente
da fibra. Uma conexão Γ sobre π é um campo de subespaços horizontais
Horx ⊂ TxM tal que TM = V ert

⊕
Hor. Assim, cada caminho γ : [0, 1] → B

determina um difeomorfismo Φt
γ : Fγ(0) → Fγ(t) que leva x0 ∈ Fγ(0) para o

ponto final xt = γ̃(t) ∈ Fγ(t) do levantamento horizontal γ̃ : [0, 1] → M

do caminho γ (γ̃′(t) ∈ Horγ̃′(t)) que começa em γ̃(0) = x0. A coleção de
difeomorfismos {Φt}t∈[0,1] é chamado um transporte paralelo. Um transporte
paralelo é simplético se Φ∗

γωγ(t) = ωγ(0) para cada t ∈ [0, 1].
Seja (M,ω) uma variedade simplética munida de uma estrutura complexa

J compatível com ω (i.e. ω(v, Jv) > 0 para todos os vetores tangenciais v ̸= 0)
e uma função holomorfa π : M → C, onde C é uma superfície de Riemann.

Consideramos as fibras Mt := π−1(t) para cada t ∈ C. A restrição de J
para Mt é uma estrutura complexa pois π é holomorfa.

Um ponto p ∈ M é um ponto singular da sua fibra Mπ(p) se e só se p é
um ponto crítico da função π.
Proposição 11.1. A restrição de ω para Mt é não degenerada em qualquer
ponto de Mt que não é singular.

Demonstração. O espaço tangente da fibra TpMt é um subespaço vetorial
complexo no espaço tangente TpM de M , i.e. se v ∈ TpMt então também
Jv ∈ TpMt.

Dado um vetor v ∈ TpMt \ {0} , temos que Jv ∈ TPMt \ {0} tal que
ω(v, Jv) > 0. Assim ω restrita para TPMt é não degenerada.

O fato que ω restrita para Mt é fechada é óbvio: o diferencial de De Rham
d comuta com imagens inversas (pullbacks).
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Assim, dado (M,ω, J, π), podemos definir uma família de variedades
simpléticas (Mt, ωt, Jt) onde ωt e Jt são restrições.

O número de valores críticos tais que Mt é singular e finito. Denotamos
esse conjunto finito como SingMt. O conjunto de pontos regulares de Mt é
M reg

t := Mt \ SingMt.
Tome um caminho γ : [0, 1] → C tal que γ(u) não é um valor crítico

para u ̸= 1. Então cada fibra Mγ(u) não é singular. Denotemos a pré-imagem
Mγ := π−1(γ([0, 1]). Se M tem dimensão real 2n, então Mt tem dimensão
2(n − 1), mas Mγ tem dimensão 2n − 1, que é ímpar, o que implica que a
restrição ωγ de ω para Mγ tem que ser degenerada, i.e. existe um vetor não
nulo no núcleo L := Ker(ωγ).

A interseção de Ker(ωγ) com TpMπ(p) tem codimensão real 1 em Ker(ωγ)
porque TpMπ(p) tem codimensão real 1 em TPMγ. Assim, em cada ponto de
Mγ que não é ponto crítico de π, o núcleo L não pode ter dimensão maior do
que 1: qualquer elemento dessa interseção é um elemento do núcleo de ωt e já
provamos que ωt é não degenerada em qualquer ponto não crítico.

Para o subconjunto aberto denso suave M ′
γ ⊂ Mγ composto de todos

os pontos que não são pontos críticos de π (equivalentemente, pontos não
singulares das fibras), neste subconjunto temos um sub-fibrado L de posto real
1 no fibrado tangente. A restrição de dπ com a inclusão de L é um isomorfismo
dπ ◦ i : Lp → Tπ(p)C. Assim L é uma conexão para o fibrado M ′

γ → [0, 1], e
podemos considerar o transporte paralelo com respeito a ela.

Equivalentemente, podemos escolher o campo vetorial ∂
∂u

em [0, 1] e con-
siderar o campo vetorial Xγ, a pré-imagem de ∂

∂u
com respeito aos isomorfismos

entre LP e Tπ(P )C. O transporte simplético paralelo é o fluxo deste campo ve-
torial e gera simplectomorfismos entre os (Mt, ωt) quando os Mt são suaves.

Ele também gera simplectomorfismos com a parte não singular de M1, i.e.
M reg

1 e um conjunto aberto denso de cada Mt. O complemento deste conjunto
é conhecido como ciclo de desaparecimento (vanishing cycle).

Temos um simplectomorfismo fu entre Mu\f−1
u (SingM1) e M1\SingM1.

Assim, dado um sistema integrável g : M1 → Rk e e a restrição de fu para o
conjunto aberto denso Mu − f−1

u (SingM1), podemos considerar a composição
fu ◦ g : Mu → Rk que é um sistema integrável (ver fig. 11.1).

A vantagem desta construção é que, a partir de um sistema integrável em
uma variedade degenerada, podemos deformar a variedade obtendo variedades
suaves e sistemas integráveis para essas variedades.

Esta ideia de Nishinou–Nohara–Ueda [NNU2012] foi usada por eles
mesmos em [NNU2010], por Nohara–Ueda em [NU2014] e por Belmans–
Galkin–Mukhopadhyay em [BGM2020] para construir sistemas integráveis
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Figura 11.1: Interpretação geométrica da construção de um sistema integrável
a partir de uma degeneração tórica

na variedade de bandeiras completas, Grassmannianas de planos, polígonos
euclidianos, na variedade de módulos de fibrados parabólicos de posto 2 e em
superfícies de Riemann (a variedade de polígonos esféricos, no caso de gênero
0), respectivamente.

Nishinou–Nohara–Ueda [NNU2010] constroem uma degeneração do sis-
tema de Gelfand–Cetlin. Nohara–Ueda [NU2014] usam o fato que o espaço de
polígonos é isomorfo à redução simplética da GrassmannianaGr(2, n)//U(1)n e
que o sistema de Kapovich–Millson pode ser obtida como a redução simplética
do sistema de Gelfand–Cetlin na Grassmanniana Gr(2, n). Eles consideram
degenerações tóricas da Grassmanniana construídas por Speyer e Sturmfels
[SS2004], uma degeneração para cada triangulação de polígono e mostram que
a degeneração da Grassmanniana pode ser feita de maneira equivariante com
respeito a U(1)n. As degenerações tóricas dos sistemas de Gelfand–Cetlin gene-
ralizadas induzem as degenerações tóricas dos sistemas de Kapovich–Millson.

Belmans, Galkin e Mukhopadhyay usam as degenerações tóricas das va-
riedades de módulos de fibrados semiestáveis, construídas por Manon [M2012]
usando a teoria de blocos conformes em teoria de campo conforme de Wess–
Zumino–Novikov–Witten para o grupo SU(2).

Esses sistemas integrais têm as mesmas imagens que os sistemas de
Kapovich–Millson e Jeffrey–Weitsman respectivamente, mas não são isomorfos
a eles.

Ao contrário do caso de sistemas de Nohara–Ueda, que são degenerações
tóricas dos sistemas de Kapovich–Millson, ainda não sabemos se os sistemas
considerados por Belmans–Galkin–Mukhopadhyay são degenerações tóricas
dos sistemas de Jeffrey–Weitsman.

Também não sabemos se para comprimentos pequenos os sistemas de
Nohara–Ueda e de Belmans–Galkin–Mukhopadhyay são isomorfos um ao
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outro.
Mais recentemente Nohara–Ueda [NU2020] definiram as transformações

biracionais que trocam os polinômios de Laurent que eles obtiveram como po-
tenciais de Floer. Analogamente, Belmans–Galkin–Mukhopadhyay [BGM2020]
definem as transformações biracionais que trocam seus potenciais de grafos.
Além disso, em [BGM2020] mostra-se que as transformações de Nohara–Ueda
podem ser obtidas usando um limite das transformações de Belmans–Galkin–
Mukhopadhyay. As tropicalizações dessas transformações são homeomorfismos
lineares por partes entre os politopos, as imagens dos sistemas integráveis.
Independentemente e com outra motivação, Rybnikov [R2018] definiu os ho-
meomorfismos lineares por partes entre os politópos de Gelfand–Cetlin. Suas
restrições parecem coincidir com as transformações de Nohara–Ueda 1. Da-
das as relações já descritas entre os sistemas de Gelfand–Cetlin, Kapovich–
Millson, Jeffrey–Weitsman, Nishinou–Nohara–Ueda, Nohara–Ueda e Belmans–
Galkin–Mukhopadhyay, esperamos que os sistemas de Nohara–Ueda/Speyer–
Sturmfelds possam ser isomorfos a casos particulares dos sistemas de Belmans–
Galkin–Mukhopadhyay/Manon, e que os sistemas de BGM sejam as degene-
rações tóricas dos sistemas de Jeffrey–Weitsman.

1Em [NU2020] Nohara–Ueda definiram as transformações um pouco diferente do antigo
trabalho deles para as identificar com as transformações cluster para o Grassmanniano.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521407/CA



12
Kapovich–Millson como um limite de Gaudin–Hitchin

Flaschka e Millson provam em [FM2005] que as Hamiltonianas de
Kapovich–Millson não são Hamiltonianas de Hitchin. Neste capítulo prova-
mos que as Hamiltonianas de Kapovich–Millson são obtidas como limite das
Hamiltonianas de Hitchin.

Observação: Usando o formalismo de Gaudin descrito no capítulo 8, este
resultado é equivalente a um resultado de [CFR2010]: os elementos de Gaudin
Hk(x) = ∑n

l ̸=k
(kl)
xk−xl

convergem para os elementos de Young–Jucys–Murphy
Jk = ∑k−1

i=1 (ik), quando algumas das xi’s colapsam.
Sejam e1, . . . , en os lados de um polígono P no espaço de polígonos com

respeito à ação coadjunta de SL(r,C). O produto de órbitas da ação tem a
forma bilinear (A,B) 7−→ Tr(AB).

Para K := Q(x1, . . . , xn), o corpo das funções racionais nas variáveis
livres xi, definamos

1. o espaço vetorial Ũ com uma base {aij : i < j, i, j ∈ {1, . . . , n}},

2. os vetores aji := aij ∈ Ũ para i < j,

3. os vetores aii := −∑
j ̸=i aij ∈ Ũ ,

4. o subespaço A ⊂ Ũ gerado pelos {aii : i ∈ {1, . . . , n}},

5. os vetorres Hj = ∑
i ̸=j

aij

xi−xj
,

6. o subespaço H̃ ⊂ Ũ gerado pelo A e {Hi : i ∈ {1, . . . , n}}.

A interpretação: aij = B(ei, ej), Hj representam as hamiltonianas de
Hitchin, as definições aji = aij e aii = −∑

k ̸=i aik vem do fato que B é simétrica,
bilinear e ∑ ei = 0.

Assim, Kn ∼= A ⊂ H̃ ⊂ Ũ ∼= K
n(n−1)

2 .
Tomando o quociente por A na última relação de inclusão, obtemos
{0} ⊂ H ⊂ U , onde H = H̃/A e U = Ũ/A ∼= K

n(n−3)
2 .

A seguir vamos caracterizar H como subespaço de U , encontrando sua
dimensão e uma base, nos casos n = 4 e n = 5. Antes de tratar esses caso
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particulares, notamos que em geral

n∑
i=1

Hi =
∑
i<j

aij − aji
xi − xj

= 0.

Daí dim(H) ≤ n− 1.
Para simplificar notação, vamos denotar xi − xj =: ij.
Em U , aii = 0, aji = aij e ∑j ̸=i aij = 0. Vamos obter um sistema de

equações em termos de aij’s, a partir das quais vamos identificar uma base
para U :

12.1
O caso de quadrângulos



a12 + a13 + a14 = 0
a12 + a23 + a24 = 0
a13 + a23 + a34 = 0
a14 + a24 + a34 = 0

Tomando a14, a24 como vetores formando uma base de U ∼= K2, reduzimos o
sistema para 

a12 + a13 = −a14

a12 + a23 = −a24

a13 + a23 = −a34 = a14 + a24

ou equivalentemente, 
1 1 0
1 0 1
0 1 1



a12

a13

a23

 =


−a14

−a24

a14 + a24

 .

Então 
a12

a13

a23

 = 1
2


1 1 −1
1 −1 1

−1 1 1




−a14

−a24

a14 + a24

 ,
e

a12 = −a14 − a24

a13 = a24

a23 = a14

.

Vamos escrever os Hi’s em termos da base {a14, a24}:
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H1 = a12

12 + a13

13 + a14

14 = a14

21 + a24

21 + a24

13 + a14

14 =
( 24

21 14

)
a14 +

( 23
21 13

)
a24,

H2 = a12

21 + a23

23 + a24

24 = a14

12 + a24

12 + a14

23 + a24

24 =
( 13

12 23

)
a14 +

( 14
12 24

)
a24,

H3 = a13

31 + a23

32 + a34

34 = a24

31 + a14

32 + a14

43 + a24

43 =
( 42

43 32

)
a14 +

( 41
43 31

)
a24,

H4 = a14

41 + a24

42 + a34

43 = a14

41 + a24

42 + a14

34 + a24

34 =
( 31

34 41

)
a14 +

( 32
34 42

)
a24.

Como {H1, H2} ⊂ U = ⟨a14, a24⟩, temos

dim(⟨H1, H2, H3, H4⟩) ≤ 2.

Para verificar que dim H = 1, basta provar que os Hi’s são linearmente
dependentes dois a dois (além disso, basta verificar esse fato para 3 Hi’s pois
H1 +H2 +H3 +H4 = 0):

– Para H1 e H2: {H1, H2} é l.i. se é só se det
H1

H2

 = 0. o que acontece

efetivamente, pois
(

24
21 14

) (
14

12 24

)
=
(

23
21 13

) (
13

12 23

)
.

– Para H1 e H3: Analogamente det
H1

H3

 = 0.

Concluímos que, dados x1, x2, x3 e x4 tal que xi ̸= xj para todo i ̸= j, o
subespaço H tem dimensão 1, com base {H1}, no espaço K-vetorial U de
dimensão 2.

12.2
O caso de pentágonos

Novamente, 

a12 + a13 + a14 + a15 = 0
a12 + a23 + a24 + a25 = 0
a13 + a23 + a34 + a35 = 0
a14 + a24 + a34 + a45 = 0
a15 + a25 + a35 + a45 = 0
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Tomando a14, a24, a15, a25, a35 como vetores numa base de U ∼= K5 e notando
que a34 = a15 +a25 +a35 −a14 −a24, a45 = −a15 −a25 −a35, reduzimos o sistema
para 

a12 + a13 = −a14 − a15

a12 + a23 = −a24 − a25

a13 + a23 = a14 + a24 − a15 − a25 − 2a35

ou equivalentemente
1 1 0
1 0 1
0 1 1



a12

a13

a23

 =


−a14 − a15

−a24 − a25

a14 + a24 − a15 − a25 − 2a35

 .

Então 
a12

a13

a23

 = 1
2


1 1 −1
1 −1 1

−1 1 1




−a14 − a15

−a24 − a25

a14 + a24 − a15 − a25 − 2a35

 ,

e então
a12 = a35 − a14 − a24

a13 = a24 − a15 − a35

a23 = a14 − a25 − a35

.

Vamos escrever as Hi’s em termos da base

{a14, a24, a15, a25, a35}

(do fato que ∑5
i=1 Hi = 0 só vamos precisar de 4 Hi’s):

H1 =
( 24

21 14

)
a14 +

( 23
21 13

)
a24 +

( 35
31 15

)
a15 + 0a25 +

( 32
31 12

)
a35,

H2 =
( 13

12 23

)
a14 +

( 14
12 24

)
a24 + 0a31 +

( 35
32 25

)
a25 +

( 31
32 21

)
a35,

H4 =
( 31

34 41

)
a14 +

( 32
34 42

)
a24 +

( 53
54 43

)
a15 +

( 53
54 43

)
a25 +

( 53
54 43

)
a35,

H5 = 0a14 + 0a24 +
( 41

45 51

)
a15 +

( 42
45 52

)
a25 +

( 43
45 53

)
a35.
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As Hamiltonianas H1 e H4 são combinações lineares (com coeficientes em
K) de H2 e H5: (

23 24
13 41

)
H2 +

(
35 45
13 41

)
H5 = H1(

12 23
34 14

)
H2 +

(
35 15
14 34

)
H5 = H4

Assim, dados x1, x2, x3, x4 e x5 tais que xi ̸= xj para i ̸= j, o subespaço H
tem dimensão 2, tem base {H2, H5}, no espaço K-vetorial U de dimensão 5.

Agora vamos provar que as Hamiltonianas de Hitchin Hi’s induzem as
Hamiltonianas de Kapovich–Millson quando os xi’s convergem para certos
valores:

∆ =
H̃1

H̃4

 :=
12 13

23 H1
34 45

35 H4

 =
−13 24

23 14 −1 12 35
15 23 0 1

13 45
14 35

23 45
35 24 −1 −1 −1




a14

a24

a15

a25

a35


(12-1)

Fazendo x3 → ∞,

∆ =
−24

14 −1 −12
15 0 1

−45
14 −45

24 −1 −1 −1

 .
Se além disso, x1 → x2 e x4 → x5, obtemos

∆ =
−1 −1 0 0 1

0 0 −1 −1 −1

 =
a12

a45

 . (12-2)

onde a12 e a45 são as Hamiltonianas de Kapovich–Millson associadas às
diagonais e1 + e2 e e1 + e2 + e3, respectivamente.

Escolhendo outra base {a15, a12, a23, a34, a45} de U ∼= K5, vemos que


a13 + a14 = −a12 − a15

a24 + a25 = −a12 − a23

a13 + a35 = −a23 − a34

a14 + a24 = −a34 − a45

a25 + a35 = −a15 − a45

ou equivalentemente,

1 1 0 0 0
0 0 1 1 0
1 0 0 0 1
0 1 1 0 0
0 0 0 1 1





a13

a14

a24

a25

a35


=



−a12 − a15

−a12 − a23

−a23 − a34

−a34 − a45

−a15 − a45


.
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e 

a13

a14

a24

a25

a35


= 1

2



1 1 1 −1 −1
1 −1 −1 1 1

−1 1 1 1 −1
1 1 −1 −1 1

−1 −1 1 1 1





−a12 − a15

−a12 − a23

−a23 − a34

−a34 − a45

−a15 − a45


,

e então
a13 = a45 − a12 − a23

a14 = a23 − a15 − a45

a24 = a15 − a23 − a34

a25 = a34 − a12 − a15

a35 = a12 − a34 − a45

As Hi’s em termos da base

{a15, a12, a23, a34, a45}

são
H1 = 54

51 14a15 + 23
21 13a12 + 43

41 13a23 + 0a34 + 34
31 14a45,

H2 = 45
42 25a15 + 15

12 25a12 + 34
32 24a23 + 34

31 14a34 + 0a45,

H3 = 0a15 + 51
53 31a12 + 21

23 31a23 + 45
43 35a34 + 15

13 35a45,

H4 = 21
24 41a15 + 0a12 + 12

14 42a23 + 32
34 42a34 + 51

54 41a45,

H5 = 12
15 52a15 + 32

35 52a12 + 0a23 + 23
25 53a34 + 43

45 53a45.

Matricialmente,

∆ =



H̃1

H̃2

H̃3

H̃4

H̃5


:=



14 13
43 H1

24 25
45 H2

53 31
51 H3

24 41
21 H4

35 52
32 H5


=



−13 45
15 34

23 14
21 43 −1 0 1

−1 15 24
12 45 −25 34

45 23 −1 0
0 1 53 21

51 23 −31 45
51 43 −1

1 0 −1 −41 32
21 34

24 51
21 54

35 12
32 15 1 0 −1 −52 43

32 45





a15

a12

a23

a34

a45


.

Vamos considerar os coeficientes de H̃1 e H̃2:

A :=
−13 45

15 34
23 14
12 34 −1 0 1

−1 15 24
12 45 −25 34

45 23 −1 0

 .
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Note que 

a13

a14

a24

a25

a35


=



0 −1 −1 0 1
−1 0 1 0 −1
1 0 −1 −1 0

−1 −1 0 1 0
0 1 0 −1 −1





a15

a12

a23

a34

a45


.

Tomando x4 → ∞ em A,

A =
 13

15
23
12 −1 0 1

−1 −15
12

25
23 1 0

 .
Se além disso x1 → x3 e x2 → x5,

A →

 0 −1 −1 0 1
−1 −1 0 1 0

 =
a13

a25

 .

12.2.1
Deformação do sistema de Kapovich–Millson (construção das xi(t))

Seja

T : △0 −→ Conf(5,CP1)
t 7−→ (x1(t), x2(t), x3(t), x4(t), x5(t)),

onde △0 := {t ∈ R : 0 < |t| < 1} e Conf(5,CP1) := {(a1, a2, a3, a4, a5) ∈
CP1 : ai ̸= aj ∀i ̸= j}.

Vamos construir uma aplicação

F : △0 ×M(r1, r2, r3, r4, r5) → R2

tal que F (0, P ) = (a12, a45) onde a12 e a45 são as Hamiltonianas associadas ao
polígono P escritas na base {a14, a24, a15, a25, a35} na matriz (12-2). Definimos

F (t, P ) : = (H̃1, H̃4)
= (−13 24

23 14a14 − a24 + 12 35
15 23a15 + 0a25 + a35

13 45
14 35a14 + 23 45

35 24a24 − a15 − a25 − a35)
, onde H̃1 e H̃4 são

introduzidos na equação (12-1) e ij denota xi−xj.

x1(t) = 1 − t

x2(t) = 1 − t2

x3(t) = t−1

x4(t) = −1 − t

x5(t) = −1 + t2

e vemos

que xi ̸= xj, ∀i, j, e t ∈ △0. Além disso, quando t → 0, x1(t), x2(t) → 1,
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x4(t), x5(t) → −1 e x3(t) → ∞. Portanto F está bem definida e F (0, P ) =
(a12, a45).

12.3
O caso de hexágonos

Para n = 6, quando a triangulação do polígono não é leque (grafo dual
não lagarta), vamos dar um argumento mais simples que também implica o
caso n = 5.

As Hamiltonianas de Hitchin são dadas por

Hj =
∑
i ̸=j

aij
xi − xj

, j ∈ {1, . . . , 6} .

Se k ̸= j e xk → xj, então (xk − xj)Hj → akj. Assim (x2 − x1)H1 → a12,
(x4 − x3)H3 → a34 e (x6 − x5)H5 → a56 quando x6 → x5, x2 → x1 e x4 → x3.

Observação: No caso não lagarta n = 6, também podemos fazer um
análise mais computacional como no caso n = 5 e vice-versa.

12.4
Caso geral para triangulação leque (grafo dual lagarta)

Lembremos que Hj(x) = ∑
i ̸=j

aij

xi−xj
. Escolhemos xj em progressão

geométrica:
xj(t) = tj (12-3)

onde t é um parâmetro (real ou complexo; ou t é um elemento em corpo não
arquimediano com valoração positiva). Então

lim
t→0

xjHj =
∑
i ̸=j

(
lim
t→0

tj

ti − tj

)
aij ,

e como

lim
t→0

tj

ti − tj
=
 −1 para i > j

0 para i < j
,

obtemos
lim
t→0

xjHj = −
∑
i>j

aij.

Além disso, xj(t)Hj(x(t)) é holomorfa em t = 0. Por outro lado,

q(ek + · · · + en) =
∑
i,j≥k

B(ei, ej)
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logo

q(ej + · · · + en) − q(ej+1 + · · · + en) − q(ej) = 2
∑
i>j

aij = −2 lim
t→0

xj(t)Hj

e, calculando uma soma telescópica,

q(ek + · · · + en) − q(ek) − · · · − q(en) =
∑
j≥k

q(ej + · · · + en) −

−q(ej+1 + · · · + en) − q(ej)
= −2 lim

t→0

∑
j≥k

xj(t)Hj

Mais geralmente, a mesma computação mostra o seguinte

Proposição 12.1. Suponha que a procedura de limite lim é bem definida e
os limites lim xi

xj
= 0 são 0 para todos i < j. Então as funções de Kapovich–

Millson q(ek+···+en)
2 são iguais aos limites lim∑

j≥k(
q(ej)

2 + xjHj).

Observação 12.2. A forma de limite sugira que ele é mais naturalmente pode
ser escrito como o limite do integral 1

2πi
∫
γk

Tr(ϕ2

2 )/d log z, onde γk é um ciclo
na esfera de Riemann que separa os pontos x1, . . . , xk−1 dos pontos xk, . . . , xn.

Demonstração. O diferencial Tr(ϕ2

2 )/dz decompõe como ∑i( aii/2
(z−xi)2 + Hi

z−xi
)dz.

Então Resxj
Tr(ϕ2

2 )/d log z = (ajj

2 Resxj

z
(z−xj)2 ) + xjHj. Usando z

(z−xj)2 =
(z−xj)+xj

(z−xj)2 = 1
z−xj

+ xj

(z−xj)2 obtemos Resxj

zdz
(z−xj)2 = 1, logo Resxj

Tr(ϕ2

2 )/d log z =
ajj

2 + xjHj e 1
2πi
∫
γk

Tr(ϕ2

2 )/d log z = ∑
j≥k Resxj

Tr(ϕ2

2 )/d log z = ∑
j≥k

ajj

2 +
xjHj.

Assim, as Hamiltonianas de Kapovich–Millson fk podem ser obtidas
como limites de somas lineares (com coeficientes dependentes de pontos
marcados) das Hamiltonianas de Garnier–Gaudin–Hitchin Hi.

Figura 12.1: Triangulação e grafo
correspondente ao hexágono no
caso lagarta

Figura 12.2: Triangulação e grafo
correspondente ao hexágono no
caso não lagarta
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12.5
Trabalhos atuais e futuros

12.5.1
Fórmulas explicitas para árvores gerais

O que segue nesta subseção é trabalho em andamento.
Nosso objetivo é combinar nosso método (via limites) com os trabalhos de

Chervov–Falqui–Rybnikov ([CFR2009], [CFR2010]) e Aguirre–Felder–Veselov
([AFV2011]) para obter fórmulas explicitas

fI(e) = lim
∑

ck(e)Hk(x),

onde e é uma aresta de árvore e ck(e) são funções explicitas de x parametrizadas
pelas arestas. A estrutura complexa sobre (CP1, {x1, . . . , xn}) é invariante com
respeito de ação de um grupo PGL(2,C) das transformações de Möbius. Isso
sugira que os coeficientes ck(e)(x) naturais são as funções racionais homogêneas
de x de grau 1.

Nosso objetivo mais simples é escrever algumas parametrizações xi(t) e
ck(e)(t) tais que o limite converge para as Hamiltonianas de Kapovich–Millson
para outros grafos duais distintos dos lagartas.

A seguir, definimos funções mais gerais fI e HI que se adaptam melhor
a nosso objetivo. Para I ⊂ {1, . . . , n} definimos as funções fI := q(νI) =∑
i∈I,j /∈I aij e HI := ∑

i∈I,j /∈I
aij

xi−xj
que de fato é igual a ∑i∈I Hi = −∑

j /∈I Hj =∫
γI

Tr(H(z)2)dz. Às vezes podemos obter fI como o limite de reescalonamentos
HI . Mais geralmente, precisamos considerar limites limHI(e) para todas as
arestas e ∈ G e suas combinações lineares baseadas na combinatória da árvore
determinada pelo comportamento assintótico das xi’s.

Vamos considerar a estrutura indutiva do espaços de polígonos dada pela
árvore associada a sua triangulação. Para cada par de folhas i ̸= j,

lim
xi→xj

(xi − xj)Hi = lim
xi→xj

(xj − xi)Hj = aij

é uma Hamiltoniana de Kapovich–Millson (depois de reescalar por 2 e somar
a constante q(ei) + q(ej)), e

lim
xi→xj

H{i,j} = 2
∑
k ̸=i,j

aik + ajk
xj − xk

. (12-4)

Como aik + ajk = B(ei + ej, ek), o lado direito da equação (12-4) pode ser
interpretado como as Hamiltonianas de Gaudin–Hitchin para o (n− 1)-ágono
com lados ei+ej e ek, k ̸= i, j. Para k ̸= i, j, os limites limxi→xj

Hk são as outras
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(n−2) Hamiltonianas de Gaudin–Hitchin para H(z)/dz = ei+ej

z−xj
+∑k/∈{i,j}

ek

z−xk
.

Assim obtemos um limite do estrato genérico do espaço de módulos de Deligne–
Mumford M0,n ao estrato genérico de seu componente divisor de fronteira
isomorfo com M0,n−1. Cada árvore trivalente tem um vértice com duas folhas.
Assim, aplicamos este passo indutivo para obter todos os sistemas integráveis
intermediários e, depois de (n − 3) passos, o sistema de Kapovich–Millson
associado à árvore dada.

Mas, como construir um limite explícito ao longo de uma curva irredu-
tível? A ideia é que para cada árvore filogenética (da evolução de n espécies),

Figura 12.3: Triangulação não leque e árvore dual filogenética não lagarta

definimos uma função geradora xi(t) = ∑
a∈antecessores(i) evol(i;Ta) · tTa para a

evolução de espécies i no relógio molecular T (ver fig. 12.3). Arvores e ul-
tramétricas são usadas na tropicalização de M0,n (Mikhalkin–Rau [MR2018]),
Gr(2, n) (Speyer–Sturmfels [SS2004]), e por Nohara–Ueda em [NU2020].

12.5.2
Mais trabalhos em andamento e problemas relacionados

1) Deformar as coordenadas ação-ângulo de Kapovich–Millson para coor-
denadas ação-ângulo para outros sistemas integráveis aqui estudados.

2) Descrever as imagens destes sistemas em coordenadas ação (interpolando
as desigualdades triangulares).

3) É possível obter o sistema integrável de Jeffrey–Weitsman como limite,
da mesma maneira que o sistema integrável de Garnier converge para o
sistema de Kapovich–Millson? (e de que sistema ele é limite?)

As diapositivas (em inglês) usadas na defesa da tese podem ser encon-
tradas no seguinte enlace Slides’s thesis.

https://github.com/fabiolacordero/Comparative-study-of-integrable-systems-on-spaces-of-polygons-matrices-and-bundles.git
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A
Formas bilineares e bases ortonormais

Ballestreros–Corsetti–Ragnisco [BCR1996] e Karimipour [K1998] inde-
pendentemente de Kapovich–Millson [KM1996] dão essencialmente as mesmas
integrais fk’s definidas no capítulo 6. Para umaN -tupla de matrizesA1, . . . , AN

e k + 1 ≤ N definamos as integrais

Ik(e⃗) = 1
2 Tr

(k+1∑
i=1

Ai

)2 . (A-1)

Integrais da Equação (A-1) são consideradas em Falqui–Musso [FM2003,
eq. (1.6)] onde elas são chamadas “contrapartidas clássicas das integrais de
Gaudin”. Como vimos no Capítulo 12, os sistemas “clássicos” (de Kapovich–
Millson–Ballestreros–Corsetti–Ragnisco–Karimipour) podem ser obtidos como
os limites dos sistemas “quânticos” (de Gaudin), que o parcialmente confirma
o uso dos adjetivos “quântico/clássico”.

Se na Equação (A-1) as matrizes Ai ∈ sl(2,C)∗ correspondem aos vetores
ei ∈ C3 mediante um isomorfismo linear ϕ : sl(2,C)∗ → C3, as funções Ik de
(A-1) se transformam nas hamiltonianas de Kapovich–Millson se o morfismo
ϕ identifica a forma bilinear (A,B) 7→ TrAB com a forma euclidiana.

Duas formas bilineares não degeneradas, associativas e simétricas de
uma álgebra de Lie simples de dimensão finita nos complexos sempre são
proporcionais (ver [KBK1997, pg. 169]). Assim, os resultados seguintes do
Teorema A.3 e o Corolário A.4 não são novos mas a sua prova sim, além de
ser construtiva, pois descrevemos indutivamente a base de sl(n,C) na qual a
equação (A-10) é verificada.

Observação: As matrizes da base construída são matrizes clássicas de
Gell-mann generalizadas, descritas por exemplo em [BK2008]. Para su(2), são
as matrizes de Pauli e para su(3), são as matrizes de Gell-mann próprias.

Do ponto de vista matemático a consideração das bases não é necessá-
ria, e os sistemas integráveis que discutimos podem ser escritos em notação
invariante. Mas sistemas integráveis e a geometria simplética se baseiam na
física, e na literatura física é mais comum ter funções escritas em bases con-
venientes (como as matrizes de Pauli e Gell-mann). Neste capítulo discutimos
as bases ortonormais para as álgebras de matrizes su(2), sl(2,R), sl(2,C) no
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Apêndice A.1 e sl(n,C) no Apêndice A.2.

A.1
Posto 2

Nesta seção vamos estudar a relação entre as integrais de movimento do
capítulo 6 e as integrais (A-1).

Para fk+1 definida em 6, para e⃗ ∈ (sl(2,C)∗)n e k ∈ {1, 2, ..., n− 1},

fk+1(e⃗) = Ik+1(e⃗), (A-2)

Além disso, para Ai =
x y

z −x

 ∈ sl(2,C),

q(Ai) = ||(−x,−1
2(y + z), 1

2(y − z))||22,1, (A-3)

onde ||.||2,1, a função de Lorentz, é definida a partir do produto interno

⟨(v1, v2, v3), (w1, w2, w3)⟩2,1 := v1w1 + v2w2 − v3w3 .

Vamos ver que a equação (A-3) também se cumpre nos casos su(2) e sl(2,R),
e que de fato o conteúdo até o momento desta tese para sl(2,C) é uma
generalização do que acontece nesses casos.

Identificamos sl(2,C)∗ ∼ sl(2,C), e usamos a base

β =
−1

2

1 0
0 −1

 , −1
2

0 1
1 0

 , 1
2

 0 1
−1 0

 .
CASO su(2): Concretamente,

A ∈ su(2) ↔ A =
 ix a+ ib

−a+ ib −ix


com a, b, c ∈ R. Então

A ∈ su(2) ↔ e⃗ = (−2xi,−a+ ib+ a+ ib, a+ ib+ a− ib) ∈ C3,

onde as coordenadas de e⃗ são as componentes de A na base β de sl(2,C).

Portanto
||e⃗||22,1 = | − 4x2 + (−2ib)2 − (2a)2|

= | − 4x2 − 4b2 − 4a2| = 4|x2 + b2 + a2|
= ||(2x, 2a, 2b)||2euclid,

onde (2x, 2a, 2b) ∈ R3
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CASO sl(2,R): Neste caso tomamos a mesma base β de sl(2,C), só que
para sl(2,R) consideramos só os coeficientes reais. As contas para provar
que A-3 vale no caso SL(2,R) são as mesmas que no caso SL(2,C).

A.2
Posto superior

Nessa seção generalizamos a equação (A-3) para G = SL(n,C). Temos
que encontrar uma base de sl(n,C):

Υ =


Ai =



a1
i ∗ ∗ ∗ ∗

∗ a2
i ∗ ∗ ∗

∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ an−1

i ∗
∗ ∗ ∗ ∗ −(a1

i + a2
i + · · · + an−1

i )





n2−1

i=1

tal que, para X = [xij]ni,j=1 ∈ sl(n,C) arbitrário,

1
2 Tr(X2) = q((e1, e2, · · · , en2−1)),

onde cada ei é a coordenada de X correspondente ao Ai na base Υ, e q é uma
seminorma em Cn2−1 a definir. Na notação empregada,

Tr(X2) = 2
(
n−1∑
i=1

x2
ii

)
+

n∑
j=1

n∑
i=1,i ̸=j

xijxji +
n−1∑

i,j=1,i ̸=j
xiixjj. (A-4)

Suponhamos que a base Υ existe. Fixemos X e vamos considerar seus
coeficientes ei na base Υ. Vamos supor a existência de elementos Bsr = [bij]
tais que bij ̸= 0 ↔ i = s, j = r e bsr = brs = 1, estão em Υ para cada
r, s ∈ {1, · · · , n}, r > s. E vamos também supor elementos Csr = [cij], tal
que cij ̸= 0 ↔ i = s, j = r e csr = 1 e crs = −1, estão em Υ para cada
r, s ∈ {1, · · · , n}, s < r. Assim, temos n(n− 1) elementos da base Υ e se esr e
fsr são os coeficientes de X nas componentes Bsr e Csr respectivamente, temos
o seguinte sistema de equações: xrs = esr + fsr

xsr = esr − fsr

Daí obtemos os coeficientes esr, fsr em termos das entradas xrs e xsr de X:
esr = 1

2(xrs + xsr) e fsr = 1
2(xrs − xsr), e e2

sr − f 2
sr = xrsxsr. Assim,
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n∑
i,j=1,j<i

(e2
ji − f 2

ij) =
n∑

i,j=1,j<i
xijxji = 1

2

n∑
i,j=1,j ̸=i

xijxji,

onde a última soma é o segundo termo na soma da equação (A-4). Agora só
resta achar outros n−1 elementos da base Υ tal que a soma dos quadrados dos
coeficientes de X para esses elementos seja 1

2

[
2
(∑n−1

i=1 x
2
ii

)
+∑n−1

i,j=1,i ̸=j xiixjj
]
,

o que leva a escolher elementos da forma

Ai = diag
(
a1
i , a

2
i , . . . , a

n−1
i ,−(a1

i + a2
i + · · · + an−1

i )
)
,

tal que existem Ri’s com os quais se verifica o sistema xii = R1a
i
1 +R2a

i
2 + · · · +Rn−1a

i
n−1 para 1 ≤ i ≤ n− 1∑n−1

j=1 R
2
j = ∑n−1

j=1 x
2
jj +∑n−1

i,j=1,j<i xiixjj
(A-5)

Para encontrar os Ri’s, vamos enunciar e provar o seguinte resultado mais
geral.

Lema A.1. Para m ∈ N e r = 1, . . . ,m, os polinômios com coeficientes ra-
cionais Ar := r+1

2r

(
Yr + 1

r+1Yr+1 + 1
r+1Yr+2 + · · · + 1

r+1Ym
)2

∈ Q[Y1, . . . , Ym],
∀r ∈ {1, · · · ,m} satisfazem a seguinte igualdade

Y 2
1 + Y 2

2 + · · · + Y 2
m +

∑
i,j=1,i<j

YiYj = A1 + A2 + · · · + Am (A-6)

Demonstração. Para m = 2: Y 2
1 + Y 2

2 + Y1Y2 =
(
Y1 + 1

2Y2
)2

+ 3
4Y

2
2 Para

m = 3:

Y 2
1 +Y 2

2 +Y 2
3 +Y1Y2+Y1Y3+Y2Y3 =

(
Y1 + 1

2Y2 + 1
2Y3

)2
+3

4

(
Y2 + 1

3Y3

)2
+4

6Y
2

3 .

A identidade a seguir vai ser empregada no caso geral: para k ∈ N,

k−1∑
r=1

1
r(r + 1) =

k−1∑
r=1

(1
r

− 1
r + 1

)
= 1 − 1

k
.

Provar a equação (A-6) é equivalente a provar que os coeficientes em ambos
lados da equação coincidem, o que faremos estudando os coeficientes do termo
YsYt no polinômio A1 + A2 + · · · + Am.

– Caso s < t: O coeficiente do termo YsYt em Ar é

– Se s = r , s+1
2s

2
s+1 = 1

s
.

– Se r < s < t ≤ n , 1
r(r+1) = 1

r
− 1

r+1 .
– Se r > s , 0.

Então o coeficiente de YsYt em A1 + A2 + · · · + Am é 1
s

+∑m
r=s+1

1
r(r+1) ,

e a equação (A-6) é equivalente à identidade acima ∑k−1
r=1

1
r(r+1) + 1

k
= 1.
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– Caso s = t: O coeficiente do termo Y 2
s em Ar é

– Se r = s, s+1
2s .

– Se r < s, r+1
2r

(
1
r+1

)2
= 1

2r(r+1) .
– Se r > s, 0.

O coeficiente de Y 2
s em A1 +A2 + · · · +Am é s+1

2s + 1
2
∑s−1
r=1

1
r(r+1) . Como

antes, basta provar que s+1
2s + 1

2
∑s−1
r=1

1
r(r+1) = 1.

Como consequência direita do lema A.1 obtemos os coeficientes Ri’s:

Rs =
√
s+ 1

2s

(
xss + 1

s+ 1x(s+1)(s+1) + · · · + 1
s+ 1x(n−1)(n−1)

)
, (A-7)

para s ∈ {1, · · · , n}. Agora vamos encontrar os aji (e assim as matrizes Ai)
substituindo a equação (A-7) no sistema (A-5): x11 = ∑n−1

i=1 Ria
1
i . Então

x11 =
n−1∑
i=1

√
i+ 1

2i

(
xi + 1

i+ 1x(i+1)(i+1) + · · · + 1
i+ 1xnn

)
a1
i ,

e x11 =
√

2
2x11a

1
1 = a1

1x11, a1
1 = 1. Assim,

0 · x22 =
√

2+1
2·2 x22a

1
2 +

√
1+1
2·1 · 1

1+1x22a
1
1

=
√

3
4a

1
2

= 1 + 1+k2+2k−(k2+2k+1)
2k(k+1) +

√
2
2 · 1

2x22

=
(√

3
4a

1
2 + 1

2

)
x22

e a1
2 = − 1√

3 . Obtemos então a intuição para afirmar o seguinte enunciado.

Lema A.2.

aji =


√

2i
i+1 para i = j

−1
i

√
2i
i+1 para i > j

0 para i < j

Demonstração. Para j ∈ {1, · · · , n − 1}, das equações (A-5) e a expressão
(A-7),

xjj = ∑n−1
i=1 Ria

j
i

= ∑n−1
i=j Ria

j
i (pois aji = 0 se i < j)

= ∑n−1
i=j

√
i+1
2i

(
xii + 1

i+1x(i+1)(i+1) + · · · + 1
i+1x(n−1)(n−1)

)
aji .

Comparando coeficientes com o polinômio nas variáveis (xj, · · · , xn−1)
na última igualdade, xjj =

√
j+1
2j xjj. Por hipótese, ajj =

√
2j
j+1 : igualdade se
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verifica.
Para o resto de termos,

0 · x(j+1)(j+1) =
(√

j+1
2j

1
j+1a

j
j +

√
j+2

2(j+1)a
j
j+1

)
x(j+1)(j+1),

0 · x(j+2)(j+2) =
(√

j+1
2j

1
j+1a

j
j +

√
j+2

2(j+1)a
j
j+1 + 1

j+2

√
j+3

2(j+2)a
j
j+2

)
x(j+2)(j+2),

e, em geral,

0 · xss =
s−1∑
i=j

√
i+ 1

2i
1

i+ 1a
j
i +

√
s+ 1

2s ajs

xss,
para s ∈ {j + 1, j + 2, · · · , n− 1}. Resta verificar que

s−1∑
i=j

√
i+ 1

2i
1

i+ 1a
j
i +

√
s+ 1

2s ajs = 0,

que provamos por indução. Para s = j + 1,
√
j + 1

2j
1

j + 1a
j
j +

√
j + 2

2(j + 1)a
j
j+1

=
√
j + 1

2j · 1
j + 1

√
2j
j + 1 − 1

j + 1

√
2(j + 1)
j + 2

√
j + 2

2(j + 1) = 0 .

A hipótese de indução é que, para s = k ∈ {j + 1, j + 2, · · · , n− 1},

k−1∑
i=j

√
i+ 1

2i
1

i+ 1a
j
i +

√
k + 1

2k ajk = 0.

É só calcular:
∑k
i=j

√
i+1
2i

1
i+1a

j
i +

√
k+2

2(k+1)a
j
k+1 = ∑k−1

i=j

√
i+1
2i

1
i+1a

j
i +

√
k+1
2k · 1

k+1a
j
k+1

+
√

k+2
2(k+1)a

j
k+1 +

√
k+1
2k a

j
k +

√
k+1
2k a

j
k

=
√

k+1
2k

(
1

k+1 − 1
)
ajk +

√
k+2

2(k+1)a
j
k+1

= 1
k+1 − 1

k+1 = 0

Deste teorema obtemos que

Aj = diag
(

−1
j

√
2j
j + 1 , . . . ,−

1
j

√
2j
j + 1 ,

√
2j
j + 1 , 0, . . . , 0,−

1
j

√
2j
j + 1

)
,

(A-8)
para todo j ∈ {1, . . . , n − 1}, onde o primeiro bloco

diag
(
−1
j

√
2j
j+1 , . . . ,−

1
j

√
2j
j+1

)
é uma matriz de dimensão j − 1 × j − 1.

Provamos o seguinte teorema.
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Teorema A.3. Seja n ∈ N e a base Υ de sl(n,C), dada por

Υ = {Aj, Bsr, Csr : j ∈ {1, . . . , n− 1}, r, s ∈ {1, . . . , n}, r > s}

onde os Aj são descritos em (A-8) e os Bsr e Csr são os elementos definidos
na página 91. Para todo X ∈ sl(n,C):

Tr(X2) =
n−1∑
j=1

a2
j +

n∑
r,s=1,r>s

b2
sr −

n∑
r,s=1,r>s

c2
sr (A-9)

onde aj, bsr, csr são as coordenadas de X na base Υ para os elementos
Aj, Bsr, Csr correspondentes.

Corolário A.4. Seja e⃗ = (e1, e2, · · · , eN) ∈ ∏N
i=1 O∗

Xi
onde cada Xi ∈

sl(n,C)∗. Então

qk(e⃗) = 2Ik(e⃗), ∀k ∈ {1, · · · , N − 1} (A-10)

onde qk(e⃗) = q(e1 + e2 + · · · + ek+1) (q é a forma quadrática definida pelo lado
direito da equação (A-9)) e Ik foi definida na equação (A-1).
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B
Grafos e triangulações

Neste apêndice damos as definições referentes a grafos e polígonos usados
na tese, como referencias de estes conceitos ver [BM2011] ou [D2010] .

B.1
Grafos

– Um grafo é um par G = (E,G) onde E é um conjunto de elementos
chamados vértices e G é um conjunto de pares de ditos vértices chamados
arestas.

– Um caminho num grafo é uma sequencia finita de arestas que unem uma
sequencia de vértices.

– Um grafo dirigido é um grafo cujos vértices são conectados por arestas
dirigidas.

– Uma árvore é um grafo dirigido no qual cada par de vértices é conectado
por exatamente um caminho.

– O grau de um vértice é o número de arestas que são incidentes em dito
vértice.

– Uma folha de uma árvore é um vértice de grau 1.

– Um arvore trivalente é um arvore onde cada um de seus vértices tem
grau 3 ou é uma folha.

– Um grafo lagarta é uma árvore no qual removendo as folhas obtemos um
caminho.

– Uma árvore filogenética é uma árvore mais uma bijeção Φ : X → L

chamada mapa de rotulagem onde L é o conjunto de folhas da árvore e
X é um conjunto finito.

Observação: O conceito de árvore filogenética é usado em áreas como
a biologia para descrever as relações evolutivas entre várias espécies ou outras
entidades que se acredita terem uma ancestralidade comum.
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B.2
Triangulações

– Uma triangulação de um polígono é a escolha de um conjunto de
diagonais (segmentos que unem dois vértices não adjacentes) tal que não
se interceptam no interior do polígono e que o conjunto seja maximal
com essa propriedade, i.e se adicionamos qualquer diagonal ao conjunto
perdemos a condição de que as diagonais não interceptam-se no interior.

– O grafo dual de uma triangulação de um polígono é o grafo cujos vértices
são os triângulos da triangulação e dois vértices (triângulos) se conectam
com uma aresta se e só se eles compartem uma diagonal.

– Uma triangulação leque de um polígono é a triangulação resultante de
escolher um vértice no polígono e traçar as diagonais do polígono a partir
desse vértice.
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