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Resumo

Cordero Uriona, Fabiola Valeria; Galkin, Sergey; Mandini, Alessia.
Estudo comparativo dos sistemas integraveis nos espacgos
de poligonos, matrizes e fibrados. Rio de Janeiro, 2021. 107p.
Tese de Doutorado — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

O espago de poligonos de um grupo de Lie é definido como a reducao
simplética em um produto de érbitas pela acao coadjunta.

Neste trabalho comparamos alguns sistemas integraveis definidos em
espacos de modulos de poligonos, matrizes e fibrados, tais como o sistema

de Kapovich—Millson, o modelo de Gaudin e a aplicagao de Hitchin.

Palavras-chave
Espago de Poligonos; Sistemas Integraveis; Hamiltonianas de Bending;

Hamiltonianas de Hitchin; Fibrados Parabdlicos de Higgs.
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Abstract

Cordero Uriona, Fabiola Valeria; Galkin, Sergey (Advisor); Man-
dini, Alessia (Co-Advisor). A comparative study of integrable
systems on the spaces of polygons, matrices and bundles.
Rio de Janeiro, 2021. 107p. Tese de Doutorado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

The Polygon Space of a Lie group is defined as the symplectic reduction
of a product of orbits by the coadjoint action.

In this work we compare integrable systems defined on different moduli
spaces of polygons, matrices and bundles, such as Kapovich—Millson’s system,

Gaudin’s model and the Hitchin’s map.

Keywords
Polygon Space; Integral System; Bending Hamiltonian; Hitchin Hamilto-

nian; Parabolic Higgs Bundles.
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1
Introducao

Os eixos principais desta tese sao o espaco de poligonos e os sistemas
integrdaveis de uma variedade.

O interesse na andlise dos movimentos de articulagdes mecanicas (por
exemplo, [ALL1945]) consolidou o estudo dos espagos de poligonos no espago
euclidiano E? de dimensao trés. J4 que E° nao tem um sistema de coordenadas
preferido, consideramos o espago de médulos (espago quociente) para o qual
dois poligonos representam o mesmo ponto do espaco de modulos se e s6 se
eles sao congruentes, i.e. existe um movimento do espaco euclidiano que leva
um poligono ao outro. As arestas modelam as dobradigas sélidas, e assim seus
comprimentos rq, ..., r, durante o movimento nao mudam.

Inspirado por Thurston-Weeks [TW1984], Walker [W1985] estudou as
propriedades dessas variedades de poligonos de um ponto de vista topolégico.
Cada subconjunto I C {1,...,n} determina uma fungao > ,c; i — X ;¢ 75, ©
os sinais dessas fungoes determinam uma particao do espago de parametros r;
em cameras, o tipo topoldgico do espaco de poligonos esta sendo constante
dentro de uma camera. Ele conjeturou que as cameras sao essencialmente
determinadas pelos nimeros de Betti de espago de poligonos. Klyachko [K1994]
provou esse resultado calculando os niimeros de Betti dessas variedades. Ele
observou que o espago de médulos de poligonos euclidianos pode ser munido

com uma estrutura da variedade algébrica complexa projetiva

(CPY"/,,....n PGL(2, C) = Proj &P T((CPY", O(kry, . .. kry)) SO,
k

um quociente no sentido da teoria geométrica de invariantes (GIT). Usando
a teoria de Kempf-Ness o problema de GIT pode ser reformulado como uma
reducao simplética, um ponto de vista abordado nessa tese seguindo Kapovich—
Millson [KM1996].

Kapovich e Millson observaram que o espaco de modulos de poligonos
tem uma estrutura simplética natural, por ser identificado com uma reducao
simplética da a¢ado do grupo de rotagdes SO(3,R) no produto de n drbitas
coadjuntas (que correspondem aos lados do poligono, de comprimentos fixos).

Eles também notaram que os comprimentos das (n — 3) diagonais de qualquer
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Capitulo 1. Introducio 11

triangulacao de poligono estao em involugao, e podem ser considerados como
fungoes hamiltonianas de um sistema integravel. Os fluxos hamiltonianos
associados entao podem ser interpretados em termos mecanicos como as flexoes
(ou dobramentos, bending em inglés) de poligonos em torno de suas diagonais.
Os comprimentos das diagonais e os angulos diedrais formam um sistema de

coordenadas acao-angulo.

Figura 1.1: Interpretacao geométrica do fluxo hamiltoniano do sistema inte-
gravel de Kapovich—Millson

Sob esse ponto de vista, o espago de poligonos euclidianos é um caso
particular e mais simples de uma variedade simplética obtida como quociente
de um produto de érbitas coadjuntas pela acao diagonal de um grupo de Lie.

Os sistemas integrdveis em variedades simpléticas ([DKN1985, A1996,
BBT2003]), cujo estudo é motivado pelo formalismo hamiltoniano da mecé-
nica classica, se manifestam em varias areas da matematica, como Geometria
Simplética, Geometria Algébrica, Sistemas Dindmicos e Teoria de Representa-
coes.

Deste estudo surgiram diferentes sistemas integraveis definidos em varios

espacos, em diferentes épocas:

— os de Garnier [G1919] (veja [DKN1985, pg. 256-259])

— os elementos comutantes no anel do grupo simétrico, introduzidos por
Young em 1930s, Jucys [J1971, J1974] e Murphy [M1981] (veja Vershik—
Okounkov [OV2005])

— os de Gaudin [G1976, G1983], (veja [BBT2003, pg. 232-240)),

— os sistemas de Gelfand—Cetlin , introduzidos e assim denominados por

Guillemin—Sternberg [GS1983],
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Capitulo 1. Introducio 12

— os de Hitchin [H1987-2, H1987-1, HSW2013],
— os de Jeffrey—Weitsman [JW1992],

— os de Kapovich-Millson [KM1996],
Ballestreros—Corsetti-Ragnisco [BCR1996] e Karimipour [K1998],

— os de Nohara—Ueda [NU2014],
— os de Belmans-Galkin—-Mukhopadhyay [BGM2020],

Estes sistemas se relacionam, e neste estudo esclarecemos algumas dessa
rede de relagoes. Nao é tao claro como compara-los, porque sdo definidos em
contextos diferentes, mas ainda as vezes podemos ver a semelhanca entre suas
formulas e imagens. Os sistemas de Kapovich-Millson sao definidos direta-
mente nos espagos de poligonos. Em [G1976] Gaudin, usando o método de
Bethe, descreveu um sistema de elementos na algebra do grupo simétrico que
comutam entre si. Essa subalgebra induz o sistema de Gaudin, um sistema inte-
gravel para qualquer representagao do grupo simétrico, que é o caso particular
da representacao dada como poténcia tensorial de dlgebra de polindémios (ou
dlgebra envelopante) de uma &lgebra de Lie. Foi observado em [ER1996] que os
sistemas de Gaudin para sl(2) coincidem com as equagoes diferenciais de Gar-
nier [G1919]. O método de Gaudin, quando aplicado ao sistema de elementos
comutantes introduzidos por Young, Jucys e Murphy [J1971, J1974, M1981],
produz o sistema integravel descoberto independentemente (sem saber sobre a
analogia com Gaudin) por Kapovich-Millson [KM1996], Ballestreros—Corsetti—
Ragnisco [BCR1996] e Karimipour [K1998]. Os sistemas de Hitchin sao defini-
dos no espacgo de moédulos de fibrados estaveis de Higgs, uma compactificagao
parcial do espaco cotangente do espago de médulos de fibrados estaveis. Esses
sistemas generalizam para os espacos de moédulos de fibrados de Higgs mu-
nidos com estrutura parabélica no divisor de n pontos marcados. O niimero
de pontos marcados da o numero de vértices do poligono. Para uma curva
de género zero, i.e. CP!, e o fibrado trivial podemos identificar o sistema
de Hitchin com o sistema de Gaudin. Com as mesmas condig¢oes, os fibrados
parabolicos de Higgs podem ser interpretados como os espacos de poligonos,
e os sistemas/elementos de Garnier-Gaudin-Hitchin e os sistemas/elementos
de Young-Jucys—Murphy-Kapovich—Millson-Ballestreros—Corsetti-Ragnisco—
Karimpour podem ser comparados.

A generalizacdo do conceito de espago de poligonos e dos sistemas
integraveis de Kapovich-Millson pode ser feita de varias maneiras. Nesta tese

tratamos principalmente as seguintes:
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— Estendendo de posto 2 para posto maior ou outros grupos/édlgebras de

Lie,
Estendendo do real ao complexo (da redugao simplética para hiperkahler,
e de SU(2) para SL(2,C)),

Convertendo pardmetros discreto em continuos (do sistema de Kapovich—
Millson para o de Gaudin—Hitchin),

Outras diregoes da generalizagao que discutimos sao:

Do euclidiano ao esférico (ou “exponencia¢ao” do mundo aditivo de
algebras de Lie ao mundo multiplicativo de grupos de Lie), onde o espaco
de poligonos esféricos é visto como um espaco de médulos de conexdes
planas, ou o espaco de mdédulos de fibrados holomorfos de posto 2 sobre
a esfera de Riemann com n pontos marcados. Jeffrey [J1994, thm.6.6]
e Kapovich-Millson [KM1996, thm. 5] provam que esses espagos sao
simplectomorfos para a soma de comprimentos suficientemente pequena.
Nohara e Ueda em [NU2015] mostram que os sistemas de Kapovich—
Millson no espago de poligonos euclidianos sao isomorfos aos casos

particulares dos sistemas de Jeffrey—Weitsman [JW1992] nos espagos de

poligonos esféricos para comprimentos pequenos.

Figura 1.2: Descomposicao do poli-
gono correspondente ao sistema K- Figura 1.3: Descomposicdo da esfera

M

furada correspondente ao sistema J-W

— Dos sistemas escritos em coordenadas explicitas usando invariantes geo-

métricos intuitivos aos sistemas construidos analiticamente usando dege-
neragoes toricas seguindo o método de Nishinou-Nohara—Ueda. Os sis-
temas integraveis deste tipo nos espacos de poligonos foram construi-

dos e estudados em Nohara—Ueda [NU2014] no caso euclidiano e em
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Capitulo 1. Introducio 14

Belmans—Galkin-Mukhopadhyay [BGM2020] no caso esférico. Estes sis-
temas integraveis sao em geral nao isomorfos aos sistemas de Kapovich—
Millson/Jeffrey—Weitsman, mas tém as mesmas imagens. A vantagem
deles é que sao melhor adaptadas a ‘contagem” de curvas pseudoholo-

morfas.

Finalmente ha deformacgoes do comutativo ao nao comutativo, que nao

discutimos explicitamente:

— Uma generalizacao deste tipo é a construcao das chamadas algebras de
Gaudin, as subdlgebras comutativas nos produtos tensoriais das algebras

envelopantes de uma algebra de Lie.

— Outra generalizacao é a quantizagdo de Beilinson-Drinfeld do sistema de
Hitchin, na qual a algebra das fungoes no espaco cotangente é deformada
para a algebra de operadores diferenciais na base. O simbolo de operador
diferencial é uma funcao no espago cotangente, e a algebra de fungoes
polinomiais no espaco cotangente ¢ uma algebra associada graduada a

algebra filtrada dos operadores diferenciais .
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Capitulo 1. Introducio 16

O objetivo principal desta tese é provar que, se considerarmos a variedade
simplética do espaco do poligonos para o grupo de Lie SL(2, C), as hamilto-
nianas do sistema integravel de Kapovich-Millson podem ser vistas como o
limite das hamiltonianas do sistema de Hitchin quando certos parametros das
hamiltonianas associadas convergem.

Esse resultado, depois de perceber a equivaléncia dos sistemas de Gau-
din e Hitchin, é s6 uma redescoberta, a luz de Chervov—Falqui—-Rybnikov
[CFR2009, CFR2010] e Aguirre-Felder—Veselov [AFV2011]. Alexander Cher-
vov e Leonid Rybnikov nos explicaram que o limite que usamos é dual, no
sentido da dualidade de Howe (ver [C2011]), aos limites encontrados nos tra-
balhos de Vinberg [V1991, V2014] sobre o pido de Manakov [M1976] e as
subdlgebras de Mishchenko-Fomenko [MF1981]. *

A estrutura da tese é a seguinte.

Nos capitulos 2 a 4 revisamos os conceitos e resultados para a compre-
ensao efetiva do material.

O capitulo 2 cobre os conhecimentos algébricos usados em geometria
simplética, tais como grupo e algebra de Lie , algebra de Poisson , algebra
associativa envelopante , graduagoes e filtracoes, e a estrutura de algebra de
Poisson na algebra associada graduada de uma algebra quase comutativa ,
tal como algebra de operadores diferenciais ou algebra envelopante. Também
introduzimos o conceito de anel de grupo , usado no método de Gaudin.

O capitulo 3 contém as defini¢bes e construgoes basicas da geometria
simplética: variedades simpléticas , sistemas integraveis e pares de Lax , agoes
hamiltonianas e mapa momento , redugao simplética e reducao em etapas, e a
forma de Kirillov— Kostant—Souriau nas érbitas coadjuntas.

No capitulo 4 chegamos aos espacos de poligonos, e o trabalho de Ka-
povich e Millson em [KM1996]. Damos algumas caracterizagoes equivalentes:
como reducgao simplética de Hausmann—Knutson do grassmanniano de planos
na segao 4.1.2 ou como variedade de representagoes de uma aljava (quiver) na
secao 4.2. Também em secao 4.3 definimos um espago de médulos X (r) dos
chamados hiperpoligonos, um analogo hiperkéhler do espaco de modulos de
poligonos, construido usando a redugao hiperkéhler.

No capitulo 5 descrevemos as orbitas coadjuntas (e, portanto, o espaco
de poligonos) no caso do grupo de Lie SL(n, C), para n > 2.

No capitulo 6 estendemos por analogia o sistema integravel de Kapovich—
Millson do caso da algebra de Lie su(2) para sl(2, C). Escrevemos as fungoes de

forma invariante, para obter o sistema (incompleto) das fungoes em involugao

Veja o recente trabalho de Vinberg—Yakimenko [VY2019] para a perspectiva de integra-
bilidade completa para subvariedades invariantes na representacao coadjunta.
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nos espagos de poligonos de outras algebras de Lie, como sl(n). Em proposi-
¢ao 6.1(item 2) calculamos o colchete de Poisson para os geradores quadraticos
de algebra de func¢oes polinomiais no espago de poligonos. O calculo implica
a integrabilidade do sistema de Kapovich—Millson. O resultado pode ser ob-
tido da computagao dos fluxos para um sistema associado a uma triangulagao
de um quadrangulo, e naturalmente nos aproxima a definicao de algebra de
Kohno-Drinfeld em segao 8.1.

No capitulo 7 mostramos a compatibilidade entre o sistema de Kapovich—
Millson associado com a algebra complexa sl(2,C) = s0(3,C) e as suas
formas reais, um sistema original associado a su(2) = so(3,R) e outro a
sl(2,R) =s0(2,1;R).

No capitulo 8 introduzimos o método de Gaudin de construgao dos
sistemas integraveis e o proprio modelo de Gaudin. O resultado do calculo dos
colchetes de Poisson entre os produtos escalares que obtemos em capitulo 6 tem
exatamente a mesma forma que os comutadores entre transposi¢bes no anel
do grupo simétrico. A algebra de Kohno—Drinfeld é definida para capturar
essas relagoes. Mostramos que o sistema de Kapovich—Millson pode ser obtido
pelo método de Gaudin a partir de um sistema de elementos comutantes em
C|[S,] chamados elementos de Young-Jucys-Murphy. Também introduzimos
os elementos de Gaudin, parametrizados por n-uplas de ntimeros complexos
distintos, e finalmente o modelo de Gaudin.

No capitulo 9 introduzimos as hamiltonianas do sistema integravel de
Hitchin e reinterpretamos o modelo de Gaudin como sendo o sistema integravel
de Hitchin no espago de moédulos de fibrados parabdlicos de Higgs sobre a esfera
de Riemann CP?! com n pontos parabdlicos.

Em secao 9.3 explicamos o isomorfismo de Godinho-Mandini entre uma
parte H () do espago de mddulos de fibrados parabdlicos de Higgs e um espago
X (r) de médulos de hiperpoligonos , e 0 empregamos para reescrever o sistema
de Hitchin em termos de hiperpoligonos.

No capitulo 10 seguimos a demonstracdo de Haussmann-Knutson de
que o sistema de Kapovich—Millson é uma reducao simplética do sistema de
Gelfand—Cetlin introduzido por Guillemin e Sternberg. Mais recentemente,
Nohara-Ueda generalizaram o sistema de Gelfand-Cetlin para outras trian-
gulagoes de poligonos e estenderam o resultado de Haussmann—Knutson.

No capitulo 11 discutimos o método de Nishinou-Nohara—Ueda para
construir sistemas integraveis a partir de degeneracoes toricas, usado
por Nishinou—Nohara—Ueda, Nohara—Ueda e Belmans—Galkin—-Mukhopadhyay
para construir os novos sistemas com as mesmas imagens que os sistemas de

Gelfand—Cetlin , Kapovich—Millson e Jeffrey—Weitsman , mas que sao mais
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convenientes para o estudo da simetria de espelho, como no calculo do poten-
cial de Floer/Ginzburg-Landau.

No capitulo 12 provamos o objetivo principal da tese: o sistema das
fungoes de Kapovich—Millson pode ser obtido como o limite do sistema
das funcoes de Garnier-Gaudin-Hitchin quando os pontos na reta CP! se
aproximam de uma maneira especial.

No apéndice A construimos as bases ortonormais para a forma de Killing
na sl(n), conhecidas em literatura fisica como as matrizes generalizadas de Gell-
mann, e, escrevendo nessas bases, identificamos os sistemas de Young—Jucys—
Murphy-Kapovich-Millson-Ballestreros—Corsetti-Ragnisco-Karimpour.

No apéndice B damos as defini¢oes dos conceitos relacionados a grafos e
triangulacoes mencionados ao longo da tese.

Esses sdo os novos resultados e demonstracoes obtidos na tese.

— No capitulo 6 estendemos, por analogia, a descricao dos fluxos hamilto-
nianos peridédicos do sistema integravel de Kapovich — Millson do caso
da dlgebra de Lie su(2) para s((2, C).

— No capitulo 7 provamos a compatibilidade entre trés sistemas: o sistema
Kapovich-Millson, associado a algebra complexa sl(2,C), o sistema

original associado a su(2), e aquele associado a sl(2,R).

— No capitulo 12 mostramos que as hamiltonianas do sistema de Kapovich—
Millson sao o limite de combinacoes lineares explicitas das hamiltonianas
do sistema de Hitchin quando certos parametros dessas hamiltonianas

convergem. A prova é feita em duas etapas:

— Na primeira, ainda nao conhecemos a forma da combinacao linear
da convergéncia de interesse. Para estudar o caso de pentagonos,
usamos a geometria algébrica classica da superficie de del Pezzo de
grau 5 (identificada com o espago de médulos de Deligne-Mumford
My 5) na Grassmanniana Gr(2,5) para identificar o fechamento
do locus de Gaudin com a secao linear gerada pelos pontos de
Kapovich-Millson. Trivializando a restricio do fibrado universal
para um conjunto afim passando por um dos pontos de Kapovich—
Millson, escrevemos as hamiltonianas de Kapovich—Millson como
valores em 0 de combinagoes lineares explicitas de hamiltonianas de
Hitchin com coeficientes dependendo dos parametros.

— Com base na resposta que obtivemos para os pentagonos na pri-
meira etapa, escrevemos uma resposta diretamente sem calculos

para a triangulacao simétrica do hexagono, e posteriormente adi-


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521407/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521407/CA

Capitulo 1. Introducio 19

vinhamos uma combinacao linear explicita que dé as hamiltonianas

de Kapovich-Millson para toda triangulacao do tipo leque.

Obtivemos este resultado de forma independente, antes de encontrar
os trabalhos de Chervov—Falqui-Rybnikov e Aguirre-Felder—Veselov, e
perceber que nosso resultado corresponde a um caso particular desses
trabalhos, mas com as féormulas explicitas e diferentes. Abaixo listamos

algumas diferencas nas demonstragoes:

— Nossa prova é mais elementar e da funcoes explicitas c¢;(t) e x;(t)
tais que, para cada k, a soma Y. ¢, (t)H;(z;(t)) é regular em t = 0
e seu valor é igual as hamiltonianas de Kapovich—Millson f.

— Aguirre-Felder—Veselov calculam o fechamento de Zariski na Gras-
smanniana da imagem dos sistemas de Gaudin trabalhando com
coordenadas especiais em cartas afins no espaco de moédulos de
Deligne-Mumford, enquanto nés calculamos o limite usando as co-
ordenadas de Pliicker, e explicitamente obtemos algumas curvas no

espago de configuragao para calcular o limite.

Os resultados da tese e os de [CFR2009, CFR2010, AFV2011] sugiram

que os limites podem ser escritas pelas féormulas explicitas do tipo

fi(e) = lim Z ck(e)Hy(x),

onde e é uma aresta de arvore, cx(e) sao fungoes explicitas de x parametrizadas
pelas arestas, fr(e) sao variagoes das fungoes de Kapovich-Millson e Hy sao
fungoes de Gaudin. Na secao 12.5 discutimos algumas ideias como combinar
todos os métodos com as ideias novas para dar as expressoes naturais e

explicitas para os coeficientes cg(e).
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Preliminares algébricos

Neste capitulo, sao apresentados os conhecimentos algébricos necessarios
para o desenvolvimento da tese. Na secao 2.1 discutimos algebras associativas,
de grupo, polinomiais, tensoriais, de Lie e de Poisson. Na secao 2.2 discutimos

os grupos de Lie e suas acoes.

2.1
Algebras

Fungoes sao elementos das dlgebras de fungoes, e sistemas integraveis sao
dados por fungoes em involucdo, Veremos que as vezes é mais conveniente
primeiro construir alguma subélgebra abeliana abstrata em uma algebra (de
Lie ou associativa ndo comutativa, como a dlgebra de operadores diferenciais)
e depois obter um sistema integravel geométrico como sendo a imagem dessa
subalgebra por um homomorfismo.

Denotamos pela letra K um corpo. Na maioria das vezes, K = C ou R, os
complexos ou os reais, mas as vezes é um corpo nao arquimediano ou funcional
como os corpos K'((t)) das séries de Laurent ou K'(t) das fungoes racionais
sobre um outro corpo K.

Uma dlgebra é um espaco vetorial munido de uma operagao bilinear.

Consideramos duas classes principais de algebras: as associativas e as de
Lie. Também consideramos algebras de Poisson munidas com as duas operagoes
binérias.

Uma filtracao I da algebra B é uma colecao de subespacos
F°BC F'BCF’BC...

tais que a operacao bindria restrita a F'B x F’B toma valores em F B,

Exemplo 2.1. A filtracao pelo grau no espago Dy dos operadores diferenciais

numa variedade M com operacao composicao dos operadores.

Uma graduac¢do G na algebra B é uma decomposicao

B=G'BaG'BaG*Ba® ...
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tal que a operacdo bindria restrita a G'B x G’ B toma valores em G/ B.
Observacao: Se G'B x G/B tem imagem em G+¢B. dizemos que
a operacao ¢ graduada de grau d. No mesmo espago graduado podemos
considerar duas operagoes de graus diferentes.
A graduacdo G em B induz uma filtracdo F*B := G°B @ ...G*B. No
outro sentido, dada uma algebra B com filtracdo F', podemos associar uma
dlgebra associada graduada GrpB, onde GriB := FFB/F* B sio espacos

quocientes.

Exemplo 2.2. A dlgebra graduada associada a dlgebra de operadores diferen-
ciais Dy (do exemplo 2.1) é a dlgebra das fungoes no espago total T*M do
fibrado cotangente que sao polinomiais na direcio das fibras, graduada pelo

grau de polinomio.

Dizemos que dois elementos a,b comutam se a -b = b-a. Uma algebra é
chamada comutativa se todos seus elementos comutam.

Uma algebra A com uma operacao a,b > a - b é chamada associativa se
(a-b)-c=a-(b-c) para todos seus elementos a, b, c. Normalmente ndao usamos
simbolo nenhum para as algebras associativas e escrevemos ab e abc em vez de

a-bou(a-b)-c.

Exemplo 2.3. Seja G um grupo finito. A dlgebra (associativa) K[G] de um
grupo G (ou o anel do grupo) é o espago vetorial sobre K com a base indezada
pelos elementos de g € G e o produto induzido pelo produto no G: para duas

funcoes a,b : G — K,

(X alg)g) - (X b(h)h) = 3 alg)b(h)gh.

g,heG

Denotamos por C|[S,| a dlgebra do grupo simétrico S, , que é uma dlgebra

associativa nao comutativa (para n > 2) de dimensao n!.

Exemplo 2.4 (Algebras livres). Para um espago vetorial V', a dlgebra tensorial
T(V) (resp. simétrica S(V')) € a dlgebra graduada T(V) = @p>oVE" (resp.
S(V) = ®p>05"V) onde V" =V @V ®---®V é o produto tensorial de V
consigo mesmo n vezes, e SV = (V&) ¢ o subespago de tensores simétricos
(invariantes com respeito ao grupo simétrico S, ), e a operagio € induzida pelo
produto tensorial (ou sua simetrizacdo).

As duas dlgebras sdo associativas e graduadas (por n). Mais, S(V) €
comutativa.

Se V' tem dimensdo finita, a dlgebra simétrica S(V') pode ser interpre-

tada como o anel de polindmios K[V*] , no espago dual. As vezes T(V) é

interpretada como o anel de “polinomios nao comutativos”.
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A dlgebra T(V') (resp. S(V)) € a dlgebra associativa minima (resp.
associativa e comutativa) sobre K que contém V. O minimo € no sentido que,
para cada fungdo linear f : V. — A onde A é uma K-dlgebra associativa
(resp. associativa e comutativa), ezriste um dnico homomorfismo de dlgebras
f:T(V) = A (resp. f:S(V) = A) tal que f = foi ondei:V — T(V)
(resp. i :V — S(V)) € a inclusao.

A &lgebra g com uma operagao a,b — [a,b] antissimétrica (i.e. [a,b] =

—|[b,a]) é chamada uma dlgebra de Lie se a identidade de Jacobi
[[a,0],c] +[[b, ], a] + [[c,a],b] =0

se cumpre para todos seus elementos. Denotar a operagao nas algebras de
Lie por colchetes [,] e {,}. Algebras de Lie por sua vez sio denotadas por
letras como g, b, ¢, s, t, 5[, su, s0,u. Todas as dlgebras de Lie que consideramos
tem dimensao finita, exceto as algebras de Kohno-Drinfeld t,, que tém as
dimensoes de suas componentes graduadas finitas.

Um morfismo f : B — B’ entre duas algebras é uma transformacao linear
que respeita as operagoes bilineares: f(by - by) = f(b1) - f(be) para algebras
associativas e f([by,ba]) = [f(b1), f(b2)] para dlgebras de Lie.

Associamos a algebra associativa A uma algebra de Lie lieA dada pelo
mesmo espaco vetorial, munida com a operacao de comutador induzida pelo

produto associativo
la,b] :== ab — ba.

Chamamos A uma dlgebra envelopante de lieA. Qualquer morfismo de algebras
associativas f : A — A’ induz um morfismo de algebras de Lie, pois suas

transformacoes lineares coincidem.

Exemplo 2.5. Seja V' um espago vetorial e End(V') a dlgebra das transfor-
magoes lineares de V' com a operagao de composi¢io (se dimV = n, End(V)
¢ a dlgebra de matrizes Mat,x,). Entao End(V) € uma dlgebra associativa, e
gl(V) :=lieEnd(V') € uma dlgebra de Lie (se dimV = n também a denotamos
como gl(n)).

Uma representacio de uma algebra de Lie g é um morfismo g — gl(g)
no qual, no lado direito, consideramos g somente como espago vetorial.
Exemplo 2.6. Para uma dlgebra de Lie g, definimos a representacao adjunta
ad : g — gl(g) por

ad, : b+ [a,b]

para a,b € g. O fato que ela € representagdo da dlgebra de Lie é equivalente a

identidade de Jacobi. Lembre que no caso de matrizes [a,b] = ab — ba.
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Uma forma simétrica bilinear B : a,b +— B(a,b) é invariante se
B(ab, c) = B(a, bc)
para algebras associativas ou
B([a,b], ) = B(a, [, ¢])

para algebras de Lie.

Proposicao 2.7. Se B é uma forma simétrica bilinear invariante para uma

dlgebra associativa A, ela também € invariante para a sua dlgebra de Lie lie A.

Demonstrag¢io. B(|a,b],c) = B(a-b,c) — B(b-a,c), B(a-b,¢c) = B(a,b-c),
B(b-a,c) = B(c¢,b-a) = B(c-b,a) = B(a,cb), B(a, [b,c|]) = B(a,b-c)—B(a,cb),
logo B([a,b],c) = B(a, b, c]). O

Pelo teorema de Ado [A1947], uma algebra de Lie g de dimensdo finita
tem uma representagao efetiva de dimensao finita, i.e. ela é isomorfa a uma

subdlgebra na algebra de matrizes gl(V') ~ gl(N).

Exemplo 2.8. A forma bilinear (A, B) — Tr(A - B) é simétrica e invariante
para a dlgebra associativa End(V') e para a dlgebra de Lie gl(V') i.e. para todas

as matrizes A, B,C' € M, y,(K) temos que

Tr((A- B)-C) = Te(A - (B - CO))

Tr(A - [B,C]) = Tr(|A, B] - O).

Demonstrag¢io. Lembremos que Tr(AB) = Tr(BA) é a principal caracteristica
do trago, entdao a forma é simétrica. Primeira igualdade segue da associativi-

dade de produto, segunda da proposicao 2.7. O

Corolario 2.9. Para qualquer representacio p : g — gl(V) de uma dlgebra de
Lie g num espago vetorial V' de dimensdo finita, a forma bilinear Tr(p(a)op(b))

em g € invariante.

A forma bilinear
(a,b) := Tr(ad, o ady)

é a forma de Killing da algebra de Lie.
Uma algebra de Lie é semisimples se sua forma de Killing ¢ nao degene-

rada.
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Consequentemente, se a algebra de Lie g é simples (nao tem ideais de Lie),
todas as formas bilineares invariantes em g sao proporcionais uma a outra e
proporcionais a forma de Killing.

A dlgebra envelopante universal U(g) de uma &lgebra de Lie g é o
quociente da algebra tensorial T'(g) mddulo o ideal gerado pelas expressoes
r®y—y®x— |z,y] para todo z,y € g. Nessa expressao, elementos = ® y
e y ®x tém grau 2, mas [x,y] é considerado como um elemento de grau 1
correspondente ao elemento obtido usando a operagao [,]| em g.

Vale a seguinte propriedade universal: para qualquer algebra associativa
A, os morfismos de dlgebras de Lie de g — lie A estao em bijecao canénica com
os morfismos de algebras associativas U(g) — A.

A filtragao de T'(g) induz uma filtragdo em U(g): K = Upg C Uhg C ---
tal que U;g - U;g C Ui;8. Aqui U;g é o espago vetorial gerado por todos os
mondmios de grau < j formado por elementos de g. Além disso, gr(ig) :=
@i (U;g/Ui_19).

Uma dlgebra de Poisson é um espaco vetorial munido de uma estrutura
de algebra associativa comutativa com operacao - e uma estrutura de algebra
de Lie com operacao {, } que é uma derivagao em cada um de seus argumentos
i.e. {ab,c} = a{b,c} + b{a,c}.

Uma algebra associativa filtrada (A, F') é quase-comutativa se a algebra

graduada associada grp(A) é comutativa.

Proposicao 2.10. Se A ¢ uma dlgebra associativa quase-comutativa, podemos
munir gr(A) de uma estrutura de dlgebra de Poisson: se & € F'A e b €
FIA sio representantes de dois elementos de a € gri(A) e b € grin(A),
respectivamente, definimos {a,b} := [a,b] € gr'a’ "' (A), onde usamos a quase-
comutatividade para ver que [(z,l;] esta em uma filtracao menor que no caso

geral.

Exemplo 2.11. A dlgebra associativa Dy de operadores diferenciais sobre
uma variedade M é quase-comutativa, com dlgebra graduada associada igual a
dalgebra das fungoes polinomiais no espaco cotangente T*M . Logo essa dlgebra
associativa comutativa tem uma estrutura natural de dalgebra de Poisson. No
sequinte capitulo vemos que T*M ¢é um exemplo basico de variedade simplética,
e a dlgebra das fungoes de qualquer variedade simplética tem uma estrutura de
algebra de Poisson. Estes dois modos de construir um colchete de Poisson sao

equivalentes.

A élgebra envelopante universal U(g) pode ser interpretada como uma
subélgebra da édlgebra Dy de operadores diferenciais (no grupo de Lie), feita

dos operadores invariantes a esquerda.
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Com isso em mente, enunciamos o seguinte resultado cuja prova pode ser
encontrada em [D1996, pg, 77] ou [CG2010, pg. 36]:

Teorema 2.12 (Isomorfismo de Poincaré-Birkhoff-Witt). As dlgebras grid(g)
e S(g) = Clg*| sao isomorfas. Em particular, a dlgebra envelopante U(g) €
quase comutativa. A dlgebra polinomial S(g) = Clg*| tem estrutura de dlgebra

de Poisson com o colchete dado por

{fih}:a— (a, [dof, dah]),

onde f,h € Clg*] sao polinomios em g* e d, é a diferencial de de Rham no

ponto o € g*.

2.2
Grupos de Lie e as suas acoes

Para esta segao usamos como referéncia o livro [C2008].

2.2.1
Grupos de Lie

Definicao 2.13. Um grupo de Lie é uma variedade diferenciavel G dotada de

uma estrutura de grupo, para as quais as operacoes

GxG —(G

(a,b) +——a-b,

G —d

a ——a

sao diferencidveis.

Definicao 2.14. Uma agdo de um grupo de Lie G sobre uma variedade

diferenciavel M é um homomorfismo de grupos

Vi G — Dif(M)

g 1.
A agio i € diferencidvel se a fungdo avaliagao de v, evy, definida por

evy: MxG — M

(m,g) == 1hy(m)
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¢ diferenciavel.

Definicao 2.15 (Orbitas e estabilizadores). Seja ¥ uma agao de G numa
variedade M. Para cada x € M definimos

~ a érbita de z, O, :={y € M :y =1,(x) para algum g € G},
— o estabilizador de z, G, = {g € G : ¢Yy4(x) = z}.

2.2.2
Orbitas adjuntas e coadjuntas

Seja G grupo de Lie. Dado A € G, definimos

Ch: G —G
B +—— ABA™!
e a acao conjugada G O G-
GxG —G

(A,B) —— Ca(B)

Para um grupo de Lie G, a dlgebra linear de G (ou a dlgebra de Lie do
grupo G) é g = lieG := T,G, um espago vetorial munido de operagao binaria
obtida como um limite de comutadores de fluxos (colchete de Lie dos campos
vetoriais).

Diferenciando C'4, obtemos

Ady = (dCa)e: T.G~g — T.G~g
B — Ada(B) := (dCa)e(B)

e a acao adjunta G O g

Gxg —g
(A,B) = Ada(B)

Por outro lado, para o espago vetorial dual g* de funcionais lineares em g,

definimos

Ady: g8 — ¢

e — Ad(e),
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onde (Ad* (), X) = (g, Ady-1 (X)) para todo X € g. A agdo coadjunta G O g*

é

Gxg" —g"
(Ae) +— Ad(e)

— ABA7Y.

o Ald+tB)AT — AATL
d[dCA(ﬁ) = lim ( ﬂ)

t—0 t
Assim, se f € g, a 6rbita de (3, denotada por O(5), é dada por
OB) ={ApA~'1: AeG}.
Um grupo de Lie é chamado semisimples se a sua algebra de Lie é

semisimples. Neste caso se G tem dimensao finita, a aplicagao

T: g — ¢
A — (BHTr(adAoadB))

é um isomorfismo.
Dado ¢ € g*, definimos Y. como o tnico elemento de g tal que T'(Yz) = ¢.
Entao
(Adpe, B) = (e, Ada1f5)
= (AdaY:, B),VB € g.
A segunda igualdade vem do fato que Ad ¢é G-invariante, i.e.
(Ada(B), Ad (7)) = (B,~) para todo 3,7 € g. Portanto Ad%(e) = Ada(Y:) e

O(Y.) = 0(e). (2-1)

Aqui O*(¢g) ¢ a érbita coadjunta de € € g.
Assim, no caso de grupos semisimples, para estudar (ou classificar)

orbitas coadjuntas, basta estudar as érbitas adjuntas.
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Preliminares simpléticos

Neste capitulo, sao apresentados as nocoes e resultados gerais de geome-

tria simplética necessarios para o desenvolvimento da tese.

3.1
Variedades simpléticas

Uma forma simplética w ([A2004, pg. 46]) sobre uma variedade diferen-
ciavel M é uma 2-forma diferencial fechada e nao degenerada, i.e, dw = 0, e
para cada p € M, w é nao degenerada em T,M (se w,(X,Y) =0, VY € T,M
entdo X = 0).

Chamamos variedade simplética ao par (M,w) de uma variedade dife-

renciavel M e uma forma simplética w sobre M.

Exemplo 3.1. (Estrutura simplética para o fibrado cotangente) Seja QQ uma

variedade diferencidvel e M :=T*Q seu fibrado cotangente. Usamos a projecdo

™ M —Q

(x,p) >z,

para definir a 1-forma o € QY (M) dada por

Oé(*rvp) (X(zvp)) = p(dﬂ-(zvp)X(mvp))7 (3_1>

para cada (x,p) € M e X(zp) € TopM, que estd bem definida pois p € Ty M
e dmpp)(X@p) € TQ. A forma simplética canonica para T*M ¢é definida

por w := —da. Claramente « € fechada. Para verificar que nao € degenerada,
escrevemos « em coordenadas locais. Sejam (x1,...,x,) coordenadas locais
para Q € (x1,...,%n,P1,-..,Pn) coordenadas locais para T*Q). Entdo

0 0
d(r,p) %kwm) :&Ei!x

0
d(z.p) <api!<m,p>> =0.
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Da equagao (3-1):

0 0
X(z,p) (8 . m)) ij Pin 1 0] (o) = Di
i|(z,p
e
0 0
Q(z,p) <8p- ) ijd:cj Opilom) =0,
i|(z,p)
e entao Oy = Z?lejdxj. Assim, w = da = Y1, dx; A dp;, que € nao
degenerada.

Sejam (M, wy) e (Ms,wy) duas variedades simpléticas. Uma funcao
f : My — M, é chamada difeomorfismo simplético ou simpletomorfismo
([GS1984, pg. 34]) se f é um difeomorfismo e f*wy = wy.

Um sistema hamiltoniano é uma tripla (M,w, H) composta de uma
variedade simplética (M, w) e uma funcao H € C*°(M), a fung¢ao hamiltoniana

de M. O campo vetorial X, para o qual
dH() = w(XHv')v (3—2)

é o campo hamiltoniano associado a H.
Dada uma variedade simplética (M, w), o colchete de Poisson é{f,g} =

w(Xy, X,), para funcoes hamiltonianas f e g de M.

Exemplo 3.2. A esfera S? € variedade simplética com a forma drea dada por
dONdh (em coordenadas cilindricas (6, h)). A altura h : S* — R € hamiltoniana

com campo hamiltoniano X; = % POiLS i%dﬁ A dh = dh.

Teorema 3.3 (Darboux). Se (M,w) é uma variedade simplética de dimensao
2n ep € M. Entao existe um sistema de coordenadas (U, p1,...,Pn, q1y- -, qn)

centrado em p no qual w = >, dp; \ dg.

3.1.1
Sistemas integraveis

Uma variedade simplética M de dimensao 2n tem um sistema integrdvel
([A1978, pg. 271]) se existem n fungoes independentes fi,..., f, : M — R em
involucdo, i.e. {fi, fj} = 0. Se (M, J,w) é uma variedade simplética holomérfa ,
as f;’s sao fungdes com valores em C holomorfas sobre um subconjunto aberto

denso ou sobre seu recobrimento.
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3.1.2
Pares de Lax

A referéncia para esta subsecao ¢ [BBT2003]. A maioria dos sistemas
integraveis explicitos considerados nesta tese cabem no formalismo de Lax.
Por exemplo, a integrabilidade do sistema de Hitchin é mais facil de ver no
formalismo de Lax. Para o sistema de Gelfand—Cetlin no formalismo de Lax,
veja [CL2021].

Dada uma variedade simplética (M,w) , um par de Laz é dado por duas
funcoes

L,P:(M,w) — M. = EndR") =gl(r,R),
onde L é a matriz de Laz e P a matriz auziliar , com r > 0. Aqui gl(r,R) é
algebra de Lie com [A, B] = AB — BA.

Observagao: Seja (M,w) uma variedade simplética de dimensao 2n.
Localmente (M,w) = (R*", 37 dg; A dp;), pelo teorema de Darboux 3.3.

onn 0 _ aHa> e a equagao (3-2) é

equivalente ao sistema de equagoes de Hamilton :

_ n
Nessas coordenadas, Xy = Ziﬂ(

dg; _ OH
dt — Op
e of 3)
= — <1<
o aqi para <71<n

Um sistema hamiltoniano (M,w, H) admite um par de Laz se o sistema

de equagbes de Hamilton (3-3) é equivalente a equagdo de Lax

dL
— 4L, Pl=
dt+[’ J=0,

onde L, P sao um par de Lax.

Exemplo 3.4 (Oscilador Harmonico). Consideremos o sistema hamiltoniano
1
(R?,dq A dp,H), onde H(p,q) = =(p* + w?q*). Seja Xy tal que dH(-) =

2
0 0
d dp( Xy, -). Xg=a— +b—
gNdp(Xpy,-). Se Xy a8q+ '

OH OH

dg Ndp(Xy,-) = (ququ(Tpdp
o 0 \
dq/\dp(aa—q+ba—p,-) = w?qdqg + pdp

adp — bdg = pdp + wqdq.

o, 0

Assima=1peb=—w?q e Xy =p=— — w?qg—.
dq Ip
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As fungoes
L,P: (R*dqAdp) — gl(2,R),

wq —p 2\w 0
Lazx para (R? dq A dp, H). De fato,

1[0 —
definidas por L(q,p) = (p wq) e P(q,p) = = ( w) sdo um par de

dp  dg
dL o W 1 w?q  —wp —w?q wp
1 + [L7 P] - dé t + Y 2 - 2
dt wCTZZ _iz 2 |\ —wp —w¥g wp  wq
d£ w7q 2 ’
w —w
K T 219
dg;
dL 0 0 — =D
e entdo T L, P] = ( ) se e sd se dp: dt
¢ 0 0 L= —w?q para 1<i<n

dt

A solucao da equacao de Lax

{dL+[L,P]o

dt
L(0) = Lo

tem a forma L(t) = g(t)Log(t)™"', onde g : (—¢,¢) — GL(r,R) é determinada

pelo problema de valor inicial

{ﬁmmw
9(0)=1

De fato, para L(t) = g(t)Log(t) ™},

dL dg dgt
— = —=L -1 L
7 gllt 0g(t)™" + g(t) Lo dtd By
g -1 g’
= —g(t)""L(t L(t)g(t
g0 L) + L)) ™

d
e usando o fato que g(t)g(t)~! =1 (e entdo —gg(t)_l +g(t) = 0) obtemos

dt

AL dg dg

=gy L) - L) et = [P L]

_ 9

onde P(t) = 7

g(t)~! com ¢(0) = 1.
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3.1.2.0
Importancia dos pares de Lax

Seja (L, P) um par de Lax para um sistema hamiltoniano (M,w, H)
e uma fungao F : gl(r,R) — R invariante pela agdo adjunta, F'(¢Xg!) =
F(X)paracadag € GL(r,R)e X € gl(r,R). Compondo [ := FoL € C*(M),

obtemos
I(t) = F(L(t)) = F(g(t)Log(t)™') = F(Lg) = constante.

Entao
{H,I} =w(Xyg,X;) =dI(Xy) =0. (3-4)
Usamos pares de Lax para obter fungoes candidatas para compor um
sistema integravel (elas ndo determinam um sistema integravel, uma vez que
nao temos controle sobre o nimero de tais fungoes): se L é diagonalizével,
L =UDU ! onde D = diag(\i,...,\) e (L,P): (M,w) — gl(r,R) sdo um
par de Lax.
Da equagao (3-4), as fungdes autovalores de L sdo quantidades conserva-
das por H, i.e. {H,\} =0, para cada k = 1,...7. O polindmio caracteristico

de L é determinado por fung¢oes polinomiais da forma

L — Tr(L"),

onde i =1,...,r, pois

det(tId, — L) =Y a;(L)¥,

j=1

com

Tr(L) j—1 0

(1) | Tx(L?)  Tr(L) j—2
ak—j - j[ : : . . ’

Tr(L7) Tv(L’') Te(L772) --- Tr(L)
para cada 7 =0,...,7.
3.2

De grupos de Lie para a geometria simplética

Seja O, a orbita da agdo coadjunta G O g* para u € g* fixo. Existe uma

2-forma w G-invariante fechada tal que

wy(adyv, adyv) = (v, [A, B]),
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para todo v € O,, A, B € g, onde ad* é a representagao da algebra de
Lie g em g* induzida pela representagao coadjunta do grupo de Lie G, i.e.,
(ad’yu, B) := (u,—adaB) = (u,[A, B]), para A, B € g, u € g*. A forma é
a 2-forma de Kirillov—Kostant-Souriau (ou simplesmente KKS). Ela pode ser
definida no espaco todo g* e é fechada, normalmente degenerada, mas as suas
restricoes nas érbitas nao sao degeneradas.

Observagao: As duas estruturas de algebra de Poisson no anel de
polindémios K[g*] coincidem: uma é definida usando a proposigao 2.10, a outra

usando secao 3.1 aplicada a forma simplética de KKS.

Exemplo 3.5. Aqui denotamos por {(-,")gua 0 produto interno que vem da
norma euclidiana e o produto vetorial por x em R3. Para o grupo de Lie

SO(3,R), temos o sequinte isomorfismo linear entre espagos vetoriais:

R3 — 50(3,R)
0 -z
p=(v,y,2) — A, =] 2 0 -z
-y x 0

Desta identificagio de espacos, obtemos a identificagio dos produtos
[A,, A, = A,xq e das formas bilineares (-,-)kining = () Buc. Assim
wa, (ady, Ap, ady Ap) = (Ap, [Ag, As]) kitling = (Aps Agxs) Kitting = (P, 4 X 8) Buct
onde {, ) riing € a forma de Killing para SO(3,R). Cada esfera S*(r) em R? é
uma variedade simplética com forma drea dada por rdh N df em coordenadas

polares .

3.2.1
Mapa momento

Uma acao ¢ do grupo de Lie G sobre uma variedade simplética M é

hamiltoniana se existe uma funcao
w:M— g
que satisfaz as seguintes condigoes.

1. Seja X € g. Defina

— a componente de g em X, X : M — R, p— (u(p), X).
— o campo vetorial X* sobre M gerado pelo subgrupo a um paradmetro
{exptX :t € R C G}.

Entdo du® = iy:w, onde iysw(-) = w(X¥, ).
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2. potpy = Adj o p para todo g € G.
A funcao p é o mapa momento.

Exemplo 3.6. Consideremos a variedade simplética (C”,% Gdzp N dz;)

e a agio U(l) O C*, ¥ . (2,...,2,) = (e¥2,...,€e"%2,). A dlgebra de
8

A ‘ (Z14eeey2n)
21y 2m) = Lio(€2, .. €)= (iaz, . .. iaz,), ou, em

Lie de U(1) € isomorfa a dlgebra iR. Para a € iR, vemos que a
iat

d

$|t:0€

coordenadas complexas, a* = > iaq% — iaéj%. Assim,
J J

igw = w(a )
% >y dzi A dz;(at, )
= 3 Z}l:l tazjdz; + 1az;dz;
= —§ 2 Zdzy + zdz;
= d(-¢30 |5?).

_lsym

’ _ 2
Concluimos que p(21, ..., zn) = —5 20—y |25]° + constante.

Exemplo 3.7. Como no exemplo anterior, tomamos (C”,% Gidzy A dz;)

mas agora consideramos a a¢ao T™ O C" dada por
i0 i0 i0 i0
(et ) (21, 2) = (€702, .., €7 2y).

Analogamente as contas feitas no exemplo anterior, o mapa momento é dado

por w(z1,.. ., z,) = —3 (|1]%, ..., |22]) + constante.

Teorema 3.8. O mapa momento para a acao coadjunta é a identidade.

Demonstra¢io. Para X € g*, denotamos por O*(X) sua orbita coadjunta.
Entao o mapa momento associado é p: O*(X) — g* tal que
(d(2),Y) = d(u(2),Y) = iyizw([X, Z],")
= iyizw(XHZ), )
= w(Y*Z X'2)
= (Z,-[X)Y])
= (-[£,X]Y),
onde w é a 2-forma simplética de Kirillov-Kostant—Souriau. Assim
du(2) = —|2,X) = [X. 2] e du(2) = XH(Z) e p(Z) = Z.
m
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3.2.2
Reducao simplética

Nesta subsecao enunciamos um resultado que obtém uma nova variedade
simplética a partir de uma variedade simplética dotada de uma agao de um

grupo de Lie e um mapa momento que cumpre certas propriedades.

Teorema 3.9 (Reducdo simplética, Marsden—Weinstein [MW1974]). Seja
(M,w) uma variedade simplética com uma agio hamiltoniana de um grupo
de Lie G e mapa momento u : M — g*. Se ¢ € wvalor reqular de p com
estabilizador G. da agdo coadjunta G O g*, que age livremente em p~'(e).
Entao o espaco pt(e)/G. é uma variedade simplética cuja forma simplética
w. satisfaz i*w = T'w., onde ™ : pul(e) = M,eq € 0 mapa quociente e
i:p Y0) = M € a inclusdo.

Denotamos essa variedade por M,..q = M//G..

Exemplo 3.10. Consideremos a agio U(1) O C" = R*" com mapa momento

uw: C* — R

13N
2 = =52 Iyl
2 =

1

apresentada no exemplo 3.6. Entio —35 € valor regular, ! (—%) =8""1leo

estabilizador de —3 € o proprio U(1). Pelo teorema 3.9, CP™™! =

variedade simplética.

Exemplo 3.11. [A Grassmanniana como quociente simplético, [HK1997]] A
Grassmanniana Gr(2,n) € o conjunto dos subespagos de dimensdo 2 no espago

n-dimenstonal complexo,

Hom(C? C")
Gr(2,n) = —Aut(CQ)

O grupo das matrizes unitarias U(2) age no conjunto das matrizes

complexas n X 2 por multiplicacao a direita. A acdo tem mapa momento

Hoe) : Maxn(C) — u(2)"
A JTIAA,

onde A* € a transposta conjugada de A.
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Considere a variedade de Stiefel

aq b1

ao b2 n ) n ) n o
%(n) = . . c Mnxg(c> : Z |(IZ| = 1, Z |bz| = ]_, Zazbz =0

. : =1 =1 i=1

an b,

Entdo ,u{]é)(\/—lfdz) = Va(n), onde Idy é a matriz identidade 2 X 2.
Seja p : Va(n) — Gr(2,n), a fungio sobrejetiva que leva cada (a,b) €

Va(n) ao plano gerado por a e b (base ortonormal). Entao

Va(n) Mz?%g)(\/__lld” = My (C) /) U(2) .

Gr(2,n) = =
1) =T 02 AL

3.2.2.1
Reducao por etapas

Sejam (M, w) uma variedade simplética, H e K dois grupos de Lie, uma
agao hamiltoniana do grupo de Lie G := H x K sobre (M,w) com mapa
momento p : M — h* &€ e uyyg : M — h* e ug : M — ¥ as fungoes
componentes de . Se €1 é um valor regular de pg, €2 ¢ um valor regular de py
e o estabilizador H., age livremente em uj' (1), entdo o estabilizador K., age
livremente em p5' (¢1)/H., com mapa momento i : iy (€1)/H., — €. Além
disso, se K., age liviemente sobre 11z ' (£3), existe um difeomorfismo simplético
i t(e2)/ K., — pt(e1,€2)/G.. Denotamos a variedade p~'(e1,e2)/G. por
M /] G.

(e1,62)
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Espaco de poligonos e espacos de médulos relacionados

4.1
Espaco de poligonos euclidianos

Um n-dgono (poligono com n lados) fechado no espaco euclidiano R3
pode ser descrito como uma funcio p : Z/nZ — R3 ie. uma n-upla
(p1,--.,pn) de pontos em R? (vértices). Os lados orientados sao os vetores
{ej = p;j — pj—1}jez/mz. O fato do poligono ser fechado (p(n + k) = p(k))

corresponde a equagao

iej =0. (4—1)

Identificaremos dois n-dgonos P = (p1,...,pn) ¢ @ = (q1,-..,qn) se é s6
se existe uma isometria I de R? preservando orientagao tal que I(p;) = g;
para todo j = 1,...,n. A existéncia da isometria é equivalente a existéncia
de uma rotacao A € SO(3,R) tal que A(p; — pj—1) = ¢; — ¢j—1, para todo

j=2,...,n+ 1. Os comprimentos dos lados

ry = d(pj,pj—ﬂ = (6i7€i>

sao invariantes e definem n fungdes continuas no espago-quociente M =
(R?)"/SO(3,R) de mddulos (classes de isomorfismo) de poligonos euclidianos
espaciais:

(11,5 m0) - M — RE,,.

Na continuagao, identificaremos o espaco de n-dgonos fechados de comprimen-
tos de lados fixos r = (ry,...,r,) € R™ com o quociente do conjunto de
elementos (ey,. .., e,) no produto de esferas [}_, Sfj (aqui Sf]_ ¢ o conjunto de
vetores em R? de comprimento r;) tal que 31" ; e; = 0 pela acdo de SO(3,R).

Seja M(r), r = (r1,...,m,) € R™, o conjunto de classes de isometrias
orientadas de poligonos fechados com n lados no espaco euclidiano R? onde o

i-ésimo lado tem comprimento fixo r; (chamado espago de poligonos) . Entao

M(r) = {(e1,oren) € [T : €1 + o + €0 = 0}/ SO(3, R).

i=1

Vamos ver que M (r) ¢ uma variedade simplética de dimensao 2(n — 3).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521407/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521407/CA

Capitulo 4. Espaco de poligonos e espacos de médulos relacionados 38

Utilizamos o grupo de Lie SU(2), su(2) ¢ isomorfo a so(3,R), para simplificar
as contas.

Vamos aplicar a se¢ao 2.2.2 no caso G = SU(2). Seja SU(2) O su(2)* a
acdo coadjunta e A € su(2)*. Da equacao (2-1), O*(A) = O(Y4) = S3 onde

i . o 1T —w + 1z
S3% é a esfera de raio A > 0 e i\ é um autovalor de Y, = » _
w+1z —1T

com z,w, z € R.

Consideramos a acdo coadjunta restrita a 6rbita SU(2) O S, VA > 0 e
a acdo diagonal SU(2) O [I}-, S2, com r; > 0 para cada 7, onde cada esfera
S? ¢é uma variedade simplética com a 2-forma drea dada no exemplo 3.5. Pelo

teorema 3.8, a acao tem mapa momento

poo T2y S2 < su(2) ~ R

(€1,..,en) > €1+ ...+ ey,

e concluimos que
M(r)=]] Sz(ri)é/ SU(2) = p~'(0)/SU(2)
i=1
¢ uma variedade simplética 2(n — 3)-dimensional.

4.1.1
O sistema integravel de Kapovich—Millson

Em [KM1996], foi provada a existéncia de um sistema integréavel
{f1, f2y .-, fa—3} para um subconjunto aberto denso na variedade simplética
M (r) chamado de Bending System. Os fluxos dos campos hamiltonianos as-
sociados as funcoes fi, induzem uma acdo do toro T" 3. Na préxima secdo
generalizamos estes resultados para dérbitas coadjuntas do grupo algébrico com-
plexo SL(2,C): a interpretagdo em termos euclidianos nao vale, e em vez de
raios sera mais conveniente considerar seus quadrados, que formam um sistema
integravel complexo de n — 3 fungdes holomorfas num conjunto aberto denso.

Ainda no caso real, os fluxos das hamiltonianas f;s tém a seguinte
interpretacao geométrica. Construimos a superficie poliédrica S limitada
pelo poligono P = (ey,...,e,) cuja area pode ser dividida pelos tridn-
gulos Ay, Ng, ..., N\,_o onde Ay tem como lados dj, exy1 e dpy1 para
ke{l,....n—1} ,dp=e1+ -+ epy1 (k-ésima diagonal) e d,,_; = e,. Cada
diagonal divide S em duas pegas. O fluxo de fi pode ser visto como a rotagao

da primeira peca ao redor da diagonal com velocidade angular fi(P), fixando
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a segunda pega (ver fig. 1.1).

No espacgo de poligonos euclidianos, o sistema integravel de Kapovich—
Millson ¢ dado pelos comprimentos das diagonais do poligono comecando de

um determinado vértice. Em outras palavras, seja M(r) o espago de poligonos

euclidianos onde r = (11,79, ...,7,) (0s comprimentos fixos de seus lados). Um
sistema integravel para M (r) é {l1,...,l, 3}, onde l;(e) = ||e1+- - -+e;11]| (aqui
a norma ¢ a euclidiana), para todoi € {1,...,n} e &= (e1,...,e,) € M(r).

A seguir, estudamos a imagem da funcao

L: M(r) —5 R

e P—)(ll,...,ln_g),

que é o poligono convexo sélido descrito pelas desigualdades triangulares (ver
[HK1997] ou [NU2014]):

Tiv1 < L+l
li < rig1+lip (4-2)
lism < li+riga

CASO n=5: 1 = (r1,7r9,73,74,75)

— Se todos os r;’s sdo iguais (r; = a), a imagem de L é um pentagono sélido

(ver figura 4.1).

(0.0) (20, 0)

Figura 4.1: Imagem de L quando r; = a para todo i

— Se os ;s sdo distintos mas proximos um dos outros (ver [HK1997, (6.2)]
e [NU2014, exemplo 3.3]), a imagem de L é um heptagono sélido (ver
figura 4.2).
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Figura 4.2: Imagem de L quando r;’s sdo distintos mas proximos

Além disso, Kapovich e Millson provam em [KM1996] que, para o angulo
diedral 0, € R/2m entre dois tridngulos adjacentes ao dj, descrito pelo fluxo
hamiltoniano H;, que induz o dobramento do poligono ao redor dj, temos
que (I1,...,0lp—3,01,...,0,_3) s@o coordenadas acao-dngulo para M/(r), i.e.
w =71 dl; AN db; e Hy = 55

4.1.2
Espaco de poligonos como quociente de Grassmanniana

Enunciamos a caracterizagdo, dada por Hausmann e Knutson
([HK1997]), do espago de poligonos como uma redugao simplética da Grass-
manniana Gr(2,n).

No exemplo 3.11 caracterizamos Gr(2,n) como My, (C) // U(2).
v—1Id>
Com isso em mente, consideremos a acao de U(1)" dada por

U(1)" x Gr(2,n) — Gr(2,n)
aq bl Alal )\lbl
as b AaQo  Agb
()\1;)\2,"'7)\n)7< .2 .2 > — < 2.2 2.2 >7
Qpn bn )\nan /\nbn

que nao ¢ efetiva, mas passa a ser restringindo a U(1)"/U(1) O Gr(2,n) e tem

por mapa momento a funcao

KUy - GT(Z,H) — R"

1
(,0) = Sl + bl faol” + [l fanl® + [ba]?).
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Aqui consideramos (a, b) na variedade de Stiefel, definida no exemplo 3.11. Sua

imagem ¢ o politopo

puayn (Gr(2,n)) = {(7“1,7“2,"' ) ERT:0< 1 < 1,Zri = 2} )

=1

Um elemento (ry,79,- - ,7m,) € pyay(Gr(2,n)) é ponto critico se
1. r; =0 para algum j =1,...,n, ou
2. rj=1paraalgum j=1,...,n, ou

3. Xi_1¢grj =0, com €; = £1 e pelo menos dois €; # 0 para cada sinal.

Os pontos que verificam a condi¢ao do item 1 ou do item 2 formam o bordo do
politopo e os pontos que verificam o item 3 sdo os muros interiores do politopo
(hiperplanos que dividem o interior do politopo). Um exemplo da utilidade de
estes muros interiores, e o artigo [M2014] no qual descreve M (r) de acordo do
lado de que muro esta r.

Voltando a caracterizacao do espaco de poligonos usando a Grassmanni-

ano, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1. ([HK1997, (3.9)]) O espago de poligonos M(r) é isomorfo ao
quociente simplético Gr(2,n)//U(1)"/U(1).
2r

4.2
Poligonos como representacdes de aljavas (quivers)

Uma aljava estrelada (star-shaped quiver) @ é um grafo dirigido (V, E)
com vértices V = {vg, vy, ..., v} € arestas E = {of : i € {1,...,n}}. Uma

representacao duma aljava (quiver) atribui

— um espago vetorial para cada vértice
— e um mapa linear para cada aresta.
Considere a representacao de @ obtida tomando os espacos vetoriais vy = C?

ev; =Cparai€ {1,...,n}, dada por:

Rep(Q) := éHom(C, c?*) =c*

=1

e a agdo U(2) x U(1)" © C*" por conjugagao,

<A7 )\17 s 7>\n> : (Qh cee 7qn) = (Ail(h)\l’ s JAil)\nQn) .
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Ela ndo ¢ efetiva, mas K := U(2) x U(1)"/A O C*" age efetivamente, para

o0y . A
A = { ((60 AG) e e’e) :0 €10, 27?]} = U(1). Seu mapa momento é
eZ

pr (C* 57 dz A dzj) — u(2)* x u(1)™

VI, 1 1
(qla"'7Q11> — (2 Z(%% )07§|Q1‘27~--7§|Qn‘2 )

i=1

onde ¢f é a transposta conjugada de ¢; vista como matriz e (-)o denota a
projegao da matriz para as matrizes sem trago, i.e. (M)y = M — TY T 14,

Note que (qi,...,¢,) € u ' (0,7) se e s6 se Yr (qq})o = 0. Para
¢ = (ai, b)), i € {1,...,n},

(8 8) = o (g — 4L 1ds)

_ o (1P b e (100
= a;b; |bil? 2 01

_ Z?le anazl_)l

N S ah oy, bl |az|2

De forma equivalente,

Jail* — [b:]* = 0
" oaib; =0 para 1<i<n
Para
] e L1 A
€; = _2 |b‘|2i‘;'|2 5
aibi %
n 00 ) o )

obtemos 3 i, e; = 0 ol o que é a condi¢ao para que o poligono

e1 + -+ + e, seja fechado em R?® = su(2).

Além disso,

2
(lai®+[b:]*)*

12 1p120\ 2 _ -
|€i|2 _ |as] |b1|) +%|ai|2|bi|2+%|ai|2|bi|2

N 2
— |Q’L|2
2

e assim |e;| = 1]g;|* = r; para todo i € {1,...,n}.

Sejam Hu@) € pon as fungdes componentes do mapa momento .

Entao uU A(r)/UQ)"™ = T, S2. Como U(2)/U(1) ~ SO(3) e age em
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NU(1 A (r)/UQ)™ = [T, SZ , aplicamos a reducao simplética por etapas obtendo

pH0,7) /K = {(el, co,ep) € f[le rert o te, = 0} /SO(3).  (4-3)

A prova da equagao (4-3) esta na secao (3.9) de [HK1997].

4.3
Espaco de hiperpoligonos

Nesta se¢ao, consideramos a variedade estrela Q" que é um grafo dirigido
com vértices V = {vg, ..., v,} e arestas em sentidos opostos E = {v;0), 00, :
ie{l,...,n}t}.

Como antes, definimos a representacao de Q' fazendo vy = C? e v; = C,
para todo i € {1,...,n}:

Rep(Q') := P (Hom (C,C* P Hom(C? C)) ~ T*C*",
=1
O espaco cotangente T*C?" = H?" tem uma estrutura hiperkéhler
natural. Um elemento dos quatérnios pode ser escrito como A+ Bi;+Ciy+ Dis,
e em H?" temos as formas simpléticas w; = 2", dA; A dB; + dC; A dD;,
= dA; AdC; — dB; ANdD; e wy = 32", dA; A dD; + dB; A dC;.

Denotando zy;_1 = A; + V/—=1B; e z,; = C; + /—1D; para
j €{1,...,2n}, temos as formas simpléticas wg = wy = \/le S dzp ANdzj e

We = wy + v/ —1lws = E?Zl dzgj_1 A dzg; sobre C*.

Por outro lado temos a agdo hiperhamiltoniana K ¢ T*C?** (para K

definido na se¢do anterior) dada por:
(A7 Al)"'v)\ )(p’ Q> ()‘1 plA "7A;1pnA7 A_1q1>‘17-"aA_IQ7L)\n)7
onde p=(p1,...,pn) : C* = Ceq=(q,...,q,) : C— C2

Essas agoes tém mapas momento

-1

) = (Y 3o = oo e = P o~ )

2 i=1

e uc(p,q) = (X1 (qipi)os P1qas - - - PnGn) Para wr € We, respectivamente.
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Para r € R, o espago de hiperpoligonos é

X(r)=T*C*™ ///] K := (ug'(0,r) N ug'(0,0)) /K .
(0,7),(0,0)

Uma n—upla r = (rq,...,7,) € R" é genérica se e s6 se, para todo
IC{l,...,n},er(r) == Yerri — Xjgr 7y # 0. Para r genérica, S C {1,...,n}
é curta se e s6 se eg(r) < 0. Dados (p,q) € T*C?" e um subconjunto
S C {1,...,n}, S estd em linha reta em (p,q) se ¢; é proporcional com g,
para todo i,j € S.

Observagao: X(r) é uma variedade hiperkdhler diferenciavel de dimen-
sao real 4(n — 3) se e s6 se r é genérica. Podemos identificar o espago de poli-
gonos M (r) com a subvariedade de X (r) dada por {[(p,q)] € X(r): p = 0}.

A seguir enunciamos um resultado dado por Konno que caracteriza a

estabilidade (no sentido de Nakajima [N1998]) para o espago de hiperpoligonos.
Teorema 4.2. ([K2002]) Sejar = (r1,...,1,) € R" genérica. Um elemento

(p,q) € T*C*" € r-estdvel se e s6 se cumpre as sequintes condigoes.
1. ;i # 0 para todo i € {1,...,n}.

2. Se S CA{l,...,n} estd em linha reta em (p,q) e pj =0 para todo j ¢ S,

entdo S € curto.
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5
Espaco de SL(n, C)-poligonos

Descrevemos o espago de poligonos primeiro em G = SL(2,C) para

depois generalizar para G = SL(n,C), n > 2.

5.1
As orbitas coadjuntas de SL(2,C)

Para descrever as orbitas coadjuntas de SL(2, C) utilizamos o Teorema

de Jordan. Sabemos que
s[(2,C) = {X € M2 (C) : Tr(X) = 0},

a

Assim, X €s((2,C) se és6se X = para a,b,c € C, e seu polinomio
c —a

caracteristico é necessariamente da forma (t — A\)(t + \), A € C.

CASO1 : )\ # 0: entao o polindmio minimo e o caracteristico sao diferentes,

A0
X é diagonalizavel e é semelhante a (0 )\) :

CASO 2: )\ = 0: o polindmio minimo é ¢ ou ¢2.

0 0
a) Seét, X = :
0 0
, , 01
b) Se é t?, X é semelhante a (0 O).

Vamos considerar por um instante a acao por conjugacao mais geral
GLy(C) O sl(2,C). Nesse caso, as drbitas tém a forma Ox = GLy(C) - X =
{AXA™! © A € GLy(C)}, para X € sl(2,C). Como Tr(AB) = Tr(BA),
para matrizes A e B, temos Tr(AXA ') = Tr(A'AX) = Tr(X) = 0,
VX € sl(2,C): a acdo por conjugacao estd bem definida.

Dado A € C — {0}, defina O, := (’)(A 0). Como O,, = O_,,,

0 =X
introduzimos um novo pardmetro p; := A} e definimos O,, := O,, = O_,,

(denotaremos por A os autovalores e p seus quadrados). Entao sl(2,C) =
U O,U0(, -
6 )

p:AQEC 0
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Observagao: As classes das agoes por conjugacao GLy(C) O sl(2,C) e
SLy(C) O sl(2,C) coincidem, pois A- X - A~ = -4 . X . (L)il, para

dctA ’ VdetA
X esl(2.0) e A€ GLy(C) (det (k) = (k) detd = 1).

Usando os casos anteriores, a observagao de acima e o fato que det(AB) =
det(A) det(B), a equagdo que caracteriza a 6rbita coadjunta para 0 # p € C

qualquer é

0, ={(a,b,c) € C* = 0:a?+bc=p}

5.2
As orbitas coadjuntas de SL(n, C)

Lembremos que sl(n,C) = {X € M,»,(C) : Tr(X) = 0}. Uma matriz

My, 0 0 0
_ 0 My, 0 0
X € sl(n, C) é semelhante a uma matriz da forma 0 0 €
0 0 0 M,
O%, onde M), é matriz na forma de Jordan e {A;, Ao, -+ , A\s} C C é o conjunto
de autovalores de X (distintos).
Seja r; :=posto de M;, para cada i € {1,---,s} tal que 1 < r; <7y <

ce <y

Da condicao Tr X = 0, vemos que necessariamente

=1

Além disso 1 < s < n (fixo, s6 depende de X) e 37,7 = n.
Portanto, dada X € sl(n,C), a 6rbita coadjunta Ox é caracterizada por

Ox = {(N\i,ri)};_;, onde \; e r; verificam a equagdo (5-1).

5.3
Dimensao da érbita coadjunta de SL(n, C)

Cada orbita coadjunta é uma variedade simplética (com forma simplética
descrita a seguir), logo tem dimensdo par. Nesta subse¢do encontraremos a
dimensao da 6rbita coadjunta de X € sl(n, C).

Como mno caso SL(2,C), as classes das agdes por conjugacao
GL,(C) O sl(n,C) e SL,(C) O sl(n,C) coincidem pois A - X - A™1 =

-1
T X - (T\L/ﬁ) , para todo X € sl(n,C) e todo A € GL,(C)

(det (ﬁ) = (,\L/ﬁ)n detA = 1). Portanto O*GLan(C) = OgLnxn(C)'

Seja Jx a forma canodnica de Jordan de X € M,,,,(C). Para
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Cx : GLuin(C) — GLyn(C)
A l—)AJxA_l,

vale

Ker(T) = {B € GLyxn(C): BJx = JxB}
= C(Jx)NGL,xn(C),

onde C(Jy) denota o centralizador de Jx.
Pela férmula de Frobenius ([OCV2011, pg. 99, Prop. 3.1.3.]):

dim(C(Jx)) = mq + 3mg + bmg + - - - + (25 — 1)my, (5-2)

onde (my,ma,...,mg) é a estrutura de Jordan de Nx (Nx é a tinica matriz
nilpotente tal que Jx = Dx + Nx com Dx diagonal).

Seja J uma matriz complexa na forma de Jordan([OCV2011, pg. 39])
e Ao um de seus autovalores. A estrutura de Jordan de J com respeito a g
¢ a coordenada (mq,ms,...,ms) € R® que faz uma ordenagao decrescente
dos tamanhos dos blocos de Jordan de J correspondentes a Ag, i.e., m; >
me > .-+ > mgs e m; é o tamanho do i-ésimo bloco de Jordan de J (em
ordem decrescente) correspondente ao seu autovalor A\g. Seja J = D + N sua
decomposi¢ao em soma de uma matriz diagonal e outra nilpotente. Entao os
autovalores de N sdo iguais a zero, e definimos a estrutura diagonal de N como
a estrutura de Jordan de N com respeito a 0.

Entao

dim(ogLnxn(C)(X)) = dim(O*GLnxn(C)(JX))
= dim(im(Cx))
= dim(GLpxn(C)) — dim(C(Jx))
= n®—(my +3my+5mz+---+ (25 — 1)my).
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6
Fluxos de Kapovich—Millson para SL(2, C) e outros grupos

Neste capitulo sao apresentados e provados resultados do espago de
poligonos que caracterizam as hamiltonianas de dobramento de Kapovich —
Millson no caso G = SL(2, C). As provas sao analogas as dadas por Kapovich
e Millson em [KM1996] no caso G = SU(2). As mesmas fungoes definem um
sistema de fungoes em involugao para outros grupos de Lie como SL(n,C),
mas este sistema nao ¢ integravel.

Do capitulo anterior vimos que as drbitas coadjuntas de SL(2, C) sao da

forma

0, ={(a.b,c) € C* ~5l(2,C)" : a® + be = N*}, (6-1)
onde )\, —\ € C sdo autovalores de X € sl(2,C)* e p:= A\?..
A acao coadjunta SL(2,C) O O, é equivalente a adjunta (equagao (2-1)),

()= s)

que de fato esta bem definida, pois se Y = ((g ¢ ) =A- (a ¢ ) AT

entdo a* + b = det(Y) = a® + be = p.

i) Dimensao de O,: Seja

T: s(2,C)* 2R3 — C
(e, f, 9) — e* + fg.

Entao dT'(e, f, g) = 2ede + gdf + fdg e dT (e, f,g) # 0 para (e, f,g) # (0,0,0).
Assim, para p # 0, p € C é um valor regular de 7', O, é uma variedade
diferenciavel e dimc O, =3 — 1 = 2.

ii) Forma simplética em O,

Lembra que para um grupo de Lie G com uma algebra de Lie g, o colchete
de Lie [-,+] : g® g — g define o colchete de Lie—Poisson {-,-} sobre os anéis
de polinémios e fungoes S(g) = Clg*] € C>*(g*,C), {X,Y} := [X,Y] onde
X,Y € gsao considerados como polindmios lineares sobre g*. A acao coadjunta
G : g* é de Poisson com mapa momento igual a identidade (teorema 3.8). As

érbitas (O,,w,) sao simpléticas com a forma simplética de K.K.S. (secao 3.2)
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dada pela féormula mégica de Kirillov
wy(ady R, ady R) == (R, [X,Y])

para X, Y € g, R € g*.

Considere invariantes P := (py, ..., p,). Para Sp := [, O,,, definimos a
forma simplética w := 3%, priw,,, onde pr; é a projecao de Sp em sua j-ésima
componente O, . Denotamos por p a acao diagonal G em (Sp,w),

O espago de g-poligonos é

M(P) = u0)/G
= {€e€Sp:eifest...+e,=0}/G,

uma variedade simplética.

Para definir hamiltonianas no espago de g-poligonos (como em [KM1996,
Segdo 3]), consideramos uma forma bilinear invariante B € S?(g) sobre g*
e ¢(R) = B(R, R) a forma quadrética associada: assim, para g semisimples,
q(X*) = Tr(X?) onde X* € g* é definido por (X*,Y) = Tr(XY). Seja

Vi=1v1€1 + -+ Upep.

Para I C {1,...,n}, defina vy =3 ;cre; e fr:=q(vr).

Para k=0,...,n—1,defina v, := vy 41y = €1+ - +epp1 e [ := q(i)-
Uma dlgebra de Lie métrica é um par (g, B) onde B € (S%*g*)9 é

uma forma bilinear ndo degenerada. Usamos B para identificar g* com g.

Para i,j € 1,...,n definimos a;; € S*(g® C")9 C Clg* @ -+ & g*]® por

aij(€1, ... en) = Bles,e;) = (fus — fry — fiyy)/2- As fungdes a;; também

podem ser consideradas como definidas sobre um produto de érbitas,

Qij Sp = H:‘L:1 Opi — C

®

— B(ei, €j)

ou sobre o espago de poligonos (onde Y-7_; a;; = 0).
Na seguinte proposicao computamos o colchete de Poisson para os
polindmios quadréticos a;; e serd de utilidade na prova do lema 6.2 a seguir e

nos capitulos 8 e 12.

Proposicao 6.1. 1. A funcdo

Q5 Sp = H?:l Opi — C

™y

— B(€Z’, Ej),
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tem como funcao hamiltoniana

H,,;(€) = (0, 0, [ej,€i],0,...,0,[e;e],0,...,0),

onde as duas coordenadas nao nulas saio a i-ésima e a j-ésima.

2. Para i, j, k, 1 distintos dois a dois, {a;,aw} = 0. Em geral,
{aij, aut = B(ei, e, el).
Demonstra¢io. 1. Dado s € {1,...,n} fixo, consideramos a acdo G O

Sy que age diagonalmente tal que na s-ésima coordenada atua como

a acgdo coadjunta e fixa as outras coordenadas (A - (ey,...,e,)) =
(€1,...,es 1,test ™ esy1,...,€,). A agdo tem mapa momento
S = Ct =g (6-2)

com duy (€) = ixr@w ¢ X#* = (0,...,0,[X,e],0,...,0), onde a
coordenada ndo nula é a s-ésima. Entao duy (€) = ix,.,jw,. Lembre que

X z
Hx, €

[Li(s: S, —C
¢ — B, (s),X),

para cada X € C™. Definindo

T : S)\ — mem(C)

€ = €ty

notamos que T'(€) = iy, (€) - i, (€). Assim, para Y € T:5,,

1

iHa, ( aw(?) =

QL
S
<
—~
Q)
—
~—

= B(du,(&)(Y), 11, (8)) + Blun, (€), dpy, @)(Y))
= B(dux, (&)(Y), e;) + Bles, dux, (8)(Y))

= @) + di (&) ’
= ey ewi(Y) + e i (V)

= 9(0,...0,[essei]n 0 es,e],0,,0)W (V)

onde as coordenadas nao nulas sao ai-ésima e a j-ésima.

Assim H,,;(€) = (0, 0,[e;,eil,...,0,eie],0,...,0).
2. Parai,j, k,l € {0,...,n} distintos, obtemos

- {aijvajl} = wé(Haij (5)7 Hau(g)) =0.
— {ayj, an} = wi(Ha, (€), Ha, (€)) = Bles, e, el])-
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]

Lema 6.2. Para v = viey + -+ - + vpey, 0 campo hamiltoniano Hgy, definido

em Sp correspondente a fungao q(v) é

Hyo)(€) = (ni]v, ed], ..., wnv, ey)).

Demonstracao. Notamos que

q(v) =q (Z Ui6i> =B (Z 'Uieiazviej) = Z ViV -
i=1 i=1 j=1

3,j=1

Assim
n
H(I(V) = HZ?:I ViV A = Z UinHaij'

ij=1

Pela proposicao 6.1, obtemos

Hq(,/) = Z vivj(O, Ce ,O, [ej, ei], 0, ce ,0, [ei, 6j]>
1,7=1
— (he,.. . h)

onde no termo na direita da primeira igualdade as coordenadas nao nulas sao

a i-ésima e a j-ésima (nessa ordem) e

n n
hi = Z U;U; [ej, 61} = V; [Z vj€j, ei] = Ui[V, ei].

j=1 j=1
Concluimos que H,(€) = (n[v, e1], ..., vn[v, €]), O
Proposicao 6.3. As funcgoes fr, k = 1,...,n — 1 estdo em involugdo, i.e.

{fr, i} =0, para todo k,l. Também {f, f;} =0, para todo I C J.

Demonstracgao.

{fkafl} - W(ka(a’ Hfz(é))
= w(([vk, e1], [V, 2], -, [Vk, €x21], 0, ..., 0), ([m, e1], [w, €3], - [V, €141], 0, ..., 0)) .

Suponhamos k < I:

{fi: i} = S Bles, [vi, vi])
B(ZiH e, [vi, 1))
= B(w, vk, 1))
= B(lve, v, )
- 0,
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onde a pentltima igualdade vem da proposicao 2.8. Analogamente { f;, f;} = 0,
para todo I C J. O

Observagao: Notamos que as fungoes fi’s, f1’s e seus respectivos campos
hamiltonianos Hy,’s, Hy,’s estao definidas na variedade Sp = [[;-; O,,, mas
estamos interessados em suas definigoes na variedade quociente Sp//G. Para
isso, basta notar que as fungoes sao invariantes pela agao coadjuntoa de G e
assim sao bem definidas no quociente. De fato, seja g € G tal que €, = g(e;) e
v, =¢e\+---+e,,paracadai=1,...,nek=1,...,n—1. Entao v, = g(v).

Por isso, se & := (e],...,el),

fe(@) = q(vp) = qlg(ww)) = q(vi) = fi(E),

onde usamos a G-invariancia de q.

Analogamente,
Hy (@) = (el e, s Whs €1, 0, 0,0, 0)
= ([g<l/k)7 g(€1>]7 [Q(Vk),g(eg)], sy [g(yk)vg<€k+l)]a 07 Oa ceny O)
= (9lvk, e1], glvk, ea], ..., glvk, €x+1], 0, 0, ..., 0)
= dngk(é%

onde usamos a G-equivariancia do colchete de Lie. Pelo teorema 3.9,
0
é uma variedade simplética com forma diferenciavel wp, onde i*w = 7*wp.

6.1
Fluxo ¢! associado a f; para o caso G = SL(2,C)

O fluxo ¢ é a solugao da E.D.O.
de; :
—e:[yk,ei] para 1 <i<k-+1
ORI
df;:o para k+2<i<n

b
A exponencial expx para x € sl(2,C) é bem definida. Seja x = (a ) €

c —a
sl(2,C) e w uma das duas rafzes complexas de a® + be (i.e. w = ++v/a2 + be).
Entao, para sinhcw = %,

exp x = cosh(w)Id + sinhc(w)z,
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se w # 0 (bem definida, pois as fungdes cosh e sinh sdo par e impar
respectivamente).

Caso contrario, se w = 0, expx = Id + x. Para coshq(t?) := cosh(t) e
sinheq(t?) := sinhe(t) e g(x) = detx = —a® — be, se q(x) # 0,

exp(x) = exp (\/q(x) \/;(7)) = coshq(q(x))Id + sinhcq(g(z))x,

que ¢ uma superficie em C? com equacdo cartesiana y? — 2% = 1.

Provamos o segunte resultado.

Proposicao 6.4. Seja P € M, e e; com arestas es, ...,e,. Entao P(t) :=

ot (P) tem arestas

e;(t) =exp(tad,, )e; para 1<i<k+1
ei(t)y=e; para k+2<i<n

onde ad,u = [v,u].

Demonstragao. Temos o seguinte sistema de E.D.O.s,

de; .
d—et:[l/k,e,»] para 1<i<k+1
%zO para k+2<:1<n
Como y p P
Ve 01 €r+1
T TR R
= (v ea] + -+ [k, erpa]
= [I/kayk]
= 0,
. . de; .
vy é invariante pelo fluxo. Mas — = [y, ¢;] para cada i € {1,2,..., k+ 1}, e

assim obtemos e;(t) = exp(tad,, )e;.

]

Corolario 6.5. P(t) = pl(P) ¢ ?—:— periddica, onde 21;.(€) = \/q(vy).

Observagao: Como [ (€) = 2f,(€), temos 2l.dl}, = 2dfy e dl}, = “?c—:. Lem-
brando que Hy, (e1 + ... +e,) = ([vk, 1], .-y [Vk, €541), 0, ..., 0), frler,...,en) =
%q(el + ...+ eprr) e dfy = im,, w, temos também que i, W = dly = dfy/li, =

1

lkz'kaw, e entdo H;, = Hy, /I e o periodo de [, é constante, igual a 27.
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Compatibilidade com as formas reais

Neste capitulo provamos que a variedade Mgr,(2,c)(A), definida no capitulo
anterior, pode ser vista como uma generalizacao das variedades Mgy(2)(A) e
Mpcrr)(A) (quociente de Mgr,or)(A) pela involucao).

Dado o = (A1, A2, ..., A) € R™ com \; > 0, para todo i, seja A €
OEL@’C) = {M € sl(2,C) : (M) = —)\?}, uma 6rbita coadjunta de SL(2, C).
Aqui g(M) = det(M) vem do produto interno (A, B) = —1Tr(AB) (que é
também o produto interno de Minkowski no caso sl(2, R), ver [BFGM2013,
pag. 1013]).

a

b
a) Se A = € sl(2,R) C sl(2,C), obtemos q(A) = —a?—bc = —)\?,

c —a
SL(2,C GL(2,R
portanto Oy 20 5 O, @R),
b) Se A = " , Y +,ZZ € su(2) C sl(2,C), obtemos ¢(A) =
—y+iz —x
det(A) = 22 + y* + 22 = |(z,y, 2)|* (norma euclidiana). Entéo,

{Aesu(2):q(A) =N} Cc{A€sl(2,C): q(A) = N}

e entao (’)/S\U(Q) C OZ»S/\L(Q’C).

Além disso,

HUsL(2,C) - — OiL(Q’C) — 3~ RS

(€1,..n€n) €1+ ... +ep,

¢ induzida da agdo (diagonal) coadjunta: SL(2, C) O sl(2, C)*.
Como [[7-, OiL@’R) @I O/S\iL@’C), podemos restringir jpsp2,c) @

n GL(2,R), . TN GL(2,R) 3
i=1 O)\_L . [1/|Hn71 OSL(ZA,R) . i=1 O/\L — R .


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521407/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521407/CA

Capitulo 7. Compatibilidade com as formas reais 55

Para A € /Lai(ZR)(O),

1 O/ /0 GL(2,R) 3 [Alarer)
= {Besl(2,R)": B=~Avy"! para algum v € GL(2,R)}
Cc {Ce s[(2 C)": B = aAa~!, para algum a € SL(2,C)}
— [ Aseeo € T 0509 /L2, C).

O calculo andlogo no caso SU(2) é o seguinte. Como [[, EU(Q) C

n O\S/LE’/\C), restringimos psr2,c) a [[i=; O SU( ) tal que fisL(2,C) |H Oswz) :

r L O L R3C CP R
Para A € /Lgé(Q)(O),

r 0P/ 108U(2) 3 [Alsue € [Alsuec) € 1T 05457/ /0SL(2, C).

1) Caso PGL(2,R): Para a inclusao j,

GLE2R
PR = ppcLeRr) : [1img Oy, R __, R3

4 ]
pc = HSL(2,C) | OSL(? N O

Temos pg'(0) = (j o ur)~*(0). Vamos provar que ug'(0) C ug'(0). De fato,
seja A = (A1, As, .., A,) € TI sl(2,R) e —[4] = ([A1],[A42], ..., [An]) €
I, OFF R 1, 059 Se [A] € pr'(0), [A]+[As]+...+[A,] = 0, entdo
[A] € (0 ) (0) = (s 0 /)~ (0) = i} (0), concluindo que [4] € gt (0).

() j uck(0)

| |

=(0)/ PGL(2,R) — 4ig'(0)/SL(2, C).

Vamos provar que f no diagrama de acima é de fato injetiva: se F, G €

pr (0) C puc'(0) tal que [Elsie,c) = [Glsne,c), entdo [Elparer) = [Glrarer)-
Demonstragio. Se existe T € SL(2, C) tal que
T -E-T'=@G (7-1)

com E, G € ug'(0) C sl(2,R)", entdo, para e;, g;, a;, b;, ¢;, d; € R, Vi,

( " )7 com |E;|? = —(e? + a;b;) = =\,
b, —e;

Ci

—9i

(fz ccom |Gl = —(g7 + cid) = A7
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t t €; a; i C; t t
Assim [+ ° — (9 L ,com tity —tsty =1 e
ta t2) \bi —e; di —gi) \ts ta
t; € C, Vi.

Portanto, para todo ¢ vale também

e além disso det(T) = 1. Das equacdes (7-1) e (7-2) obtemos
(aT +aT)-E=G-(aT +aT)

para « € C. Nosso objetivo é encontrar a para o qual det(aT +a@T') # 0.

Temos que

det(aT +aT) =

at; +at; otz + ats
(at4 +aty oty + Oétg) ‘

= a?det(T) +a?det(T) + |a|?(tily + Taty — tsty — Tsts)
= a?+ 0+ || (t1ly + b1ty — t3ty — t3ty)

Seja a = aq + iy, C := tity + L1ty — L3ty — t3t4. Estudamos em separado
oscasos C'=0,C>0eC <0.

C=0:
det(aT +aT) = o* + @ = 2(a] — a3)
e basta ter af > a2 para que det(aT +aT) > 0.
C>0:
det(aT +aT) = o?*+a*+ |af*C
= 2(a?—ad) + (a?+a2)C

Neste caso escolhemos o = i + 1ty tal que o = as.

_ — 1 s :
SeC=0o0uC >0, M:= W(O&T +aT’) € SL(2,R) satisfaz
MEM™ = G e entao det(aT +aT) = 2a3C > 0.

C < 0: s6 podemos garantir a existéncia de « tal que det(aT +aT) =1 ou — 1:
existe U € PGL(2,R) com UEU ' = G

Em geral, [E]PGL(z,R) = [G]PGL(2,R)-

Ao contrario do caso complexo, onde PGL(2,C) = PSL(2, C), no caso
real PGL(2,R) # PSL(2,R): PGL(2,R) tem duas componentes conexas e
pr'(0)/PSL(2,R) — pg'(0)/ PGL(2,R) é um recobrimento duplo. O

2 ) Caso SU(2): De novo, para a inclusao j,
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psu = psue) ¢ 1 O3 F ——— R3

]i jJ

pe = psne,c) - 1 @\S/L_(—f’s) — C3.
Usamos jigh(0) = (7 o jisv)(0) para provar pgt(0) C 4gH(0). D
fato, seja A = (A1, Az, ..., An) € 172, SU(2)* e [A] = ([A4], [As],. ,[An])

OV® I, 059, Se [A] € 1151 (0), [Ad] + [Aa] + ...+ [A,] = 0, entdio
M](w%w%m=Wwﬁﬂm=%%mamwm€%w»Wms
agora ver que g ¢ bem definida no diagrama.

156(0) d ugt(0)
us(0)/SU2) —— ug'(0)/SL(2,C),

Dado E, G € uy*(0), temos que provar que [Elsy() = [Glsre,0):
—p

a
SL(2,C), onde a, 8 € C tal que |a|?>+|5]? = 1 e se escrevemos a = a+by/—1 e
B = c+d\/—1, obtemos a?+b*+c*>+d? = 1. Voltando a nosso objetivo, sabemos
que existe A € SU(2) C SL(2, C) tal que G = A-E entao [Els2.c) = [GlsLe,0)-

Agora provamos que g é injetiva: se E, G € ug5(0) C ug'(0) satisfazem
[Elsve,c) = [Glsiie,c), entao [Elsue) = [Glsue)-

AeSUQR) < detA=1,AA=1+ A= +AeSP o Ae

Demonstragao. Existe T' € SL(2, C) tal que

T E-T'=G (7-3)
Como E, G € pugy(0) € SU(2)™ temos, para ej,g;,a5,b5,¢5,d; € R, Vj,
o a4 ib.
E; = wJ. aJ,—H] , com |Ej1? = e¥ +aj + b7 = )2,
a; + ib; —ie;
. e tid,
G=[ W ) oo gt x
cj + id, —ig;

Assim tl t3 iej . Q; + Zb] _ Zg] . & + ldj tl t3 ’
t4 tg —aj + ij —E; —Cj + Zdj —tg; t4 t2
com tity —t3ty = 1 e t; € C, para todo j.

A equagao (7-3) é equivalente ao sistema

t1(ie; —igi) + ts(—a; + ibj) = ta(c; + id;)
ti(c; —id;) = —ta(ie; +1g;) + ta(a; — ib;)
ti(a; +ib;) — ts(ie; +1ig;) = ta(c; + id;)
ts(c; —idj) = —ts(a; + ibj) — to(—tie; + ig;)
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Tomando a conjugada de ambos lados das equagoes (7-4) - (7-7), notamos que

ty —t. L
a matriz M := > , com tty — taty = 1 satisfaz
—t3 1
M-E-M'=@G (7-8)
e assim ~ ~ -
t1+1ty t3—t a —
T4 M= Ll s =l 75’
t4 — t3 tQ + tl 6 «
com

det(T+ M) = (t; +t2)(ta+1t1) — (tz — ta)(ts — t3)
= det(T) + det(M) + t1t; + toty + tats + taty
= 2+ [t + [t + [E3]* + [ta]? '
> 2

Assim, ————(T' + M) € SU(2) com (T + M)E,(T + M)~! = G, Vi

\/det(T+M)
(das equagodes (7-3) e (7-8)), o que implica [Elsy(2) = [Glsu(z)- O

Dos casos 1) e 2) concluimos que os espagos de poligonos associados
aos grupos SU(2) e PGL(2,R) se encontram imersos no espago de poligonos
associado a SL(2, C).
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8
O método de Gaudin

8.1
Dos fluxos de Kapovich—Millson para a algebra de Kohno—Drinfeld

Em nossas consideragoes sobre os espacos de poligonos, definimos as

funcoes quadraticas a;; = B(e;, e;) simétricas com respeito a i, j (a;; = aj;),

as fungoes cubicas v, = B([e;, €;], e) antissimétricas com respeito a i, j, k
(vijk = —Vjik = —Vik;), € obtivemos para colchetes de Poisson

{CLij, akl} = 0, (8-1)

{aija aik} = Vijk- (8‘2>

Usando antissimetricidade, podemos eliminar v;;, e escrever um sistema de

relagoes usando s6 os colchetes de Poisson entre as a;;s:

{CLU, akl} = 0, (8—3)
{aij, at = {ajn, ajit = {aw:, ar;} (8-4)

onde a tltima relacdo também pode ser escrita como {a;;, a;; + ari} = 0 ou
{aij, a;; + a, + aj} = 0.

No caso do espago de poligonos temos algumas relagoes lineares entre a;;.
Por exemplo, usando e;+- - -+e,, = 0 obtemos a;; +- - - +a;, = 0 e similarmente
Vi1 + - + vijn = 0. Mas o que € importante, € que as equacoes acima nao
dependem da escolha de um grupo de Lie, s6 dependem de n. Se estamos
interessados em sistema de fungoes em involugao, basta construir este sistema
no espaco vetorial abstrato gerado pelos simbolos a;; (aj; = a;;) munido de
uma forma antissimétrica com valores em um espaco vetorial que satisfaga
equacao (8-1).

Estas relagoes aparecem em trabalhos de Kohno [K1985] e Drinfeld
[D1991] sobre a monodromia da conexdo de Knizhnik-Zamolodchikov, asso-
ciadores e grupos quanticos.

Dado um ntimero natural n, a dglgebra de Kohno—Drinfeld é definida pelos
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geradores t;; = t;;, para 1 < i # j <n e pelas relacoes

tijstu] = 0 (8-5)
[tija tij + tjk + tkz] = 0 (8-6)

para i, j, k, [ distintos. Denotamos a dlgebra associativa por 7}, e a sua algebra
de Lie por t, = lieT,,.

A dlgebra de Kohno-Drinfeld é graduada, com graus de ¢;; iguais a 1. Da
definicao e das relagoes, obtemos
Proposigao 8.1. Seja g uma dlgebra de Lie munida de uma forma invariante

ndo degenerada B. Eziste um unico homomorfismo de dlgebras de Lie

Gy (tn,[.]) — (Cla"*" {. D)

tal que Gg(ti;) = aij, onde a;; = B(e;, e;) sio as fungoes definidas na propo-
sicao 6.1, t, é a algebra de Kohno—Drinfeld, e no lado direito consideramos a
algebra de polinomios munidos com o colchete de Poisson dado para geradores
lineares por {X,Y} = [X,Y].

Corolario 8.2. Sejam y, . ..,yn elementos em t,, que comutam entre si. Entdo
Gay1, ..., Ggyn € um sistema de polinomios em involugao em g* @ --- D g*.
8.2

O grupo simétrico e o morfismo de Gaudin

Gaudin [G1976] explica como construir sistemas de polindomios quadra-
ticos em involucao baseado nos sistemas de elementos comutantes em anel do
grupo simétrico. Em linguagem moderna, podemos interpretar o método de
Gaudin como a construcao de um morfismo entre a algebra de Kohno-Drinfeld
e o anel do grupo simétrico, tal que restrito aos elementos de grau pequeno ele
seja um isomorfismo.

Seja S, o grupo simétrico, i, 7, k,l € {1,...,n} indices distintos, (ij) =
(j4) uma transposicao e (ijk) = (jki) = (kij) um 3-ciclo (também (ikj) =

(kji) = (jik) = (ijk)™'). No grupo simétrico temos as relagoes

(i) (k1) = (K1) (i7), (8-7)
(i7)(ik) = (ikyj). (8-8)

Entao no anel do grupo simétrico temos

[(27), (kD)] = 0, (8-9)
[(i7), (ik)] = (ikj) — (ijk). (8-10)
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As equagoes (8-9) e (8-10) sao parecidas com as equagoes (8-1) e (8-2),
mas com elementos antissimétricos (ikj) — (ijk) em vez de volumes v;;;. Da
mesma forma, podemos eliminar estes elementos e deduzir das equagoes (8-9)

e (8-10) as relagoes

(i), (K1)] = 0, (8-11)
[(i7), (k)] = [(7k), (52)]- (8-12)

Proposicao 8.3 (Morfismo de Gaudin). Seja S, o grupo simétrico, C[S,] seu
anel de grupo e sua dlgebra de Lie s,, = lie(C[S,]). Existe um dnico morfismo

de dlgebras associativas (resp. de dlgebras de Lie)
G:T, — CI[S,]

G:t, —s,

tal que G(t;;) = (ij), onde (ij) é o vetor da base que representa a transposicio

(ij) € Sp. Chamamos G o morfismo de Gaudin ou a representacao de Gaudin.

Corolario 8.4. Sejam vy, ...,yn € t, elementos que comutam entre si. Entdo

Gy, ...,Gyn € C[S,] (resp. s,,) que também comutam entre si.

Proposicao 8.5. O morfismo de Gaudin G : t, — s, restrito as componentes

graduadas de graus 1 e 2 é um isomorfismo sobre sua imagem:

Gt @t =~ @,;0(i)) D ®icj<r C((ik]) — (i) (8-13)

Demonstragdo. Por sua definicao, a algebra de Lie t,, é graduada, gerada pelos
elementos de grau 1 com as relacoes de grau 2 tais que ¢;; (i < j) é uma base
de tl) e [t;;,ti] (i < j < k) é uma base de t{?). Pela defini¢io do morfismo de
Usando a proposicao 8.5, podemos inverter parcialmente o corolario 8.4
no caso de combinagoes de transposicoes, resp. elementos de grau 1 (resp.
fungoes quadréticas).
Corolario 8.6 (Método de Gaudin). Sejam oy,..., 0, C’,ij €Ce
op =Y CJ€s, (8-14)
i<j

um sistema de combinagoes lineares de transposicoes que comutam entre si,

[O'k,O'l] = O
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Entao o sistema de elementos de grau 1 na dlgebra de Kohno—Drinfeld
=G lo) =Y OVt ety (8-15)
i<j
¢ um sistema de elementos que comutam entre si.

Os corolarios 8.2 e 8.6 implicam

Corolario 8.7. Sejam C}’ como no coroldrio 8.6 e g, B como no coroldrio 8.2.
Entio Y, ; C B(ei, e5) € um sistema de polinomios quadrdticos G-invariantes

em g @ ---PBg* em involucao com respeito ao colchete de Poisson.

Pelos resultados desta secao, os problemas de construir sistemas inte-
graveis (ou sistemas de elementos que comutam) no espaco de combinagoes
lineares de a;; = B(e;,ej) € S(g)®" ou t;; € £, ou (ij) € s, (ij) € C[S,] sdo

equivalentes.

8.3
Os elementos de Gaudin e o modelo de Gaudin

A cada n-tupla © = (x1,...,2,) € C" de nimeros distintos associamos

o conjunto de elementos da forma

"ot
Hy(z) =Y —"— €T, out, , (8-16)
£k T — X

os os elementos de Gaudin. Analogamente, consideramos suas imagens

GH(z) = QJW )| (8-17)
12k Tk — 21

em CIS,] (ou s,) com respeito ao morfismo de Gaudin.
Observacgao: ([ER1996]) Para g = sl(2), a definigdo de elementos de
Gaudin remonta a Garnier ([G1919]).

Lema 8.8 ([G1976]). Para x fizo, os elementos Hy(x) comutam entre si,
[H;,H;] =0 para i,j € {1,...,n}.

Lema 8.8 e corolarios 8.2 e 8.6 implicam

Corolario 8.9. Para qualquer par g, B de uma dlgebra de Lie g e uma forma

B(eg,e

invariante nao degenerada B em g, as funcoes Z};k xk_xl) formam um sistema

de fungoes em involugdo no espago de g-poligonos.
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8.4

Os elementos de Young—Jucys—Murphy
Referéncias para essa segdo sao [J1971, J1974, M1981] e [OV2005].
Definimos os elementos de Young—Jucys—Murphy em C[S,] (ou s,) por

k=1
T = 3" (ik). (8-18)
i=1
Teorema 8.10 (Young, Jucys, Murphy [J1971, M1981}). Os Ji’s comutam,
i.e. [Jx, Ji] =0 para todo k,I.

A subdlgebra comutativa em C[S,] gerada pelos elementos de Young-
Jucys—Murphy também é conhecida como subdlgebra de Gelfand—Cetlin (veja
[OV2005]). Teorema 8.10 e corolario 8.6 implicam

Corolario 8.11. Os elementos da dlgebra de Kohno—Drinfeld
“GTU = tipttor g+ g

comutam entre si.

Usando o fato que GfG_ljk = fr_1 e o corolario 8.2 obtemos uma
demonstracao independente de que as hamiltonianas de Kapovich—Millson
estao em involugdo. O argumento usa somente o teorema de Jucys [J1971]
e 0 método de Gaudin [G1976].

Ainda usaremos “Kapovich—Millson” para denotar estes sistemas de
Young—Jucys—-Murphy—Kapovich—Millson—Ballestreros—Corsetti—-Ragnisco—

Karimipour.
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9

O sistema de Hitchin

9.1
Fibrados parabdlicos

Comecamos introduzindo o conceito de fibrados parabélicos introduzido
por Mehta e Seshadri em [MS1980].

Fixamos um subconjunto {zy,...,z,} C CP! de n pontos distintos aos
quais associamos um divisor D = x1 + - - - + x,,. Seja £ um fibrado holomorfo
sobre CP! de posto 2. Uma estrutura parabédlica em D sobre E é uma familia
de bandeiras

E,.

k3

=FE,;,1 D E; 2D {0}

e valores

51752

chamados pesos parabélicos tal que 0 < [1(x;) < fa(x;) < 1, para todo x; € D.
Um sub-fibrado parabdlico £’ de E (fibrado parabédlico) é um fibrado
com estrutura parabdlica no mesmo divisor D = D’, que é um sub-fibrado de
E e onde para cada x € D e j = 1,2 temos que §;(x) = B;(x) quando 7 é o
maior inteiro tal que E ; C E,,.
O grau pdeg(E) e a inclinagao (slope) p(E) parabdlicos do fibrado E sao
definidos por

n

pdeg(E) = deg(E) + > _(Bi(x:) + fa(z:))

_ pdeg(E)
n(E) = W-

Um fibrado parabdlico E sobre CP! é estével (semi-estavel) se u(L) <
u(E) (u(L) < p(E)) para todo L sub-fibrado parabdlico de E. Definimos

M(B) = M(B;(CP', D))
= espaco de médulos de fibrados parabdlicos estaveis sobre CP!
com posto 2 e grau 0, e taisque E~ O O ¢

holomorficamente trivial

M() é diferencidvel se e s6 se, as condigbes de estabilidade e de semi-
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estabilidade sao equivalentes. A diferenciabilidade de M é equivalente ao fato

que

Zl(ﬁ2(%’) — Bi(zi) — %(52(%‘) — Bi(z;)) # 0, (9-1)
para todo I C {1,...,n}. ’

9.1.1
Campos de Higgs parabélicos

Seja F um fibrado parabdlico. O fibrado de endomorfismos fortemente
parabdlicos de E, SPEnd(E), é o subfibrado de End(FE) cujas segoes sao

SPEnd(E) := {f : B — Emorfismo : f(E,,;) € E,, ., }

O fibrado log-candnico Qcpr(py € aquele cujas secoes sao as formas logaritmicas,
i.e. as 1-formas meromorfas f(z)dz, que sdo holomorfas fora de D e tendo no
maximo polos simples em D.

Um campo de Higgs para um fibrado parabdlico £ é uma secdo ¢ €
H°(CP!',SPEnd(E) ® Qcpi(D)).

As vezes é mais conveniente interpretar o campo de Higgs como uma
matriz com valores em formas logaritmicas, as vezes pensamos em ele como
uma forma logaritmica com valor em matrizes.

Um fibrado parabdlico de Higgs é um par (E, ¢) consistindo de um fibrado
parabélico £ e um campo de Higgs ¢ para E. Seja

H(B) = H(3:(CP!,D))
= espaco de modulos de fibrados parabdlicos de Higgs [-estaveis
sobre (CP!, D) com posto 2, grau 0, E holomorficamente
trivial, Tr ¢ = 0 e det Res,, ¢ fixos.

Observagao: Se o fibrado parabdlico E é (semi)estavel, o par (E, )
serd (semi)estavel para qualquer campo de Higgs ¢. O espago H(/) é uma
compactificagdo parcial do espago cotangente T* M ().

Nas subsegbes seguintes damos uma breve descrigdo (que pode ser
encontrada no artigo de Hitchin [H1987-2] e no livro [BBT2003|) da construgao
do espago de campos de Higgs usando reducao simplética com respeito ao grupo
de calibragbe, empregada para definirr o sistema integravel de Hitchin. Vamos

ver que o o sistema integravel de Gaudin é um exemplo do sistema de Hitchin.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521407/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521407/CA

Capitulo 9. O sistema de Hitchin 66

9.1.2
Reducao simplética do espaco de conexdes

Como antes, seja C' uma superficie de Riemann fechada de género g,
{z1,...,2,} € C e G um grupo de Lie semisimples com algebra de Lie g.

Para cada xj, associamos um elemento u;, € g = g*. Definimos o conjunto
A das conexdes holomorfas no fibrado vetorial com grupo estrutural G que
localmente sao da forma A = A;(z,Zz)dz. Definimos também o grupo de
calibragoes como o conjunto de fungoes de C' em G da forma h(z, 2).

A acgado do grupo das calibragoes G no espago de conexoes A é dada por
h-A:=h"'Ah + h~'0h, e assim o espaco N := A/G é o espaco de mddulos
das conexoes holomorfas.

Se ¢ é um vector cotangente em A € A, entdo ¢ = ¢,(z, 2)dz, pois um

ponto no espaco tangente de A é da forma X = X;(z, 2)dz. A forma bilinear
(A(z,2)dz, B(z,7)dZ) = / Te(A(z, 2)B(z, 7))d=dz
c

é ndo degenerada: para o = A(z, 2)dz, existe @ = A(z,2)dz tal que (a,a) =
Jo 1Az, 2)|?dzdz > 0 e é > 0 se existe algum z € C tal que A(z,z) # 0.
Entao dita forma bilinear induz uma estrutura simplética sobre o espago
total do fibrado cotangente 7.4 mediante a 2-forma simplética w = [¢ Tr(d¢p. A
dAz)dzdz. Para (A, ¢) € T* A, definamos a a¢ao de G sobre o espago cotangente
por h-¢ := h™t¢h. A variedade simplética com a acao hamiltoniana G O T* A

tem por mapa momento
(A, ¢) =040 =00+ AN+ PNA=241Y upd,,,
k

onde 6., ¢ a medida de Dirac em z; (representada localmente por 6(z —
xy)dzdz). O estabilizador de 2im Y, uyd,, ¢ o subgrupo G, , ={g € G : h(zx) €

Gy}, onde Gy, é o estabilizador de u;. Assim obtemos a variedade quociente
'Pz’u = Mfl(QiTr Z uk(sxk)/gz,u.
k

A equacao 0a¢ = 2im Y, uxd,, descreve o comportamento de ¢ ao redor
dos pontos z. Portanto numa vizinhanca de z;, temos que 9(grpgy ') = 2imd,, ,

e na mesma vizinhanca gpdg;, = = zf—’;k
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9.2
O sistema integravel de Hitchin

Dada uma superficie de Riemann fechada C' e grupo de Lie complexo G,
Hitchin [H1987-2] definiu a aplicacdo holomorfa (polinomial), chamada mapa
de Hitchin, do espago de mdédulos de fibrados de Higgs para um espaco vetorial
(a base de Hitchin). Ao par (E, ), ele associa o polindmio caracteristico da
matriz ¢,! considerado como uma secio da soma dos fibrados pluricanénicos
que sao potencias do fibrado log-candnico: cada polinémio invariante de grau
d avaliado em ¢ é uma secao do fibrado Q%d.

No caso especial de G = SL(2) ([H1987-1] para deg E impar) temos
det(t — ¢) = t* + det @, e os polindmios invariantes tém s6 um gerador,
que pode ser escolhido como det ¢ ou Tr¢?, e a base de Hitchin é o espaco
vetorial I'(C, Q%Z) dos diferenciais quadraticos, i.e., se¢cbes holomorfas do
fibrado bicanénico definido como Q%% que sio dados por f(2)(dz)®? em
coordenada local z da C.

Também podemos considerar o mesmo mapa dado pelo polinémio carac-
teristico para fibrados de Higgs parabdlicos ([ER1996, HSW2013, BBT2003]).
O especial neste caso é que os polos de ordem maximal se cancelam e a base
de Hitchin é T'(C, Q%((d — 1)D)).

Se (E, ¢) é o fibrado de Higgs parabdlico de posto 2 sobre (C' = CP!, D =
1+ -+ x,), 0 mapa de Hitchin e dado por

H: (E,¢) — det ¢ € T(CP' Q¥*(D)).

Neste caso a base de Hitchin pode ser identificada com o espaco de polinémios
de grau no maximo n — 4, de dimensao n — 3.

Mais geralmente, dado um polindémio invariante P de grau m sobre g,
ie P(h™'Xh) = P(X), eg. P(X) = TrX™, o conjunto desses polindmios é
gerado livremente por polindmios homogéneos P;, i = 1,...,rank(G). Assim
podemos escrever P(¢) = >; H p’j(gb)wﬁm), onde wj(»m) ¢ uma segao da forma
w(z, 2)dz®™.

As fungoes Hp,, ; associadas aos polinomios primitivos F,, m =
1,...,rank(G) (que geram o anel de polinémios invariantes) definem um sis-

tema integravel sobre P, ,, o sistema integravel de Hitchin.

Teorema 9.1 (Sistema integrdvel de Hitchin [H1987-2]). ([HSW20183,
ER1996, BBT2003, FR2015]) O mapa de Hitchin é um sistema integrdvel al-

gébrico. Para quaisquer duas funcoes holomorfas f;, f; na base de Hitchin, as

'Para subgrupos distintos de GL e SL precisamos considerar uma base no anel dos
polinémios invariantes.
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composigoes fio H e fjo H sao fungoes holomorfas no H(B) em involugdo. A
aplicacao para a base é sobrejetiva, e a dimensao da base é metade da dimensao

do espago.

9.2.1
O sistema de Gaudin é o sistema de Hitchin sobre a esfera de Riemann

Como caso particular de um sistema integravel de Hitchin, obtemos o
sistema integravel de Gaudin, ao considerar a esfera de Riemann com n pontos
{x1,...,1,} escolhidos na esfera. A forma A = h™'0H e h(z,Z) é uma secio
global. A condicio D¢ = 2im Y, uxd,, implica que h¢h~! tem um polo simples
em z = x3, com residuo h(zy)uph ' (xy). Assim ¢ = hoh™' = 3, %, com
ay, = h(xy)uph™(xy), onde também devemos ter que a soma dos residuos ¢
St =0.

Seja GG a acao coadjunta e Oy a Orbita de wuy, para todo k. Defina
P.. = {(u1,...,u,) € [I; O : pu = 0}/G. Para o polindémio invariante

)

P(¢) = Tr(¢?), obtemos
Tr(ﬁkﬂl)

Tr(uj) X Hj,

Plo) = %l: (z —ap)(z — 1)) - zk: (z—ap)2  z—xp (9-2)
o H =y Delete) (9-3)
£k Tk Tl

As hamiltonianas de Gaudin Hy estdo em involugao. A construgao original foi

descrita no capitulo 8.

9.3
(Hiper-)poligonos e fibrados parabdlicos (de Higgs)

O teorema de Godinho-Mandini estabelece um isomorfismo entre o
espaco de hiperpoligonos com n lados definido na se¢ao 4.3 e um subconjunto
Zariski-aberto no espago de modulos de fibrados parabdlicos de Higgs sobre
esfera de Riemann CP! cujas classes dos residuos sao fixas e nilpotentes. Em
contraste com o caso su(2) em s((2,C), hd uma 6rbita ndo nula nilpotente:
temos um espaco nao trivial de poligonos complexos com “comprimentos” de

todas as arestas igual ao 0.

Teorema 9.2 (Th. 3.1, [GM2013]). Dado um divisor D = {x1,...,x,} C CP*
com respeito a H(B). O espago de hiperpoligonos X (r) € isomorfo ao espago
de mddulos de fibrados parabdlicos de Higgs [-estdveis H([3) sempre que
ri = Pa(x;) — Pi(x;), para todo i € {1,... ,n}.
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Demonstragio. (Esbogo) Comegamos definindo

J: X(r) — H(B)
(P @)]restavel [(E(/p,q)?(b(znm)]?

onde E, = CP! x C? tem estrutura parabélica C* O (g;) D {0} e
0 < Bi(x;) < Bax;) < 1, para todo x; € D e

G € H(CP', SPERd(E(,,4) ® Qcpr(D))

¢ o campo de Higgs unicamente determinado por

C; a;c; bic
Resx, = q;p; — i bz - .
0= (dz) (a ) (Gidi bidi)

A prova se faz em passos. Antes, prova-se que J estd bem definida, i.e.,

— P(p,q) esta definido unicamente.
— Ep,q) ¢ um fibrado parabodlico de Higgs. E,

— J é independente da escolha do representante [(p, q)] estavel-

Para

F: H(B) — X(r)
[(E7¢)] — [(pJQ)]restéveh

tal que para cada x; € D, sejam ¢; = (¢;,d;)" um gerador da bandeira F,, o

. ri—rd . 11 T2
e p; = (a;,b;) = é§+d§1(—di,cl-) onde Res,,¢ = qp; = | :
k2 k2

; ap Prova-se
Ta1 Tog
entao que

— F estd bem definida e [(p, q)] é r-estavel.

— F nao depende da escolha de geradores da bandeira F,, > nem do

representante da classes (E, ¢).

_ ]__:\7,1
U

Observacao: Outra construcao do espaco de poligonos como o espago

de médulos de representagoes de uma aljava (quiver) é [FR2015].
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9.3.1
O mapa de Hitchin em termos de hiperpoligonos

Na prova do teorema 9.2, associamos ao hiperpoligono [p, g, estavel € X (1)
o campo parabdlico de Higgs sobre (CP!, D =z + - - + z,,) dado por
~ ¢idz

$(z) =

i=1

)
z— X

onde ¢; = p;q;.
O mapa de Hitchin em termos de p;, ¢; é dado por

[p,q] — Tt <§nj bidi )2. (9-4)

=17~ " i

Corolario 9.3 (Sistema de Hitchin no espago de hiperpoligonos, [FR2015]).

A aplicagao dada na equagio (9-4) é um sistema integravel no X (r).
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Kapovich—Millson como reducao de Gelfand—Cetlin

Guillemin e Sternberg [GS1983] introduziram o sistema integravel no
espaco de bandeiras parciais que eles chamam o sistema de Gelfand—Cetlin.
O nome se deve ao fato que a base das fungoes do sistema para bandeiras
completas estd em correspondéncia 1-1 com os elementos da base de Gelfand—
Cetlin da representagao de algebra de Lie de U(n) [GC1950]. Uma demonstra-
¢ao moderna da integrabilidade do sistema de Gelfand—Cetlin se encontra em
[PY2020], e uma reformulac¢ao usando pares de Lax em [CL2021].

Para construir o sistema de Gelfand—Cetlin, escolhamos uma cadeia de

subalgebras associada a uma bandeira
g=u(n)dDun—1) > - Du(l)

e consideremos a subdlgebra de U(g) gerada por todos os centros Z(U(u(k))),
que é uma subdlgebra comutativa em U(u(n)). Entdo o sistema de Gelfand—-
Cetlin é dado por um base (de Gelfand—Cetlin) da sua &dlgebra graduada
associada em S(g) = Clg*].

Hausmann e Knutson [HK1997] provaram que a redugao simplética do
sistema de Gelfand—Cetlin na Grassmanniana de planos Gr(2,n) induz o
sistema de Kapovich-Millson para a triangulagao leque (grafo dual lagarta).
Nohara e Ueda [NU2014] generalizam o sistema de Gelfand—Cetlin para
qualquer triangulacdo e provam o andlogo do isomorfismo de Hausmann—
Knutson. Aqui damos uma ideia da construcao dada por Nohara e Ueda:

Fixamos uma triangulacao de um n-dgono em R? com lados ¢; (i =
1,...,n), i. e. fixamos diagonais d, (« = 1,...,n — 3) que nao se cruzam.

A cada diagonal d, = > icr,cq1,..n} €, associamos o subgrupo unitdrio
Uy = U(|1.]) € U(n). Considere as agoes U(1) O G(2,n) (ver secao 4.1.2) e
Us O Gr(2,n) (que é a restri¢ao para U, da agao produto pela esquerda de

U(n) sobre Gr(2,n)), com mapas momentos

Ye, : Gr(2,n) — R
|2i]* + Jwil?

(z,w) +— 5
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po, . Gr(2,n) — v—1u(l,)

2% 4+ W,
(2, w) ( iZj + w; J) ’
2 ij€ln

onde o posto da matriz py, (2, w) é < 2. Sejam A, 1(2,w) > Ag2(z,w) > 0 os
autovalores de puy, (z,w).

Nohara e Ueda provam que as funcoes {Aa j, Ve, bicf1,..n},ae{1,...n—3},j=1,2
estao em involucao. Este conjunto tem cardinalidade 3n — 6 e nao formam um

sistema integrdvel para Gr(2,n), j& que sdim(Gr(2,n)) = 2n — 4.
Defina 94, 1= a2

Proposicao 10.1. (/[NU2014, Prop 4.6.]) As funcgoes a,, Yay,- -, Va, 5 N~
duzem o sistema integravel de Kapovich—Millson sobre o espago de poligonos

através da reducao simplética do Teorema 4.1.

Demonstragcio. Os autovalores nao nulos dos produtos AB e BA de duas

matrizes sao iguais. Assim, os autovalores A\, 1 € A\, 2 de

MU(X (Z7 w) -

(o w),, () & VTu(L))

coincidem com os autovalores de

L[z 1 |2:* zZow;
= Zi Wi . == _ € —1511(2)
2 (wz) el ( )ZGIO‘ 2 i (Ziwi |wz’|2)

A agao produto de SU(2) © C? tem mapa momento

c v —1su(2) .
@ - P @

1]z = Jw|? 2zZw
MSU(z)(Z,w) = 1

Mediante a identificacdo de su(2) com R?, obtemos que psue)(zi, w;) = €;, 0

1-ésimo lado do poligono, para cada ¢ =1,...,n.
Assim
1 Zi 1 |zi|2+\wi|2 0
5 Zp wi). = Zi, W) + —
9 (wi)ieg )Zela lezla MSU(z)( ) 4% ( 0 |22 + w2,

onde o segundo termo é constante igual a Y_;c; diag(r;,r;) (r; é o comprimento
do i-ésimo lado do poligono ¢;), e o primeiro termo é igual a a-ésima diagonal
e seus autovalores sao [, e —[, onde [, é o comprimento da diagonal d,, i.e. [,

¢ a integral do sistema de Kapovich—Millson. O]
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Exemplo 10.2. ([HK1997] — Caso lagarta) Para as diagonais d, = ey + -+ -+
ey + -+ ear1, @ € {1,2,...,n — 3}, temos Uy, , D Uy, _, -+ D U(1). Os

autovalores de U, sdo

a+l . _ a+1

>‘1 = )‘a,l - ¢da + 27;21 e;
a+l ,__ _

)\2 T )\Q,Q - wda

Y

O mapa momento puy_, da agio de U_., = U(n — 1) tem autovalores
N> N > 0 dados por

N7 =
N = S e — Il
O sistema integrdvel na proposicio 10.1 € equivalente ao sistema de Gelfand—

Cetlin
()\f)jk 1 Gr(2,n) — R

Com esses termos, as desigualdades triangulares (4-2) que descrevem
a tmagem do mapa momento do sistema integravel de Kapovich—Millson sao
equivalentes as desigualdades:
Irl A
N % N
P2 Ap2

Q /4 Q

N (10-1)
A3 A3 0
N L] D
AT A3
Q7
A
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Degeneracoes toricas

Aqui apresentamos uma ideia geral de Nishinou-Nohara—Ueda
[NNU2012] (desenvolvida em Harada-Kaveh [HK2015]) de como construir
sistemas integraveis mediante degeneragoes téricas , e a sua aplicagdo para
variedades de bandeiras [NNU2010], as Grassmannianas de planos e os espa-
cos de poligonos [NU2014], e os espagos de mddulos de fibrados de posto 2
[BGM2020].

(Transporte simplético paralelo,[MS1998, pg. 266]) Seja 7 : M — B
uma fibragdo simplética com fibra (F,wp). Para cada = € M, denotamos
por Vert, := kerdm(x) = T,F,) a componente vertical do espago tangente
da fibra. Uma conexdo I' sobre m é um campo de subespacgos horizontais
Hor, C T, M tal que TM = Vert@ Hor. Assim, cada caminho 7 : [0,1] — B
determina um difeomorfismo th7 D Fyo) = Fye) que leva xy € Fyg) para o
ponto final z; = J(t) € F,4) do levantamento horizontal 4 : [0,1] — M
do caminho v (¥(t) € Hory ) que comeca em ¥(0) = xp. A colecao de
difeomorfismos {®'}cjo1) é chamado um transporte paralelo. Um transporte
paralelo ¢ simplético se ®Tw. ) = w4 (o) para cada t € [0, 1].

Seja (M, w) uma variedade simplética munida de uma estrutura complexa
J compativel com w (i.e. w(v, Jv) > 0 para todos os vetores tangenciais v # 0)
e uma funcao holomorfa 7 : M — C', onde C' é uma superficie de Riemann.

Consideramos as fibras M; := 7~ 1(t) para cada t € C. A restrigao de J
para M, é uma estrutura complexa pois 7 é holomorfa.

Um ponto p € M é um ponto singular da sua fibra M, se e s6 se p é
um ponto critico da fungao 7.

Proposicao 11.1. A restricio de w para M; é ndo degenerada em qualquer

ponto de M; que nao € singular.

Demonstragio. O espaco tangente da fibra 7,M; ¢ um subespaco vetorial

complexo no espaco tangente T,M de M, ie. se v € T,M,; entao também

Ju € Tth.
Dado um vetor v € T,M; \ {0} , temos que Jv € TpM, \ {0} tal que
w(v, Jv) > 0. Assim w restrita para TpM, é ndo degenerada. O

O fato que w restrita para M; é fechada é 6bvio: o diferencial de De Rham

d comuta com imagens inversas (pullbacks).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521407/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521407/CA

Capitulo 11. Degeneracées toricas 75

Assim, dado (M,w,J,m), podemos definir uma familia de variedades
simpléticas (My,wy, J;) onde wy e J; sdo restrigoes.

O nimero de valores criticos tais que M, é singular e finito. Denotamos
esse conjunto finito como SingM;. O conjunto de pontos regulares de M, é
M/ .= M, \ SingM,.

Tome um caminho v : [0,1] — C tal que vy(u) ndo é um valor critico
para u # 1. Entao cada fibra M, nao é singular. Denotemos a pré-imagem
M, := 7 Y(v([0,1]). Se M tem dimensao real 2n, entdo M, tem dimensao
2(n — 1), mas M, tem dimensdo 2n — 1, que é impar, o que implica que a
restricao w, de w para M, tem que ser degenerada, i.e. existe um vetor nao
nulo no nicleo L := Ker(w,).

A intersegao de Ker(w,) com T, M, tem codimensao real 1 em Ker(w,)
porque T,M,) tem codimensao real 1 em TpM,. Assim, em cada ponto de
M., que nao ¢ ponto critico de 7, o nicleo L nao pode ter dimensao maior do
que 1: qualquer elemento dessa intersecao ¢ um elemento do nicleo de w; e ja
provamos que w; ¢ nao degenerada em qualquer ponto nao critico.

Para o subconjunto aberto denso suave M) C M, composto de todos
os pontos que nao sdo pontos criticos de 7 (equivalentemente, pontos nao
singulares das fibras), neste subconjunto temos um sub-fibrado L de posto real
1 no fibrado tangente. A restricao de dm com a inclusao de L é um isomorfismo
droi: L, = Trp)C. Assim L é uma conexao para o fibrado M — [0,1], e
podemos considerar o transporte paralelo com respeito a ela.

Equivalentemente, podemos escolher o campo vetorial % em [0, 1] e con-
siderar o campo vetorial X, a pré-imagem de % com respeito aos isomorfismos
entre Lp e Ty (pyC. O transporte simplético paralelo ¢ o fluxo deste campo ve-
torial e gera simplectomorfismos entre os (M, w;) quando os M; sao suaves.

Ele também gera simplectomorfismos com a parte nao singular de My, i.e.
M{® e um conjunto aberto denso de cada M;. O complemento deste conjunto
¢ conhecido como ciclo de desaparecimento (vanishing cycle).

Temos um simplectomorfismo f, entre M, \ f, *(SingM;) e M\ SingM,.
Assim, dado um sistema integravel g : M; — RF e e a restricdo de f, para o
conjunto aberto denso M, — f,!(SingM;), podemos considerar a composigao
fuog: M, — RF que é um sistema integravel (ver fig. 11.1).

A vantagem desta construcao é que, a partir de um sistema integravel em
uma variedade degenerada, podemos deformar a variedade obtendo variedades
suaves e sistemas integraveis para essas variedades.

Esta ideia de Nishinou-Nohara—Ueda [NNU2012] foi usada por eles
mesmos em [NNU2010], por Nohara-Ueda em [NU2014] e por Belmans-
Galkin-Mukhopadhyay em [BGM2020] para construir sistemas integraveis
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v M’Y = 77_1(7([05 1])) cM C

’ M,
o
PO — .
° F;

e H M,

N

Rk

Figura 11.1: Interpretacao geométrica da construgao de um sistema integravel
a partir de uma degeneragao térica

na variedade de bandeiras completas, Grassmannianas de planos, poligonos
euclidianos, na variedade de moédulos de fibrados parabdlicos de posto 2 e em
superficies de Riemann (a variedade de poligonos esféricos, no caso de género
0), respectivamente.

Nishinou-Nohara—Ueda [NNU2010] constroem uma degeneracao do sis-
tema de Gelfand—Cetlin. Nohara—Ueda [NU2014] usam o fato que o espago de
poligonos ¢ isomorfo a redugao simplética da Grassmanniana Gr(2,n)//U(1)" e
que o sistema de Kapovich—Millson pode ser obtida como a reducao simplética
do sistema de Gelfand-Cetlin na Grassmanniana Gr(2,n). Eles consideram
degeneracoes toricas da Grassmanniana construidas por Speyer e Sturmfels
[SS2004], uma degeneracao para cada triangulacao de poligono e mostram que
a degeneracao da Grassmanniana pode ser feita de maneira equivariante com
respeito a U(1)"™. As degeneragdes téricas dos sistemas de Gelfand—Cetlin gene-
ralizadas induzem as degeneragoes toricas dos sistemas de Kapovich—Millson.

Belmans, Galkin e Mukhopadhyay usam as degeneragoes toricas das va-
riedades de mddulos de fibrados semiestaveis, construidas por Manon [M2012]
usando a teoria de blocos conformes em teoria de campo conforme de Wess—
Zumino—Novikov-Witten para o grupo SU(2).

Esses sistemas integrais tém as mesmas imagens que os sistemas de
Kapovich—Millson e Jeffrey—Weitsman respectivamente, mas nao sao isomorfos
a eles.

Ao contrario do caso de sistemas de Nohara—Ueda, que sao degeneracoes
téricas dos sistemas de Kapovich—Millson, ainda nao sabemos se os sistemas
considerados por Belmans—Galkin-Mukhopadhyay sao degeneracoes toricas
dos sistemas de Jeffrey—Weitsman.

Também nao sabemos se para comprimentos pequenos os sistemas de

Nohara—Ueda e de Belmans—-Galkin-Mukhopadhyay sao isomorfos um ao
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outro.

Mais recentemente Nohara—Ueda [NU2020] definiram as transformagoes
biracionais que trocam os polinomios de Laurent que eles obtiveram como po-
tenciais de Floer. Analogamente, Belmans—Galkin-Mukhopadhyay [BGM2020]
definem as transformagdes biracionais que trocam seus potenciais de grafos.
Além disso, em [BGM2020] mostra-se que as transformagoes de Nohara—Ueda
podem ser obtidas usando um limite das transformagoes de Belmans-Galkin—
Mukhopadhyay. As tropicalizagoes dessas transformacoes sao homeomorfismos
lineares por partes entre os politopos, as imagens dos sistemas integraveis.
Independentemente e com outra motivagao, Rybnikov [R2018] definiu os ho-
meomorfismos lineares por partes entre os politépos de Gelfand—Cetlin. Suas
restricoes parecem coincidir com as transformacoes de Nohara-Ueda !. Da-
das as relagoes ja descritas entre os sistemas de Gelfand—Cetlin, Kapovich—
Millson, Jeffrey—Weitsman, Nishinou—Nohara—Ueda, Nohara—Ueda e Belmans—
Galkin-Mukhopadhyay, esperamos que os sistemas de Nohara—Ueda/Speyer—
Sturmfelds possam ser isomorfos a casos particulares dos sistemas de Belmans—
Galkin-Mukhopadhyay/Manon, e que os sistemas de BGM sejam as degene-

ragoes toricas dos sistemas de Jeffrey—Weitsman.

'Em [NU2020] Nohara—Ueda definiram as transformacdes um pouco diferente do antigo
trabalho deles para as identificar com as transformacoes cluster para o Grassmanniano.
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12
Kapovich—Millson como um limite de Gaudin—Hitchin

Flaschka e Millson provam em [FM2005] que as Hamiltonianas de
Kapovich—Millson nao sao Hamiltonianas de Hitchin. Neste capitulo prova-
mos que as Hamiltonianas de Kapovich—Millson sdo obtidas como limite das
Hamiltonianas de Hitchin.

Observacao: Usando o formalismo de Gaudin descrito no capitulo 8, este

resultado é equivalente a um resultado de [CFR2010]: os elementos de Gaudin

Hy(z) = Yl xl(ff;l convergem para os elementos de Young-Jucys-Murphy
Ji = SF1(ik), quando algumas das z;’s colapsam.

Sejam ey, ..., e, os lados de um poligono P no espaco de poligonos com
respeito a acao coadjunta de SL(r,C). O produto de érbitas da agdo tem a
forma bilinear (A, B) — Tr(AB).

Para K := Q(xy,...,x,), o corpo das fungoes racionais nas variaveis

livres x;, definamos
1. o espaco vetorial U com uma base {ai; 1 i< j,i,5€{1,...,n}},
2. os vetores aj; := a;j € u para i < 7,
3. os vetores a;; == — > ;4 A € d,

4. o subespaco A C U gerado pelos {ai; - 1€ {1,...,n}},

5. os vetorres H; = 37,4,

Ti—x;’

6. o subespaco H C U gerado pelo A e {H; :i€{l,...,n}}.

A interpretacdo: a;; = B(e;,e;), H; representam as hamiltonianas de
Hitchin, as defini¢oes aj; = a;; € a; = — 325 ai vem do fato que B ¢é simétrica,
bilinear e > e; = 0.

Assim, K" = A C Hcu=K"5"

Tomando o quociente por A na tltima relacdo de inclusao, obtemos

{0V CHCU onde H=H/AeU =U/A2 K" 5"

A seguir vamos caracterizar H como subespaco de U, encontrando sua

dimensao e uma base, nos casos n = 4 e n = 5. Antes de tratar esses caso
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particulares, notamos que em geral

n

P
i = =0.
i=1 i<y Ti T
Dai dim(H) <n —1.
Para simplificar notagao, vamos denotar x; — z; =: j.
Em U, a; = 0, aj; = aij e X;4;,a;; = 0. Vamos obter um sistema de
equagoes em termos de a;;’s, a partir das quais vamos identificar uma base

para U:

12.1
O caso de quadrangulos

a2+ a3 +aiy =

Q12 + Qg3 + Aoy =

o O O O

a13 + ag3 + az4

Q14 + ag4 +a3g =

Tomando a4, azs como vetores formando uma base de U = K?, reduzimos o

sistema para

a2 +ai3 = —aiy
12 + Q23 = —a
13 + Q23 = —a34 = Q14 + Qg
ou equivalentemente,
1 10 a19 —aiq
1 01 aiz | — —agy
0 1 1) \azs (14 + Q24
Entao
a12 1 1 1 —1 —ai1q
a3 | = 3 1 -1 1 —a9y ,
Q23 -1 1 1 Q14 + a4
e
Q12 = —A14 — A2
13 = Q24
G23 = Q14

Vamos escrever os H;’s em termos da base {aj4, ags}:
7 Y
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12 Qi3 Q14 Q4 Qo4 Q24 Q14 24 ) < 23 )
H = — —_— _— = — —_— —_— _— = _ —_—
T Tt T T T3 T (21 14) Mt 5113 220

Q12 Q93 Q24 Q14 Qo4 Q14  Q2g4 13 ) < 14 )
H = — —_— _— — _— e _— = —_— _—
2= Ty T T 12 T2 T3 ! (1223 @147 1994 ) 420

a1z Q23  G34 Q24 Q14 | Q14  A24 42 > < 41 )
Hy=-2 422 = _ "2 " " 2 (2 STET
T3 T T T T T3t (4332 R VEETY A

A4 Q94  (G34 Q14 Q24 Q14 Q24 31 > < 32 )
H = -_— —_— _— = — —_— —_— -_— = b - .
T T e T T T e T T (3441 M\ gy ) 2

Como {Hl, HQ} cU= <CL14, CL24>, temos
dim((Hl,HQ,Hg,H4>) S 2.

Para verificar que dimH{ = 1, basta provar que os H;’s sao linearmente
dependentes dois a dois (além disso, basta verificar esse fato para 3 H;’s pois
H1+H2—|—H3+H4:0)2

H
— Para Hy e Hy: {Hy, Hy} é 1. se é s6 se det "1 =0.0 que acontece
2

. . 24 14\ _ ([ 23 13
efetivamente, pois (21 14) (1224) = (2113> (1223).

H
— Para H; e H3: Analogamente det (Hl) =0.
3

Concluimos que, dados z1, x2, 3 e x4 tal que z; # x; para todo @ # j, o
subespaco H tem dimensdao 1, com base {H;}, no espaco K-vetorial U de

dimensao 2.

12.2
O caso de pentagonos

Novamente,

a2 + a3+ a4 +a;5 =
Q12 + Qo3 + Q24 + 25 =
Q13 + Qo3 + agq +azs =

Q14 + Q24 + Q34 + Q45 =

o O O o O

Q15 + Qo5 + a35 + Q45 =
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Tomando a4, ass, a15, G5, as5 como vetores numa base de U = K° e notando

que asy = a15+ Q95+ A35 — A14 — Aoy4, G5 = —A15 — Aos — A35, Teduzimos o sistema
para

a2 +a13 = —ai4 — a5

Q12 + Qg3 = —Q24 — Q25

@13+ a3 = Qy4+ G4 — A15 — dgs — 2a3s

ou equivalentemente

1 1 0 a19 —a14 — A1p
I 01 a13 | = —Qg4 — Q25
0 1 1) \ags 14 + Q24 — Q15 — Q25 — 2a35
Entao
12 1 1 I -1 —a14 — Q15
a [ =5 1 -1 1 —Qg4 — Qg5 ;
a3 -1 1 1 a14 + Q24 — Q15 — G5 — 2035
e entao
Q12 = 0435 — Q14 — Q24
@13 = Q24 — Q15 — a3p
(23 = (@14 — Q25 — 435

Vamos escrever as H;’s em termos da base

{a14, Q24, A15, A25, Cl35}

(do fato que 37_, H; = 0 s6 vamos precisar de 4 H;’s):

H_(24> +(23) +<35) o +<32)
P11 M \o113) 2 T 3115 M T T (3119)) B

H_(13> +<14) o +(35> +<31)
27 \1223) @14 (1904 ) 924 T V981 T (3905 ) 9257 3907 ) 3%

= (P Yot (22 Yo (2 Y (2 Y ()
47 \30a1) ™ T \3442) 2 T \5443) Y5 T \5a43) 9B T \5a43)

Hs = Oag + 0 +<41) +<42> +(43)
5= Va2 ey )95 T\ s En ) 925 T 4553 ) 45
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As Hamiltonianas H; e Hy sdo combinagoes lineares (com coeficientes em
K) de H2 (§] H5Z
() () —
1223 3515 _
(28) Hy + (B82)H; = H,
Assim, dados x1, x2, 3, T4 € x5 tais que x; # x; para i # j, o subespaco H

tem dimensao 2, tem base {Hs, H5}, no espago K-vetorial U de dimensao 5.

Agora vamos provar que as Hamiltonianas de Hitchin H;’s induzem as

Hamiltonianas de Kapovich-Millson quando os x;’s convergem para certos

valores:
Q14
— Q24
1213 1324 1235
A — 18 — | 23 10! _ 2314 L 455 0 1 a (12-1)
o, |\ s 1345 2345 1 _q _7 15
4 35 14 1435 3524
25
35

Fazendo x5 — o0,
24 12
Al (—14 -1 -2 0 1 )
45 45 ’
-1 —a5 —1 -1 -1
Se além disso, 1 — x5 € x4 — x5, obtemos
-1 -1 0 0 1
A= — ("2, (12-2)
0 0 -1 -1 -1 Q45

onde ai;s e ays sao as Hamiltonianas de Kapovich—Millson associadas as
diagonais e; + e5 e e; + eg + e3, respectivamente.

5
Escolhendo outra base {ajs, a1z, ass, asq, ass} de U = K°, vemos que

a13 + a1y = —ai2 —as

(24 + Q25 = —Q12 — Q23

13 +aszs = —ag23 — A34

14+ Q24 = —a34 — Qy5

Qg5 + ags = —Q15 — Q45

ou equivalentemente,

1 1000 ais —@12 — A15
00110 14 —a12 — A3
1 00 01 Qoq | = | —Q23 — Q34
01100 Qo5 —a34 — Q45
00011 ass —a15 — A4gp
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e
a13 1 1 1 -1 -1 —Qa12 — A1p
a14 1 1 -1 -1 1 1 —a12 — 423
Aoy | = 5 —1 1 1 1 —1 —ag3 —Ad3zq |
ao5 1 1 -1 -1 1 —Q34 — Q45
ass -1 -1 1 1 1 —a15 — A4p
e entao
a13 = Q45 — Q12 — @23
aiy = Q93 — Q15 — Q45
Q24 = Q15 — A23 — (34
Qg5 = Qa34 — G12 — 415
Az5 = Q12 — G34 — Q45

As H;’s em termos da base

{a15, 12, 23, A34, a45}

sao

o 23 43 34
VS pra s gt gyt 0 g,
Hy = 45 a5 + 1 a2 + i Qg3 + 3 s a34 + Oays
4225 1225 3224 3114 ’
Hz = 0a15 + o+ ! a1z + A@s + 45 a3q + 1 Q45
5331 2331 43 35 1335
Hy = -1 ——ai5 + O0ajp + 12 —— a3 + 52 agq + ol 45
2441 1442 3442 5441
Hs = 12 a15 + 52 ———aj2 + Oags + 25 aszq + 13 Q45
1552 3552 2553 4553
Matricialmente,
W\ (aem) (EEoamoo
H, U5, -1 Ba_sms
A=|Hy|=|33m =] 0 I
m| |ug, 10 -1 4w o
H; B2 F, BL 1 0 -1 28

Vamos considerar os coeficientes de H; e Ho:

_ 1345 2314
A= 1534 1234 1 0 1
: _1 1524 2534 1 "
1245 ~ 4523

15
12
23
34

Q45

83



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521407/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521407/CA

Capitulo 12. Kapovich—Millson como um limite de Gaudin—Hitchin 84

Note que
a1 0 -1 -1 0 1 ais
a4 -1 0 1 0 -1 Q12
au | =11 0O -1 -1 0 Q93
aos -1 -1 0 1 0 a3y
ass 0 1 0O -1 -1 ags

Tomando x4 — oo em A,

13 23
A_ [ © -1 0 1 '
-1 =1 25 71

12 23

Se além disso 1 — x3 € T3 — x5,
0O -1 -1 0 1
A— — [ .
-1 -1 0 10 ags
12.2.1

Deformacao do sistema de Kapovich—Millson (construcao das z;(t))

Seja

T: A — Conf(5, CP')
t — (l’l(t),$2(t)711/’3(t),$4<t>,$5(t)),

onde A :={t e R:0 < |t| < 1} e Conf(5,CP') := {(ay,az,as,a4,a5) €
CP!:qa; #a;Vi # j}.

Vamos construir uma aplicacao
F AO X M(T’l,?"g,rg,?"4,7’5) — R2

tal que F'(0, P) = (a2, a45) onde ajs e ay5 sdo as Hamiltonianas associadas ao

poligono P escritas na base {ai4, o4, a15, ass, azs } na matriz (12-2). Definimos

F(t,P): = (Hy Hy)
= (—$2a11 — a4 + 155215 + Oags + ags , onde H, e Hy sdo
%Eam + %%4 — Q15 — Qg5 — a33)
ri(t) = 1—t
x5 (t) 1—¢2
introduzidos na equagao (12-1) e ij denota x;—x;. x3(t) = t! e Vemos
xy(t) = —1—t
r5(t) = —1+4+12
que x; # x;, Vi,j, e t € A% Além disso, quando ¢t — 0, z1(t),z2(t) — 1,
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zy4(t),z5(t) — —1 e x3(t) — oo. Portanto F' estd bem definida e F(0, P) =

(Cl12, G45)-

12.3
O caso de hexagonos

Para n = 6, quando a triangulagdo do poligono nao é leque (grafo dual
nao lagarta), vamos dar um argumento mais simples que também implica o

caso n = b.

As Hamiltonianas de Hitchin sdo dadas por

H=Y-"_  jec{1,. . 6}

i U1

Se k # jexp — xj, entdo (v — x;)H; — agj. Assim (xy — x1)H1 — aj9,
(x4 — x3)Hs — asyg e (xg — x5)Hs — as6 quando zg — 5, To — 1 € Ty — T3.
Observacao: No caso nao lagarta n = 6, também podemos fazer um

andlise mais computacional como no caso n = 5 e vice-versa.

12.4
Caso geral para triangulacdo leque (grafo dual lagarta)
Lembremos que Hj(z) = >, %“_Jx -~ Escolhemos z; em progressao
geométrica: ,
zi(t) =1t (12-3)

onde ¢ é um parametro (real ou complexo; ou ¢ é um elemento em corpo nao

arquimediano com valoragao positiva). Entao

. , tI
iy H = ; (%g% #i _tj> @i

€ como

tI ) —1 para 1>
0 para 1<

obtemos
1ii%xjHj = — Zaij.
1>)
Além disso, x;(t)H;(z(t)) é holomorfa em ¢ = 0. Por outro lado,
gles+ - +e,) = > Bleej)

i,j>k
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logo

qlej +---+en) —qlejp + -+ ey) —qlej) = 22‘123 = —2limx;(t)H;

t—0
1>7

e, calculando uma soma telescopica,

qler + - +en) —qler) — - —qlen) = ZQ(ej+---+6n)—

—q(ejp1+ -+ en) — q(ej)

= —211m2xj

]>k:

Mais geralmente, a mesma computacao mostra o seguinte

Proposicao 12.1. Suponha que a procedura de limite lim € bem definida e

os limites lim 7+ = 0 sdao 0 para todos i < j. Entdo as fungoes de Kapovich—

Millson 1 M sG0 iguais aos limites lim Y~ ;- (L5 aea) z;H;).

Observagao 12.2. A forma de limite sugz’m que ele € mais naturalmente pode

ser escrito como o limite do mtegml - [ Tr( )/dlogz onde 7y, € um ciclo

na esfera de Riemann que separa 0s pontos xy,...,ZTg_1 dos pontos Ty, ..., Ty.
Demonstragado. O diferencial Tr( ) /dz decompoe como Y, ( aii/2 Zlf;,)dz.
Entdo Res,, Tr(% )/dlogz = (% Res,, m) + x;Hj. Usando (Z%)Q

(z(zx;)j;ff = - 1xj —i-(z e obtemos Res,, (Zziz) =1 logo Res,, Tr( )/d log z =
Yot xHje 5= [ Tr(% *)/dlog z = Sk Resy, Tr(% *)/dlog 2 = Yok +
xjHj. [

Assim, as Hamiltonianas de Kapovich—Millson f; podem ser obtidas
como limites de somas lineares (com coeficientes dependentes de pontos

marcados) das Hamiltonianas de Garnier—-Gaudin-Hitchin H;.

Figura 12.1: Triangulagao e grafo Figura 12.2: Triangulagao e grafo
correspondente ao hexdgono no correspondente ao hexagono no
caso lagarta caso nao lagarta
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12.5
Trabalhos atuais e futuros

12.5.1
Férmulas explicitas para arvores gerais

O que segue nesta subsecao é trabalho em andamento.

Nosso objetivo é combinar nosso método (via limites) com os trabalhos de
Chervov—Falqui-Rybnikov ([CFR2009], [CFR2010]) e Aguirre-Felder—Veselov
([AFV2011]) para obter formulas explicitas

fI(e) = lim Z ck(e)Hk (LC),

onde e é uma aresta de arvore e ¢ (e) sao fungoes explicitas de x parametrizadas
pelas arestas. A estrutura complexa sobre (CP!, {z1, ..., z,}) é invariante com
respeito de a¢do de um grupo PGL(2, C) das transformagbes de Mébius. Isso
sugira que os coeficientes ¢ (e)(x) naturais sao as fungoes racionais homogéneas
de x de grau 1.

Nosso objetivo mais simples é escrever algumas parametrizagoes x;(t) e
ck(e)(t) tais que o limite converge para as Hamiltonianas de Kapovich—Millson
para outros grafos duais distintos dos lagartas.

A seguir, definimos fungoes mais gerais f; e H; que se adaptam melhor
a nosso objetivo. Para I C {1,...,n} definimos as fungoes fr = q(v;) =
Dicrjer @ij € Hr =37 cr g1 % que de fato éigual a >>;c; H; = — >0 Hj =
Sy, Te(H(2)?)dz. As vezes podemos obter f; como o limite de reescalonamentos
H;. Mais geralmente, precisamos considerar limites lim Hy) para todas as
arestas e € GG e suas combinagoes lineares baseadas na combinatoéria da arvore
determinada pelo comportamento assintético das z;’s.

Vamos considerar a estrutura indutiva do espacos de poligonos dada pela
arvore associada a sua triangulacdo. Para cada par de folhas i # 7,

A (2 — o) Hi = lim (z; — 2:) H; = ay;
¢ uma Hamiltoniana de Kapovich-Millson (depois de reescalar por 2 e somar
a constante ¢(e;) + q(e;)), e

lim Hgjp =2
Ti—T g

i, + Qg
T — T

(12-4)

Como a;, + aj, = Ble; + e;,¢€i), o lado direito da equagao (12-4) pode ser
interpretado como as Hamiltonianas de Gaudin—Hitchin para o (n — 1)-4gono

com lados e;+e; e eg, k # 1, 7. Para k # 1, j, os limites lim,, ., Hy sao as outras
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(n—2) Hamiltonianas de Gaudin-Hitchin para H(z)/dz = %ZjLZ%{M} e
Assim obtemos um limite do estrato genérico do espaco de médulos de Deligne—
Mumford My, ao estrato genérico de seu componente divisor de fronteira
isomorfo com M ,,_;. Cada arvore trivalente tem um vértice com duas folhas.
Assim, aplicamos este passo indutivo para obter todos os sistemas integraveis
intermediérios e, depois de (n — 3) passos, o sistema de Kapovich—Millson
associado a arvore dada.

Mas, como construir um limite explicito ao longo de uma curva irredu-

tivel? A ideia é que para cada arvore filogenética (da evolugao de n espécies),

e
[ M)
!
N Y
ot
=Y )
S
0®
™0

Figura 12.3: Triangulagdo nao leque e arvore dual filogenética nao lagarta

definimos uma funcio geradora z;(t) = > ,cantecessores(i) €V0L(i; T) - t7* para a
evolugdo de espécies i no reldgio molecular T (ver fig. 12.3). Arvores e ul-
tramétricas sao usadas na tropicalizagao de My, (Mikhalkin-Rau [MR2018]),
Gr(2,n) (Speyer—Sturmfels [SS2004]), e por Nohara—Ueda em [NU2020].

12.5.2
Mais trabalhos em andamento e problemas relacionados
1) Deformar as coordenadas agao-angulo de Kapovich—Millson para coor-

denadas acao-angulo para outros sistemas integraveis aqui estudados.

2) Descrever as imagens destes sistemas em coordenadas agao (interpolando

as desigualdades triangulares).

3) E possivel obter o sistema integravel de Jeffrey—Weitsman como limite,
da mesma maneira que o sistema integravel de Garnier converge para o

sistema de Kapovich-Millson? (e de que sistema ele é limite?)

As diapositivas (em inglés) usadas na defesa da tese podem ser encon-

tradas no seguinte enlace Slides’s thesis.


https://github.com/fabiolacordero/Comparative-study-of-integrable-systems-on-spaces-of-polygons-matrices-and-bundles.git
DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521407/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521407/CA

A
Formas bilineares e bases ortonormais

Ballestreros—Corsetti-Ragnisco [BCR1996] e Karimipour [K1998] inde-
pendentemente de Kapovich-Millson [KM1996] dao essencialmente as mesmas
integrais f’s definidas no capitulo 6. Para uma N-tupla de matrizes Ay, ..., Ay

e k+ 1 < N definamos as integrais

1@ = ;Tr ((g AZ-)Q). (A-1)

Integrais da Equagao (A-1) sao consideradas em Falqui-Musso [FM2003,
eq. (1.6)] onde elas sao chamadas “contrapartidas classicas das integrais de
Gaudin”. Como vimos no Capitulo 12, os sistemas “cldssicos” (de Kapovich—
Millson—Ballestreros—Corsetti-Ragnisco-Karimipour) podem ser obtidos como
os limites dos sistemas “quéanticos” (de Gaudin), que o parcialmente confirma
o uso dos adjetivos “quantico/classico”.

Se na Equacao (A-1) as matrizes A; € s[(2, C)* correspondem aos vetores
e; € C? mediante um isomorfismo linear ¢ : s[(2, C)* — C3, as fungdes [}, de
(A-1) se transformam nas hamiltonianas de Kapovich-Millson se o morfismo
¢ identifica a forma bilinear (A, B) — Tr AB com a forma euclidiana.

Duas formas bilineares nao degeneradas, associativas e simétricas de
uma algebra de Lie simples de dimensao finita nos complexos sempre sao
proporcionais (ver [KBK1997, pg. 169]). Assim, os resultados seguintes do
Teorema A.3 e o Corolario A.4 nao sdo novos mas a sua prova sim, além de
ser construtiva, pois descrevemos indutivamente a base de sl(n, C) na qual a
equagao (A-10) é verificada.

Observagao: As matrizes da base construida sdo matrizes classicas de
Gell-mann generalizadas, descritas por exemplo em [BK2008]. Para su(2), sao
as matrizes de Pauli e para su(3), sdo as matrizes de Gell-mann préprias.

Do ponto de vista matematico a consideragao das bases nao é necessa-
ria, e os sistemas integraveis que discutimos podem ser escritos em notagao
invariante. Mas sistemas integraveis e a geometria simplética se baseiam na
fisica, e na literatura fisica ¢ mais comum ter fungoes escritas em bases con-
venientes (como as matrizes de Pauli e Gell-mann). Neste capitulo discutimos

as bases ortonormais para as dlgebras de matrizes su(2),sl(2,R),sl(2, C) no
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Apéndice A.1 e sl(n, C) no Apéndice A.2.

A.l
Posto 2

Nesta secao vamos estudar a relagao entre as integrais de movimento do

capitulo 6 e as integrais (A-1).
Para f 41 definida em 6, para € € (sl(2,C)*)" e k € {1,2,...,n — 1},

Jri1(€) = I (€), (A-2)
Além disso, para A; = (w Y ) € sl(2,C),
z —x
1 1 ,
o(4) = I~z ~ b+ 2. - 2l (A3

onde |[|.||2,1, & funcdo de Lorentz, é definida a partir do produto interno
((v1,2,v3), (w1, W, w3))2,1 = V93w + VawWy — V3Ws3 .

Vamos ver que a equagao (A-3) também se cumpre nos casos su(2) e sl(2,R),
e que de fato o conteido até o momento desta tese para s[(2,C) é uma
generalizacdo do que acontece nesses casos.

Identificamos sl(2, C)* ~ s[(2,C), e usamos a base

g firfroo) rfony ifon
L 2\ -1)7 2\t o) 2\-1 0}
CASO su(2): Concretamente,

: b
AEsu(Q)HA:( " aJrZ)

—a+1ib —ix
com a, b, c € R. Entao
A€ su(2) « €= (—2xi,—a+ib+a+ib,a+ib+a—ib) € C?,

onde as coordenadas de €' sao as componentes de A na base 8 de sl(2, C).

Portanto
lel3, = [—4a®+ (=2ib)* — (2a)?|
= | —4a2? — 4b* — 4a®| = 4]2% + b* + d?|
= |I(22,2a,2b)| 2 ctia-

onde (2z,2a,2b) € R3
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CASO sl(2,R): Neste caso tomamos a mesma base (3 de s[(2, C), sé que
para s[(2, R) consideramos sé os coeficientes reais. As contas para provar

que A-3 vale no caso SL(2,R) sao as mesmas que no caso SL(2, C).

A.2
Posto superior

Nessa se¢ao generalizamos a equagdo (A-3) para G = SL(n, C). Temos

que encontrar uma base de sl(n, C):

1 n?—1
a; *x * *
* af * * *
T=SA =% % . * *
* % % a?‘l *
x ok ox ox —(al+a?+-+ah i

tal que, para X = [q:lj]” | € sl(n, C) arbitrario,

1
5 TI(XQ) = Q((eh €9, aenQ—l))7

onde cada e; é a coordenada de X correspondente ao A; na base T, e ¢ é uma

. 2_ . ~
seminorma em C™ ~! a definir. Na notacdo empregada,

n—1 n n n—1
Tr(X?) =2 (Z x; > Z Z Ty Y, Tl (A-4)
=1 Jj=li=1,

i,5=1,i#j
Suponhamos que a base T existe. Fixemos X e vamos considerar seus
coeficientes e; na base Y. Vamos supor a existéncia de elementos By, = [b;;]

tais que b;; # 0 <+ ¢ = 5,7 =1 e by, = by = 1, estao em T para cada

r,s € {1,---,n}, r > s. E vamos também supor elementos Cy, = [¢;;], tal
que ¢;; # 0+ @ =35, =recy =1ec, = —1, estao em T para cada
r,s € {l,---,n}, s <r. Assim, temos n(n — 1) elementos da base T e se ey, €

fsr sd0 os coeficientes de X nas componentes By, e C, respectivamente, temos

o seguinte sistema de equacgoes:

Lrs :esr+fsr

Tgr = €5 — for

Dai obtemos os coeficientes e,., fs. em termos das entradas x,s e x, de X:

Csr = %(:L‘TS + xsr) € fsr = %(mrs - xsr); € €§r - 52r = Lpssr- Assim,
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Z (€5 — fi5) = Z Tiglji = 5 Z LijLji
ij=1,j<i ij=1,j<i ij=1,j#i

onde a ultima soma é o segundo termo na soma da equacao (A-4). Agora s
resta achar outros n—1 elementos da base T tal que a soma dos quadrados dos
coeficientes de X para esses elementos seja % [2 (Z?: ) Z” Vit xux”}

o que leva a escolher elementos da forma
A, —dlag( a;,az,...,a —(a; —{—a?+---+a?_1)),

tal que existem R;’s com os quais se verifica o sistema

{ xii:Rlai‘{_RQaé o+ R, qal_; para 1<i<n-—1 (A-5)
> j] + sz 1,j<i Tiiljj
Para encontrar os R;’s, vamos enunciar e provar o seguinte resultado mais
geral.
Lema A.1. Param € N er = 1,...,m, 0s polinomios com coeficientes ra-
cionais A, = 5t (Y + Yo + Yo+ 4 Y ) € Q[Y1,..., Y,
vr e {1,--- ,m} satzsfazem a sequinte igualdade

VE4YS+ 4 Y2+ Y VY, =A+A+ 4 A4, (A-6)

i,j=1,i<j
2
Demonstracao. Para m = 2: Yf + Y22 +YY, = (Y1 + %YQ) + %YQQ Para
m = 3:

1 1 2 3 1 2y
VRV Yer Yy = (Y4 )Y+ 5% )+ (Vok %) 4237

A identidade a seguir vai ser empregada no caso geral: para k € N,

k—1
1 1
)1 L
k

121(7“_7‘—#1

Z:: T+1)

Provar a equacdo (A-6) é equivalente a provar que os coeficientes em ambos
lados da equagao coincidem, o que faremos estudando os coeficientes do termo
Y.,Y; no polinémio A; + Ay + -+ 4+ A,,.

— Caso s < t: O coeficiente do termo Y.Y; em A, é

_ . os4l 2 _ 1
—Ses-r,288+1—51 L
— Se r<s<t<N, oy T 7oA
—Se r>s,0.
Entao o coeficiente de Y,Y; em A; + Ay +---+ A, é = + Zr s+l T( 1+ 1)
e a equagao (A-6) é equivalente a identidade acima ZT e +1) + = =1
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~ Caso s =t: O coeficiente do termo Y2 em A, é

— Se r =3, S;—l
g 2
_ r+1 (1 7 1
Se r<s, 2r (r+1) T 2r(r+1)
— Se r>s, 0.
O coeficiente de Y2 em A; + A2 4+t Am é 5“ +1 3 2 1 (7’+1 Como

antes, basta provar que SH +1 P % (r+1) = 1~

]
Como consequéncia direita do lema A.1 obtemos os coeficientes R;’s:
s+1 1 1
Ry (o Sagmemen £+ Sgranon ) (A)
para s € {1,---,n}. Agora vamos encontrar os a] (e assim as matrizes A;)
substituindo a equagdo (A-7) no sistema (A-5): z1; = Y- Ria}. Entdo
n—1
1 1 1 )
X111 = T+ ——x 7 + e F - Lnn | Q;
H ; ( i1 e i+1 )
ex = \/g:vlla% = atry;, al = 1. Assim,
0.z = \/F5amay+/55  tHr20)
Via
_ 14+-k24-2k— (k2 4+-2k+1)
= 1+ 2k(kt1) + \[ 3722
= (Viab+ 5) T2
e a% = —%. Obtemos entao a intuicdo para afirmar o seguinte enunciado.
Lema A.2. A
. 1/% para =]
al = —i\/ig para i>j
0 para @<y
Demonstragio. Para j € {1,---,n — 1}, das equagbes (A-5) e a expressao
(A_7)7
vj; = Yio Rid]
= Z?:_;Raj( ois a] =0 se i < j)
n—1 1 1
i=j \/ ; (% + T+ (1) T mx(n—n(n—n) a;
Comparando coeficientes com o polindémio nas variaveis (xj,---, ;1)

1lti i Y& o 94 Jo_— 25 .
na ultima igualdade, z;; = / 55 Lij- Por hipotese, a; = prag igualdade se
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verifica.

Para o resto de termos,
_ 11 2
0'$u+nu+n-—(vlz*pzaj+‘ 20 al41) T(1(41),

Crs . — J+1 1 j+2 713
0 Z(jr2)G+2) = (\/ 2 1% TV 3G+ J+1+a+z\/ 2(7+2) a+2) L (j+2)(j+2)

e, em geral,
0 §§M+1 I i
*Tgs = P a Lss,
=V 2 i+l 3
para s € {j+ 1,7 +2,--- ,n — 1}. Resta verificar que
1+1 1 iy s+1 .
a; + 4/ al =
20 i+1" 2s °
que provamos por indugao. Para s = j + 1,
+1 1 | +2
L%CLJ—F j.;aj‘_,_l
2] j+1"7 2+1) 7
/]—|— 2(j+1 Jj+2
' j+1\/]+ j—|—1 j+2 2(j+1)

A hlpotese de inducdo é que, para s=k e {j+1,j+2,--- ,n— 1},

itl 1, [kt
4y —0.
91 ir1% T o %

— k— i+l 1 k+1
@k+1 = Zi V 2 H—lal + k+1ak+1
_I._

E12 k—i—l J k+1
2(k+1) ak—f—l + \/ o @

k1l (1 )
% <k+1 1) aj + (k+1)ak+1

E s6 calcular:

i+1
Z 21 H—l al +

1 —
k+1 k+1 =0

Deste teorema obtemos que

A; =diag | —= L 0 L2
VJ+ Vj+ VJ+ e BT TE)
(A-8

para todo {1,...,n — 1}, onde o primeiro bloco
diag (—3,/%, cee —;./%) ¢ uma matriz de dimensao 7 —1 x j — 1.

Provamos o seguinte teorema.
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Teorema A.3. Sejan € N e a base T de sl(n, C), dada por
T={A4,,Bs,Cs:5€{l,....,n—1},r,se€{1,...,n},r > s}

onde os Aj sao descritos em (A-8) e 0s By, e Cy, sao os elementos definidos

na pdgina 91. Para todo X € sl(n,C):

n

n—1 n
TI'(X2> = Z a]z + Z b?r - Z Cir (A_9>
j=1

r,s=1,r>s r,s=1,r>s

onde aj,bs,csy sao as coordenadas de X na base Y para os elementos

Aj, By, s, correspondentes.

Corolério A.4. Seja € = (er,ea,--- ,ey) € [liL, Ok, onde cada X; €
sl(n, C)*. Entdo

qk(é') = 2]k<é>, Yk € {1, cee ,N — 1} (A—lO)

onde qx(€) = qexr +ea+ -+ +exr1) (q € a forma quadrdtica definida pelo lado
direito da equagao (A-9)) e I foi definida na equagao (A-1).
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Grafos e triangulacoes

Neste apéndice damos as defini¢des referentes a grafos e poligonos usados

na tese, como referencias de estes conceitos ver [BM2011] ou [D2010] .

B.1

Grafos

Um grafo é um par G = (F,G) onde E é um conjunto de elementos
chamados vértices e G ¢ um conjunto de pares de ditos vértices chamados

arestas.

Um caminho num grafo é uma sequencia finita de arestas que unem uma

sequencia de vértices.

Um grafo dirigido é um grafo cujos vértices sao conectados por arestas
dirigidas.

Uma drvore é um grafo dirigido no qual cada par de vértices é conectado

por exatamente um caminho.

O grau de um vértice é o nimero de arestas que sdo incidentes em dito

vértice.
Uma folha de uma arvore é um vértice de grau 1.

Um arvore trivalente é um arvore onde cada um de seus vértices tem

grau 3 ou é uma folha.

Um grafo lagarta é uma arvore no qual removendo as folhas obtemos um

caminho.

Uma drvore filogenética é uma arvore mais uma bijecao & : X — L
chamada mapa de rotulagem onde L é o conjunto de folhas da arvore e

X é um conjunto finito.

Observagao: O conceito de arvore filogenética é usado em areas como

a biologia para descrever as relagdes evolutivas entre varias espécies ou outras

entidades que se acredita terem uma ancestralidade comum.
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B.2
Triangulacoes
— Uma triangulagio de um poligono é a escolha de um conjunto de
diagonais (segmentos que unem dois vértices nao adjacentes) tal que nao
se interceptam no interior do poligono e que o conjunto seja maximal
com essa propriedade, i.e se adicionamos qualquer diagonal ao conjunto

perdemos a condicao de que as diagonais nao interceptam-se no interior.

— O grafo dual de uma triangulacao de um poligono é o grafo cujos vértices
sao os tridngulos da triangulagao e dois vértices (tridngulos) se conectam

com uma aresta se e so se eles compartem uma diagonal.

— Uma triangulacao leque de um poligono é a triangulacao resultante de
escolher um vértice no poligono e tragar as diagonais do poligono a partir

desse vértice.
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