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Apéndice - Espacos de Hilbert

O material que segue ¢ um levantamento sobre conceitos da teoria em
espacos de Hilbert, para fazer tal levantamento foi utilizado o Capitulo 5 do
livro Kubrusly (2011).

Um espaco de Hilbert ¢ um espaco produto interno completo. Em outras
palavras, ele é um espaco linear equipado com uma estrutura algebraica e
topologica. Assim como em espagos lineares de dimensao finita, em espacos de
Hilbert podemos caracterizar todos os elementos a partir de uma base. Mais
do que isso, agora temos a no¢ao geométrica do (;) que nos permite definir a

ortogonalidade entre vetores.

9.0.1
Espacos com Produto Interno

Definigao 9.1 Um espago linear (ou espago vetorial) sobre um corpo F é um
conjunto X com duas operacgoes bindrias: X X X o (soma) e F x X — X

(multiplicacdo escalar) tal que as sequintes propriedades sejam satisfeitas:

(a)(a.1) y+x € X, VyxeX;
(a.2) Comutativa: y+ x = x +y para todo y,x € X;
(a.8) Associativa: y+ (x + z) = (y + x) + z para todo y,z,z € X;
(a.4) Elemento neutro: existe um elemento 0 € X, tal que y+0 =y para
todo y € X;
(a.5) Elemento inverso: para todo x € X existe um elemento (—z) € X
tal que (—z) +x = 0;
(b)(b.1) a-x € X para todo v € X, € F;
(b.2) a-(y+2z)=a-x+a-y para todo y,x € X,a € F;
(b.3) (a+pB)-z=a-x+ - x para todo x € X, € F;
(b.4) a- (Bx) = (af) -« para todo x € X, € F;
(b.5) Existe um elemento 1 € F, tal que 1 - x = x para todo x € X;

Daqui por diante, vamos denotar a multiplicagao escalar, a-x apenas por
ar,Va € F,z € X. Em particular, se F = R, entao X é chamado de espaco

linear real. Por outro lado, se F = C, entao X é chamado de espacgo linear
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complexo. Logo, a cada elemento = do espaco linear é chamado de vetor e o

elemento a de F é chamado de escalar.

Definigao 9.2 Seja X um espago linear sobre o corpo F. Um produto interno
sobre X € um mapa
(;): XXX —>F

para o qual se verificam as sequintes condicoes, Vx,y,z € X e todo escalar
acl:

(a) Homogeneidade: (ax ;y) = a{x ;y).

(b) Aditividade: (cx + vy ;2) = (ax ;2) + (ay ; 2).
(¢) Simetria Hermitiana: (ax ;y) = (ay ;z).

(d) Nao-negativa: (ax ;x) > 0.

(e) Positividade: (ax ;x) =0 solo se x = 0.

Definicao 9.3 Seja X um espaco linear sobre F. A norma de um elemento
r € X é um numero real nao negativo representado por ||z|| , associado com

x, que satisfaz os sequintes axriomas Vr,y € X e a € F:
(i) Néao-negativa: ||z|| >0 e ||z|]| =0« = =0.
(i1) Desigualdade triangular: ||z + y|| < ||=|| + ||ly]| -
(111) Homogeneidade: ||ax|| = |of ||z|| -

Pode-se verificar que a norma |-|| induzida pelo produto interno em
X ¢ dada por ||z||*> = (x:2). Por outro lado, seja (X,(-;-)) um espaco
produto interno, Considere {z,} uma sequéncia em (X, (-;-)). Dizemos que
{x,} converge para x em (X, (- ;-)) se Ve > 0,3In. € N; ||z, — z|| <€, Yn > n,,
isto é lim, o ||z, — z|| = 0. Logo, a sequéncia {x,} é chamada de sequéncia

convergente. Além disso, se {x,} é uma sequéncia convergente, entao:

lim ||z, — x| =0. (9-1)

n—00,M—00

Uma sequéncia de vetores {z,} em H que satisfaz a Equagao 9-1 é
chamada de sequéncia de Cauchy. Logo, um espaco se diz, completo se toda
sequéncia de Cauchy é convergente. Com todas estas nogoes podemos definir

um espaco de Hilbert.

Definigao 9.4 Um espagco X é um espaco de Hilbert se:
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- X € um espaco com produlo interno.

- X € um espaco completo.

Mais concisamente, diremos que um espaco de Hilbert é um espago completo

com produto interno.
9.1
Ortogonalidade

Definigao 9.5 Seja (X, (- ;-)) um espago produto interno. Dizemos que dois

vetores x,y € X, sao ortogonais com rela¢do ao produto interno (- ,-) se:
(z;y) =0

Definicao 9.6 Um vetor x em X € ortogonal a um subconjunto A de X, se

(x;y) =0 para cada y € A.

Proposicao 9.1 Seja A um subconjunto de (X, (- ;-)). Se (x ,y) =0,Vr #y

em X, entdo A é um conjunto ortogonal em (X, (-;-)).

9.2
Bases Ortonormais

Um conjunto ortogonal em um espago com produto interno X pode conter
a origem de X ou nao, e isto é relevante pois a origem ¢ um vetor ortogonal a
todos os outros vetores em X'. A seguir apresentaremos a principal propriedade

algébrica dos conjuntos ortogonais que nao contém u origem.

Definicao 9.7 Seja X' um espaco linear sobre F. Dizemos que x € uma

combinagao linear de {z;}7, se
T =a1x1 + asTo + - apxy, a; €F,o=1,--- n.

Definicao 9.8 Seja X' um espaco linear sobre F. Dizemos que o conjunto

{x1, 29, - 2, } € linearmente independente (Li.), se a equagao
a1, + asxo + -+ - Ty, =0
implica que ay = agy = -+ = a, =0, onde x1,x9,--- 1, € X.

No caso que exista algum a; # 0 dizemos que {x1, s, - - - T, } é linearmente

dependente (1.d.), ou que os vetores sao l.d.
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Proposicao 9.2 Um conjunto ortogonal {x1,zs,---x,} em um espaco com

produto interno € linearmente independente.

Um subconjunto A de X é um conjunto ortonormal se satisfaz as

seguintes duas condicoes:
1. {(z,y) = 0 para cada par de vetores distintos de A.
2. (x,z) =1 para cada x € A.

Equivalentemente, {e. },cr ¢ uma familia ortonormal de vetores em X' se
(€a ye5) = 0ap para cada av e § € I', onde d,p representa a delta de Kronecker.
E importante mencionar que cada conjunto ortogonal de vetores nao nulos
podem ser normalizados (ver processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt
mais adiante).

Uma consequéncia direta da definicao de conjuntos ortonormais, é a

proposicao abaixo:

Proposicao 9.3 Cada conjunto ortonormal em um espago com produto in-

terno € linearmente independente.

Seja O a colegao de todos os conjuntos ortonormais em um espaco
produto interno X. Um conjunto A € O ¢ maximal em O se nao existe um
conjunto A" € O tal que A C A" (i.e. niio existe um conjunto ortonormal A’
em X que inclua A). Se A é maximal em O, entdo se diz que A é um conjunto
maximal ortonormal no espago com produto interno X.

A proposicao a seguir basicamente nos diz que em um espaco com produto
interno de dimensao maior que um, existem varios conjuntos ortonormais que

Sa0 maximais.

Proposicao 9.4 Se A ¢ um conjunto ortonormal em um espaco produto
interno X, entao existe um conjunto maximal ortonormal B em X tal que
ACB.

A Proposigao 9.4 nos permite enunciar o seguinte resultado: os conjuntos
maximais ortonormais em um espaco de Hilbert H sao os conjuntos ortonor-

mais que geram H.

Proposicao 9.5 Seja A um conjunto ortonormal em um espago produto

mterno X

1. Se \| A = X entao A é um conjunto ortonormal mazimal.
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2. Se X € um espaco de Hilbert e A € um conjunto ortonormal mazimal,
entio \| A = X

Uma base em um espaco produto interno X é um conjunto ortonormal
que gera X (chamada também base de Hilbert para X'). Em outras palavras,
um subconjunto A de um espacgo com produto interno X é uma base ortonormal

se!

1. A é um conjunto ortonormal.
2. VA=2X.

Como conclusao das proposicoes anteriores temos que, cada espaco de
Hilbert nao nulo tem uma base ortonormal. Agora s6 faltaria ver o que acontece

com a cardinalidade de esta base, para isto enunciaremos o seguinte teorema:

Teorema 9.1 Qualquer base ortonormal de um espaco de Hilbert tem a

mesma cardinalidade.

A dimensao ortogonal do espaco de Hilbert X é a cardinalidade de sua

base ortonormal.

9.3
Processo de Ortogonalizacao de Gram- Schmidt

Utilizamos este processo para, a partir de um conjunto contével de vetores
l.i. de um espaco com produto interno X sobre um corpo FF, construir um
conjunto ortonormal.

Consideremos um conjunto {z;};>1 de X, o produto interno (-;-) e
a;; € F, Vi, j. Para construirmos o novo conjunto ortonormal contavel {y;};>1

, procedemos da seguinte forma:
1. O primeiro vetor do conjunto ortonormal ¢ dado por:
Y1 = 1.
2. Para determinarmos o segundo vetor, tomamos
Yo = 22 + Q211
e determinamos o valor de a1 de modo que y; seja ortonormal a ys, isto

e,

<y1 ;y2> =0.
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Logo,
(1 520+ a2171) =0

ou,
(y1 ;5 20)

Qg1 = — .
2 (1 591)

. Para determinarmos o terceiro valor do conjunto ortonormal, definimos

Yz = 23 + a31Y1 + Q3 2Y9,

e determinamos o valor de ag 1, a3 2 de modo que y; e y, sejam ortogonais
a 13, isto é:

(y1;y3) =0¢ (y2;y3) =0.

Logo,
(Y1523 + azays + asoya) = 0e (Y2 ;23 + az1y1 + asay2) = 0,

ou seja,
(Y15 23) (Y2 ; 23)

31 = — € (\go9 = — .
(y1:y1) (y2 1y2)

)

. Procedendo da mesma forma, determinamos o j-ésimo vetor. Assim,

Yj = Zj T 01y + QoY + Q3ys + o+ OG-y

e determinamos os valores de «;; , k = 1,2,---,j — 1, de modo que

Y1,Y2, -+ ,Yj—1 sejam ortogonais a y;, isto &,

Logo,
j—1
i=1
Por tanto, para j = 1,2,3,---, 0 novo conjunto ortonormal ¢ dada, em

termos do conjunto lLi. inicial, por
Yj = Zj Tl + oY+ QY1

onde
o= WEE) g
7 (U 3 yk)’ T
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9.4
Teorema das Series de Fourier

O Teorema das Séries de Fourier caracteriza completamente um elemento
em um espaco de Hilbert a partir dos elementos da base. Isto, ¢ feito por meio
de varias condicoes suficientes e necessarias para que um conjunto ortonormal
seja uma base ortonormal em um espaco de Hilbert. Em particular, este
teorema nos garante a existéncia e unicidade da expansao de qualquer vetor

em um espaco de Hilbert em termos de cada base ortonormal.

Teorema 9.2 Seja B — {e’Y}’yEF um conjunto ortonormal em um espago de

Hilbert H. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) B é uma base ortonormal para H.

(b) Cada x € H tem uma expansao unica em B tal que:

T = ZkeN (z ;€7>ev'

Esta equacao é conhecida como a expansao de series de Fourier de x.
Os elementos da familia de escalares {(x ;e,)} sGo chamados de
yel’

coeficientes de Fourier de x com respeito a B.

(¢) Para cada dois de vetores x, y em H se tem:

(T;y)ey = Z’}/GF (T ey) (Y, ey)-

(d) Para cada x € H,

2 2
2™ = 2 ser (2 e5) [

A igualdade acima € conhecida como identidade de Parseval.
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