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Apêndice - Espaços de Hilbert

O material que segue é um levantamento sobre conceitos da teoria em

espaços de Hilbert, para fazer tal levantamento foi utilizado o Capítulo 5 do

livro Kubrusly (2011).

Um espaço de Hilbert é um espaço produto interno completo. Em outras

palavras, ele é um espaço linear equipado com uma estrutura algebraica e

topológica. Assim como em espaços lineares de dimensão �nita, em espaços de

Hilbert podemos caracterizar todos os elementos a partir de uma base. Mais

do que isso, agora temos a noção geométrica do 〈; 〉 que nos permite de�nir a

ortogonalidade entre vetores.

9.0.1

Espaços com Produto Interno

De�nição 9.1 Um espaço linear (ou espaço vetorial) sobre um corpo F é um

conjunto X com duas operações binárias: X × X +→ X (soma) e F × X ·→ X
(multiplicação escalar) tal que as seguintes propriedades sejam satisfeitas:

(a)(a.1) y + x ∈ X , ∀ y, x ∈ X ;
(a.2) Comutativa: y + x = x+ y para todo y, x ∈ X ;
(a.3) Associativa: y + (x+ z) = (y + x) + z para todo y, x, z ∈ X ;
(a.4) Elemento neutro: existe um elemento 0 ∈ X , tal que y+ 0 = y para

todo y ∈ X ;
(a.5) Elemento inverso: para todo x ∈ X existe um elemento (−x) ∈ X

tal que (−x) + x = 0;

(b)(b.1) α · x ∈ X para todo x ∈ X , α ∈ F;
(b.2) α · (y + x) = α · x+ α · y para todo y, x ∈ X , α ∈ F;
(b.3) (α + β) · x = α · x+ β · x para todo x ∈ X , α ∈ F;
(b.4) α · (βx) = (αβ) · x para todo x ∈ X , α, β ∈ F;
(b.5) Existe um elemento 1 ∈ F, tal que 1 · x = x para todo x ∈ X ;

Daqui por diante, vamos denotar a multiplicação escalar, α ·x apenas por
αx, ∀α ∈ F, x ∈ X . Em particular, se F = R, então X é chamado de espaço

linear real. Por outro lado, se F = C, então X é chamado de espaço linear
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complexo. Logo, a cada elemento x do espaço linear é chamado de vetor e o

elemento α de F é chamado de escalar.

De�nição 9.2 Seja X um espaço linear sobre o corpo F. Um produto interno

sobre X é um mapa

〈·; ·〉 : X × X → F

para o qual se veri�cam as seguintes condições, ∀x, y, z ∈ X e todo escalar

α ∈ F:

(a) Homogeneidade: 〈αx ; y 〉 = α 〈x ; y 〉.

(b) Aditividade: 〈αx+ y ; z 〉 = 〈αx ; z 〉+ 〈αy ; z 〉.

(c) Simetria Hermitiana: 〈αx ; y 〉 = 〈αy ;x〉.

(d) Não-negativa: 〈αx ;x〉 ≥ 0.

(e) Positividade: 〈αx ;x〉 = 0 solo se x = 0.

De�nição 9.3 Seja X um espaço linear sobre F. A norma de um elemento

x ∈ X é um número real não negativo representado por ‖x‖ , associado com

x, que satisfaz os seguintes axiomas ∀x, y ∈ X e α ∈ F:

(i) Não-negativa: ‖x‖ ≥ 0 e ‖x‖ = 0⇔ x = 0.

(ii) Desigualdade triangular: ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ .

(iii) Homogeneidade: ‖αx‖ = |α| ‖x‖ .

Pode-se veri�car que a norma ‖·‖ induzida pelo produto interno em

X é dada por ‖x‖2 = 〈x ;x〉. Por outro lado, seja (X , 〈· ; ·〉) um espaço

produto interno, Considere {xn} uma sequência em (X , 〈· ; ·〉). Dizemos que

{xn} converge para x em (X , 〈· ; ·〉) se ∀ε > 0,∃nε ∈ N; ‖xn − x‖ < ε, ∀n ≥ nε,

isto é limn→∞ ‖xn − x‖ = 0. Logo, a sequência {xn} é chamada de sequência

convergente. Além disso, se {xn} é uma sequência convergente, então:

lim
n→∞,m→∞

‖xn − xm‖ = 0. (9-1)

Uma sequência de vetores {xn} em H que satisfaz a Equação 9-1 é

chamada de sequência de Cauchy. Logo, um espaço se diz, completo se toda

sequência de Cauchy é convergente. Com todas estas noções podemos de�nir

um espaço de Hilbert.

De�nição 9.4 Um espaço X é um espaço de Hilbert se:
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· X é um espaço com produto interno.

· X é um espaço completo.

Mais concisamente, diremos que um espaço de Hilbert é um espaço completo

com produto interno.

9.1

Ortogonalidade

De�nição 9.5 Seja (X , 〈· ; ·〉) um espaço produto interno. Dizemos que dois

vetores x, y ∈ X , são ortogonais com relação ao produto interno 〈· , ·〉 se:

〈x ; y 〉 = 0

De�nição 9.6 Um vetor x em X é ortogonal a um subconjunto A de X , se
〈x ; y 〉 = 0 para cada y ∈ A.

Proposição 9.1 Seja A um subconjunto de (X , 〈· ; ·〉). Se 〈x , y 〉 = 0, ∀x 6= y

em X , então A é um conjunto ortogonal em (X , 〈· ; ·〉).

9.2

Bases Ortonormais

Um conjunto ortogonal em um espaço com produto interno X pode conter

a origem de X ou não, e isto é relevante pois a origem é um vetor ortogonal a

todos os outros vetores em X . A seguir apresentaremos a principal propriedade

algébrica dos conjuntos ortogonais que não contém u origem.

De�nição 9.7 Seja X um espaço linear sobre F. Dizemos que x é uma

combinação linear de {xi}ni=1 se

x = a1x1 + a2x2 + · · · anxn, ai ∈ F, i = 1, · · · , n.

De�nição 9.8 Seja X um espaço linear sobre F. Dizemos que o conjunto

{x1, x2, · · ·xn} é linearmente independente (l.i.), se a equação

a1x1 + a2x2 + · · · anxn = 0

implica que a1 = a2 = · · · = an = 0, onde x1, x2, · · · xn ∈ X .

No caso que exista algum ai 6= 0 dizemos que {x1, x2, · · ·xn} é linearmente

dependente (l.d.), ou que os vetores são l.d.
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Proposição 9.2 Um conjunto ortogonal {x1, x2, · · ·xn} em um espaço com

produto interno é linearmente independente.

Um subconjunto A de X é um conjunto ortonormal se satisfaz as

seguintes duas condições:

1. 〈x , y 〉 = 0 para cada par de vetores distintos de A.

2. 〈x , x〉 = 1 para cada x ∈ A.

Equivalentemente, {eγ}γ∈Γ é uma família ortonormal de vetores em X se

〈eα , eβ 〉 = δαβ para cada α e β ∈ Γ, onde δαβ representa a delta de Kronecker.

É importante mencionar que cada conjunto ortogonal de vetores não nulos

podem ser normalizados (ver processo de ortogonalização de Gram-Schmidt

mais adiante).

Uma consequência direta da de�nição de conjuntos ortonormais, é a

proposição abaixo:

Proposição 9.3 Cada conjunto ortonormal em um espaço com produto in-

terno é linearmente independente.

Seja O a coleção de todos os conjuntos ortonormais em um espaço

produto interno X . Um conjunto A ∈ O é maximal em O se não existe um

conjunto A
′ ∈ O tal que A ⊂ A

′
(i.e. não existe um conjunto ortonormal A

′

em X que inclua A). Se A é maximal em O, então se diz que A é um conjunto

maximal ortonormal no espaço com produto interno X .
A proposição a seguir basicamente nos diz que em um espaço com produto

interno de dimensão maior que um, existem vários conjuntos ortonormais que

são maximais.

Proposição 9.4 Se A é um conjunto ortonormal em um espaço produto

interno X , então existe um conjunto maximal ortonormal B em X tal que

A ⊂ B.

A Proposição 9.4 nos permite enunciar o seguinte resultado: os conjuntos

maximais ortonormais em um espaço de Hilbert H são os conjuntos ortonor-

mais que geram H.

Proposição 9.5 Seja A um conjunto ortonormal em um espaço produto

interno X

1. Se
∨
A = X então A é um conjunto ortonormal maximal.
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2. Se X é um espaço de Hilbert e A é um conjunto ortonormal maximal,

então
∨
A = X

Uma base em um espaço produto interno X é um conjunto ortonormal

que gera X (chamada também base de Hilbert para X ). Em outras palavras,

um subconjunto A de um espaço com produto interno X é uma base ortonormal

se:

1. A é um conjunto ortonormal.

2.
∨
A = X .

Como conclusão das proposições anteriores temos que, cada espaço de

Hilbert não nulo tem uma base ortonormal. Agora só faltaria ver o que acontece

com a cardinalidade de esta base, para isto enunciaremos o seguinte teorema:

Teorema 9.1 Qualquer base ortonormal de um espaço de Hilbert tem a

mesma cardinalidade.

A dimensão ortogonal do espaço de Hilbert X é a cardinalidade de sua

base ortonormal.

9.3

Processo de Ortogonalização de Gram- Schmidt

Utilizamos este processo para, a partir de um conjunto contável de vetores

l.i. de um espaço com produto interno X sobre um corpo F, construir um

conjunto ortonormal.

Consideremos um conjunto {zi}i≥1 de X , o produto interno 〈· ; ·〉 e

αij ∈ F, ∀i, j. Para construirmos o novo conjunto ortonormal contável {yi}i≥1

, procedemos da seguinte forma:

1. O primeiro vetor do conjunto ortonormal é dado por:

y1 = z1.

2. Para determinarmos o segundo vetor, tomamos

y2 = z2 + α2,1y1

e determinamos o valor de α2,1 de modo que y1 seja ortonormal a y2, isto

é,

〈y1 ; y2 〉 = 0.
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Logo,

〈y1 ; z2 + α2,1y1 〉 = 0

ou,

α2,1 = −〈y1 ; z2 〉
〈y1 ; y1 〉

.

3. Para determinarmos o terceiro valor do conjunto ortonormal, de�nimos

y3 = z3 + α3,1y1 + α3,2y2,

e determinamos o valor de α3,1, α3,2 de modo que y1 e y2 sejam ortogonais

a y3, isto é:

〈y1 ; y3 〉 = 0 e 〈y2 ; y3 〉 = 0.

Logo,

〈y1 ; z3 + α3,1y1 + α3,2y2 〉 = 0 e 〈y2 ; z3 + α3,1y1 + α3,2y2 〉 = 0,

ou seja,

α3,1 = −〈y1 ; z3 〉
〈y1 ; y1 〉

e α3,2 = −〈y2 ; z3 〉
〈y2 ; y2 〉

.

4. Procedendo da mesma forma, determinamos o j-ésimo vetor. Assim,

yj = zj + αj,1y1 + αj,2y2 + αj,3y3 + · · ·+ αj,j−1yj−1

e determinamos os valores de αj,k , k = 1, 2, · · · , j − 1, de modo que

y1, y2, · · · , yj−1 sejam ortogonais a yj, isto é,

〈yk ; yj 〉 = 0, k = 1, 2, · · · , j − 1.

Logo, 〈
yk ; zj +

j−1∑
i=1

αj,iyi

〉
, k = 1, 2, · · · , j − 1.

Por tanto, para j = 1, 2, 3, · · · , o novo conjunto ortonormal é dada, em

termos do conjunto l.i. inicial, por

yj = zj + αj,1y1 + αj,2y2 + · · ·+ αj,j−1yj−1,

onde

αj,k = −〈yk ; zj 〉
〈yk ; yk 〉

,k = 1, 2, · · · , j − 1.
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9.4

Teorema das Series de Fourier

O Teorema das Séries de Fourier caracteriza completamente um elemento

em um espaço de Hilbert a partir dos elementos da base. Isto, é feito por meio

de várias condições su�cientes e necessárias para que um conjunto ortonormal

seja uma base ortonormal em um espaço de Hilbert. Em particular, este

teorema nos garante a existência e unicidade da expansão de qualquer vetor

em um espaço de Hilbert em termos de cada base ortonormal.

Teorema 9.2 Seja B = {eγ}γ∈Γ um conjunto ortonormal em um espaço de

Hilbert H. As seguintes a�rmações são equivalentes:

(a) B é uma base ortonormal para H.

(b) Cada x ∈ H tem uma expansão única em B tal que:

x =
∑

k∈N 〈x ; eγ 〉 eγ.

Esta equação é conhecida como a expansão de series de Fourier de x.

Os elementos da família de escalares {〈x ; eγ 〉}γ∈Γ são chamados de

coe�cientes de Fourier de x com respeito a B.

(c) Para cada dois de vetores x, y em H se tem:

〈x ; y 〉 eγ =
∑

γ∈Γ 〈x , eγ 〉 〈y , eγ 〉.

(d) Para cada x ∈ H,

‖x‖2 =
∑

γ∈Γ |〈x , eγ 〉|
2.

A igualdade acima é conhecida como identidade de Parseval.
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