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Propagacao de Incertezas

Grande parte dos modelos hoje investigados estao sujeitos a incertezas,
sejam estas nos parametros ou nas condicoes de contorno. Assim, para um
modelo ser uma boa representacao do fendémeno que ele deseja caracterizar, se
torna essencial o tratamento destas incertezas que afetam a resposta final do
modelo.

Quantificar incertezas é um processo que pode ser dividido em trés etapas:
representar as incertezas nos parametros de entrada de um sistema; propagagao
das incertezas através do modelo; e estimar o efeito estocéastico na saida. A
saida é usualmente um resultado deterministico com um erro médio para
indicar os “ranges” de incerteza. Uma funcdo de densidade é desejével para
descrever as estatisticas da incerteza.

Em particular, modelos de reservatorios e simulagao estao sujeitos a uma
incerteza significativa, a qual surge da heterogeneidade da formacao geologica
e deficiéncia da informagao medida (Li et al., 2011). Pelo que a quantificagao
de incertezas tem um papel de vital importancia na simulacao de reservatorios.

Para fazer uma anélise de incertezas, precisamos um grande nimero
de simulacoes. No entanto, isto tem um custo computacional, pois cada
simula¢ao do modelo consome muito tempo. Portanto, aproximacoes eficientes
na quantificacao de incertezas sao necessarias.

Existem varias metodologias utilizadas para quantificar incertezas. Den-
tre estas técnicas cabe destacar o Método de Monte Carlo (MC). Esta me-
todologia é considerada a mais usual para quantificacao de incertezas. Suas
principais vantagens sdo: simplicidade; e facil implementagao (Fishman, 1996).
O MC consiste em extrair um conjunto de amostras independentes e identica-
mente distribuidas de uma populacao e simuléd-las. Em seguida, construimos
um histograma a partir dos resultados, e, assim, calculamos as estatisticas de-
sejadas. No entanto, o MC requer um ntimero grande de simulagdes para obter
resultados das estatisticas de uma forma precisa. O que se mostra como uma
desvantagem na maioria de aplicagoes de simulacao de reservatorios.

Por outro lado, para as técnicas que nao dependem da amostragem, temos

que as incertezas sao representadas por aproximacoes. Uma vantagem destes
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métodos em comparagao ao MC é que em média eles exigem um ntimero menor
de simulagoes para obter os resultados desejados. Nestas técnicas, o simulador
(i.e, um sistema de equagoes diferenciais parciais que descrevem o fendémeno)
é tratado como uma “caixa preta”. Uma das principais ferramentas para o
tratamento de incerteza para este caso é a Expansao por Caos Polinomial
(ECP).

Dentre esse grupo encontramos o método nao-intrusivo de Projecao
Espectral. Esta metodologia, serd o foco deste trabalho. Esta técnica nada
mais é do que o célculo independente dos coeficientes da ECP, usando a
ortonormalidade da base desta expansdo. Assim, a eficAcia da técnica é
diretamente proporcional a qualidade do método utilizado para estimar os
coeficientes. Para resolver este problema, existem dois grupos de técnicas:
técnicas de quadratura; e técnicas de simulagao.

O primeiro grupo de técnicas, técnicas de quadratura, sao extremamente
eficientes para dimensoes baixas. Porém, como o nimero de simulacoes ne-
cessarias cresce exponencialmente. No segundo grupo, técnicas de simulacao,
podemos destacar os métodos Quase-Monte Carlo (QMC). Os quais sdo méto-
dos nao aleatorios tipicamente mais eficientes que o Monte Carlo tradicional
para estimar integrais. Segundo Blatman (1957) e Sarma & Xie (2011) os meé-
todos de QMC sao mais eficientes que Monte Carlo e que Hipercubo Latino
na estimacao numérica de integrais.

Propagar incertezas significa determinar estatisticas de uma determinada
resposta referente a um modelo matematico ou computacional, a partir de dis-
tribuicoes de probabilidades nos parametros de entrada. Portanto, neste tra-
balho abordamos o problema de propagacao de incertezas por meio do célculo
das estatisticas da resposta do modelo em questao, também conhecida como
analise dos momentos. Para isto, varios métodos tém sido desenvolvidos. No
presente capitulo, Capitulo 5, vamos apresentar as metodologias: método MC;
método da quadratura; e um método QMC. Logo, no préximo capitulo, Capi-
tulo 6, serao mostrados os resultados aplicados a simuladores de reservatoérios

de petréleo ficticios.

5.1
Formulacdo Matematica

Considere que o modelo matematico de um sistema fisico é descrito por
uma func¢ao deterministica desconhecida M. A funcao M geralmente nao tem
uma expressao explicita e s6 pode ser conhecida ponto a ponto, por exemplo,

quando o c6digo de um computador é executado. Neste sentido M pode ser


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1213318/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1213318/CA

69

entendido como uma func¢ao “caixa preta”.

A funcao do modelo M (i.e. o simulador) depende de colocar um tnico
parametro de entrada x, ou um conjunto de parametros de entrada denotado
por ¢ = {xy, 29, -+ ,x,}. No segundo caso, cada elemento x; de x representa
uma propriedade do modelo, por exemplo, propriedades materiais, geolégicas,
etc. Neste trabalho, cada x; representa uma variavel aleatoria que afeta o
reservatorio, por exemplo, a permeabilidade ou porosidade das rochas (isto
sera mais detalhado no préximo capitulo). Logo, cada modelo de avaliagao do
nosso simulador M(z) retorna uma quantidade de saida y.

Como estamos assumindo que o parametro de entrada x ¢ incerto,
necessitamos estabelecer um espaco probabilistico para este vetor. Assim,
considere (O, B, P) um espaco de probabilidade, onde © é o espaco de todos
os possiveis resultados, equipado com uma o—algebra de Borel B e uma
medida de probabilidade P. Seja L? = L%*(©,B,P) o espago das variaveis
aleatorias com segundo momento finito. Equivalentemente, se X € L2, onde
X(0) : ® - C C R & uma varidvel aleatoria (com uma realizacdo denotada

com ), entdo temos que
BIX? = /@ X2(0)dP(0) — /C 2 fy (2)dz < oo, (5-1)

onde E[-] denota o operador esperanca, fx representa a funcao de densidade
de probabilidade (pdf) da variavel X, e C o suporte de X (ou seja o dominio
da fungao). Pelo visto na segiao 2.4, sabemos que o espago L? ¢ um espago de

Hilbert com respeito ao produto interno dado por

(X145 Xa) = BIX1Xs] = / X4 (6)X2(6)dP(6). (5-2)

Logo, se nosso parametro de entrada do modelo fisico M é representado
como um vetor aleatorio X () (onde cada uma de suas entradas sdo variaveis
aleatorias continuas independentes ') temos pela propagacao de incerteza,
desse vetor aleatorio no modelo M, que a saida do simulador é também uma
variavel aleatoria Y (6) = M(X(0)) , como pode ser visto na figura 5.1.

A partir disto, nosso objetivo ¢ quantificar a incerteza propagada no
modelo M(X (6)) (ou seja, na resposta do modelo, Y'). Esta resposta pode
ser completamente caracterizada por sua pdf conjunta denotada por fy(y).
No entanto, fy(y) geralmente nao tem expressdo analitica pois estd em
funcao de uma “caixa preta” M. Consequentemente a anélise que adotaremos

nesta dissertacao serd o analise dos momentos da resposta. Especificamente,

LA suposicdo de independéncia ¢ matematicamente expressada como: fx = fz, -+ fu.,
onde a pdf conjunta fx é o produto de as densidades marginais.
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Vetor Aleatério Fungsio do Modelo Resposta do
de Entrada Modelo Aleatdrio

X M Y = MEX)

Figura 5.1: Propagacao de Incertezas

estamos interessados no calculo da média é varidncia os quais sao definidos

respectivamente por:
BIY) = [ 22z, (53)
c

XMMﬂzé@—ﬂw%wdszWﬂ—@WW~ (5-4)

Portanto, nas proximas secoes serao apresentados os métodos que adota-
remos para calcular estes dois momentos. Tais métodos tém uma abordagem
simples para propagar incertezas em simulagoes numéricas. Suas metodologias
envolvem simulagoes repetidas (também chamadas de realizagbes) com uma
selecao propria de valores de entrada, onde todos os resultados sao utilizados

para gerar a caracteriza¢ao do resultado.

h.2
Método Monte Carlo

Nesta secao, vamos definir o método de amostragem mais usado, o
método de Monte Carlo. Para isso, estabelecemos antes algumas nocoes.
Comecamos com um dos principais resultados em teoria de probabilidade: Lei

dos Grandes Nimeros.

Teorema 5.1 (Lei Forte dos Grandes Numeros) Se {X;}i>1 € wuma
sequéncia de varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas
(i.i.d.) entre si, e E[|X;]|] < oo, entdo:

1
lim —(X; +---+ X,) = E[X4] a.s.

n—oo N,

Demonstracao: Ver, e.g., Durret, 2010, p. 73. 0]
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O teorema anterior estabelece que conforme uma experiéncia é repetida
varias vezes, a probabilidade observada converge para a probabilidade real.

Uma consequéncia deste resultado é o Teorema do Limite Central.

Teorema 5.2 (Teorema do Limite Central) Seja {X;}i>1 uma sequéncia
de varidveis aleatorias i.i.d.. Se F[(X1)?] < oo, E[X1] = u, entao:

(—ny — 1) converge em distribuicao para N(0,1),
o

onde 0 denota a varidncia de X;.

Demonstracgao: Ver, e.g., Xiu, 2010, p. 23. 0

O Teorema 5.2 implica que a média numérica de um conjunto de varidveis
aleatorias i.i.d. {X;}7, converge para uma variavel aleatoria com distribuigao

N (p,0?/n), isto quer dizer:
X ~ N (0 /n), n— o0,

onde p e 02 sdo respectivamente a média e a variancia de variaveis aleatorias
iid..

O Método Monte Carlo (MC) é a aproximacao amostral mais popular
que se apresenta na literatura (ver, e.g., Fishman (1996) e as referéncias ali
citadas). Este método gera um conjunto de realizagbes aleatorias de um con-
junto de variaveis aleatorias X; com certa distribuicao de probabilidade. Logo,
simuladores sao utilizados para obter um conjunto de resultados associado com
essas realizacoes. Estes resultados sao processados para obter as estatisticas
média e variancia, obtidos a partir das equagoes: eq. (5-3) e eq. (5-4), respec-
tivamente. O calculo numérico das integrais dessas equacoes sao aproximadas
por somas sobre o nimero de amostras. Em outras palavras, como Y = M(X)
representa a saida do modelo e {z1,--- ,z,} representa uma amostra aleatoria

obtemos que:

fiv =5 37 Mz (5-5)
# S (M) — i) (5-6)

Pela Lei dos Grandes Numeros (Teorema 5.1) temos que a média da eq.
(5-5) com variaveis aleatorias independentes, com mesma média e variancia

finita, tende & média da eq. (5-3) isto é
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lim iy = E[Y], com probabilidade 1.

n—oo
Além disso, a taxa de convergéncia pode ser avaliada pelo Teorema do

Limite Central:
Vn(iy — E[Y]) = N(0,0%),

em distribui¢ao, onde 0% = Var[Y]. Assim, o “erro” da aproximagao por MC ¢é
O(n=Y2) (Liu, 2001).

Apesar do MC ser simples de aplicar e nao requer de nenhuma modifica-
¢ao nas ferramentas computacionais, ele tem limitacoes. Por exemplo, através
dos paragrafos anteriores, podemos verificar que para conseguirmos uma boa
aproximacao, precisamos de um grande ntimero de amostras. O que implica
uma convergeéncia lenta. Por outro lado, esta taxa de convergéncia nao depende
diretamente do nimero de varidveis do problema, i.e. nao depende da dimen-
sao do vetor no qual estejamos trabalhando. Pelo que o MC sempre nos da a
resposta correta, mas para isso precisamos de um grande niimero de realizacoes
para estimar com exatidao essas respostas.

Devido as limitagoes desta técnica precisamos de outra abordagem que
nos permita quantificar de uma forma mais eficiente os momentos da saida

aleatéria; o método da quadratura.

5.3
Método da Quadratura

O segundo método proposto para o calculo dos momentos de nossa
saida aleatdria é o método da quadratura. Esta é uma das duas categorias de
técnicas usadas no método nao intrusivo de Projecao Espectral. Em particular,
o método em questao calcula os momentos descritos pelas equagoes eq. (5-3) e
eq. (5-4) por meio de integracdo numérica dos coeficientes da ECP. Note que,
a entrada de nosso modelo pode ser tanto uma tnica varidvel como um vetor
aleatorio. Portanto, esta secao, aborda ambos casos, e para isso a presente
serd dividida em duas sub-secoes: o método da quadratura unidimensional; e o
método da quadratura multidimensional. Em cada um destes métodos faremos

ligacoes com a teoria desenvolvida no capitulo anterior.

5.3.1
Método da Quadratura Unidimensional

Seja a safda de nosso modelo Y = M(X) € L? tal que X é uma

variavel aleatoria. Pode-se verificar que existe uma base ortonormal formada
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por polinémios unidimensionais que gera L?, ou seja, {®y, ®1,--- , Py} forma

uma base ortonormal para L? tal que

(@5 0;) = / By(2)®; (2) fx (2)dz = by (5-7)

c

onde Y admite uma ECP finita do tipo

N
Y &) ar®i(X),

k=0
onde os coeficientes &y, sao determinados a partir da equacao
in = [ M(@)u(a) fxo)dz, ke 0 N (55)
c
Apesar da Expansao por Caos Polinomial ser uma ferramenta para
representar a variavel aleatoria Y, nés estamos apenas interessados no calculo
da esperanca e variancia. Portanto, a representagao da distribui¢ao de Y foge
ao escopo deste trabalho. No entanto, o Teorema 5.3 estabelece uma das prin-

cipais vantagens da ECP mostrando como calcular os momentos estabelecidos

nas equagoes eq. (5-3) e eq. (5-4).

Teorema 5.3 Se Y = M(X) € L? com X waridvel aleatoria, entdo as

afirmacoes abairo sao verdadeiras:
(1) E[Y] = o,
(2) VarlY] = Zk21 é‘i'

onde &y, sao dados pela eq. (5-8).

Demonstracao:
Seja {®g, Py, - , Py} uma base polinomial ortonormal para L%, com @y = 1.

Onde o valor esperado da saida do modelo é dado por

E[Y] = BIM(X)] = / M(a) fx () = / M(a)@o(a) fx ()dz.  (5-9)

Como Y € L2, segue que Y admite uma aproximacao do tipo Caos Polinomial.
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Dai, a eq. (5-9) pode ser reescrita como

[ Mm@ sl =[S abu)osxa)a

€ k=0

N
= kz:;dk/cq)k@)@ofx(x)d%

isto pela linearidade do operador esperanca. Por outro lado, pela ortonormali-

dade de ¢, com os outros polinémios da base, obtemos que:

E[Y]=)dy /C Oy (2)Do(z) fx (x)dz = 1 - &.

Repetindo os mesmos procedimentos anteriores sdé que para a definicao de

variancia eq. (5-4), temos que

Var[Y] = E[Y — E[Y])?

_ / (O~ ax®u(x) - do)* fx(2)da

C k=0

= [ atute) (o)

C k=1

~ Yai [ @)xla)da

k>1

= ) a7 () )

k>1

= ) 4. (5-10)
k>1

O
Em outras palavras, o teorema acima nos diz que a média de Y é
simplesmente o primeiro coeficiente deterministico do ECP (ou seja &), e
a variancia de Y é dada por a soma ponderada dos coeficientes do ECP ao
quadrado. Por outro lado, mesmo que nosso interesse seja s6 o valor esperado
e a variancia, expressoes similares para os momentos de ordem superior para
Y podem ser encontradas em termos dos coeficientes do ECP; mas estas nao

sao tao simples (Hagan, 2013).
A partir do Teorema 5.3, temos que para calcular a esperanca e variancia
da saida do modelo basta obtermos os coeficientes do ECP. Assim, veremos

que a técnica numérica da quadratura para o caso unidimensional nos ajudara
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na aproximagao destes coeficientes, que se reduz, a avaliar as integrais (sobre o
espago do parametro) realizadas através de métodos de integragao numérica.?

Considere uma variavel aleatéria X com funcao de densidade de probabi-
lidade (pdf) fx(x) e suporte C. Tome M uma fungao de uma variével aleatoria
X quadraticamente integravel com respeito a PDF fx(x). Logo, a quadratura
unidimensional nos permite aproximar os coeficientes que aparecem no Teo-

rema 5.3 por meio da seguinte soma ponderada:

Gy — / M)y () fx () dx

=~ ijM<l'j)q)k($j)7 ke {07"' 7N}' (5_11)

Na expressao anterior, eq. (5-11), N é chamado o nivel do esquema da quadra-
tura, enquanto, o conjunto de pares ordenados (xj, wj) sao respectivamente os
zeros e pesos da quadratura, onde j = 1,--- , N. Dai, por exemplo, a esperanca

de uma variavel aleatoria M(X) seria

EM(X)] = ij./\/l(xj). (5-12)

Em termos praticos, os métodos de quadratura para propagacao de
incertezas requerem a avaliacao dos zeros e dos pesos para uma base para uma
familia de func¢oes ortogonais. Uma vantagem deste método é que estes pares
ordenados podem ser calculados e salvados previamente, que favorece ao tempo
computacional. Por outro lado, um conjunto de N calculos independentes
sao realizados para avaliar os zeros em nossa funcao M, e os resultados sao
combinados para obter as estatisticas de interesse. Portanto, o método da
quadratura é uma técnica que mantém a mesma vantagem do método MC

sobre a nao modificacao da ferramenta computacional existente.

5.3.2
Método da Quadratura Multidimensional

Seja a saida de nosso modelo Y = M(X) € L* tal que X = (X1, -+, X,,)

é um vetor aleatorio com componentes independentes. A funcao de densidade
de probabilidade conjunta fx(x) de X é:

fx(@) = fx,(71) X fx,(w2) X -+ X fx, (75) (5-13)

2Integracio numérica e quadratura sdo usualmente sinonimos para fun¢oes de uma
dimensao. Em dimensoes maiores o termo de cubatura é normalmente usado em lugar de
quadratura.
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Além disso, seja {®;(X)}ji<p a base dos polindmios multidimensionais

de dimensao n de ordem p para o ECP. Isto é:
c
onde 0;5 = 0;,j, - - * 0i,.j,- Logo, Y admite uma ECP finita do tipo

Y= a9(X),

[i]<p

onde os coeficientes &; sao determinados a partir da seguinte equagao:

Gi = EIM(X)P3(X)] = /C M(@)D;(x) fx () da. (5-15)

O Teorema 5.3 (que representa o caso de uma parametro de entrada
como variavel aleatoria) pode ser generalizado para um vetor aleatorio como
parametro de entrada X = (X, -, X,,).

Teorema 5.4 Se Y = M(X) € L? e X = (X3, -, X,) um vetor aleatdrio,
entao as afirmacgoes abairo sao verdadeiras:

(1) E]Y] = &o.

(2) VarlY] = ZO§|i|§p 6‘1247
onde os &; sao dados pela eq. (5-15).

Demonstracao: Ver, e.g., Xiu, 2010, prova similar a do Teorema 5.3. U

A féormula da quadratura multivariada pode ser obtida de cada pdf
marginal fx,. Considere uma fun¢do quadraticamente integravel M(X) em
termos do vetor aleatorio X. Assim, os coeficientes para as expressoes do

Teorema 5.4 podem ser calculados como:

& — / M(@) fx(2)®;(z)dz

Nn n

Ny
Z T Z H wij<'rj17 T 7mjn)q)i(mj17 T 7xjn)7 (5-16)

j1=1 jn=1m=1

Q

onde |2| < p. Em particular, a esperanca pode ser estimada como:

Ny

EMX) =S Y wp e wp Mg a). (517)

J1=1 Jn=1
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Na eq. (5-16) o ntmero total de pontos da quadratura ¢ d = [[_; Np.
Usando uma formula de quadratura isotropica ( isto é, uma féormula na
qual Ny = --- = N, = N), o nimero total de pontos é d = N". Este
crescimento exponencial com respeito ao niumero de variaveis aleatorias poderia
levar a calculos intrataveis no caso da demanda computacional da funcao do
modelo. Este problema no crescimento exponencial é chamado de “Maldicao

da dimensionalidade”.

5.4
Maldicao da dimensionalidade

O termo “Maldicao da dimensionalidade” foi introduzido por primeira
vez por Bellman (1957), quando estava considerando problemas em otimiza-
¢ao dinamica. Se analisarmos individualmente cada um dos componentes, o
termo Dimensionalidade refere-se ao nimero de dimensoes (ou parametros de
entrada) em nosso conjunto de informagao. Por outro lado, o termo Maldi¢ao
refere-se as dificuldades que surgem na analise quando o nimero de parame-
tros de entrada aumenta. Portanto, o termo completo denota os problemas que
surgem na investigacao de fenomenos fisicos em espacos com dimensao alta.

Segundo Novak & Ritter (1997) um aumento do nimero de dimensoes
implica no crescimento do custo computacional no tratamento do problema.
Particularmente, como foi exposto na secao anterior, nosso problema surge
quando aproximamos as integrais de um alto niimero de dimensoes; onde o
crescimento exponencial com respeito ao nimero de variaveis aleatérias nos
leva a célculos intrataveis no caso da demanda computacional da funcao do
modelo.

Segundo Niederreiter (1978) atualmente o problema da Maldicio da di-
mensionalidade é bastante investigado, por exemplo, em campos como: analise
numeérica; mecanica estatistica; machine learning; dentre outros. No entanto,
ainda nao se tem um método definitivo para a solucao do problema em ques-
tao. Apesar disso, varias técnicas tém obtidos resultados promissores. Dentre
as quais podemos destacar: métodos Quase-Monte Carlo; e as quadraturas

esparsas.
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541
Método Quase-Monte Carlo

Como foi visto na Secao 5.3, uma das duas categorias de técnicas usadas
no método nao-intrusivo de Projecao Espectral é o método da quadratura.
Além da categoria de técnica de simulacdo, onde destaca o método Quase-
Monte Carlo (QMC).

O método QMC é uma aplicacao que usa a ECP e que tem como fim
(similar ao método da quadratura gaussiana) calcular os coeficientes de um
modelo fisico aleatério Y = M em um subespaco de dimensao finita de LZ.

Relembrando, estes coeficientes sao calculados por meio da seguinte equacao:

Gy ~ Zw] D;(z5). (5-18)

O que diferencia o metodo QMC do método da quadratura é que o
primeiro método depende da escolha de n nodos (x;) aleatorios e dos pesos

definidos por wy =wy =+ = w, = onde os coeficientes sao calculados por

N7
meio da seguinte equacao

i ] al
s N; ;). (5-19)

A escolha dos nodos, z;, é feita através de sequéncias deterministicas
conhecidas como quase-aleatorias ou sequéncias de baixa discrepancia (ver,
e.g., Niederreiter, 1992). A aproximacao amostral faz com que o nimero de
simulacoes seja quase independente do niimero de variaveis aleatorias, e, assim,
o resultado ¢ mais eficiente para problemas de grandes escalas.

Alguns métodos QMC populares sao as sequéncias de Halton, Faure,
Sobol e Niederreiter-Xing . Uma metodologia que tem obtido bons resultados
sao as sequéncias de Sobol. Segundo Morokoff & Caflisch (1995) tal método se
mostra eficiente para estimar integrais de dimensoes n > 10. Particularmente,
esta sequéncia foi usada no campo de reservatorios de petréleo por Sarma &
Xie (2011) onde foram obtidos resultados satisfatorios.

As sequéncias de Sobol, que chamaremos simplesmente de Sobol, sao
construidas para se obter uma uniformidade melhor do que as amostras alea-
torias. Por exemplo, em um espaco bi-dimensional de [0, 1], esta propriedade
é ilustrada pelas grades na figura 5.2, onde 256 pontos e 512 pontos de QMC
sao comparados com 256 pontos e 512 pontos de MC. Onde pode-se ver uma

melhor uniformidade da forma na sequéncia de Sobol.
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(a) Monte Carlo — N = 256

(b) Monte Carlo - N =512
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Figura 5.2: Conjunto de amostras aleatérias no quadrado unitéario

A sequéncia de Sobol em uma dimensao é gerada expandindo o conjunto
de inteiros {1,2,---, N} em notagao base 2. O i-ésimo termo da sequéncia é

definida por:

(5-20)

onde os by’s sao inteiros tomados da expansao base 2 de o nimero j — 1, isto

,

e:

[7 = 1]2 = bbyp—1 - - - bibg, by € {0, 1}. (5-21)

Vamos a denotar por (Uy,---,Uy) o conjunto de N nimeros quase-

aleatorios. E necessario transformar estes nimeros em realizacdes de um vetor

aleatério X de entrada. Para isto, vamos assumir que as variaveis aleatorias

{X1,---,X,} sdo independentes. Assim, poderfamos obter os valores de z;
tais que

ai = Fx[Fy(u})], i=1,--- N, j=1,---,n, (5-22)

onde Fy é a funcdo de acumulada de uma distribuicdo uniforme em [0, 1].

Logo, os coeficientes estimados do ECP que sao obtidos colocando os nodos
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de integragdo quase-aleatorios x; na eq. (5-19) sao chamados de quase-Monte

(log N)”)
)

Portanto, no proéximo capitulo usaremos esta técnica para comparar os

Carlo. Onde a taxa de convergéncia ¢ de O(

resultados com o método da quadratura e Monte Carlo, e além disso, faremos
alguns testes com fungoes explicitas que dependem de um ntimero consideravel

de varidveis.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1213318/CA




