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Conceitos de Teoria da Probabilidade

Neste capitulo, enunciaremos algumas defini¢coes e resultados de teoria de
probabilidade. A justificativa deste capitulo reside no fato que u objetivo final é
estimar momentos de distribuicao de probabilidades do resultado de simulagoes
numéricas de um fendémeno fisico (no caso simulagdo de reservatorios de
petroleo) a partir das distribuicoes dos seus parametros de entrada. Para
conseguirmos investigar o problema em questao, temos que apresentar algumas
nocoes da teoria de probabilidade. Por exemplo, variaveis aleatorias e suas
propriedades. Assim, precisamos definir a estrutura do espaco onde iremos
trabalhar, pois isto nos permitira fazer simplificacoes importantes. Portanto, o
principal objetivo deste capitulo é fazer um breve levantamento das nocoes e
resultados tidos como essenciais para a leitura do material. Para realizar este
compéndio de resultados foram utilizados os livros: Brexis (2011); Breiman
(2009); Durret (2010); Khoshnevisan (2007); Kubrusly (2007, 2010).

2.1
Espacos de Probabilidade

Denotemos © o conjunto de todos os possiveis resultados de um experi-
mento. O conjunto © é chamado de espaco de amostras, onde 0 representa
um elemento de ©. Note que © pode ser um conjunto finito ou infinito (contavel
ou nao) de elementos.

Intuitivamente, existem relacoes entre a probabilidade para que um
evento ocorra ou para que o mesmo evento nao aconteca. Para dar conta
destas relagoes entre eventos, necessitamos introduzir o conjunto chamado de

o—éalgebra.

Definicao 2.1 Uma o—dlgebra denotada por F é uma colegao nao vazia de

subconjuntos de © que satisfaz os trés axiomas abaizo:

(1) e Fe O F
(2) A e F implica A€ F
(3) AiEfentdo U,-einE}"e ﬂiE]AZ'EJ:,
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onde A¢ denota o complemento de A em © e [ é um conjunto de indices
contavel. Além disso, um elemento A € F é chamado de subconjunto F-

mensuravel de ©.

Exemplo 2.1 Alguns exemplos de o—algebra sao:

(1) 7 ={0,0}
(2) Fo=2°
(3) F3 = B(R) a colegao de todos os intervalos abertos de R (espago

conhecido como o—algebra de Borel).

Um espago mensuravel ¢ dado por um espaco amostral © e uma

o—algebra F (i.e., (©,F) é o espaco no qual vamos colocar uma medida).

Definicio 2.2 Uma funcio com wvalor real estendido pn : F — R é uma

medida, se este satisfaz as sequintes condicoes:

(1) p(®) =0
(2) w(A) > 0 para cada A € F

(3) WU, An) =D ,, tn para cada familia contdvel {A,} de conjuntos disjun-
tos dois a dois em F (i.e., Ay Am =0 quando n # m).

Dizemos que uma medida finita é uma funcao de valor real u : F — R tal
que pu(A) < 00, VA € F ou, equivalentemente, p(0) < oco. Em particular, uma
medida finita de extrema importancia é a medida de probabilidade. P é uma
medida de probabilidade se P é uma medida finita que satisfaz os seguintes

axiomas:

(1) P:F —[0,1]
(2) P(©) = 1.

O conceito de probabilidade é usado para medir a possibilidade de ocorréncia
de certos eventos. A atribuicdo desta probabilidade é baseada em evidéncia
empirica. Em teoria de probabilidade, a Lei dos Grandes Numeros é a jus-
tificativa tedrica para esta observagao empirica (Xiu, 2010). A seguir, vamos

estabelecer algumas propriedades de uma medida de probabilidade.

Proposicao 2.1 Para A, B € O temos que:

e P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)
e Se A e B sao disjuntos entao P(AU B) = P(A) + P(B)
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e P(A°)=1—P(A),P(©®)=1,P(0) =0.
Agora, podemos definir o conceito de espago de probabilidade.

Definigao 2.3 Um espago de probabilidade é uma tripla (©,F, P), onde
© € um espaco amostral, F é uma o—dlgebra de subconjuntos de © e P € uma

medida de probabilidade.

2.2
Funcdes Mensuraveis

Considerando os espacos (01, Fg,) ¢ (Oq, Fo,) espacos mensuraveis,

podemos definir o conceito de fun¢ao mensuravel.

Definicao 2.4 Uma fungao f : ©; — Oy € mensurdvel de (01, Fg,) em
(02, Fo,), se para cada As € Fe,

fH(Ay) ={0€0,: f(0) € Ay} € Fo,.

Agora, lembrando que a o—algebra de Borel em R, denotada por B(R), é a
o—éalgebra gerada por todos os subconjuntos abertos em R na topologia usual,

vamos definir o conceito de varidvel aleatoéria.

Definicao 2.5 Considere um espaco de probabilidade (0, F, P). Uma varidvel
aleatoria f: © — R é uma fung¢io mensurdvel' de (©,F) em (6, B(R)).

Portanto, fungoes mensuraveis em espagos de probabilidade sao chama-
das de variaveis aleatorias. Por outro lado, se definirmos a funcao f, mensuravel
de (01, Fg,) em (Oq, Fo,), € (0, Fo,, P) um espago de probabilidade, segue
que @Q : Fo, — [0, 1] definida por

Q(As € Fo,) = P(f-1(A2)),

¢ uma medida de probabilidade em (O, Fg,). Em particular, chamamos @ da
probabilidade induzida por f, ou simplesmente a distribuicao de f.

Logo, a distribuicao de uma varidvel aleatoria X ¢é a medida de
probabilidade induzida pela funcdo X : © — R no espago mensuravel
(R, B(R)), definida por

Q(B) = P(X"Y(B)), B € B.

I'Mensurével no sentido de Borel
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Esta definicao implica que X é uma varidvel aleatoria se e somente se
X" Y(~o0,x]) € F, Vz € R (i.e., X é F-mensuravel). Em outras palavras,
uma varidvel aleatéria ¢ uma fungao com valores reais cujo dominio é o espaco
de amostras.

Por outro lado, a func¢do de distribui¢ao acumulada (ou simplesmente
a funcao de distribui¢do) de uma variavel aleatoria X em um espago de
probabilidade (O, F, P) é definida por

Fx(x) = P(X"((~o0,2])) = P(9: X(6) < ¢) = P(X < x).

A seguir, a Proposicao 2.2, enuncia algumas propriedades da funcao de

distribuicao F'.

Proposigao 2.2 Seja F' uma fungao de distribuicao arbitrdria. As afirmagoes

abaizo sao verdadeiras:

(1) F € nao-decrescente
(2) lim, o F(x) =1, lim, o F(z) =0

(3) F € continua pela direita, i.e. lim,, F'(y) = F(x).

Demonstracao: Ver, e.g., Durret, 2010, p. 10. U

Em particular, quando a fungao de distribui¢ao F'(z) = P(X < z) tem

a forma

ﬂmz[fﬂWMxeR (2-1)

dizemos que a variavel aleatéria X tem funcao de densidade de probabi-

lidade ou simplesmente fungao de densidade fx. Dali,

b
F(b) — F(a) = / fx(z)dx, onde a <b.

Além disso, podemos destacar as seguintes propriedades da funcao de densi-
dade de probabilidade (ver, e.g., Durret (2010)):

(1) fx(z) = Fx(x)
(2) fx(xz) >0
(3) fjooo fx(z)dz = 1.

A seguir, vamos estabelecer quatro exemplos de funcoes de distribuicao

usuais: Uniforme; Exponencial; Gaussiana; e Log-Normal.
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1. A distribui¢do Uniforme definida no intervalo [a, b] tem uma densidade

dada por:
L sexcla,b],
fx(a)= 4" (2-2)
0, outro caso.
e funcao de distribuicao:
0, se r < a,
Fx(z) = 2, sex ¢ (a,b), (2-3)
1, se x > b.

. A distribuicao Exponencial com taxa A tem como funcao de densidade:

e M se x>0,
fx(z) = (2-4)

0, outro caso.

Além disso, a sua funcao de distribuicao é definida por:
0, se x <0,

Fx(r) = (2-5)
1—e™, sex>0.

. A distribuigdo Gaussiana ou Normal é denotada por N (u,0?), com

média p € R e variancia 0> > 0. A densidade de probabilidade desta
distribuicao é:
1 (v — p)?

fxle) = —=expl -t

], z€R. (2-6)

Note que nao existe uma expressdo fechada para Fx(z).

. A distribui¢do Lognormal, denotada por In A/ (u1, 02), com média u € R

e variancia 02 > 0 tem densidade de probabilidade dada por:

1 | —1)?
0@ =)
xoN 27 202

fx(z) = ], x € RT. (2-7)
Note que uma distribuicao Lognormal é uma distribuicao de probabili-
dade continua de uma variavel cujo logaritmo ¢ normalmente distribuido.
Logo, se X ¢é lognormalmente distribuida, entdo Y = log(X) tem distri-
buicao Normal. Do mesmo modo, se Y tem distribuicao Normal, entao
X = exp(Y) tem distribui¢io Lognormal. Na figura 2.1 encontramos a

representacao de trés tipos diferentes de densidades Lognormal.
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1.8

L6r In N (0, 0.25)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Figura 2.1: Densidade de Probabilidade Lognormal

Encerramos esta secao com alguns resultados para vetores aleatorios.
Informalmente, um vetor aleatério é um vetor cujas coordenadas sao varidveis
aleatorias. A partir da Definicao 2.5 podemos definir os vetores aleatérios como

fungoes mensuraveis
X :(0,F)— (R",B"(R")), tal que X = (X1, -+, X,).

Similarmente, podemos estender a definicao de funcao de distribuicao de
uma variavel aleatoria para vetores aleatorios. Uma fungao de distribuicao

conjunta de um vetor aleatério X é:

n

Fx(x) =P (ﬂ{Xz < 371}> =P(X; <z, , Xy S 1),
i=1
onde x = (z1,--- ,x,) € R". Dai, podemos verificar que:

(1) limy, s oo F(x)=0, k=1,---,n

(2) z, — F(x) é ndo-decrescente, onde k =1,--- ,n

(3) xp — F(x) é continua pela direita, onde k =1,---  n.

Além disso, se o vetor aleatorio é dado por
X|k - (le' ce 7Xk—17Xk7' t 7Xn)7

entao
lim F(x) = F(x5)

T —>0O0
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é a distribuicdo conjunta do vetor aleatério em R™~!,
Por outro lado, se a distribuicao de um vetor aleatorio X tem funcao
de densidade conjunta fx(x), podemos representar a fungao de distribuigao

Fx(x) como:

x1 Tn
FX(CE)Z/ / fx i, yn)dys - - - dyn,
onde a funcao de densidade conjunta satisfaz:

(1) fx(z) >0, Vz € R"

O"F(x
(2) fx(z) = r@

A partir das defini¢oes anteriores (distribui¢do e densidade conjuntas),
podemos encontrar expressoes para a distribuicao e densidade conjuntas de
um subconjunto de coordenadas de X. Tal redugao é conhecida como margi-

nalizagao. Por exemplo, a distribui¢ao conjunta de X, é
F($|k) = F($1, -1, 00, 0 0 7xn)7

donde -
f(xk) :/ f(zy, - x,)dy.

Em particular, a distribuicao marginal de X; é:
F(‘T’L) :F(OO7 y Ly OO, ==+ 7OO>7

onde

f(z:) = (z)dx);

Rn—l
denota a densidade marginal de Xj.
Agora, consideremos um conjunto de variaveis aleatérias X;, onde [ é
um conjunto de indices contavel, definidas em um espaco de probabilidade
(0, F, P). Dizemos que estas varidveis aleatorias sdo independentes se e

somente se

P(X;<wjielJ)=]]P(Xi<w), VI CILx R,

ieJ
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Para um conjunto de indices I = {1,---,n}, podemos interpretar a
colecao de varidveis aleatérias como um vetor aleatério X em R™. Além
disso, como as variaveis aleatorias X; sao independentes, segue que as funcoes
de distribuicdo conjunta Fx(zq,---,x,) e de densidade de probabilidade

fx(x1,- -+, x,) podem ser fatoradas, respectivamente, por:
Fx(xy, -+ ,2,) = H Fx(z),
i=1

fX(xla te 7x7l) = HfX(xZ)
=1

2.3
Operador Integracao

Precisamos estabelecer as noc¢oes bésicas do operador integracao para
poder definir na Secao 2.4 o espaco das funcoes quadraticamente integraveis.
Para isso, considere X : (0,F) — (R, B). A integral de X com respeito a P

sobre um evento A € F é:
/ 14(0)X(0)dP(0) = / X(0)dP(0), (2-8)
e A
onde I, representa a funcao indicadora de A, isto é:

1 sefeA
0 sef¢ A

Iy =

Se a integral da eq. (2-8) existe e é finita, entdo X é chamada de P-integravel
sobre A. Consequentemente, um vetor aleatéorio X é P-integravel sobre A, se

cada um de seus componentes é P-integravel sobre A.

Proposicao 2.3 Agora considere X,Y duas varidveis aleatorias em (0, F, P).

As afirmacoes abaizo sao verdadeiras:

(1) Para A € F:
/|X\dP<oo:>/XdP é finito.
A A

(2) Se X,Y sao P-integrdveis sobre A € F, a varidvel aleatoria aX + bY ¢

P-integravel sobre A e:

/(aX+bY)dP:a/XdP+b/YdP.
A A A
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(3) Se X é P-integrdvel em © e {A; € ©} € uma parti¢io de O, entdo:

XdP = /XdP.
/U,L-A,- Xl: A;

(4) Se X é P-integrdvel em ©, entao X € finito a.s. (almost surely) *.
(5) Se X >0 a.s., entdo

/ XdP > 0.
A
(6) SeY < X a.s., entio
/ YdP < / YdP.
A A
Demonstracao: Ver, e.g., Durret, 2010, p. 19. U

Em particular, se A = © para o dominio de integracdo temos que o

operador esperanca, notacao puyxy = F[-], é definido pela expressao abaixo:

/ X (0)dP(6 (2:9)

Proposicao 2.4 Sejam X eY duas varidveis aleatorias de valor real definidas
no espago de probabilidade (©,F,P). Se X e Y sdo P-integrdveis sobre ©,

entao:

(1) ElaX +bY] = aE[X]| 4+ bE[Y] (linearidade da esperanca)
(2) Se X >0 a.s., entdo E[X] >0

(3) Se X <Y a.s., entio E[X]| < E]Y]
(4) [EIX]| < E[IX]].
Demonstracao: Ver, e.g., Durret, 2010, p.27. U

Agora, considere X uma variavel aleatéria definida no espaco de proba-
bilidade (©,F,P), e seja g : (R, F) — (R, B) uma fungdo mensuravel. Daf,
Y = go X 3, é uma variavel aleatoria definida em (0, F, P) e o valor esperado
de Y é dado por:

Bl = [ v@)re) = [ sexe)ape
= [ 9@)iQ) = [ gle)irsio) = [ g@)felariz. @10

2 Almost surely significa que a probabilidade de esse evento acontecer é igual a 1.
30 representa composicao.
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A eq. (2-10) nos da uma expressao da esperanca de Y que envolve a fungao
de densidade de probabilidade de X. Nesta dissertacao, faremos uso de tal
expressao do operador esperanca em termos de funcoes de densidade.

Por outro lado, a variancia da variavel aleatéria X pode ser definida por

meio de o valor esperado, isto é:

0% =Var(X) = /_OO (z — px)? fx(z)dx. (2-11)

o0

Em geral, X é uma variavel aleatoria de valor real definida em um espaco
de probabilidade (©,F,P), e Y = g(X) = X" para r > 1. Se a funcdo g(z) é
continua, entao é Borel-mensuravel e, assim, Y = X" é uma variavel aleatoéria.
O valor esperado de Y é chamado de r-ésimo momento da variavel aleatéria
X, notacao m,.(X), definido como:
oo

m.(X) = FE[X"] = / " fx(z)dz.

— 00

Similarmente, podemos definir os momentos para os vetores aleatérios.

Por exemplo, o valor esperado de um vetor aleatério X é dado por:
ux = E[X] = (E[Xq], -, E[X,]).
E a matriz de covariancia de X é definida como:

Cx = (cov(X;, X;))7

ij=1>

onde cov(X;, X;) = E[(X; — px)(X; — px,)] = EXiXj] — pxpx,, € a

o _ 2
covariancia de X; e Xj. Note que cov(X;, X;) = 0% .

2.4
Espaco L?

Nesta secao vamos investigar algumas propriedades do espaco L? que
nos serao uteis ao longo desta dissertagao. Primeiro, consideremos o espaco
de probabilidade (©, F, P). Para ¢ > 1, denotamos L9 (0, F, P), a cole¢ao de

variaveis aleatorias de valor real X definidas em (O, F, P) tal que:
E[|X]7 < oc.

Em particular, estamos interessados no caso quando ¢ = 2. Neste caso, L4 = L?

¢ o espaco das funcoes quadraticamente integraveis. O espaco L? representa
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o conjunto de todas as varidveis aleatorias X tal que o segundo momento é
finito, ou seja,
BXP :/ X 24P < oc.
S

As seguintes proposicoes estabelecem algumas propriedades do espaco
L2

Proposicao 2.5 O espaco L? é um espaco linear.

Demonstracao:
Para provar que L? é um espaco linear precisamos verificar que o espaco
satisfaz as propriedades de soma vetorial e multiplicacao por escalar, segundo

a Defini¢ao 9.1 do Apéndice.

1. Multiplicacao escalar:
Seja X € L? e a € R. Note que E[(aX)?’] = o?F[X?] < oo. Logo,
aX € L2

2. Soma vetorial:
Sejam X, Y € L?. Como:

E[(X +Y)?] = E[(X)] + E[(Y)?)] + 2B[(XY)?] < 0,

temos que X +Y € L2
Note que para provar a tdltima desigualdade, temos que verificar que
FE[(XY)?] é finito. Considere X # Y, entdo o polinomio:

p(a) = E[(X +aY)? = E[(X)?] + 2aE[aXY] + *E[(Y)?],
nao tém raiz real. Dai, E[(XY)]* — E[(X)?] - E[(Y)?] < 0 ou seja,
[BIXY)]| < BIX2[Y7]2
para cada X,Y € L% Logo, E[(XY)?] < .
O
Proposigao 2.6 O valor esperado E[XY] define um produto interno em L2.

Demonstragio: Consideremos o produto interno (X;Y) em L? como E[XY].
Vamos a provar que E[XY] satisfaz as condi¢oes da Defini¢ao 9.2 (do Apén-
dice):
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(a) FlaXY] = aF[XY] , pois a esperanca ¢ homogénea, onde X,Y €
I’ 0 eR.

(b) El(aX +Y)Z] = aE[XZ] + E[Y Z], pois a esperanca ¢ linear, onde
XY, Z € I*.

(¢) ElaXY]=aE[YX], X,Y € L? (Simetria).
(d) ElaX? >0, dado que X? >0 a.s., com X € L? (Nao-negativa).
(e) FlaX? =0solose X =0 a.s., com X € L? (Positividade).

Portanto, E[XY] define um produto interno em L. O

Dai, podemos denotar a norma associada a L? como || X|| = E[X?]'/2.
Agora, considere d : L? X L* — [0, 00) definida por d (X,Y) = || X — Y.

Entao, podemos ver que d é a métrica induzida pelo produto interno em L? :

(@) dX,Y)=||X -Y|=E[(X-Y)]?=0& X =Y as.

(b) d(X,Y) =X =Y| = E[(X =Y)]'? = E[(Y - X)’]'"? = |Y = X|| =
d(Y,X), X,Y € L%

() d(X,Z2) = |X-Z|| = E[(X - 2?2 = E[(X +Y +Y — 2)?]'/?2 <

E(X -YP]'"2+ E[(Y - ZP]'? = X =Y + Y - Z|| = d(X.Y) +
d(Y,Z), VX,Y,Z € L.

Considere X uma variavel aleatoria de valor real e { X },,>1 uma sequéncia
de variaveis aleatorias definidas num espago de probabilidade (0, F, P). A con-
vergéncia da sequéncia {X,,} depende da medida. Neste trabalho adotaremos

a convergéncia em LP, i.e.

X, — X se lim E[|X, — X[’ =0

n—oo

Particularmente, serd usada a convergéncia em média quadrética, i.e. conver-
géncia em L2

Com todos os resultados obtidos nesta secao podemos fazer algumas
observacoes. Temos L? é um espaco com algebra e topologia juntas. Isto porque
da Proposicao 2.5 o espaco L? é uma estrutura algébrica que nos permite
efetuar operagoes (soma vetorial e multiplicacao escalar).

Além disso, temos uma estrutura topologica dada pela norma ||-|| que
nos da a nocgao de “distancia” por meio da métrica d. Dai, quando equipamos
esse espago linear com um produto interno (como foi visto na Proposi¢ao 2.6)

podemos obter o conceito de ortogonalidade, que tera um importante papel no
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nosso estudo para propagar incertezas, e que serd visto com maior detalhe no
préximo capitulo.
Portanto, L? equipado com o produto interno (-; ) ¢ um espacgo de Hilbert

(Kubrusly, 2010), isto é, um espago produto interno completo.
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