PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1111786/CA

Miguel Angel Orrillo Cumpa

Analise em Grassmannianas e o Teorema de
Johnson-Lindenstrauss

Dissertacao de Mestrado

Dissertacao apresentada ao Programa de Pds—graduacio em
Matematica da PUC-Rio como requisito parcial para obtencao
do grau de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Carlos Tomei

Rio de Janeiro
Abril 2013


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CB

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1111786/CA

Miguel Angel Orrillo Cumpa

Analise em Grassmannianas e o Teorema de
Johnson-Lindenstrauss

Dissertacao apresentada ao Programa de Pds—graduacio em
Matematica da PUC-Rio como requisito parcial para obtengao
do grau de Mestre em Matematica. Aprovada pela Comissao
Examinadora abaixo assinada.

Prof. Carlos Tomei
Orientador
Departamento de Matematica — PUC-Rio

Prof. Nicolau Corcao Saldanha
Departamento de Matematica — PUC-Rio

Prof. Juliana Freire
Departamento de Matematica — PUC-Rio

Prof. Roberto Imbuzeiro M.F. de Oliveira
Instituto Nacional de Matemdtica Pura e Aplicada — IMPA

Prof. José Eugénio Leal
Coordenador Setorial do Centro Técnico Cientifico — PUC-Rio

Rio de Janeiro, 19 de abril de 2013


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CB

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1111786/CA

Todos os direitos reservados. B proibida a reproducao total ou
parcial do trabalho sem autorizagao da universidade, do autor
e do orientador.

Miguel Angel Orrillo Cumpa

Bacharel em Matematica Pura - Universidade Federal Flumi-
nense.

Ficha Catalogréfica

Orrillo, Miguel

Andlise em Grassmannianas e o Teorema de Johnson-
Lindenstrauss / Miguel Angel Orrillo Cumpa; orientador: Car-
los Tomei. — Rio de Janeiro : PUC-Rio, Departamento de
Matemadtica, 2013.

v., 63 f:il. ; 29,7 cm

1. Dissertagdo (mestrado) - Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro, Departamento de Matematica.

Inclui referéncias bibliograficas.

1. Matematica — Dissertacao. 2. Concentracao
de Medida. 3. Variedades de Grassmann. 4. Teorema de
Johnson—-Lindenstrauss. |. Tomei, Carlos. Il. Pontificia

Universidade Catdlica do Rio de Janeiro. Departamento de
Matematica. Ill. Titulo.

CDD: 510


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CB

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CA


VO/98.TTTT oN [enbig ogdeouad - or4-dNd

A la memoria de Roxy Orrillo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CB

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1111786/CA

Agradecimentos

Benedictus Dominus Deus Israel. A Deus pela graca concedida desta
dissertacao. A Ele e todos os seus santos.

A Jaime Orrillo, meu professor da vida toda, por ter-me mostrado sempre
a matematica de uma forma mais aprazivel. A ele por sua infinita persisténcia.
A mi madre Yolanda por su amor, dedicacion, educacién y por la tenacidad
en darme siempre todo su apoyo. A mis abuelos José, Rosa y Laura, por sus
oraciones y pedidos constantes de proteccion. A mis hermanas Leslie y Roxana
( in memorian ) y a mi tia Juana por confiar en mi capacidad desedndome
siempre lo mejor. A todos mis familiares en general, primos, primas, tios y
tias. A todos ellos por el carino que siempre me dieron y que hicieron, aun
estando lejos, sentir la confianza de pertenecer a una familia grande, unida y
querida. Um agradecimento mais do que especial a minha companheira e esposa
Amanda Orrillo pelo amor, pela compreensao e apoio que foram esséncias
nesses momentos de dissertagao. A minha querida sogra Serly Soares pelo papel
de segunda mae que ela desempenhou durante nossa conviveéncia.

Ao meu orientador Carlos Tomei pela disponibilidade, entusiasmo e
principalmente por me outorgar um pouco da sua erudi¢ao. Aos membros
da banca: Nicolau Cor¢ao Saldanha, Roberto Imbuzeiro e Juliana Freire por
aceitar e revisar a minha dissertacao. Aos professores Jairo Bochi, Thomas
Lewiner, Ricardo Sa Earp, Alex Castro, meus professores durante o mestrado
na Puc-Rio. A eles muito obrigado pela formagao.

A Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro pela bolsa de isensao
e sua magnifica estrutura. Ao departamento de matematica da PUC-Rio e sua
funciondria Creuza Nascimento pelo zelo e pelas constantes exortagoes.

Aos meus queridos amigos do peito, irmaos, Acir Carlos da Silva Junior,
Johel Beltran, Joao Marcos Breia Juca, Juan Pablo Luna y Victor Goulart
Nascimento pela leitura, correcao ou sugestoes outorgadas durante toda a
realizagao desta dissertagao. Aos meus queridos amigos Felipe Melo, Rodrigo
Pacheco, Cong Zhou, Américo Cunha e André Zaccur pelas dicas de latex
e graficas. Um agradecimento especial ao meu querido amigo do peito Eric
Biagioli pela organizacao "latexiana” da minha dissertacao. Muito obrigado
a todos os outros meus amigos que, felizmente sendo muitos, nao acabaria
de mencioné-los aqui. De uma maneira especial, ao meu querido padrinho
espiritual Carlos Eduardo Guedes Belchior (Cadi). Um obrigado especialissimo
a minha querida Hazel Crato, ao meu amigo irmao de fé Juan Eduardo
Casavilca, meu amigo Guillermo Gomez e a familia Jucd (Débora, Celso,
Pedro e Tche). A todos eles pela sincera torcida. Ao meu amigo Maycol junto

com Carolina Parra (pelos ’5’ inegdveis) e seus familiares. Ao meu querido


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CB

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1111786/CA

“compadre” Daniel por sua amizade sincera e suas irreveréncias. A todos eles,
um muito obrigado por fazer parte desta minha segunda familia, meus amigos.

Finalmente, a Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior (CAPES) pela bolsa concedida.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CB

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1111786/CA

Resumo

Orrillo, Miguel; Tomei, Carlos. Analise em Grassmannianas e
o Teorema de Johnson-Lindenstrauss. Rio de Janeiro, 2013.
63p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

Seja V um conjunto de n pontos no espaco euclidiano X de dimensao
d. Pelo teorema de Johnson-Lindenstrauss, existe uma projecao entre X
e Y, outro espago de dimensao k bastante menor, com a propriedade
que as distancias entre imagens de pontos de V sejam mantidas dentro
de um fator c¢ arbitrariamente proximo de 1. O teorema apresenta uma
relacao entre d, k e ¢, indicando a possibilidade de dramaticas reducoes de
dimensao para representacoes fidedignas de V. A demonstracao emprega
as Grassmannianas, as variedades de subespacgos de dimensao k em X. Sao
construidas cartas e uma medida homogénea em relagao a acao natural do
grupo ortogonal na Grassmanniana. O resultado segue estimando através

de gaussianas certas integrais de carater fortemente geométrico.

Palavras—chave
Concentragao de Medida; Variedades de Grassmann; Teorema de John-

son—Lindenstrauss;
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Abstract

Orrillo, Miguel; Tomei, Carlos (advisor) . Grassmanian Analysis
and the Johnson—Lindenstrauss Theorem.. Rio de Janeiro,
2013. 63p. M.Sc. Dissertation — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Let V be a set of n points in the Euclidean space X of dimension
d. The Johnson-Lindenstrauss theorem states that there is a projection
between X a and Y, another Euclidean space of a smaller dimension k,
with the property that images of points of X under projection do not differ
by more that a multiplicative factor ¢ arbitrarily close to 1. The theorem
presents a relation among d, k and ¢, indicating the possibility of dramatic
dimensional reduction of very faithful representations of V. The proof makes
use of Grassmanians, the manifolds consisting of subspaces of dimension k
in X. In the text, charts are presented, together with a measure which is
homogeneous with respect to the natural action of the orthogonal group on
the Grassmanian. The result follows by taking estimates using gaussians of

certain integrals with a strong geometric flavor.

Keywords
Measure Concentration; Grassmann Manifolds; Johnson—Lindenstrauss

Theorem,;
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Mesmo que eu tivesse o dom da profecia, e co-
nhecesse todos os mistérios e toda a ciéncia;
mesmo que tivesse toda a fé, a ponto de trans-
portar montanhas, se nao tiwer caridade, nao
sou nada.

1 Corintios, 13:2.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CB

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1111786/CA

1
Introducao

Suponha que vocé queira pintar a superficie da Terra de raio p. Para isso
voceé conta com a ajuda de um rolo capaz de pintar faixas gigantes ao redor da
Terra. Que fragao x da area da esfera voce terd coberto depois de passar o rolo
ao redor do equador pintando assim uma faixa de espessura h subtendendo um

angulo a?

Figura 1.1: Faixa equatorial de espessura h subtendendo um angulo «.

O problema é resolvido usando o seguinte fato geral:

Na esfera de raio p, a drea de uma faiza qualquer de espessura h é 2mwph.

Figura 1.2: Area coberta por uma faixa de espessura h.
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Capitulo 1. Introducao 13

Dado que faixa tem espessura h e subtende um angulo «, entao
sen(a/2) = h/2p. Logo, uma simples regra de trés permite calcular a por-

centagem
2mph h
z =22 100 = =~ 100 = sen(—) 100.
47 p? 2p 2

Por exemplo, se a = 10°(cuja faixa tem mais de 1 000 Km de largura),
entao a fracao pintada seria aproximadamente 8, 7%.

O fenomeno de concentracao de medida garante que sua tarefa seria muito
mais simples se a Terra fosse de dimensao alta. Mais especificamente, uma
s6 volta a Terra com o rolo ao redor do equador seria suficiente para cobrir
praticamente toda sua superficie. Isto significa que, para d muito grande, a
drea da superficie da esfera S9! = {x € R?: |z| = 1} é concentrada em torno
do equador. Ou seja, a area do complemento da faixa equatorial (duas calotas
esféricas) tende a 0 quando d tende ao infinito.

O teorema de Johnson-Lindenstrauss é o resultado principal desta dis-
sertacao. Ele mostra que a geometria de um conjunto V' com n pontos nao é
muito perturbada por certas projecoes ortogonais sobre subespacos de dimen-
sao logaritmica de n. Em outras palavras, é possivel projetar V' em subespacos
de dimensao baixa preservando bem a distancia entre eles.

A prova usa um lema geométrico relacionado com a concentracao da
drea em faixas equatoriais. Tome s = (11, -+ ,74) um ponto de S¢~! escolhido
uniformemente e seja mrr(s) = (21, -+ , k) a projecao de s em suas k primeiras
coordenadas —projecao ortogonal em R¥—. Considere 8 um ntimero préximo de
1 de modo que t = \/ﬂ>§ < 1 . Qual seria a probabilidade de ||mrx(s)|| ser
maior ou igual que ¢t 7 Quando £k = 1 e d = 3, a geometria fica clara na

seguinte figura.

Figura 1.3: C1, Cy C S? representam os pontos da esfera com |z;| >t .

Observamos que Pr [|x1] > ﬂﬂ =1— 1z, onde z é a fracdo de area da
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Capitulo 1. Introducao 14

esfera na faixa de espessura t. Quando d tende ao infinito, pela concentracao
de medida em faixas equatoriais, concluirfamos que Pr[|z;| > t] tende a 0.

Um resultado mais geral vale para k£ < d qualquer — para uma melhor
descricao, o leitor pode consultar o Lema 5.6 do Capitulo 5.— Essencialmente,
o lema afirma que o quadrado da norma da projecao em R* de pontos da esfera
S9-1 escolhidos uniformemente, se encontra fortemente concentrado em torno
de sua média k/d.

A afirmacao acima tem outra interpretacao: em vez de variar o ponto
e fixar uma projecao ortogonal de imagem com dimensao k, podemos fixar
o ponto e fazer a média sobre todas as projecoes ortogonais possiveis com
imagem de dimensao k. A prova do teorema emprega o fato de que a norma

de ambas as projegoes possuem a mesma distribuicao.
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2

Preliminares

Neste capitulo coletaremos alguns fatos basicos. Todas as definig¢oes e
resultados aqui apresentados sao bem conhecidos e podem ser encontrados na
literatura.

Supomos que o leitor tenha familiaridade com os conceitos de espacos
topolégicos, métricos e de medida, grupos e subgrupos e alguns conceitos
e resultados basicos de algebra linear, tais como projecoes ortogonais, o
teorema espectral, processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, etc. Para o
vocabulario basico sobre variedades diferenciaveis e de probabilidade, o leitor
pode considerar os apéndices.

Alguns conjuntos de matrizes serao usados extensivamente. Seja M (d, R)

o conjunto de todas as matrizes reais d X d com a norma de Frobenius

d d 1/2
| All2 = ( Z%@) ;A= (ay)
=1

J=1

O grupo linear formado por todas as matrizes inversiveis d x d
GL(RY) = {A € M(d,R) : det(A) # 0}.

¢ um subconjunto aberto de M(d,R). O grupo ortogonal O(d) é um subgrupo
de GL(R?), definido como

Od) = {Q € GLRY : Q*Q = QQ* = 1}.

Além disso, O(d) é uma subvariedade compacta suave (C*°) de dimensao
d(d—1)/2.

A esfera ST = {z € R? : ||z]|*> = Y1, 2} = 1} é uma subvariedade
compacta suave de codimensao 1 e classe C*°.

Um grupo G é um grupo topologico quando G' é um espaco topoldgico e
as operacoes de multiplicacao e de tomada de inverso, (a,b) — ab e a — a™,
sao continuas.

Seja M uma variedade diferencidvel e G um grupo topoldgico. Uma ag¢ao
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Capitulo 2. Preliminares 16

de G sobre M é uma aplicacao continua ¢ : G x M — M tal que
(i) Se e é o elemento neutro de G entéo ¢(e,z) = x, Vo € M
(i) ¢(g,d(h,z)) = ¢(gh,x) para todo g, h € G e para todo = € M.

A agdo ¢ : G x M — M é transitiva, ou G age transitivamente em
M através de ¢, se para todo x,y € M, existe g € G tal que ¢(g,x) = y.
Nesse texto, vamos usar a agdo do grupo ortogonal G = O(d) sobre a esfera
M = S% 1, dada por

¢:0(d) x ST — gt

(g, 7) — gm.

Seja ¢ uma acao de um grupo G sobre uma variedade M e x € M. A ¢-orbita
de x é por defini¢ao o conjunto Gx = {¢(g,x) : g € G}.
Aagéoq§:GXM—>Méprdprz’aseesomentese&:GXM%MXM
definida por qE(g,a:) = (x,¢(g,x)) é uma aplicacdo prépria, isto é, inversa
de compacto é compacto. A demonstracao da seguinte proposicao pode ser

encontrada em (1, p. 265).

Proposicao 2.0.1 Seja ¢ : GX M — M uma agao propria. Entao toda orbita

Gz € uma subvariedade fechada de M.

Lembramos ao leitor que em um espago topolégico X a o-algebra de
Borel é a menor o-algebra que contém todos os abertos de X. Seus elementos
sao os borelianos de X.

Fungoes transferem medidas de um espaco para outro através do push-
forward. Mais especificamente, sejam (X, X, ) um espago de medida, ¥ um
espaco topoldgico qualquer e ¢ : X — Y uma aplicacao. A medida induzida

¢t é definida para todo boreliano B de Y como

Gupi(B) = p(¢~ 1 (B)) = u({g € G : ¢(g) € B}). (2-1)

Uma medida v de M é invariante pela acao ¢ : G x M — M se para

todo g € G e para todo conjunto boreliano A C M, vale

v(A) =v(gA) = v({d(g,a) : a € A}).

Sejam B(R?) a o-4lgebra de Borel em R? e )\ a medida de Lebesgue. Uma

acao do grupo ortogonal O(d) sobre R? ¢ naturalmente dada por

¢:0(d) xR =R, ¢(g,2) = g (2-2)
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Capitulo 2. Preliminares 17

Terminamos o capitulo mostrando que a medida de Lebesgue é invariante por
essa acao.
Lembramos ao leitor que toda transformacao linear 7' : R? — R? é o

produto de transformacoes elementares, dadas por

T].(:E]J”'71'7;7"'73:]'7...71‘(1) o (xla"'7wj7..'7x’i).“7xd)
T2<x1’...,xi,...,:cd) — (:L-l’...,cxi7...7xd) (C#O)
T3(331,"',$z‘,"',13k,"‘;xd) — (xlj...’xi_i_cxk’...’xk,...7xd)(k§£7:)_

Proposicao 2.0.2 Seja T : R* — RY uma transformacdo linear inversivel e

A C R? um boreliano. Entdo
AT (A)) = |det(T)| A(A). (2-3)

Demostragao: Suponha que a proposicao seja verdadeira para transformacoes

T e S. Entao ela vale para T o S
A(ToS)(A)) = |det(T)| A(S(A)) = |det(T)|| det(S)| AM(A) = | det(ToS)| A(A).

Logo, é suficiente mostrar que a proposicao é valida para as transformagoes
elementares 71, T, e T3. Explicitamos o argumento para T3 onde det(73) = 1.

Usamos Fubini afim de trocar a ordem de integracao entre z; e x;.

| det(Ty)| A(A) = )\(A):/1d;p1...dxi...dxj...dxd
A

I
T

ldxy---dxj---dx;---dwg
= / Ldxy---dx;---dxj---deg = ANT5(A)).
T5(4)
OJ

Corolario 2.1 A medida de Lebesgue € invariante pela a¢ao do grupo ortogo-

nal.

Demostragao: Transformacoes lineares g € O(d) satisfazem gg* = I, o que
implica que | det(g)| = 1. Logo, A(g(A)) = A(A). O
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3
Concentracao de Medida na Esfera

Um primeiro exemplo do fenomeno de concentragao de medida ocorre na
esfera S9! C RY. Este capitulo tem o propésito de apresenté-lo detalhada-
mente: a medida uniforme da esfera se concentra em faixas equatoriais quando
a dimensao tende ao infinito — para uma descricao precisa, o leitor pode con-
sultar a equagao (3-5).

Comecamos introduzindo a funcao gama e algumas contas basicas: o
calculo das areas das esferas e do volume das bolas na métrica euclidiana
em R? cujas férmulas envolvem a funcdo gama. Finalmente, mostraremos
a concentracao da esfera em faixas equatoriais. Aqui, usaremos coordenadas

esféricas para calcular a area de calotas esféricas.

3.1
A funcao gama

A funcao gama é
['(z) = / t*Lexp(—t)dt, paraz € C, Re(z) > 0.
0

Para conveniéncia do leitor, mostramos sua integrabilidade.
Proposicao 3.1.1 A fun¢ao gama € bem definida.

Demonstracao: O argumento é diferente para t perto e longe de 0

e’} 1 00
/ [t*Lexp(—t)|dt = / [t* L exp(—t)|dt +/ t*" L exp(—t)|dt.
0 0 1
Para a primeira parcela, como ¢ > 0, temos exp(—t) < 1 e assim

[t exp(—t)] < |77 = [exp((z — 1) log?)]

= exp((Re(z) — 1) logt) = exp(log t7e*)~1) = ¢(Re(x)=1),

Como fol 1% < 0o para todo a > —1,

1 1
/ |t“exp(—t)ydt§/ @1 o,
0 0
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Capitulo 3. Concentracao de Medida na Esfera 19

Para a segunda parcela, ¢ > 1 e temos
L exp(—t)| = tF® L exp(—t).

A funcdo h(t) = t7#)~lexp(—t/2) é continua em [1,00) e tlim h(t) = 0, logo
—00
h ¢é limitada, |h| < C,. Assim,

£ exp(—t)] = £7~ exp(—t) < C. exp(—t/2).

Como [* C.exp(—t/2) < o0, a segunda parcela também ¢ integrével. O

Integrando por partes,

/ t* exp(—t)dt = —t* exp(—t)
0

+z/ t*Lexp(—t)dt = z/ t*~Lexp(—t)dt,
0 0 0

concluimos que para Re(z) > 0 a funcao gama satisfaz a conhecida equagao
funcional I'(z+1) = 2I'(2). Isto permite estendé-la para quase todos os nimeros
complexos. Além disso, por inducao,
1 2k — 1)l
O fatorial duplo (2k — 1)!! é dado pelo produto de todos os naturais
fmpares até (2k — 1).

3.2
Areas de esferas e volumes de bolas

Indicamos por S471(R) e B4(R) respectivamente a esfera e a bola em R?

de raio R centradas em a € R,

SHR)={r cR?: ||z —a|]| =R}, BXR)={xcR®:||lz—ad|ll <R}

Quando R =1 e a = 0, escreveremos simplesmente S9! ¢ B9,

Agora definiremos a medida de Lebesgue na esfera S?~!. Lembramos ao
leitor que os borelianos da esfera Sg_l(R) sao todas as intersecoes da propria
esfera com os borelianos de R% Se A C S¢~!(R) é um boreliano da esfera,
denotemos por C'(A) o conjunto mensuravel de R¢ dado por C(A) = {rz :r €
[0,1], z € A}. Definimos, entdo, a medida de Lebesque n(A) de A € B(S%&™)

como sendo

A (C(A)). (3-2)
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Fazendo R = 1, (%!, B(S471),n) é um espaco de medida.

Proposicao 3.2.1 A medida de Lebesgue n em S9! € invariante pela acdo

do grupo ortogonal O(d).

Demonstracao: Dado que a medida de Lebesgue em R? é invariante pela
acao do grupo O(d).}, a demonstragao é direta. Observamos primeiro que se
g€ 0(d) e Ae B(5!) entdo certamente gC(A) = C(gA). Assim,

N(A) = dA(C(A)) = d A (9C(A)) = d X (C(gA)) = n(g9A). m

A medida n definida em B(S?!) é o andlogo & medida que genera-
liza o comprimento em S! assim como A é o andlogo a drea em RZ.
Em R3 temos S? = {z € R® : ||z]| = 1} como fronteira de B® = {z €
R? : |jz|| < 1}. Neste caso, n é o que conhecemos por drea (na esfera) e A

como volume.

Proposicao 3.2.2

7Td/2 27Td/2
- Rd, Sd—l R)) = Rd_l.

(%)

A (By(R)) =

N

Demonstragao: Primeiro mostraremos que
ﬂ.d/2 d , .
@ R , sed é par;

A (By(R)) = (3-3)
2(d+1>/2d!,!r<d—1>/2 R

, sed é impar.

Denotemos como Vy (R) = A (B§(R)). A geometria fica mais clara para
d = 3. Usando coordenadas polares, integramos no disco de raio R, onde para

cada ponto p temos uma bola de dimensao 1 (intervalo) de centro p. Assim,

R 2w 2m R
V3(R) = / / Vi (\/ R? — 7’2> rdfdr = / / (2\/ R? — 7"2> rdrdf
0o Jo o Jo
e, fazendo a mudanca de varidvel u = R? — r2,

27 0 R? 3/2 | R?
Va(R) = / 1d6/ —udu = 27?/ u?du = 27 2u = 4—7TR3.
0 R2 0 3 0 3

Seja T : R? — R? T(z) = Rz. Entdo aplicando a Proposicio 2.0.2,

é facil calcular o volume de uma bola de raio R a partir da bola unitaria:

Veja o Corolério 2.1 no capitulo 2.
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Vi (R) = R V;(1). Assim, obtemos a seguinte relacao de recorréncia
R 2
Va(R) = / / Vio (v R? — 7“2> rdfdr
0o Jo

2 R R?
= / / (RQ . T2)(d_2)/2 Vd,g(l)rdeQ _ ’ﬂ'Vde(l) / u(d—?)/Qdu
0 0 0

w2

R2 d 2
R 2T R
= 27rVd_2(1) _d =

= 27TVd_2(1>7 = d ‘/;1_2<R)

0

Agora usamos indugao em d para verificar o caso geral. Para d = 1,2 temos
Vi (R) =2R e V5 (R) = mR?, de acordo com a férmula (3-3).

Supondo a equagao (3-3) valida para d par, vamos verificar a sua validade
para d + 2 usando a férmula Vy(R) = 222 V,_,(R)

d
27TR2 27TR2 7Td/2 27T(d+2)/2 71.(cl+2)/2
Vd+2(R>:d+2 d(>:md_| d:2 d+2\ (d\| _ (d¥2\1 "
(5)! () (5 (5!
Podemos fazer o mesmo para d impar
27 R2 or R2 9(d+1)/2,(d=1)/2 9((d+2)+1)/2 1 ((d+2)-1)/2
d+2 d+ 2 (d)!! (d+2)!!

Agora verificaremos a férmula envolvendo a fungao gama. Com efeito,

para d = 2k,

2k/2 ok ok
—RQk:—RQk:_RQk:V R
T'(%+1) D(k+1) k! ul(R)

e para d = 2k + 1,

o (2k+1)/2 ke _ o (2k+1)/2 kel _ hok+1 R~ V(R
rEA )T EE Gy T ke ‘
Assim, concluimos que A (B¢(R)) = F(ﬂédﬁ) R?, para todo d. Da definicao,
2
n(A) = £ X(C(A)), concluimos também
d d /2 /2 2rd/2
n(S§HR) =5 Va(R) = - —5—— R'=d R = R
' R RT(5+1) oL (5) r(3)

3.3
Coordenadas esféricas e o elemento de drea de S !

Sejam U,V C R? abertos, 1 : U — V um difeomorfismo C' e X C U
mensuravel com ¢(X) C V também mensuravel. Considere f : (X) — R
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uma funcao integravel. Pelo teorema da mudanca de variaveis,
| swady= [ s |det Do) do.
$(X) X

A funcdo ¢ é o que chamamos de mudanca de varidvel. Veja (10). En-
tre os exemplos estao as mudancas de coordenadas tradicionais. As coor-
denadas esféricas consistem de uma coordenada radial p > 0 e angulos

O1, P2,y Pa—z € [0,7] € ¢pg—1 € [0,27), definidos pelas férmulas

r1 = p cos(¢y)
xo = psen(pq) cos(¢s)
x3 = psen(¢q)sen(pq) cos(ps)

zg_1 = psen(¢y) - - -sen(pg_s) cos(dg—_1)
xq = psen(¢y) - - -sen(pg—2)sen(pg_1).

o

p cos(é1)

p sen(é1)
P

3

b2 p sen(¢1)sen(p2)

p sen(p1) cos(opz)

T2

Figura 3.1: Coordenadas esféricas em d = 3.
No aberto U = (0,00) x (0,7) x (0,7), x -+, x(0,27), a fun¢ao

Ve : U — Pg(U)
<p7 ¢la e 7¢d—l) — (.Tl, Lo, 7xd)
é um difeomorfismo (de fato, p = ||z|| e os angulos sao obtidos sequencial-
mente). Os pontos de R? fora de 1(U) tém medida zero, e nao sio relevantes

para o calculo das integrais.

Sejam X C U e 14(X) mensuraveis. Mudando de varidveis, temos

A(a(X)) = /w e /X [det Diul(p. s+ da )| dpddss -~ drar.
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Proposicao 3.3.1 Para d >3 e para (p,¢1, -+ ,¢q4-1) €U

det Dby ((p, 1, - da—1)) = p* 'sen? (¢ )sen?™>(s) - - - sen(¢g—2) > 0.

O caso d = 2 é a troca de variaveis habitual para coordenadas polares: a
formula vale com uma interpretacao adequada.

Demonstragao: A prova é uma indugdo em d. Escrevemos ¢; = cos(¢;),
s; = sen(¢;) e det DYy = det Dipg(p, 1, -+, pa—1). Comegamos mostrando

o caso d = 3:

1 —pS 0
det D3 = det| sjco peieca —psiSy
S§182 pcC1S2 pPSiCa
€1 —pS1

§1C2  pPCi1Co

i —pPs1

5182 pPC152

= psicadet + p s18ydet

= pacpdic+ psic) + psisalcip sy + psis)

= p’sic + pPsis; = pPsen(¢y).

Note que as duas matrizes 2 x 2 acima sao obtidas multiplicando a segunda
linha de Dy por ¢y e por so respectivamente: a indugao explora esse padrao.

A hipétese de indugao para d = k afirma que

C1 —pPsi1
51C2 pPC1C2
5152€3 PC152C3
det Dy, = det
81"'Ck_1 pcl...ck_l “ .. —psl...sk_l
81 .. Sk*]. pcl e Sk*]. .. pS]. o« s . Ck*].

= P sen2(9)sen () - - sen (o).

Para d = k + 1, temos

E\D
det Difyyy = det 1DY @k

Skel—chd}k ﬁ
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onde e; é o k-ésimo vetor canonico de R¥, a = —ps;---s4_15:, F1 =

diag(1,---,1,cx) e B = psy -+ Sk_1¢k. Assim, concluimos a indugao

det Dippy1 = [det(E1Diy) — sy det(Dyy)
= ps1- - Sp_1pcp det DYy + p sy - - - Sp_18kSk det Dy,
= psy---sp—1det Dy,
= pFsen* 1 (¢1)sen" 2 (¢y) - - - sen?(¢dp_2)sen(dp_1).

Como p € (0,00), ¢; € (0,7) parai =1,--- ,d — 2, entao

det Dog ((p, d1, -+ pa1)) = p*'sen? 2 (¢r)sen’>(¢ha) - - - sen(¢pg_p) > 0. O

Assim,

AMYg(X)) = /Xpd_lsend_2(¢1)send_3(¢2) -+ -sen(¢g_o)doy - - dpg_1.

Lembramos ao leitor que A\ = m x n, onde m é uma medida em (0, c0)
definida por m(C) = [, p®~tdp, para todo boreliano C' C (0, 00). Logo, para

um boreliano A € S 1,

n(A) = /_1 sen?2(¢1)sen? 3 (¢y) - - - sen(pg_o)dey - - - dpg_1.

3.4
Concentracao em faixas equatoriais

Vamos provar a concentracao da esfera em faixas equatoriais. Para isso
escolhemos um equador padrao, faixas equatoriais de espessura fixa e calotas.
Nosso trabalho se resumira a estimar areas de calotas esféricas.

O equador padrdo (ou simplesmente equador) em S?1 ¢é o conjunto

ETY = {(21,- ,24) €RT 2y =0}
= ¢d({(P’ G1,0 e 7¢d71) P = L,¢1 = 7-"/2})

Uma faiza equatorial E4~1 C S9! de espessura 2¢€ com € € (0,1) é

B = {(21,-- ,mq) ERY: —e <21 < €}
= Yal{(p, 01, @a—1) :p=1,7/2—-0 < <7/2+06})

onde 6 = arcsen(e).
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A medida de probabilidade uniforme para os conjuntos borelianos da
esfera é definida por normalizacao
A
o(A) = n(d) (3-4)

Novamente, a invariancia da medida de Lebesgue implica que o é invariante
pela agao do grupo ortogonal O(d) 2. A concentragio da medida uniforme da

esfera em faixas equatoriais de espessura 2¢ se resume ao limite

lim o (S \ ESY) = 0. (3-5)
d—o0
Claramente, S* '\ B! = {(zy, -+ ,xq) € RY: € < |z1| < 1} é unido de duas

calotas esférica: uma calota é o subconjunto conexo da esfera acima ou abaixo

de um plano 1 = ¢ com —1 < ¢ < 1. Mais especificamente
Cile)={z e S ie< oy <1}; C&Ye)={reS":-1< x <c}.
Logo
7 (S B = o (G () +0 (CH (=) = 2.0 (CH(0).

Vamos ver que a medida de calotas esféricas C% (€ ) de dimensao d vai a zero

quando d — oco. Em coordenadas esféricas,

C’j‘f,_l(e) =a{(p, 1.+ ,q-1) :p=1,0< ¢ <7/2—0}.
Precisamos de uma estimativa.
Proposigao 3.4.1 Para 0 < a < I, vale cos’(z) < cos(z) < exp(—z?/2).

Demonstragao: A cota cos?(x) < cos(z) é obvia. A fim de mostrar a outra,

definimos )
f(@) = In(cos(2)) + 5, @ € [0,7/2),
cuja derivada é f'(x) = —tan(z) + x. Como z < tan(x) para x € [0,7/2),

concluimos que f’(z) < 0no intervalo [0, 7/2). Logo, f(x) < f(0) Yz € [0,7/2),
ou seja, In(cos(x)) < _T‘ﬁ O resultado segue de tomar a exponencial em ambos
os lados. O

2Na seciio 5.2 provamos que o é o push-forward da medida de Haar em O(d) e é a tinica
medida invariante pelo grupo ortogonal O(d).
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y cos (x)
y = exp((-x"2)/2)

I I ; : |
2 1 1 2 3

| N

Figura 3.2: O gréfico representa a desigualdade cos(z) < exp(—z2/2).

Vamos calcular a drea da calota C' = C%'(€) C 4 C RHH2

2m T pw/2—0
n (C> = / / / Send(%)sendﬂ(ﬁbz)"‘Sen(¢d) dgy -+ - ddgiq

027r 07r ° w/2—6

= / / sen®(¢y) - - - sen(¢g) dopy - - - dpg i / sen (¢ )do,
0 0 0

J w/2—0 4 )d¢

p— S .

n (89 /U sen®(¢1)den

r(22)

Como sen(¢;) = cos (gbl - g), fazendo ¢ = ¢, — 5 e eV

= «, temos

n(C) W(Sd) g_esend
(5T~ (58 / (@)1

50 3
= a/o sen (¢ )do, :a/e cos?(¢)dep.

o (C)

Usando ¢ = \% e aplicando a Proposigao 3.4.1, temos

FVd o
7(C) < i/ e 5 dip.
0

Agora faca w = 1) — 0v/d

IA

a(C)

(VAN
SOEE
|
D
ot
o)
&
I
4
9
CD\
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dt2
Fazendo s4 = ﬁﬁ e usando a equagao I'(z + 1) = 2I'(z), temos
PA+472) 1 Pr(?) 1
P(1+ %) 2(d+2)  H(HY) 2(d+2)

>d+2 V2d d+2 2
2d

Logo, calculando maz{s;, so} = \%, temos sg < \%, Vd € N. Portanto,

o (STI\EFY) =20(0) < 4 eXp(_ezd
€ — ﬁ 2

Fazendo d — oo, provamos a concentracao da esfera

).

lim o (S \ B¢ = 0.

d—o0

27

d+1.2d+2) ‘d+1.dr2 "
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4
Analise em Grassmannianas

O teorema de Johnson-Lindenstrauss emprega as projecoes de R? sobre
subespacos vetoriais de dimensdo k. O conjunto G(R%) dos subespacos de
dimensdo k em R?, chamado de Grassmanniana, é o objeto central do capitulo.

Apresentamos Gj(R?) como um espaco métrico compacto, exibindo-o
depois como subvariedade do espaco das matrizes simétricas, apresentando
cartas locais e um atlas diferenciavel.

Neste capitulo, se £ € Gi(R?) entdao Pp pode representar a projecao
ortogonal sobre F ou a matriz de Pg na base canonica.

Seja
G(d, k) :={P € M(d,R): P=P, P*=P" = P, t2(P) = k},

onde tr é fungao trago. Pelo teorema espectral, toda matriz simétrica (P* = P)

e idempotente (P? = P) de posto k se decompde como

P =QAQ", (4-1)

onde Q € O(d) e A é a matriz diagonal cujas k primeiras entradas diagonais
sao iguais a 1, e as outras sao nulas.

Como tr(AB) = tr(BA), o trago é invariante por conjugacao. Entao
uma matriz P idempotente e simétrica tem posto(P) = k se, e somente se,
tr(P) = k. Assim,

G(d, k) = {P € M(d,R) : P* = P, P* = P, posto(P) = k}.

Proposigao 4.0.2 A fungdo h : Gp(RY) — G(d, k), E — Pg, é uma bijecdo.

O conjunto G(d, k) € um espago métrico compacto.

Assim, a identificacao induz em G, (R?) uma estrutura de espago métrico
compacto. Na verdade, todas as propriedades de interesse da Grassmanniana
serao estudadas em G(d, k), e meramente transferidas para a descricao em

termos de subespagos.
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Demonstracao: Fixada a base candnica em R?, existe um isomorfismo entre
M(d,R) e L(R?), o conjunto de todos os operadores lineares T : R? — R
Lembramos que toda projecao ortogonal P : RY — R? sobre um subespaco
E C R? é autoadjunta, idempotente e satisfaz posto (P) = dim E. Assim, para
cada F € Gi(R?) designamos Pg : R — R? a matriz(tinica) da projegao
ortogonal sobre E, na base canonica. Logo, a funcao h, além de estar bem
definida, é injetiva. Agora provaremos a sobrejetividade. Seja P € G(d, k).
Pela bijecao entre M(d,R) e L(R?), tomamos o operador Pr : R? — R?
correspondente a matriz P que claramente é idempotente e autoadjunto. Além
disso, Im(P) tem dimensao k. Ou seja, P é uma projegao ortogonal sobre
E :=ImP € Gi(R%). Logo h(E) = P.

A norma de Frobenius de A € M(d,R) é dada por ||A]|*> = tr(A*A).
Para P € G(d, k)

|P||* = tr(P;Pg) = tr(Pz) = tr(Pg) = k,

mostrando que G(d, k) é limitado.
Para ver que G(d, k) é fechado, note que ele é a intersecao de niveis de
véarias fungoes continuas (os niveis zero de (P?—P), de (P*—P) e de (trP—k)).

Portanto, G(d, k) é fechado e mais, compacto. O

4.1
Gr(R?) como subvariedade de S(R?)

Considere a ac¢ao por conjugagdo do grupo O(d) sobre o conjunto das

matrizes reais simétricas S(R?)

¢:0(d) x SR — SR
(@,5) = QSQ".

Se duas matrizes simétricas S e A tém os mesmos autovalores entao, pelo
teorema espectral, as orbitas da acao por conjugagao passando por S e A sao
iguais. Para a matriz A descrita em (4-1), as matrizes da drbita sdo todas
idempotentes, simétricas e do mesmo trago. Assim a érbita de A coincide com
G(d, k).

Usaremos a Proposicao 2.0.1, anunciada no capitulo 2, para provar que
G(d, k) = O(d)A é uma subvariedade fechada de S(R?):

Proposicao 1 Seja ¢ : G x M — M wuma agao propria. Entao toda orbita Gz

¢ uma subvariedade fechada de M.
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Lembramos ao leitor que uma acio ¢ é prépria se ¢ : G x M — M x M,
(9,2) — (z,0(g,7)), é uma aplicacao prépria, isto é, se a inversa de um

compacto é compacto.

Corolario 4.1 G(d, k) é uma subvariedade fechada de S(R?).

Demonstragio: Neste caso, ¢ : O(d) x S(RY) — S(R?) x S(R?) é dada por

#(Q,S) = (S,6(Q,9)) = (S,Q5Q%). Tome K = K; x Ky C S(RY) x S(R?)

com K e Ky compactos. Provaremos que

K=(¢)"YK)={(Q,5) € O(d) x SRY) : S € K1,¢(Q, S) € K>}

é um compacto. E claro que K é fechado, pois gg é continua e K é compacto.
Logo, resta mostrar que K é limitado. Ora, K C O(d) x K; onde O(d) e K1,

ambos limitados. Logo, K ¢é limitado. 0

4.2
A funcao posto

Seja uma A = (a;;) uma matriz de dimensao m x n. Nesta secao, A4;; é a
submatriz de A de dimensao 7 X j com entradas na intersecao das ¢ primeiras

linhas com as j primeiras colunas de A. O exemplo é esclarecedor.

3 1|1 0
2 112 8 3 1
A= 2 214 7 Asp = 2 1
6 5 1 O 2 2
3x2
3 1 4 2

5x4

Seja A = (a;;) uma matriz m x n. Definimos a fun¢do posto Pa

PA:{I,Q,---,m}X{l,Z,---,n} — NU{O}
(4,7) > posto(Ay;)

Damos uma visualizagao matricial a fungao P4. A matriz posto de A é a matriz

Py= (pij)mxn onde Pij = PA(iaj>'

Exemplo:
0 0 3 001
2 1 2 11 2
A — PA =
2 1 4 11 2
6 5 1 1 2 3

4x3 4x3
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A configuracdao local em ij da matriz P4 é a submatriz

Pi-1)(i-1) ‘ D(i-1);

Pii—1) ‘ Dij

1

112
Observamos duas propriedades simples da funcao posto: na primeira linha

Para a matriz A acima, a configuragao local em 23 é

ou coluna da matriz A a funcao P4 toma valores iguais a 0 ou 1 e quando a
matriz aumenta uma linha ou uma coluna, o posto pode aumentar em no

maximo 1. Ou seja, P4 é monoétona, no seguinte sentido
Pij S Pavy; < P+ 1 i Spigry < p+ L
Os seguintes diagramas mostram as configuracoes locais possiveis:

p\p p\ p p\p+1

p‘p p‘p+1 p‘p+1

p \ p p \p+1 p \p+1
p+1|p+1’ p+1|p+1’ p+1|p+2

Porém a proposicao seguinte descarta a quinta configuracao.

Proposicao 4.2.1 Seja A = (a;j)mxn uma matriz € Pa = (pij)mxn Sua matriz

posto. Se pij = p, pij+1) =P+ 1 € par1); =p+ 1, entao paury+1) =p + 2.

Demonstragao: Ao longo desta prova, para cada v € R, v/ € R® denotard
o vetor obtido truncando a tultima coordenada de v. A demonstracao é por

absurdo. Como

P = = P *
DG+ p p+1 )
p+1|p+1 pH+1|x*
existem p + 1 colunas LI em A1),
Sejam {vy,va, -+ ,Up, Vpr1} tais vetores em R e {vf, v, -+ v, v, }
seus truncamentos em R’
Fato 1. Evatamente p vetores de {v{, vy, ,v,, v, } sio LI

Demonstragao: Seja & < p e suponha que no méaximo k veto-

res de {v},v5, -+ ,v,,v, 4} sejam LI Sem perda de generalidade sejam
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{v},vh, -+ v} tais vetores. Temos entdo que
. !/ !/ / !/
dim (span{vl, Vg, U, va}) = k.
Logo
dim (span{vy, ve, -+ ,vp, Upy1}) < k+ 1 <p,
um absurdo pois {vy,ve, -+, vy, Upy1} é um conjunto LI. Por outro lado,
/ / / / X s / / / / =
{v1, v, v, v, } ndo pode ser LI, pois {vy, vy, -+, v5, vy, } sdo colunas da
submatriz A;; que tem posto p. Assim concluimos que exatamente p vetores
/ / / / X
de {v},vy,- -+, vy, v, } sdo LL N
Sem perda, sejam {v},v5, -+ ,v,} esses p vetores. Entao
/ o / / /
Upt1 = Py + Bavy, - - - 76pvp' (4—2)

Seja w a tultima coluna da submatriz A(;;1)(j+1) € considere seu trunca-

mento w’, a ultima coluna de A;(; 1)

P _ PAi(J'-H)
AG+n)G+1)

Fato 2. {v,vy, - v, w'} € um conjunto LI.

Demonstragao: Por hipdtese p;(j+1) = p+1. Logo a submatriz A;(;,1) tem p+1
colunas LI, onde necessariamente, w’ é uma dessas colunas. Caso contrario A;;
teria p+ 1 colunas LI, contradizendo o fato da submatriz ter posto p. Tomamos
entdo essas p + 1 colunas LI como sendo {uy, - - ,up,, w'}. Ora, {uy,--- ,u,} e
{v1,v5, -+ ,u,} sdo duas bases para o subespago gerado pelas colunas de Ay,
onde w’ nao pertence a esse subespaco, pois {w', uy, -+ ,u,} é um conjunto LI.

Assim, {vy, vy, v, w'} é LL g

Como {wvy, vy, , Uy, Upi1t é LI em R temos, para o’s adequados
» Y2y s Yps Yp+ ) ) )
W = QU1 + QaUsg, * *+ , QpUp + Qpi1Upy1
e, em R"

/ / / /
w' = o) + Qay, -+, QUL+ QiU (4-3)
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Substituindo (4-2) em (4-3),

/ / / / / /
W= QU+ Uy, -, U, F Qi (51?11 + [y, - - - aﬁp%)

= (g +oppifr)vy+ -+ (ap + ap+15p)”;;7

um absurdo, pois {v}, vy, -, v, w'} é LI, pelo fato anterior. O

Exemplo: A existéncia de cada uma das configuracgoes locais remanescentes

p\p'p\p ‘p\p+1. p\p ‘ p\p+1
p‘p ’ p‘p+1 ’ p‘p+1 7 p—l—l‘p—i—l ’ p+1‘p+2'

pode ser verificada a seguir

00 1 9 0 1 001111
3 8 6 21 16 7 112 2 2 2
05 2 7 10 53 123 3 3 3
A= 71 32 0 2 4 Pa=11 2 3 4 4 4
00 2 18 0 2 1 2 3 4 4 4
23 7 8 6 1 1 2 3 4 4 4
0 3 8 2 6 O 6 1 2 3 4 45 6

Para 66, 62, 55, 33, 26 as configuracoes locais sao

44 | 12 | 44 12 1)1
4‘5 ’ 1|2 ’ 4‘4

Vamos emoldurar A com uma primeira linha e uma primeira coluna de
zeros, como abaixo. As entradas da matriz aumentada A = (@ij)(m+1)x (n+1) S840

indexadas a partir de 0

0 0 0
11 Q12 - Qip
a a a aix Qa2 - Qip
21 22 2n ~
A= . . . , A= 0 a1 ax -+ az
Am1  Am2 Amn
0 Am1 Qm2 = Qmp

Seja A = (ay;) uma matriz m x n e A = (d;;) sua matriz aumentada.
Vamos marcar algumas entradas de A: as entradas ij de A cuja configuracio
p p

plp+1
A configuracio de torres de A é a matriz T(A) de zeros e uns, da

local é dada por
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mesma dimensao de A, onde os uns indicam as entradas marcadas em A. A
palavra torre é empregada para sugerir que, como veremos no primeiro item
da Proposicao 4.2.2, nao é possivel ter duas entradas marcadas ou na mesma

linha ou na mesma coluna, isto é, duas torres nao se atacam.

Exemplo: Seja A a matriz do exemplo anterior. A matriz aumentada A, a

matriz posto de A e a configuracao de torres de A sdo, respectivamente,

000 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 O
0001 9 0 1 0/j0 011 1 1
03 8 6 21 16 7 ojr 1 2 2 2 2
i 005 2 7 10 53 P, - 0j1 2 3 3 3 3
07132 0 2 4 0|1 2 3 4 4 4
000 2 18 0 2 0|1 2 3 4 4 4
023 7 8 6 1 0|1 2 3 4 4 4
003 8 2 6 0 g7 01 2 3 4 4 5 g
001 0O0O0
100000
010 000
TA=]00 010 0
000 O0O0®O0
00 0000
0 00O0O0T1 6

E claro que, se na primeira linha (ou coluna) de qualquer matriz nao

existem torres, entao as entradas dessa linha(ou coluna) sdo todas iguais a 0.

Lema 4.2 Seja A = (a;;) wma matriz m x n. Suponha que na linha r > 1 ndo
existam torres. Entao, em Py = (pi;) temos prj = pr—1yj, Vj = 1,2,---n. Ou
seja, a linha v da matriz P4 € uma copia da sua antecessora. O resultado é

andlogo para colunas.

Demonstracao: Mostramos o resultado para linhas. Tome a primeira coluna
ke{l,2,--- ,n} com py # P(r—1)k- S€ Pr—1)k = P, entao pela monotonicidade

da funcao posto, a configuragao local na entrada rk é

Pr—1)(k-1) ‘ p

Dr(k—1) ‘ p+1
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e os unicos valores possiveis para p(_1)(k—1) € Pr(k—1) S0
p p
p|p+1

o que implicaria a existéncia de uma torre na linha r, um absurdo. 0]

Proposicao 4.2.2 Valem as sequintes propriedades:

1. As torres de uma matriz A = (aij)mxn ndo se atacam. Ou seja, em cada

linha ou coluna da matriz A, existe no mazrimo uma torre.

2. O numero de torres de qualquer matriz A = (a;j)mxn € igual ao posto da

mesma.

Demonstragao: Provaremos so6 o caso das linhas, o outro é analogo. Suponha

que na entrada a,; exista uma torre

A(r—1)(k—1) ‘ A(r—1)k p ‘ p

Ay (k-1) ' Qrp, p ' p+1

Dentro das possiveis configuragoes, existem sé duas possibilidades ao prenecher

a coluna k + 1 nas linhasrer —1

p \ p p \p+1
p+1‘p+1’ p+1‘p+2

Repetindo este processo, concluimos que nao pode haver outra torre na mesma
linha r. Assim, provamos o primeiro item. A prova do segundo item sera feita
por inducao na variavel m fixando a variavel n. Para m = 1 o resultado é
bastante claro. Suponha que para toda matriz de dimensao m x n o nimero de
torres ¢é igual ao posto. Seja entdao uma matriz A = (@j)(m-+1)xn- NOsso objetivo

é provar que A tem posto igual ao niimero de torres. Considere a matriz posto

de A

P11 P12 tet Pin
D21 P22 ce Pon
P, = . . .
Pm1 Pm2 e Pmn
Pm+1)1 Pim+1)2 *°° DPim+1)n

Se retirarmos a ultima linha da matriz A obtemos uma submatriz

Apn. Pela hipotese de inducao o numero de torres de A,,, é igual ao seu
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posto. Assumimos p(m41yxn 7 0. Caso contrdrio o resultado é trivial. Assim,

denotamos pini1yxn =p +1

Pmn torTEs

Py =

Pmn
p+1

(m+1)xn

Pela monotonicidade da funcao posto, temos dois possiveis valores para pp,,.

A primeira é p,,, = p

p torres

p
p+1

(m+1)xn

Neste caso, necessariamente existe uma torre na ultima linha, caso contrario,
pelo Lema 4.2 teriamos ppn, = Pm—1)n- Assim, o numero de torres da matriz

A é igual ao seu posto. Finalmente, a outra possibilidade é p,,, = p + 1

p + 1 torres

p+1
p+1

(m+1)xn

Neste caso, nao pode existir uma torre na ultima linha P 4. Se existe uma torre
nessa linha, usamos o mesmo argumento usado na prova do primeiro item para

concluir que pin41yn = Pmn + 1, um absurdo. [

Corolario 4.3 Toda matriz A quadrada de dimensdo n € inversivel se, e
somente se, A tem n torres. Além disso, ao permutarmos duas linhas ou duas

colunas de uma matriz qualquer, entao o numero de torres nao se altera.

Demonstracao: Este resultado é consequéncia imediata do segundo item da
proposicao anterior. Se uma matriz quadrada A de dimensao n é inversivel,
entdo posto(A) = n. Assim, A tem n torres. Reciprocamente, se A = (a;;) é
uma matriz quadrada de dimensao n possuindo n torres entao posto(A) = n,
logo A é inversivel. Ao permutarmos duas linhas ou colunas da matriz A o seu

posto nao muda, logo o nimero de torres se mantém. 0]

Proposicao 4.2.3 Seja (Q uma matrizd x k com d > k. Se (Q possui k torres,

ou seja, uma torre em cada coluna, entao existe uma matriz permutacao Il de
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modo que I1Q) tem a sequinte configuracdao de torres.

0 0 0
1 0 0
00 0 1
TQ) =
0

dxk

Demonstragao: Para qualquer permutacao, ou sequéncia de permutacgoes,
das linhas de @), corresponde uma matriz permutacao. Lembramos a notagao
de submatriz: Q4 representa a submatriz de ) cujas colunas sao exatamente
as j primeiras colunas de ).

Por hipétese, na primeira coluna de @) existe uma torre. Logo, nessa
mesma coluna, existe uma entrada diferente de zero. Suponha que essa entrada
nao nula se encontre na linha r # 1 da matriz (). Ao permutarmos a linha
r com a primeira linha de ) obtemos uma matriz permutagao II; tal que
Q' =11,Q = (qz-lj) tem uma torre na entrada ¢i,. Além disso, Q' continua com
k torres e uma em cada coluna. Agora tomemos a submatriz Q3. Sabemos que
existem duas torres na submatriz Q}, onde uma delas se encontra na posigao
(1,1). Suponha que a segunda torre de QJ, se encontra na posicao (r,2). Ora,
pelo segundo item do Proposigao 4.2.2, a submatriz Q}, tem posto 2, isto é,
Ql, tem duas linhas linearmente independentes. Pelo Lema 4.2, é facil concluir
que todas as linhas de @Y, entre as duas torres sao linearmente dependentes
da primeira. Concluimos assim que as linhas 1 e r da submatriz QJ, sao LI
e ao permutarmos as linhas 2 e r, obtemos uma matriz permutagao Il, tal
que Q* = IL,Q" = ILILQ = (¢f;) tem duas torres nas entradas ¢7;, e ¢3,.
Além disso, Q? continua com k torres e uma em cada coluna. Continuando
este processo, obtemos uma matriz permutacao II = Il o II,_; o --- o II; tal

que T1Q = Q" = (¢f;) tem as k torres em qf;, ¢35y, - - , @ O

4.3
G (R?) como variedade diferenciavel

J& provamos que G3(R?) é uma subvariedade de S(R?). Nesta segao
exibiremos cartas.
Para @ € O(d), defina @ a matriz com as k primeiras colunas de @ . Se

A é uma matriz quadrada de dimensao k, escrevemos T (A) = I, para indicar
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que A tem as torres na diagonal, ou seja, a configuracao de torres de A é igual
a configuragao de torres da matriz identidade de dimensao k.
Se E € Gi(RY) e Py é a matriz da projecao ortogonal sobre E, lembramos

ao leitor que pelo teorema espectral
Pp = QAQ",

onde @ € O(d) e A é a matriz diagonal cujas k primeiras entradas diagonais
sao iguais a 1, e as outras sao nulas. As colunas de )y formam uma base de F,
logo posto(Qy) = k. Portanto, @y tem k torres e, pela Proposicao 4.2.3, existe

uma matriz de permutacao II tal que

A
B

Finalmente, pelo Corolario 4.3, A é inversivel. Feito este procedimento, deter-
minamos as cartas locais.

Sejam Zy; = {1,2,---,d} e Sy o grupo simétrico correspondente, cujos
elementos sao as permutacgoes de Z;. Para cada m € Sy, denota-se II, a matriz

de permutagao correspondente. Seja

A
Uy = {E € Gx(RY) : Pp = QAQ*, T1,Q; = ? . T(A) =1}

M((d — k) x k) é o conjunto das matrizes (d — k) x k. As cartas sao definidas

CcOo1mo

O, : Uy CG(RY — M((d—k) x k)
E +— BA™'

A matriz @), na decomposigao espectral de Pg, nao é unica.
Proposicao 4.3.1 A funcdio @, € bem definida.

Demonstragao: Sejam F € U, e Py a projecao ortogonal sobre F. Considere
duas decomposicdes de Pg, ou seja, Pz = QAQ* = QAQ* com IL,Q, =

A B A _
— |, ILQr= || eT(A) = T(A) = I. Se na igualdade QAQ* =
B B

QAQ* multiplicamos Q* pela esquerda e Q pela direita , temos

WA=AW, W=QQ¢cO(d). (4-4)
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Wi | Wi
Se W = , com Wy € M(k), entao
Way | Wa Iy
WA = AW
Wi ) Wia Tiex ) 0 Tiexk ) 0 Wi ) Wia
War | Wa 0 ‘ 0 | | 0 ‘ 0 War | Wa
Wll 0 | [ Wll Wl?
War | 0] | 0 0
LOgO W12 = W21 = (. Assim
W11 0
W= (4-5)
0 | W
Multiplicando Q pela esquerda na igualdade W = Q*Q, temos
Q=QW. (4-6)
. - QuWi ) Q12Was
Se Q) = , entao QW = |7 ~ . Pondo
1 Q21W11 | QW
Q11 | Q2
Q= , com Q11 € M(k), a equagao (4-6) implica
Q21 | Qa2
Q11 | Q12 QuWi ) Q12 Was
Qa1 | Q2 QauWii | Q2 Was
Portanto
Qr = QW1 (4-7)

Multiplicando II; pela direita, temos

I,Q, = ILQWWy
ATl | A
—| = =

BWh,
Isto é, A = AWy, e B = BWy;. Como W é ortogonal, da igualdade (4-5),
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concluimos que Wy, também é ortogonal e consequentemente inversivel. Assim,
B A7 = BW 1 (AWy,) ™t = BWy W;tA™t = BA™L.

Portanto, @, é bem definida. O seguinte diagrama revisa o procedimento

QAQ* —11, Q) = [ 5] \

E € Gx(RY) — Pg B A™' = BA™!

)

feito

UU!IJ»

QAQ* ——=TI, Qy = [

O

Agora mostraremos que @, é bijetiva. Comecamos com a injetividade.
Sejam Pg e Pp, respectivamente, duas projegoes ortogonais sobre E e F' € U,.
Suponha que ¢, (E) = &, (F)

E—— Pp = QAQ" —1I; Q). = [5]

7 .

E,FeU, BA'=BA!

|

Tome S = A~'A, entdo da igualdade BA™! = B A~!, temos BS =
B(A™'A) = (BA"Y)A = (B A™))A = B. Além disso, AS = A. Logo

F s P = QAQ" ——~ 11 Qi = |

RS

A

B

AS
BS

A

0. = 3] -

S =1L,Q S.

Portanto, Q = Q S — equivalentemente Q,S~! = Q; —. Ou seja, cada coluna
de Q) é combinacdo linear das colunas de Q. Lembramos que as colunas de
Qi e Qy sdo, respectivamente, bases para E e F. Logo, E = F. Assim, @, é
injetiva.

Agora mostraremos que ®, é sobrejetora. Seja Z € M((d — k) x k).
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p

Tomamos I}, a matriz identidade k x k, e fazemos M = . Lembramos

dxk
ao leitor que o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt, aplicado as

colunas de M, nos fornece uma matriz triangular superior Ry, cujas entradas

na diagonal sao todas diferentes de 0 (logo inversivel), e uma matriz ortogonal

A
Qr= | , tal que
B
dxk
Iy, A AR
B _[A] ey _[aR] -
A B BR

Ora, da igualdade AR = I, segue que A = R~'. Dado que R~! também é
triangular superior, com todas as entradas da diagonal nao nulas, concluimos
que T(A) = 1.

Se Q = II-'Qy, entdo Q; é ortogonal, pois é produto de duas matrizes
ortogonais. Tomamos, entao, £ como sendo o subespaco vetorial gerado pelas
colunas de Q). Desta maneira, temos P = QAQ* com @ = QrQ; € O(d).
Afirmamos que ®;(F) = Z

E— Pp=QAQ* =1L, Q= |~ | — BA™..
B

Usando (4-8), decretamos a sobrejetividade de @,

BA™' = BR(R'A™") = BR(AR)™' = BRI, = BR = Z.

O

Finalmente, mostramos a diferenciabilidade das mudancas de coordena-

das.

Proposicao 4.3.2 Sejam &, : U, — M((d - k) x k) e ®, : U, —

M((d — k) X k) duas cartas locais. Entao a mudanga de coordenadas

P, 000, (U,NU,) — @,(U.NU,)
Z = 0u(.1(2))

€ suave.
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Demonstragao: Denotemos ®,, = ®, 0 1. Sejam Z € O,.(U, NU,) e

E = &(Z) € U, NU,. Seguindo exatamente o mesmo argumento feito
] A ]
para a matriz Z em (4-8), tomamos Q) = e Qr = II-'Q. Dado que

B

A
E € U,, temos Pp = QAQ* tal que I, Qr = |~ |, T(A) = I;. Por outro
B

A
lado, se E € Uy, temos Py = QAQ* tal que I1,Q, = |~ |, T(A) =1 e

B
P, (E) = BA™!. Lembramos também que as colunas de Qj, assim como as de
Qy, formam uma base de E. Logo, existe uma matriz B de dimensao k x k
tal que, Qk = QiB. Desta maneira, ®.,(Z) é dado por uma sequéncia de

aplicagoes diferenciaveis

I, ~ _ ~ ~ ;Zl
Zo |7 | =QR = Qu=1"0Q4 > Q= QB = 1,Q, = || = BA™!
7 B
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5
O Teorema de Johnson-Lindenstrauss

Enunciamos o teorema para familiarizar o leitor

Teorema 5.1 Fize e € (0,1) ed,n € N. Tome k € N tal que

2 S\ !
>4(— - — ,
d>k;_4<2 3) lnn

Entao, para qualquer conjunto V. com n pontos em R?, existe um subespaco

E C R? de dimensdo k para o qual temos que Yu,v € V

(L= O)llu—oll* < IVd/k(rp(u) = me@)|P < (1+6)llu— |,

onde 7 : RY — E ¢ a projecdo ortogonal sobre E.

Nas primeiras duas sec¢oes vemos como o mecanismo push-forward nos
permite induzir medidas uniformes em S9! e GR(RY). ! Na secio 3, as
distribuicoes gaussianas surgem a fim de obter um algoritmo capaz de escolher
um ponto da esfera de modo uniforme. Além disso, a concentracao de certas
variaveis aleatdrias segue estimando gaussianas. Surgem duas perspectivas: a
primeira é projetar pontos aleatérios da esfera S9=! em R* e a segunda, projetar
um ponto fixo de S4°! em subespacos aleatérios de G(IR?). Estes dois pontos
de vista sao equivalentes. Finalmente na se¢ao 4 demonstramos o teorema de
Johnson-Lindenstrauss. Comecamos com o coragao deste procedimento: uma

medida invariante em O(d).

5.1
Medida de Haar em O(d)

Embora a medida de Haar exista para qualquer grupo localmente com-
pacto, restringiremos a nossa atencao a grupos compactos. A existéncia e uni-

cidade da medida de Haar nao serao provadas.

'No capitulo 3, a medida uniforme em S¢~! é obtida normalizando a medida de Lebesgue
em ST,
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Sejam G um grupo topoldgico compacto e g uma medida definida nos
borelianos de G. A medida pu € invariante se para todo boreliano A C G e para
todo g € G, temos u(A) = p{ga:a € A} = pfag™"' :a € A}.

A demonstracao do seguinte teorema pode ser vista em (7, p. 78).

Teorema 5.2 (Haar) Se G € um grupo topoldgico compacto, entdo existe uma
unica medida invariante p definida nos borelianos de G com p(G) = 1. Esta

medida € a medida Haar do grupo G.

Coroléario 5.3 Seja O(d) o grupo ortogonal. Existe uma tinica medida de Haar

p em O(d). Ou seja, para todo boreliano A C G e para todo g € O(d), temos

w(A) = p{ga:a€ A} = p{ag " : a € A}. (5-1)

Demonstracao: O grupo O(d) é um grupo topolégico compacto, assim, o

resultado segue aplicando o Teorema 5.2. U

A seguir, construiremos medidas invariantes de uma maneira geral, ou
seja, em qualquer variedade. Considere O(d) e p sua medida de Haar. Sejam M
uma variedade e ¢ : O(d) x M — M uma agao transitiva. Fixando um ponto
x € M arbitrario, definimos a fungao ¢, : O(d) — M, g — ¢.(g9,z) = gz.
Induzimos a medida 1, como sendo o push-forward da medida de Haar pu. Isto

é, para todo boreliano A C M
(A) = (e, (A) = n{g € O(d) : gz € A}.

Teorema 5.4 A medida ¥ definida em M € a unica medida de probabilidade

invariante pela agio de O(d).?

Demonstragao: Provaremos primeiro a invariancia de . Sejam g € O(d) e
A C M um boreliano. Da invariancia de p, temos pu(¢;(A)) = u(gp, ' (A)).
Se g(¢;'(A4)) = ¢, (9A), entao (¢, ' (A)) = p(g(¢; ' (A))) = u(¢; ' (9A)). Ou
seja, ¥(A) = ¥(gA). Assim, a invariancia de ¥ se resume a provar a igualdade
90,1 (A) = ¢, (gA), Vg € O(d) e VA C M boreliano. Veja o diagrama

abaixo.

M—2 M A g gA
¢;1l l¢;1 ¢;1l i¢;1
O(d) —~0(d ¢z (A) —~g¢: ' (A) = ¢, (94)

2Lembramos ao leitor que a medida 9 é invariante pela acio do grupo O(d) se para todo
g € O(d) e para todo conjunto boreliano A C M, temos ¥(A) = J(gA).
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Lembre que se B C M é um conjunto qualquer, entao h € ¢, (B) se, e
somente se, ¢(h,z) = hx € B. Provaremos primeiro que g¢,'(A) C ¢, (gA).
Se h = gh € g¢;'(A), com h € ¢;'(A), ie., ¢p(h,x) = hx € A, entdo
¢(gh,z) = ghx € gA. Logo h € ¢, '(gA). Reciprocamente, se h e o, (gA),
entao qb(fz, x) € gA, ie., existe a € A tal que gzﬁ(ﬁ,x) — hx = ga. Provar
que h € gp;(A), equivale a provar que g~ 'h € ¢ (A), ie., ¢(g 'h,x) € A.
De fato, ¢g-'ha = g 'ga = a € A. Logo, ;' (gA) C go;t(A). Provando a
invariancia de 1.

E claro que O(d) = ¢ (M). Logo (M) = 1. Assim, ¥ é uma medida de
probabilidade.

Resta provar a unicidade. Suponha 9 outra medida de probabilidade em
M invariante pela agao do grupo O(d). Defina a medida i em O(d) da seguinte

maneira: se S é um boreliano de O(d), entao

i(S) == 0(6:(5)) = V({ea(h) : h € S}).

Lembre que a agao é transitiva, i.e., Yy € M, 3g € O(d) tal que ¢.(g9) = v.
Ou seja, ¢, é sobrejetiva. Assim, ¢,(¢,'(A)) = A, VA C M boreliano
e i(¢;'(A)) = U(A). Mais ainda, da sobrejetividade da funcdo ¢,, temos
¢:(O(d)) = M. Isto é a(O(d)) = 1. Suponha fi invariante. Pela unicidade de
pem O(d), temos ji = p. Portanto, 9(A) = ji(¢; (A)) = u(e; (A)) = I(A).
Assim, a unicidade de ¥ se resume A invariancia de i

Novamente, da invariancia de 9, temos U(¢,(S)) = 9(g¢(S)) e supondo
90:(S) = ¢.(95), Vg € O(d) e VS C O(d) subconjunto boreliano, temos
D(¢2(9)) = (g962(S)) = F(¢4(gS). Concluindo fi(S) = ji(gS). Logo, provar a
invariancia de fi equivale a provar g¢.(S) = ¢.(gS)

O(d) —- O(d) §— S
mi ld’ qsrl i(b

Mas este fato é imediato, uma vez que Yh € S C O(d), temos

902(h) = go(h,x) = ¢(g,¢(h, x)) = ¢(gh, x) = ¢ (gh).
Portanto, a invariancia de fi estd provada. Resumindo, se existe outra medida
invariante 9 em M com J(M) = 1, entdo 9 = ¥. O

O corolario a seguir afirma que a medida ¥ em M pode ser definida de

outra maneira.
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Corolario 5.5 A medida ¥ € tal que

V(A) = p{g e O): g 'z € A}.

Demonstragao: Defina J(A4) := u{g € O(d) : g~'x € A}. Provaremos que
¥ é invariante pela acdo do grupo ortogonal. Tome um boreliano A C M e

h € O(d). Da invariancia da medida de Haar p exibida em (5-1), temos
I(A)=pu{geOd): g 'z € A} = u{gh ' € O(d) : g~ 'z € A}.

Afirmamos que {gh™! € O(d) : g7'z € A} = {g € O(d) : (¢') 'z € hA}. De
fato, se ¢ = gh™ com g7'z € A, entdo (¢') 'z = (gh™) "o = hg~'z € hA.
Assim, {gh ™' € O(d) : g7lv € A} C {¢g € O(d) : (¢)'w € hA}.

Reciprocamente, tome ¢ € O(d) tal que (¢')"'x € hA, entio ¢ =
(dh)ht e (¢h) 'z = hlgr € A. Logo, {gh™' € O) : g7'z € A} D
{¢ € O(d): (¢') "'z € hA}. Portanto,

I(A) = p{g € Od): (¢') 'z € hA} = I(hA).

Isto é, ¥ é invariante pela acdo do grupo O(d). E claro que J(M) = 1. Assim,
da unicidade da medida ¥, conclufmos que 9(A) = J(A). O

5.2
Medidas invariantes em S% ! e em G (R%)

Sejam ¢ : O(d) x St — S41 (g, 2) — gz a agao dada no capitulo 2 e u
a medida de Haar em O(d). Fixemos um ponto qualquer s em S9-1. Considere
a aplicacdo ¢, : O(d) — S971, g+ gs. Definimos a medida o em S?! pondo

para cada boreliano A C 4!

o(A) == (67 (A)) = pfg € O(d) : gs € A}. (5-2)

A acdo ¢ é transitiva. De fato, tome a, b em S% . A partir do vetor a,
completamos uma base a = {a; = a,as, a3, - ,aq} de R? e pelo processo de
Gram-Schmidt, podemos garantir a ortonormalidade de a. De maneira analoga,
partindo de b € S9! obtemos uma base ortonormal 3 = {b; = b, by, bs, - - , by}
de RY. Definimos o operador g : R? — R? tal que a, +— b; para todo
i=1,---,d. Logo g € O(d) e ga = b.
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Pelo Teorema 5.4 concluimos que o ¢ a tinica medida invariante pela acao

do grupo O(d). Além disso, pelo Corolério 5.5
o(A)=puf{ge O): g 's e A}. (5-3)

Analogamente, induzimos uma medida em G3(R?). Sejam O(d) o grupo
ortogonal e Gi(R?) a Grassmannianas. Se ¢ € O(d) e E € G.(R?), entao
gE ¢ aimagem de F pela matriz g. Tome a a¢io ¢ : O(d) x Gx(R?) — Gi(R?),
(9,E) — gE e aplicagao ¢pr : O(d) — Gi(R?), g — gRF. Para todo boreliano
A C Gi(R?) definimos a medida &

£(A) = u{g € O(d) : gR* € A}. (5-4)

A prova da transitividadade de ¢ é andloga ao caso da medida o em S% .
Logo, a medida £ é a tunica medida nas Grasmannianas invariante pela acao

do grupo O(d).

5.3
Gaussianas e o lema geométrico

Dizemos que uma variavel aleatéria X tem distribuicao Gaussiana uni-

variada, X «~ N(0,1), se X tem a fungao densidade

o) = <= exp (—5) |

Analogamente, um vetor aleatério X = (X1, Xy -+, Xy) tem distribuicao

Gaussiana multivariada, X «~ N(0, 1), se cada varidvel aleatéria X; é tal que

X; «~ N(0,1) e todas sdo mutuamente independentes. Neste caso, a fungao

densidade de X é
F@) = o exp (L2
(27r)d/2 2 '

Lembramos que a distribuicao de X = (Xj, Xs,- -, Xy) é uma medida de

probabilidade definida nos borelianos de R?. Usando a sua funcao densidade,

a distribuicao de X ¢é dada por

1 — ||z ||?
PrX € B = o /B exp (#) dr, VB e BRY).

Proposicao 5.3.1 Se X = (X1, Xs- -+, Xy) tem distribui¢ao Gaussiana mul-

twariada, entao sua distribuicdo € invariante pela agdo do grupo O(d). Ou


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CB

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1111786/CA

Capitulo 5. O Teorema de Johnson-Lindenstrauss 48

seja, VB € B (R?) e Vg € O (d), temos
Pr[X € B] = Pr[X € ¢B]. (5-5)
1

Demonstragao: Faca a = e Assim,

Pr[X € gB] = a/gB exp ("’;”2> dr = a/BeXp (M) | det(g'(y))|dy

_ 2 g )
B 2 ; 5

o 2
= a/exp< ||y||>dy:Pr[X€B]. O
B 2

Dizemos que um vetor aleatério Y tem distribuicdo uniforme em S?! se sua

distribuicao ¢ dada por

n(A) d—1
PrY € A] = (ST =o0(A), VYAeB(S).

Considere a funcdo mensurdvel f : R?\ {0} — S92z — e € O
vetor X = (X1, X3+, Xy) com distribui¢cao multivariada. Definimos o vetor
aleatério Y = m (X1, Xo,- -+, Xy). A distribuicao de Y é dada por

Pr[Y e A|=Pr[X € f'(4)], VAeB(S). (5-6)

O seguinte resultado afirma que Y significa escolher um ponto aleatério da

esfera de modo uniforme.

Proposigao 5.3.2 Y = — (X1, Xy, -+, Xy) tem distribuicao uniforme em

X1l
Sdfl

Demonstracao: A igualdade (5-6) e a Proposi¢ao 5.3.1 implicam, respectiva-

mente, as duas primeiras igualdades a seguir
PrlY e A]=Pr[X € fTH(A)] =Pr[X egf ' (A)] =Pr[X € f'(g4)].

E a tltima igualdade é consequéncia de gf~1(A) = f~'(gA). Logo, usando
novamente (5-6), concluimos que Pr[Y € A] =Pr[Y € ¢gA]. O

Ao projetarmos o vetor Y em suas k primeiras coordenadas obtemos

7 = ﬁ (X1, X5, -, Xg). Ou seja, Z é a projecio em R* de um ponto da

esfera escolhido de maneira uniforme. Seja a varidvel aleatéria L : S9! — R,
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L =||Z||>. A distribui¢ao de L na reta é dada por
Pr[L € Bl = o{x € ST : ||mpe(2)||* € B}, VB € B(R), (5-7)

Note que pela independéncia das coordenadas de Z e do fato X; «~ N(0,1),

X2 i=k
temos j; = E {m] = 1/d. Logo, E[L] = > ".—} p; = k/d. Mostraremos
que a variavel aleatéria L se encontra fortemente concentrada em torno de sua

média.
Lema 5.6 Seja k < d. Temos entao

a. Se 0 < (<1, entdao

pef o] <t (1+ S22 <o (Bamsms)).

b. Sel < B < d/k, entio

(d—Fk)

(1+%) T <exp (g(1-ﬁ+1n6)).

MES

Pr[L25§] <p

Demonstracao: Note que

s Xi+ X3+ + X7
L=1iZl TXZ A X2+ X2

Assim,
k
Pr [L gﬁg} = Prd(X]+ X5+ 4+ X7) <kB(XT+X;+---+ X7)].

Manipulando o lado direito desta igualdade, temos

k d
Pr [L < BZ] =Pr [dZXE < kﬁZXf] — Pr
=1 =1

d k
kBY XP—dY X7>0].
=1 =1

Para t > 0, temos


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CB

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1111786/CA

Capitulo 5. O Teorema de Johnson-Lindenstrauss 50

—Pr [exp {t (kﬂizd;‘xiz _dizk;Xz?)} - 1]

d k
exp { (k:,@’ Z Xz2 dz X; ) }] Desigualdade de Markov

Pr

d k
kBY X7 —d> XP>0

=1 =1

=E exp{ (kB —d) ZXertkﬁ Z X2H
i=k+1
=E [exp{t(kB — d)XQ}] E [exp{tkﬁXQ}} : (X «~ N(0,1))
Logo

Pr [L < 5’;} < E [exp{t(kB — d)X*}]"E [exp{tkBX2}]" ",  t>0

Lembremos a Proposicao B.0.1 do Apéndice B: se a variavel aleatéria X tem

distribuicao normal univariada, entao

E[exp (sX?)] =1/V1—-2s, —oco<s<1/2. (5-8)
Logo, se t(kff —d) < 1/2 e tkf < 1/2, entao
E [exp{t(kB — d)X2}]" E [exp{tkX2}]"" = (1—2tkB)~@P/2(1 —24(kB—d)) /2.

As restrigoes t > 0, t(kf —d) < 1/2 e tkf < 1/2 implicam 0 < t < 1/2kf.
Logo, se g(t) = (1 — 2tkB)~@=*/2(1 — 2t(kB — d))~*/? entdo
Bk
Pr LSF < g(t), 0<t<1/2kB.
Em particular, podemos escolher t, € (0,1/2k3) tal que g(to) < g(t),
V¢ € (0,1/2kpB). Assim, terfamos Pr[L < Z¢] < g(t,). Nosso objetivo entdo

d
¢ minimizar a funcao g. Note que

L
f@)

Ainda, se f(ty) > f(t), Vt € (0,1/2k3) entao g(ty) < g(t), Vt € (0,1/2k0).
Logo, a fim de minimizar g, maximizamos f. Comecamos derivando f e para

tal chame ¢; = (1 — 2tkB) e o = (1 — 2t(k — d)). Assim, f'(t) = 0 fica

g(t) = F(t) = (1= 2tkB) 0 (1 = 2t(kS — d))".

) = (d—k)e" ek (—2k8) — kP V2(d — kp)
= 2k {[—dBe, — Bkcﬂ + [kBes + der]} = 0

Ora, observe que para t € (0,1/2k0), chgdfkfl)c;kfl) > 0. Entao
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f'(t) = 0 implica que
[—dBcy — Bker] + [kBey + dei] = 0.
Substituindo ¢; e ¢; temos
[—dB(1 — 2tk + 2td) — Bk + 2tk*5%] + [kB — kB2t(kp — d) + d — 2dtkf] = 0.

Manipulando mais ainda, chegamos a d(1 — ) — 2df3(d — kB)t = 0. Assim,

obtemos o unico ponto critico de f em (0, 1/2kf)

1-p

"= 25— k)

Além disso,

1_ (d—k) 1_ k
1 = (1=2 (g m) %) (-2 (g 00 9)
k—kA\\ " 1-8\\"
(-(=2) 0+ (5)
A=k 1\
- (d—kﬂ) <B>'
Para provar que ¢, maximiza a fungao f em (0,1/2k3) observamos que
lim f(t)=1e lim f(t) =0.Estendemos f em [0, 1/2k/5] fazendo f(0) = 1

t—0t t—1/2kB~
e f(1/2kB) = 0. Deste modo, obtemos uma fungao continua definida em um

compacto. Pelo Teorema de Weierstrass, a funcao extendida atinge seu maximo
em um ponto de [0,1/2k5]. Existe a possibilidade desse ponto ser o extremo
esquerdo do intervalo [0, 1/2k]. Descartamos esta possibilidade provando que

f(0) =1 < f(t), onde ty é dado acima. Isto é, iremos provar que

SEDTE e

Definimos P(f) = m(d—ﬁk‘)d_kﬁk, VB € (0,d/k). Assim, a desigualdade
(5-9) equivale a P(8) < P(1). Portanto, nossa tarefa é provar que P atinge
seu maximo estrito em § = 1. Derivamos P

P'(B) = P kB Hd — BR)TMA(L - B).

(d— k)™
Observamos que para 0 < f < 1 temos P'(5) > 0 e para 1 < < d/k,
P’(B) < 0. Isto implica que se 8 € (0, 1), entao P é estritamente crescente e se

g€ (1,d/k), entao P é estritamente decrescente. Concluindo assim que =1
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é um ponto de maximo estrito.
Ora, tudo isto conclui que f(t) < f(to), ¥Vt € [0,1/2kf]. Em particular,
to maximiza f em (0,1/2kf). Finalmente, usando g(ty) = m, temos que
0

(d—k)/
Pr {L < ﬁg} < B2 (dd k,f)

A desigualdade 1+ z < exp(x), Vo € R implica In(1 +z) < z, Vo > —1.

Logo, dado que ((d Bk))k —1, temos,
(1—-p)k (1-B)k
n () <
(d—k) (1-p)k k
5 ln(1+( ) < 5(1*5)
1-5 k
lnﬁ+1 ( d k) < gtmlf-3B
g a1+ 022 ) < S1-p+mp)
(d=k)
In [ﬁ’é (1+ 52 ] < S0-p+mp)
(d—k)
£ (1-p)k\ 2 k
(2 <1+ (d—k)) < exp<2(1—ﬁ—|—lnﬁ)>.

Concluindo o primeiro item

po[1 < 58] <5t (14 9220) (Ba-s+m).

Agora provaremos o item b, onde 5 > 1.
Pr [Lzﬁg] = Prd(X{+ X5+ -+ X7) > kB(X]+X;+---+ X7)].
Andlogo ao primeiro item, manipulamos o lado direito desta equagao. Assim,
Pr [L > 52] < E [exp{t(d — kB)X?}]"E [exp{—tkX2}]" ", t>0.

Observe que t > 0, t(d—kB) < 1/2 e —tkf < 1/2 implica 0 < t < 1/2(d—kp3).
Logo, usando (5-8), temos

E [exp{t(d — k8)X2}]" E [exp{—tkBX?}]"" = (14+2tkB)~@P/2 (142t (kp—d)) +/?
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Portanto, ¥t € (0,1/2(d — kf))
Pr [L > BS} (1+2tkB)~ P21+ 26(kB — d)) /% = g(—1),

onde g(t) = (1—2tkB)~@=k/2(1-2t(kB—d))~*/2. Novamente, nosso proposito é
minimizar g(—t) em (0, 1/2(d—kf3)). O procedimento é completamente anilogo
ao primeiro item: a fim de minimizar a funcao g(—t) em (0,1/2(d — kf)),

fazemos

g(—t) = ;o f(t) = (L4 2tkB) TP (1+ 2t(kB — d))

e maximizamos f em (0,1/2(d — kf3)). Comecamos fazendo f'(t) =0

£ty = (d— k)" Veb@2kB) + kel el V2(kB - d)
— 2k [dBey + kBer] — [kBey + dey]} = 0,

onde ¢; = (14 2tkf) e co = (14 2t(k — d)). Novamente, Qk:cgd_k_l)cgk_l) # 0.
Logo [dBcy + kBci] — [kBcy + deq] = 0. Obtemos assim o ponto critico

_1-8
26(d — kB)

O argumento para provar que t; maximiza a funcao f é andlogo ao item

to = — € (0,1/2(d — kp)).

. . . . o 1
anterior. Assim, ao substituir ¢y em g(tg) = T temos
k d—kp\ ™/
Pr|L > =] < g(ty) =
|oz 85| <ot =0t (5
(1-B)k
(@)

3k/2 (d kﬂ)( k)/2 < exp( (1-p+ lnﬁ)) também é igual ao item anterior.
Logo,

Py [Lzﬁg] < g (1+w) T <o (g(l—ﬂ—l—lnﬁ)).

Concluindo o segundo item. 0

A restrigao f < d/k implica que > —1. Logo, a desigualdade

Fixe s € S9! qualquer. Defina a varidvel aleatéria £ : Gi(RY) — R,
E — ||7e(s)]|?, A distribuigao de £ na reta é dada por

Pr[L € B] = ¢{E € Gi(RY) : ||7e(s)||* € B}, VB € B(R). (5-10)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CB

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111786/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1111786/CA

Capitulo 5. O Teorema de Johnson-Lindenstrauss 54

Fato: Vs € S9! e Vg € O(d), temos

17 gz (s)]| = |l (97" 5)]]. (5-11)

Demonstragao: Sejam {e1,--- e} a base canonica de RF e {gey,--- , gex}
uma base ortonormal de gR*. Assim, observamos que 7 g (s) = Zf:1<s, gei)ge;

e mre(gts) = Zle((gfls), e;)e;. Logo, pelo teorema de Pitdgoras, temos

k k
IreIP = Sl 0e0? e llmnlg™s)lF = Ydg s, e
i=1 i=1
Além disso, (s,ge;) = (g*s,ge;) = (g 's,e;). Portanto, concluimos que
[Imges ()12 = [l (g~ )17 -
Teorema 5.7 A varidvel aleatdéria L = ||Z||?, definida no Lema 5.6, possui a

mesma distribui¢cao de L.

Demonstracao: Seja B € B(R) um boreliano da reta. Por defini¢ao temos
que Pr[L € B] = o{z € S¥! : ||mpe(x)||*> € B}3. Por outro lado, o é o
push-forward da medida de Haar do grupo O(d)*, portanto

of{z € S |lme (2)|[* € B} = p{g € O(d) : ||gse+||* € B}.
Além disso, a igualdade 5-3, implica que
of{z € S0 |lmei (2)|[* € B} = p{g € O(d) : ||mre (97 '5)||* € B}.

Assim, concluimos que

Pr(L € B = u{g € O(d) : |lme(9'5)|* € B}. (512)
Logo,
price B P20 (B eG®Y):||mls)| € B
65— 4

= {9 €0(d): |lmgm:(s)|]* € B}

B —11) _ 5 —12)
= u{ge Od): [|mee(¢7"9)l]? € B} © =" Pr[L € BJ.

O

O corolério a seguir é uma consequéncia direta do Teorema 5.7 e do Lema 5.6.

3Veja (5-7)
YEm (5-2) definimos o(A) := u(¢;1(A)) = u{g € O(d) : gs € A}
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Corolario 5.8 Seja k < d. Temos entao:
a. Se 0 < <1, entdo

Pr [ﬁg %ﬂ < exp (g(l—ﬁ+1n6)>.

b. Sel < B <d/k, entio

Pr {EZ %k} < exp (g(l—ﬁ—khﬁ)).

5.4
Demonstracao do teorema de Johnson-Lindenstrauss

Teorema. (Johnson-Lindenstrauss) Fixe € € (0,1) e d,n € N. Tome k € N tal

2 S\
>4 = - — Inn.
d>k> (2 3) nn

que

Entao, para qualquer conjunto V com n pontos em R¢, existe um subespaco

E C R? de dimensao k para o qual temos que Yu,v € V

(L= O)llu—ll* < IVd/k(rp(u) = mp@)P < (1+6)llu— o],

onde 75 : R? — E é a projecao ortogonal sobre E.

Demonstragao: Para cada E € G;(R?) considere a projecao ng : R? — E,

z — mp(z). Fixamos u,v € V e fazemos s = Hu vH € S9! Assim, definimos a
varidvel aleatéria £ : Gx(R?) — R, E s ||7g(s)|]?, 7e(s) = mp(w)-mp(v)

[lu—vll
Tomamos 1 = 1 — € e aplicamos o item a do Corolario 5.8

¢ | I/ a/k(rs(w) — ma( >>|2§ﬁ] Bk

= Pr [L < d} < exp (g(l —/3+1n»3)>

~ e (30-a-9+ma-0))

[lu = olf?

= exp (l;(e +1In(1 — e))> .

Deln(14+xz) =537, #x concluimos que In(1 —z) < —z —Z- para todo

0 <z < 1. Logo, exp (5(e +In(1 —¢))) < exp( e—e—— ) = exp( )
Manipulando a hipétese k > 4(%

%) Lnn, obtemos =*€ < —2Inn. Logo,
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1
<exp(lnn?) = —.
n

<p

[lu = wlf?

[W_ms — mp(v))|]?

Analogamente, se tomamos s = 1 4 € e aplicamos o item b do Corolario 5.8,

temos

[|| a7k (mp(u uﬂ:E ))!IZZBI _ pr[ Zﬁd’“]gexp(’;a—ﬁgﬂnﬁg))

|l =

I
@
Lo
o

Por Taylor, In(1 + z) < x — % + % para todo z > 0. Logo,
exp (5(—e+1In(1+¢))) < exp (g(—€+e—§+ > = exp (—2% (%—E—>)
Novamente, manipulando k£ > 4(% %) 'Inn, temos —% % — %) —2Inn.
Logo,

_ 2
H\/ k(mp(u) — mp(v))|] > 5| < exp(tnn?) = L.
[lu — ?JH2 n?
Assim,
ay . IVd/k(rp(u) — mp(v ()] 2
1—¢1 —
g{EeG (RY) o #l-el+ep <.
/d 2
Portanto, a probabilidade de [/ d/k 7]5 UHQ o)l nao pertencer ao intervalo

(1 —¢,1+ €) para dois pontos quaisquer u,v € V' é menor ou igual a

2 ! 2 —1 1
(n>x_:n_x_:M:1_,
n

2 n?  (n—2)12 n? n?

Logo, concluimos que para qualquer para de vetores u,v € V', temos

g{EeGk(Rd):u < IVATR(re(u) — ms >>||2§<1+6)}

[lu = wlf?

_ 1—5{EeG<Rd v/ a7k (u) — ))”2¢(1—e,1+6)}

[lu = wl[?

v

1
-
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Ou seja, dadas todas as condicoes suficientes do teorema, existe 7 : R — E

tal que

(L= O)llu = | < IVd/k(mp(u) = m@)|* < (1+ 6)lju— o]
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A
Nocoes de Variedades

Lembramos para conveniéncia do leitor o vocabuldrio basico associado
a construcao de variedades. Seja M um conjunto qualquer. Uma carta local
(U, @) é uma bijecao ¢ : U — ¢(U) de um subconjunto U C M sobre um
aberto o(U) C R™. Um atlas A de dimensido m e diferencidvel de classe C*
(k > 1) sobre M é uma familia de cartas locais {(U;, ;) : i € I, ¢;(U;) C R™}
que cobrem M, no sentido que M = U, U; e para as quais todas as mudancas
de coordenadas sido de classe C*. Ou seja, se (U, ¢i) e (U, ;) sdo duas cartas

de A com U; NU; # 0, entdo a aplicagao
piow; 1 plUiNT;) = (Ui N ;)

¢ um difeomorfismo de classe C*.

Uma carta local (U, ) é admissivel a um atlas 2 se AU (U, ¢) ainda é
um atlas de classe C* em M.

Uma variedade diferencidvel de dimensao m e classe C* é um par
ordenado (M,2) onde M é um conjunto e 2 é um atlas de dimensao m e
de classe C* sobre M. Por praticidade escrevemos variedade diferenciavel M
ou simplesmente variedade M quando o atlas for facil de identificar. Quando
a estrutura é C'*°, diremos que a variedade é suave.

Seja M uma variedade diferenciavel M. Um subconjunto A C M é aberto
se para cada a € A existe uma carta local admissivel (U, ¢) tal que a € U e
U C A. Desta maneira, induzimos uma topologia a variedade M.

Seja (M, ) uma variedade de dimensao m. Um subconjunto N C M é
uma subvariedade de M e dimensao n < m se para todo x € N existe uma
carta local (U, ¢) admissivel ao atlas 2 com z € U e tal que ¢ : U — R*xR™™"
satisfaz (U N N) = o(U) N (R" x {0}).

Seja Uy C R™ um aberto. Uma aplicacao diferencidvel f : Uy — R™t" ¢
uma imersao quando, para cada x € Uy, f'(z) : R™ — R™*" ¢ injetiva. Uma
parametrizacio de classe C* e dimensdo m de um conjunto U C R” é uma
imersao ¢ : Uy — U de classe C* que é, a0 mesmo tempo, um homeomorfismo
do aberto Uy C R™ sobre U.
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Um conjunto M C R"™ chama-se uma superficie de dimensao m e classe
C* quando todo ponto p € M estd contido em algum aberto U C R" de
maneira que V = U N M é imagem de uma parametrizacao ¢ : Vo C R™ — V,

de dimensao m e classe C*.
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B
Nocoes de Probabilidade

Um espago de probabilidade é um espago de medida (£2,.4,&) onde A
¢ uma o-algebra de eventos aleatérios e £ é uma medida de probabilidade,
ou seja, £(X) = 1. Uma wvaridvel aleatéoria em um espago de probabilidade
(Q, A, &) é uma fungao real X : Q — R tal que [X € B] € A, VB € B(R). Ou
seja, [X € B| é um evento aleatdrio para todo boreliano B CR. Se f: R — R
é uma funcao mensuravel, entao X o f é ainda uma variavel aleatoéria.

Se X é uma variavel aleatéria em um espago de medida (€2, A4, ), entao

a medida de probabilidade nos borelianos de R dada por
Pr(B) ={w e Q: X(w) € B}, B e B(R)

é chamada de distribuicao de probabilidade ou simplesmente distribuicao de X
em (R, B(R)). Um vetor X = (X;, Xs,---,X,) onde cada coordenada é uma
variavel aleatéria e todas elas definidas no mesmo espaco de probabilidade
(Q, A, &) é chamado de vetor aleatorio. Analogamente, definimos a distribuicao

de um vetor aleatério X = (X1, Xs, -+, X;) como
Pr(B) ={w € Q: X(w) € B}, BecB[RY.

Seja X uma varidvel aleatéria definida no espaco de medida (Q2,.4,¢). Na
linguagem de teoria da medida, X é uma fungao mensuravel e a esperanca X
é definida como sendo a integral com respeito a medida £. A esperanca de X

é denotada como

EWL:AX&.

Se X é uma variavel aleatéria nao negativa e a > 0, entao a desigualdade de

Markov afirma que

E[X]

Pr[X >a] <
a

Terminamos este apéndice como a seguinte proposicao:

Proposicao B.0.1 Se a varidvel aleatoria X tem distribuicao normal univa-
riada, entdo para —oo < s < 1/2, temos E [exp (sX?)] = 1//1 — 2s.
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30: - L
Demonstracao: Chame de a = Nz

E [exp (sX?)] = o /R exp (st?) exp (—t%/2) dt = o /R exp ((2st* —t7)/2) dt

~ . /R exp ((t(v/T—2))/2) dt.

Fazendo z = t(+/1 — 2s) e assumindo —oo < s < 1/2, concluimos que

E [exp (sX?)] = ﬁ\/%/Rexp (2%/2) dz = 1/v1 - 2s. (B-1)

0
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