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Resumo

Zhou Cong; Jairo da Silva Bochi. Teorema Ergddico Multipli-
cativo em Espacos Métricos de Curvatura Nao-positiva. Rio
de Janeiro, 2013. 70p. Dissertacao de Mestrado — Departamento
de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Apresentaremos uma versao de Teorema FErgddico Multiplicativo
para cociclos subaditivos devido a Karlsson e Margulis. Como aplicacao,
analisaremos trés exemplos de cociclos nos seguintes espagos: Grafo gerado
por grupo livre em dois geradores, disco hiperbélico, espaco das matrizes
positivas simétricas definidas. Também usaremos o Teorema de Karlsson e

Margulis para mostrar o Teorema de Oseledets.

Palavras—chave
Teoria Ergddica;  Isometria; Curvatura nao-positiva;  Teorema

Ergédico Multiplicativo;
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Abstract

Zhou Cong; Jairo da Silva Bochi (Advisor). Multiplicative
Ergodic Theorem in Nonpositively Curved Spaces. Rio
de Janeiro, 2013. 70p. MSc. Dissertation — Departamento de
Matemaética, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

We will show a version of Multiplicative Ergodic Theorem for subba-
ditive cocycles due to Karlsson and Margulis. As an application, we will
analyze three examples of cocycles in following spaces: graph generated by
free group of two generators, hyperbolic disc, space of positive definite sy-
metric matrices. Also, we will use the Theorem of Karlsson and Margulis

to prove Theorem of Oseledets.

Keywords
Ergodic Theory; Isometry; Non-positive curvature; Multiplicative

Ergodic Theorem,;
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Lista de Simbolos

(Q, A, 1) espago de probabilidade

(Y, d)
D

[y

(|

espago métrico

disco unitario bidimensional, p.28

grupo livre em dois geradores

conjugado do niimero complexo b
segmento geodésico de x a y

“drift” do cociclo, p.19

cociclo subaditivo, p.17

grupo das matrizes k X k reais invertiveis
grupo das isometrias do espaco métrico Y
adjunta da matriz M

conjunto das matrizes matrizes k X k simétricas e positivas, p.38
espacgo das matrizes k X k simétricas, p.38
cociclo, p.16

grafo de Cayley de Fy, p.24

essa sigla significa: Karlsson e Margulis. O termo “Teorema de K-M”
refere-se ao Teorema de Karlsson e Margulis 2.10 da pagina 19
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1. Introducao

1.1 Histéria e motivagao

O surgimento dos Teoremas Ergddicos teve raiz no final do século XIX
quando a Hipdtese Ergodica comecou a ser usada em termodinamica, mecanica
estatistica devido a Boltzmann. Uma versao da hipotese ergddica pode ser

formulada assim:

“Para sistemas grandes de particulas interagindo em equilibrio, a

média temporal esta perto da média espacial.”

Ela diz que o tempo que uma particula encontra-se numa certa regiao no espago
das fases com a mesma energia é proporcional ao volume desta regiao quando
o periodo é longo. Porém a formalizacao matematica da hipétese ergodica sé
comegou a tomar forma em 1929, quando Bernard Osgood Koopman comegou
a investigar grupos de operadores unitarios no espaco de Hilbert (sistemas
Hamiltonianos). Os resultados de Koopman inspiraram John von Neumann
a provar a primeira versao ([von Neumann, 1932]) do Teorema Ergédico (em
L?):

Consideremos (€2, A, 1) espago de probabilidade, T : Q@ — 2 preservando
a probabilidade e f :  — R uma funcao.

Teorema 1.1 (von Neumann, 1931). Se T' é transformagdo ergddica e
Jo fPdp < oo, entdo

1
lim —

n—1
ZfOTkw:/fdu em L2
n—oo M, o Q

Mais tarde, no mesmo ano, George David Birkhoff provou em [Birkhoff, 1931]

uma versao de convergéencia q.t.p. do teorema:
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Capitulo 1. Introducao 10

Teorema 1.2 (Birkhoff, 1931). Se T € transformacgdo ergddica e
Jo fHdp < oo, entdo

o1
lim —
n—,oo N,

n—1
Zf oTrw = / fdu, para quase todo w € ).
k=0 @

Estes sao as duas versoes classicas do Teorema Ergddico. Em 1968, John
Kingman generalizou o Teorema de Birkhoff ([Kingman, 1968]) para sequéncias
de fungoes subaditivas.

Com o tempo, as demonstracoes dos teoremas foram melhoradas e foram
elaboradas outros variantes do teorema. Dentro das quais apareceram as
versoes multiplicativas do teorema, tratam de situagoes onde as “somas” de
Birkhoff sdo substituidas por “produtos” nao-comutativos: [Oseledets, 1968],
[Kaimanovich, 1989], [Karlsson e Margulis, 1999], que sao progressivamente
mais gerais.

O resultado de K-M* trata de propriedade de rastreamento sublinear
para cociclos de semicontragdes (inclusive as isometrias) de espagos métricos
completo uniformemente convexo de curvatura nao-positiva (em algum sen-
tido que apresentaremos em diante). Ja o Teorema de Oseledets descreve as
taxas de crescimento de vetores sob produtos de matrizes. Foi Kaimanovich o
pioneiro a mostrar como interpretar o Teorema de Oseledets de maneira geo-
métrica, inspirando posteriormente resultados como o de K-M. Alguns resul-
tados relacionados recentes sao [Karlsson e Ledrappier, 2008|, [Navas, 2011],
[Tiozzo, 2012].

1.2 Resumo dos capitulos

Aqui focaremos no Teorema de [Karlsson e Margulis, 1999] e suas aplica-
¢oes. Um dos objetivos principais desse texto é apresentar uma demonstracao
completa e detalhada desse resultado e do Teorema de Kingman. Também
enunciaremos e mostraremos o Teorema de Oseledets. Obteremos o Teorema
de Kingman como escélio da prova do Teorema de Karlsson e Margulis. Ja o
Teorema de Oseledets sera basicamente obtido aplicando o Teorema de K-M
como um caso particular.

O Capitulo 2 destina-se a definir e esclarecer os conceitos basicos que
usaremos adiante. Além disso, enunciaremos o resultado principal. Nos

dois capitulos seguintes analisaremos dois exemplos em detalhes. O primeiro

*Usaremos a sigla “K-M” para abreviar a expressao “Karlsson e Margulis” ao longo do
texto.
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exemplo (Capitulo 3) é um cociclo na arvore gerado pelo grupo livre em dois
geradores. O segundo exemplo (Capitulo 4) é um cociclo no disco com a métrica
hiperbdlica. Em seguida, no Capitulo 5, apresentaremos alguns conceitos
elementares sobre o espaco das matrizes positivas e os utilizaremos para a
demonstracao do Teorema de Oseledets. Ainda no final do Capitulo 5, veremos
mais um exemplo de cociclo de matrizes onde os expoentes de Lyapunov sao
distintos. Depois mostraremos em detalhes a Teorema de K-M no Capitulo
8. Os resultados geométricos a serem utilizados na demonstragao estao no
Capitulo 6. No Capitulo 7 mostraremos os resultados ergddicos a serem usados
para a prova do Teorema K-M inclusive uma proposicao profunda: uma versao
generalizada do Lema de Pliss sobre os cociclos subaditivos, também mostrado
por K-M, tendo outras aplicacoes interessantes.

Caso o leitor prefira seguir diretamente para a demonstragao do Teorema
de K-M, a ordem dos capitulos sugerida é 2—6—7—8. E uma vez que o
Capitulo 2 esteja bem entendido, os Capitulos 3, 4 e 5 podem ser lidos da
forma independente.

Durante a leitura de ultimos dois capitulos, onde as demonstragoes sao
relativamente técnicas, o leitor pode aproveitar da seguinte tabela que mostra

a relacao entre os conceitos principais apresentados ao longo do texto:

Lema de Pliss Ergédico 7.3 Lema Geométrico 6.1 Busemann NPC 2.5
\4 \

Teorema de Birkhoff 1.2 Teorema K-M 2.10

<

Teorema de Kingman 7.10
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2. Enunciado do Teorema

Este capitulo dedica-se a apresentacao das defini¢coes geométricas e de
teoria ergddica que serao usada ao longo do texto. Mostraremos algumas
propriedades com respeito as defini¢oes e conceitos. No final do capitulo,

enunciaremos o Teorema de Karlsson-Margulis 2.10.

2.1 Preliminares geométricos

Consideremos o espa¢o métrico (Y,d). Sejam z,y € Y, dizemos que

z € Y é um ponto médio de x e y se:

d(z,z) =d(z,y) = %d(x,y).

Definigao 2.1 (convexidade). Um espago métrico (Y,d) é dito convexo

se quaisquer dois pontos possuem algum ponto médio.

O ponto médio nao é tnico segundo a definicao acima. Por exemplo,
na esfera se escolhemos x como polo norte e y como polo sul, todo ponto no
equador ¢ ponto médio de x e y.

Exzemplo. (Q",d) conjunto dos nimeros racionais com a métrica Euclidiana

de R™ é um espago métrico convexo (porém nao é completo).

Definigao 2.2 (geodésica). Uma aplicagao continua v : I — Y, onde I
¢ um intervalo de R, é dita geodésica. Se existe constante v € (0,00) tal

que:
d(y(s),7(t)) = v|s — ]

para quaisquer s,t € I. Chamamos v de velocidade da geodésica. Quando

v =1 dizemos que a geodésica ¢ de velocidade unitaria.

Se 0 espago métrico (Y, d) é convexo e completo, entdo quaisquer dois
pontos podem ser conectados por algum segmento geodésico (podendo nao ser
inico).

A seguinte defini¢ao é devida a Clarkson 1936 (no contexto de espagos

de Banach)
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Definicao 2.3 (convexidade uniforme). Um espaco convezo (Y,d) é dito
uniformemente convexo se ezxiste uma fungao continua decrescente g :
[0,1] = [0,1], com g(0) =1, g(1) =0 e tal que:

d(z, Myy) < (d(a:,y)
-y x4

I SR ) , Va,y,z €Y, (2.1)

onde my, € um ponto médio de x ey, e R = max{d(z,z),d(y,2)}.

Essa definigao é equivalente a: dado ¢ > 0 existe d(¢) > 0 continua e

crescente tal que para todo x,y,z € Y, e my, ponto médio de x e y, vale:
d(z,may) < R(1 —¢), Va,y,z com d(x,y) < RO.

A primeira vista, aparentemente o nimero “2” no quociente da equagao
(2.1) é supérfluo, mas existem motivos para essa notagdo, mostraremos isso
abaixo:

O espaco FEuclidiano R™ € uniformemente convexo. De fato dado um
triangulo com vértices x,y, z, suponhamos sem perda de generalidade R =

d(z,x) e seja 0 = Lzmyyx. Dai 6 > 7 e pela Lei de Cosseno:

(s = e~ (M) 42 s na )
- () - (52 o (252)
=g (1- (452))

onde na ultima desigualdade usamos cosf < 0. Definimos ¢(t) := (1 — tQ)%, a

desigualdade acima implica:

A fungdo ¢g é uma fungao continua, decrescente com ¢g(0) =1, g(1) = 0 e nao

depende da escolha dos pontos. Isto mostra que R"™ é uniformemente convexo.

Observacgao. Para uma nogao intuitiva da convexidade uniforme, compara-
mos os trés triangulos do R? na Figura 2.1. Note que d(z, m,,) é sempre menor
que R, e a medida que a distancia entre vértices z e y diminui, d(z, my,) apro-
xima de R por baixo. Essa é a caraterizacao da propriedade de convexidade

uniforme.
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x My Y 'y Mgy Yy T Mgy Y
Figura 2.1: Observe que zZm,, ¢ sempre menor que o lado maior zy.

Posteriormente, na Proposicao 6.2, deduziremos que as variedades Rie-
mannianas de curvatura nao-positiva, completas e simplesmente conexas sao
uniformemente convezras. A mesma fungao g(t) = (1 — t2)% escolhida no caso
Euclidiano pode ser usada para estes espagos (e mais geralmente para os espa-
cos CAT(0)).

Em contraste com os exemplos acima, uma variedade que nao é unifor-
memente convexa ¢ a esfera. De fato, sejam z o polo norte, x e y dois pontos
distintos no equador, logo podemos tomar um ponto médio m,, no equador,
dai d(z,m,,) = R (isto mostra que a condicao de curvatura nao-positiva é
necessdaria para garantir a convexidade uniforme). Um outro exemplo de vari-
edade nao é uniformemente convexo é o cilindro {(z,y,2) € R?| 2% + ¢y* = 1},
escolhendo = = (1,0,0), y = (—1,0,0), z = (0, —1,0), temos m,, = (0,1,0),
dai: d(z,mg,) = ™ > § = R (a condigao do espago ser simplesmente conexo

também ¢é necessaria).

Proposicao 2.4. Se (Y,d) é um espago métrico uniformemente convezxo.
Entao dados quaisquer dois pontos do Y, existe um tnico ponto médio

entre eles.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que existem os pontos x,y,z,w € Y tais

. /1 . d
que z e w sao pontos médios entre x e y. Sejam R := % € My, um ponto

médio de z e w. Pela convexidade uniforme temos:

d(x, M) d(z,w)
— 7 L 1
r Y ( or ) ="

daf d(x, m.,) < R. Analogamente, d(y, m,,) < R. Portanto temos:
d(z,y) < d(x, mu) + d(y, M) < 2R,

contradizendo a hip6tese de 2R = d(z, y). O
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mCCZ

Figura 2.2: Esboco do triangulo no espago Hiperbdlico.

Como consequéncia da proposicao, dados dois pontos distintos de um
espaco uniformemente convexo, o segmento geodésico ligando estes pontos é
unico. Mas isso nao garante que o prolongamento do segmento geodésico é

unico, por exemplo, na arvore como no Capitulo 3.

Definigao 2.5 (curvatura nao-positiva). Dizemos que um espago métrico
convezo (Y,d) tem curvatura nao-positiva (no sentido de Busemann)® se
para quaisquer T,y,z € Y, e quaisquer pontos médios m,, de Tz e m,, de

Yz satisfazem:

d(x,y), (2.3)

N | —

d(my,, my,) <

como mostra no esboco da Figura 2.2.

Em inglés: Busemann NPC. A sigla NPC significa Nonpositive Curvature.

A condicao acima (2.3) equivale a propriedade que para quaisquer duas

geodésicas v1,79 : [0, 1] = Y comegando no ponto z temos (cf. [Jost, p.46]):
1 ;-
t— ;d(% (t),72(t)) ¢é nao-decrescente. (2.4)

Em particular, as variedades Riemannianas completas de curvaturas seccionais
nao-positivas satisfazem a condicao de curvatura nao-positiva de Busemann;

Provaremos isso na Proposigao 6.2.

Observacao 1. Os espagos CAT(0) (seguindo a definigao de
[M. R. Bridson e A. Haefliger, p.158-159]) sdo um tipo particular de espagos
com curvatura nao-positiva de Busemann. Convém lembrar que a comparagao
da definicao de Busemann ¢ feita somente para o segmento ligando os pontos
médios, enquanto na definicao CAT(0) a comparagao é feita num segmento
arbitrario ligando as arestas triangulo. Isso faz com que o conceito de Buse-
mann seja mais geral que os espagos CAT(0) (para um exemplo de espago de
Busemann que ndo ¢ CAT(0) cf. [Jost, p.55]).
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Observagao 2. Alguns autores como [Jost] chamam o conceito da Definigao
2.5 de curvatura nao-positiva global no sentido de Busemann. Existe um
outro conceito local de curvatura nao-positiva de Busemann que nao usaremos
aqui. Este exige que para cada ponto y € Y, exista uma vizinhanca V, de
y satisfazendo a condi¢ao de curvatura nao-positiva no sentido de Busemann.

Este conceito é, em geral, mais fraco que a condi¢ao da Definicao 2.5.

2.2 Preliminares de Teoria Ergoddica

Ao longo do texto denotaremos (€2, .4, ) um espago de probabilidade e
(G, %) um monoide*. Consideremos 7" : 2 — € uma transformagao mensuravel
preservando a probabilidade.

Lembramos que uma transformacao 7' : Q — Q ¢é dita preserva a
probabilidade se T é mensurdvel e p(T(C)) = u(C) para todo C mensurével.
Além disso, dizemos que T é ergodica se T preserva a probabilidade e para todo
conjunto mensurdvel C' C 2 tal que T71(C) = C modu temos u(C) € {0,1}.

Para mais informacoes sobre esses conceitos ver [Mané|.

Definigao 2.6 (cociclo). Dizemos que a aplica¢ao u : NxQ — G € cociclo

(com respeito a transformacgao T') quando u satisfaz as propriedades:
1. u(0,w) =e onde e € o elemento neutro de G,

2. u(n+m,w) = u(n,w) xu(m, T"w) Vn,m € N*.

O Item 2 dessa definicao equivale ao:
u(n,w) = f(w) * f(Tw) *---* f(T" w) Vn e N, Vw € Q, (2.5)

onde f(w) :=u(l,w).
Pela ordem em que os termos sao multiplicados, também dizemos que u
é um cociclo a direita. No Capitulo 5 definiremos cociclo a esquerda, onde os
termos sao multiplicados na ordem contraria. Essa distingao é importante pois
os resultados que apresentaremos adiante s6 valem para os cociclos a direita.
Recordamos que uma sequéncia de nimeros reais {a,}neny ¢ chamada
subaditiva se:

pim < Qp + Gy, YN, m € N,

Generalizaremos isto para cociclos reais:

*Dizemos que (G, *) é monoide quando para todos g,h € G, g * h € G e existe um
elemento neutro e € G (mas g~! pode ndo existir).
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Definicao 2.7 (cociclo subaditivo). Uma fung¢ao a : N x Q — R definida

sobre os niumeros reais € dita cociclo subaditivo quando satisfaz:
a(n+m,w) <a(n,T"w) +a(m,w) Yn,meN VYw e

Quando a desigualdade acima é uma igualdade, dizemos que a € um cociclo

aditivo.

E importante ressaltar que, em geral, um cociclo subaditivo nao é cociclo,
apesar do que o seu nome sugere. A seguir provaremos um resultado bem

conhecido das sequéncias subaditivas:

Proposicao 2.8. Seja {a, }nen uma sequéncia subaditiva. Entao:

. Qn . .
lim — eziste e assume valor no conjunto [—oo, ay].
n—oo 1

a a
Prova. Definimos: A := inf —. Vamos mostrar que A > limsup —. Pela
N>1 N n—oo N
subaditividade temos a, < na; < oo, tomando supremo:
. G,
limsup — < a; < 0.
n—oo N
Dado N > 1, para todo n € N podemos escrever:
n=kN+r, rpnk,€Zel<r,<N
1 ky, T
—_ — =4+ .
N n nN
Fazendo n — oo em ambos lados, temos:
ky, 1
lim — = —. 2.6
A TN (2:6)
Por outro lado, pela subaditividade,
an knan + a,,
n n
Observe que lim a;" = 0. Tomemos uma subsequencia n; — oo tal que
n—oo
lim a:? = limsup %=, Entao a desigualdade acima junto com a equagao (2.6)
n—oo n—00
implicam:
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Como N > 1 é arbitrdrio, concluimos que limsup 2» < A. O
n— oo
Se a é cociclo subaditivo entao as integrais a, := /a(n,w)du, se
Q
existirem, formam sequéncia subaditiva. Pela Proposi¢ao 2.8, o limite lim =
n—oo

existe. Ao longo do texto, vamos usar a notagao:

1
A:=lim — [ a(n,w)du.

n—00 N Jq

Por motivos que veremos mais adiante, chamaremos A de “drift”. A seguir,

enunciaremos o Teorema Ergddico de Kingman:

Teorema 2.9 (Kingman). Supondo que T € ergddico, a um cociclo

subaditivo e A > —o0. Entao:

1
existe lim —a(n,w) = A para quase todo w € Q.
n—oo N

Usaremos este teorema nos Capitulos 3 e 8, para mostrar o Teorema K-M. A

prova do Teorema de Kingman pode ser encontrada na Secao 7.5.

2.3 Teorema de Karlsson e Margulis sobre cociclo de semicontracoes

Dizemos que uma transformagao ¢ : Y — Y de espago métrico (Y,d) é

uma, semicontra¢do quando:
d(p(x),¢(y)) < d(z,y), paratodos z,y €Y.

Caso a desigualdade acima é uma igualdade, dizemos que ¢ é uma isometria.
Quando G é um monoide de semicontracoes, chamamos um cociclo u
N x Q — G de cociclo de semicontra¢oes (do mesmo modo, definimos cociclo
de isometrias).

Dado conjunto G das transformacgoes continuas de um espago topologico
YT definimos a topologia compacto-aberto: Nessa topologia a base de vizinhan-

¢as de um elemento f € GG é formado por conjuntos do tipo:
ﬂ {9 € Glg(K;) C Ai}7
i=1

onde K;’s sao subconjuntos compactos de Y e A;’s sao subconjuntos abertos

"Em particular podemos considerar G um monoide de semicontracdes e Y um espaco
métrico com a topologia induzida pela métrica.
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de Y. Além disso:
f(K;) C A;, paratodoie {l,...,n}.

Dizemos que um cociclo de semicontragoes u é mensurdvel quando
f(w) == u(l,w) é mensuravel. Isso junto com a equagao (2.5) garantem que
u(n,w) é mensurdvel para todo n € N. Portanto, exigir a mensurabilidade de
u(1l,w) ja basta.

Com os conceitos acima, enunciamos o Teorema K-M:

Teorema 2.10 (Karlsson-Margulis). Consideremos (Y, d) um espago mé-
trico completo uniformemente convezo de curvatura ndao-positiva (no sen-
tido de Busemann). Seja u : N x Q — G um cociclo de semicontragoes®
mensurdvel em'Y. Fizey € Y, denotamos y,(w) := u(n,w)y. Assumimos

também que u tem primeiro momento finito, isto é:

/Q d(y, 4 (w))dps < oo. 2.7)

Entdo temos as sequintes propriedades:

d
1. 3A >0 tal que lim W)
n

n—oo

= A para quase todo w € ).

2. Se A > 0, entao para quase todo w € Q) existe uma geodésica (-, w)

de velocidade unitdria em'Y de modo que y(0,w) =y e

i A0 (A, @), g (w))

n—00 n

=0.

“Em particular, o teorema vale para cociclos de isometrias.

Definicao 2.11 (drift). Sejam u um cociclo de semicontragoes em Y,
y €Y como no Teorema anterior 2.10. Seja A > 0 com as mesmas pro-
priedades do teorema. Chamamos A de drift do cociclo u ou simplesmente
de drift quando nao ha ambiguidades. Para cada w € €2, usaremos uma

convengao: definimos A(w) como o limite (se existir):

A(w) := lim M

n—o0 n

Dizemos que A(w) € o drift de w.

Exemplo. Observa-se que o Teorema de Birkhoff é um caso particular do

Teorema 2.10 para Y := R e y := 0. Seja f a fungao como no Teorema
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de Birkhoff 1.2, colocamos u(1l,w)z := = + f(w). Nesse caso a condi¢ao de

integrabilidade fica:
|ty s@)au= [ 1 @u< o
Quando | fQ fd,u! > (0 a conclusao do Teorema de Birkhoff é:

o1
lim —
n—oo 1

Yn — / fd,u‘ = (0 para quase todo w € 2.
Q

A equacao acima na linguagem do Teorema K-M significa que:

i d (v(nA), yn)

n— o0 n

= (0 para quase todo w € €2,

onde A = |[, fdu| > 0 e v(t) = t se o integral [, fdu ¢é positivo. Caso
contrario, temos y(t) = —t.

Como vimos no exemplo acima, no caso do Teorema de Birkhoff, a
geodésica v é “deterministica”’, isto é, nao depende de w. Mas em geral a
geodésica do Teorema K-M depende de w, veremos isso nos Capitulos 3 e 4.
A razao das geodésicas nao serem deterministicas em geral estd contida na

seguinte corolario:

Corolario 2.12. Sob as mesmas hipoteses e notagoes do Teorema 2.10,
suponhamos que A > 0 e w € Q € tal que existem as geodésicas (-, w) e

(-, Tw) de velocidades unitdrias tais que:

g 4004 W) ) Ay (nd W) ga(Tw))

n—00 n n—oo n

Entao:
li d(fY(nAvw)u u(l,w)v(nA, T(U))
11m —
n—o0 n

Em outras palavras, ¥(-,w) e (-, Tw) tém o mesmo “ponto no infinito”.

Como podemos ver acima, as geodésicas s6 coincidirao se u(1, w) preserva
essas geodésicas. No caso do Teorema de Birkhoff, u(1,w) sao as translagdes,
portanto preservam as geodésicas de R. Mas em espacos de dimensoes maiores
isso nao pode nao acontecer, veremos nos capitulos seguintes.

Agora mostremos mais duas propriedades bésicas relacionados ao Teo-

rema K-M:

Proposicao 2.13. Sob as mesmas notacoes do Teorema 2.10, a condi¢ao
de integrabilidade (2.7) e o valor de drift A nao dependem da escolha do
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ponto y no espaco Y .

Prova. Fixamos um outro g € € e seja g, (w) := u(n,w)y. Pela desigualdade

triangular:

d(g, 1 (w)) < d(g,y) + d(y, y1(w)) + d(y1(w), 51 (w))
< 2d(g,y) + d(y, y1(w)).

Integrando ambos lados em §2:

[ A3 < 245.)+ [ dlyn()idn < .
Q Q

Isto mostra que a condicao de integrabilidade nao depende de y.
Agora vamos mostrar o mesmo para o drift A. Novamente usando

desigualdade triangular:

A7, Jn(w)) < d(7,y) + d(y, yn(w)) + d(Yn(w), Tn(w))
<2d(7,y) + d(y, yn(w)).

Dividindo por n e levando n — oo temos:

n—oo n n—oo n n—oo n

]

Além disso, observamos que o Item 1 do Teorema 2.10 é uma consequéncia

do Teorema de Kingman.

Afirmacao 2.14. Para quase todo w € §2, o limite

1
lim —d(y,y,(w)) = A para quase todo w € S).

n—oo M

Prova. Definimos a(n,w) = d(y,y,), pela desigualdade triangular e wu ser

cociclo de semi-contragoes:

a(n+m,w) = d(y, Yyntm) < d
d
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portanto a é um cociclo subaditivo. Notemos que por hipdtese de momento
finito (2.7):

[t = [ dtyn@)in <o,

Q

Qy = / a(n,w)dp ¢ finito e formam uma sequéncia subaditiva. Aplicando o

Teorema de Kingman 2.9 temos:

1
lim —d(y,y,(w)) =A>0 para quase todo w € €. O

n—oo M,

Observacao. Como consequéncia da demonstragao e da Proposigao 2.13,

convém destacar a seguinte relagao para o drift:

1 1
A= lim — [ d(y, yo(w))dp = lim —d(y, ya(w)),

n—co N Jo

para quase todo w € () e para todo y € Y.
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3. Primeiro Exemplo: Isometrias de uma Arvore

Veremos que uma arvore simétrica com 4 arestas incidindo em cada
vértice satisfaz as condigoes geométricas necessarias para a aplicacao do
Teorema de K-M 2.10. Definimos um cociclo sobre o grupo de isometrias

dessa arvore e mostraremos que o seu drift A é positivo.

3.1 Geometria em uma Arvore I,

Um grafo X é uniao de arestas com identificagao nos extremos, que sao
chamado de vértices. O grau de um vértice é o nimero de tais identificagoes
(para definigdes mais precisas, ver [Bollobds]). Seja X um grafo conexo tal
que cada vértice tem grau finito. Para cada aresta, fixe uma parametrizacao
tomando valores no intervalo [0,1]. Usando estas parametrizagoes, podemos
definir comprimento de um caminho no grafo. Definimos a distancia d entre
dois pontos do grafo como o menor comprimento de um caminho ligando os

pontos. Entao o espago métrico resultante (X, d) é convero e completo.

Definigao 3.1 (arvore). Dizemos que um grafo X é uma arvore quando é

conexo e nao possui ciclos ou, equivalentemente, € simplesmente conexo.

Proposicao 3.2. Seja X uma drvore. Entao (X,d) € um espago métrico

uniformemente convexro de curvatura nao-positiva.

Prova da Convexidade Uniforme. Sejam z, y, z € X trés pontos
distintos, como X ¢ simplesmente convexo, existe um tnico ponto médio my,
de z e y. Notemos my, estd na geodésica de x a y, pela propriedade mencionado
anteriormente temos mg, € zx UZzy. Suponhamos sem perda de generalidade

que myy € ZT, definimos R := max(d(z,x),d(z,y)) = d(z,x). Datf:
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onde g(z) := 1 — z é continua, decrescente com ¢(0) = 1. Portanto X é

uniformemente convexo. O

Prova da Curvatura ndo-positiva. Vamos provar que a condigao (2.4)
é satisfeita. Seja z € X e sejam 71,72 : [0,1] — X geodésicas partindo de
ponto z de velocidades vy e vy, respectivamente. Suponhamos, sem perda de
generalidade, que v; # 72 € que v; > v9. Definimos também ¢, como o tempo

total que a geodésica v, “se mantém na trajetoria” de ~yq, isto é:

Y2(t) =m <Z—2f) } :

(v — va)t se 0 <t <t,
(Ul + Uz)t — 2u9ty set > tg.

to = sup {t € [0,1]

Logo temos:

d(11(t),72(t)) = {

Em particular, vale a condigao (2.4). O

3.2 Cociclo em Grafo de Cayley

Seja Fy o grupo livre em dois geradores a e b. Daqui em diante
consideremos X o grafo de Cayley associado a este grupo e este conjunto de
geradores (cf. Fig. 3.1). Ou seja, X é o grafo cujo os vértices sao identificados
como elementos do grupo s, e existe uma aresta conectando dois elementos

g1, g2 € Fy se e somente se:

gi=g2%h  ondeh € {a,b,a” ', b7}

Definimos € sendo o conjunto {a,b,a™!,b~'}"* e usamos a notagao
w = {w;}ieny para denotar os elementos de €. Seja u a medida de Bernoulli
com pesos todos iguais a 1/4 ¢ T : Q — Q o shift para esquerdal. Como é
conhecido, a medida p é T-invariante e ergddica.

Seja G o grupo de isometrias de X gerados por multiplica¢ao a esquerda
pelos elementos a e b. Usamos e para denotar o elemento neutro de G. Seja

u: N x  — G o cociclo definido por:

Wo *k W1 * ... % Wpy_q sen > 1,
u(n,w) =

e sen =0.

*O espaco das sequéncias unilaterais nos simbolos a, b, a= !, b~*
Hsto 6, T({w;}) = {wiy1}
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Figura 3.1: Um esbogo do grafo de Cayley como fractal.

Dado qualquer vértice yo no grafo, e definindo y; = u(i,w)yy. Segue imediata-
mente que y; e y;11 sao vértices adjacentes, para quaisquer ¢ € N. Dizemos que
a sequéncia {y; }ien é um passeio aleatdrio simples. Mostraremos, nas proximas
secoes, que:
d n 1
A= lim M =5 para quase todo w € (). (3.1)

n—00 n

3.3 Aplicando Teorema de Kingman a d(yo, y,)

Podemos supor yy = e, como visto na Proposicao 2.13 que o drift nao

depende da escolha de yy. Definimos H : N x Q — {—1,1} por:

H(i,w) :=

1 caso contrario,

{ -1 se N(i,w) = w; !,

onde N(i,w) é o primeiro elemento a direita da forma reduzida de u(i,w) se

u(i,w) # e e N(i,w) := e se u(i,w) = e. Observe que:
d(Yo, Yn) = ZH(Z’,w) para n > 1.
i=1

Notemos que H*(0,w) = 1 é integravel em () e pela desigualdade triangular
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temos:

n+m

Z H(ia W) = d(y(b yn+m) < d(yo, yﬂ) + d<yna yn+m)

i=1

Pelo Teorema de Kingman 2.9, existe constante A satisfazendo:

_Jin;onZ/HZw ,u—nh_{gonZHZw para quase todo w € €.
(3.2)

Por outro lado, abreviando N; := N (i,w), temos:

[ = (N # = N = ) (33)

Mostraremos que o limite quando ¢ — oo do lado direito da equacao acima é

1/2. Para isso, provaremos as duas afirmagoes da proxima secao.

3.4 Duas afirmagoes para mostrar que A = %

1
Afirmacgao 3.3. O lado direito da equagao (3.3) € igual a: 5(14—/1 {N; = ¢} )

Em particular, a afirmacdo implica que A > 1

[\

Prova. Como [N; # w; '] = Q\[N; = w; '], o lado direito de (3.3) ¢ igual a:

L—2u{Ni=w '} =1-2 > p{N=]n[w" =1}
le{a,b,a= b1}

=1-2 Z M{Ni:l}-,u{wi:l}

le{a,ba=1,b—1}

SRt D ST

le{a,ba= b1}

1
Na segunda equacéo acima usamos independéncia, na terceira linha usamos
{u)z = } 7 € na ultima linha usamos:
p{Ni=e}+ > p{Ni=1}=1 O
le{ab,a=1,b-1}

Agora usaremos a afirmacao anterior para provar a segunda afirmagao:
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Afirmacao 3.4. lim u{N; =e} = 0.
1—00

5 50 1
Prova. Nesta demonstracdo usaremos a notacao: g;(w) := 7d(yi(w),%o).
Como vimos anteriormente, g; converge a A para quase todo w € 2. Como a

medida g é finita, temos g; converge a A em medida, em particular temos:

ilililou{|gi—A| > 41 =0.

Notemos que [N; = €] = [g; = 0] C [|gi— A| > 4], dai a equagdo acima
implica lim u{N; = e} = 0. O
1—r 00

3.5 Aplicagao do Teorema 2.10

Tomando limite ¢ — oo e usando Afirmacdo 3.4, da equagao (3.3)
obtemos: ) .
lim [ H(i,w)dp = hm 2(1—|—;L{Ni:e}):—.

i—00 )

finalmente pela (3.2) concluimos:

A= i 03 [ G-

Como o drift A = % > 0. Pelo Teorema 2.10 para quase todo w € €2 e para
todo vértice yp, existe um raio geodésico v de velocidade unitaria no Grafo de
Cayley com v(0) = yo com de modo que:

= 0.

lim
n—0o0

d (v(%),yn)

Notemos que as geodésicas no X sao exatamente os caminhos de velocidade
1, que percorrem arestas e vértices do grafo “sem voltar”. Também geodésica
depende de w qtp, é nesse aspecto que o Teorema de K-M diferencia do Teorema
de Birkhoff, que diz que existe uma unica geodésica em R aproximando as

somas de Birkhoff para u-qtp w.
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4. Segundo Exemplo: Isometrias do Disco Hiperbdlico

Definiremos um cociclo de isometrias sobre o disco unitario com a métrica
hiperbdlica. Demonstraremos que este satisfaz as hipéteses do Teorema de K-M
2.10 e sob certas condigdes (o “passo” de cada isometria é grande), mostremos
que o drift A > 0. Na prova faremos uma comparacao com o cociclo na arvore
apresentada no capitulo anterior. Veremos que essa comparac¢ao nao € possivel

se os passos nao forem suficientemente grandes.

4.1 Defini¢ao do Cociclo de Isometrias

Neste secao, algumas demonstracoes de propriedades bem conhecidos
foram omitidos. A maior parte dos conceitos omitidos que nesta secao pode

ser encontrado em [Needham)].

Definicao 4.1. Definimos o disco hiperbélico D C R? como o conjunto:
D:={z € R?*||z]* < 1}.

onde |.| € a norma euclidiana.

Dado z € D consideremos a métrica g, : T,D x T,D — R dada por:

o {u,v)
9:(0) = T e

O par (D, g) é uma variedade Riemanniana de curvatura seccional constante
igual a —4. Recordamos que o trago das geodésicas em D sao ou segmento de
retas passando pela origem ou arco de circulos ortogonais a fronteira JID.
Denotamos por d a distancia hiperbolica induzida pela métrica g. Dado
um ponto z € D, a distancia hiperbdlica esta relacionada a distancia Euclidiana
pela igualdade d(z,0) = tanh™'|z|. Usaremos essa conversio com frequéncia

ao longo do capitulo.
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Consideremos duas geodésicas o, 3 : R — I, de velocidades unitarias,

dadas por:

a(t) := (tanh (%) ,0),
B(t) := (0,tanh ().

Geometricamente a e  se cruzam perpendicularmente na origem no tempo
t = 0, e os seus tragos coincidem com os segmentos dos eixos x e y do plano
encontrados dentro do disco respectivamente.

Consideremos o grupo unitdrio especial:

S|

SU(1,1) = {M6M2X2(C) ‘M: (E lj),dethl}.

a

Os elementos M € SU(1, 1) podem ser associados a transformagao de Mobius

Iy : D — D através da identificacao:

a b az+b
M= _ Y D I = = )
(b a> 2eD— Tu(z) bz +a

A transformagao Iy é isometria de (ID,d). Além disso, a associacdo M €
SU(1,1) +— Ip; € Iso(D) é um homomorfismo de grupos.
A cadal € (O, %), definimos as isometrias I3, I5; associada aos matrizes

M, ;, My, respectivamente, dadas por:

1 14172 2
My, = ,
b 1—l2( 21 1+z2)
1 1+ 2l
My, = .
2! 1—12( —oli 1+z2)

Geometricamente I;; preserva a geodésica « e envia o ponto (—/,0) em (I, 0).

Portanto I, ; translada a geodésica o por uma distancia hiperbdlica 2 tanh ™'
para direita. Analogamente, I5; translada a geodésica 8 por uma distancia
hiperbélica de 2tanh™' [ para cima.

Consideremos quatro geodésicas «yq, B2, a9, 51 “simétricas entre si” no
seguinte sentido. As geodésicas «a e «p interceptam o eixo y ortogonalmente
nos pontos (0, —1) e (0,1) respectivamente. Da mesma forma, as geodésicas

f1 e [y interceptam o eixo x ortogonalmente nos pontos (—I[,0) e (I,0)
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(-4.4) (4.9
20772 272
Qg
o B2
aq
(+£.-2) (4.-4)
27 2 27 2

Figura 4.1: As quatro geodésicas sao arcos dos circulos tangentes entre si, quando

l=+v2-1.

respectivamente. Segue da definicao que:

L(B)(t) = Ba(t),
Ig(()él)(t) = Oég(t).

A Figura 4.1 mostra um caso particular onde | = v/2 — 1, as quatro geodésicas
sao “tangentes” entre si no bordo do disco dD:

Definimos também I5; := I;ll, Iy = Iill. Quando nao ha ambiguidade
sobre o valor de [ usaremos simplesmente [y, I5, I3, I, para denotar as isome-
trias.

Seja GG o grupo gerado pelas isometrias I, 5 e representamos o elemento
neutro usando id. Definimos Q := {1,2, 3,4}, com a medida de Bernoulli com

pesos 1/4. Definimos o cociclo u : N x Q — G onde:

(n,w) l,o0l, o...0l, , sen >1,
u(n,w) =
id se n = 0.

Seja T : 0 — Q o shift para esquerda, que é uma transformagao preservando

a medida e ergddica.
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Figura 4.2: A figura acima mostra para o caso em que [ = v/2—1. Quando ! > v/2—1
(cf. Fig. 4.3) as geodésicas se afastam mais entre si, por isso as regides Ry, Ra, Rs,
R4 sdo dois-a-dois disjuntos.

4.2 Propriedades do Cociclo u

Comecamos introduzindo notagoes que serao utilizadas nesta secao.

Vamos considerar as regioes abertas:

Ry a regiao a direita de (B, S a regiao a esquerda de [s,
Ry a regiao acima de as, S a regiao abairo de aso,
R3 a regiao a esquerda de 1, S3 a regiao a direita de (3,

R4 a regiao aberta abaixo de oy, Sy a regiao acima de ;.

Introduzimos a notagao no conjunto {1,2,3,4} colocando 1 :=3,2:=4,3:=1
e4:=2.

Observe que se | = v/2—1, a isometria I; é da forma mostrada na Figura
4.2.

Quando [ > /2 — 1, temos regido Ss é enviada pela aplicacao I; para
dentro da regido Ry, isto é, [;1(S3) C R;. Analogamente ocorre para outras
trés pares regioes. Em geral temos [;(S;) C R;. Como as quatro regides

RiNRyNR3N Ry = 0 sdo disjuntos quando [ > /2 — 1, segue que o conjunto:

U (u(n,w) (@) U (u(n,w)(8)) (4.1)

we
neN

é simplesmente conexo (cf. Fig. 4.5), e veremos mais em diante que o conjunto

acima é um grafo de Cayley.

Proposicao 4.2. Sel > /2 — 1 entdo G € grupo livre.
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J + id. O

Proposigao 4.3. Se l > /2 — 1 entdo existe um constante K(I) > 0 tal
que para todo i € {1,2,3,4} wvale:

d(I;(y),0) > d(y,0) + K para todo y € R;, com j # i. (4.2)

Prova. Provaremos a proposi¢ao apenas para ¢ = 1, pois para outros i’s a
prova é andloga. Antes de comecar, consideremos S3 a regiao aberta a direita
a geodésica n tangenciando o e as da maneira como mostra na Figura 4.

d d t d d t F 4.3

Seja z € D o ponto de interseccao da geodésica nn com «. Chamamos:
§ = tanh™'l —d(z,0). (4.3)

Observe também que R U Ry U R, C 53. Seja y € 53, vamos mostrar que vale
(4.2).
Caso 1: se y € a, por definicao de I; e equagao (4.3):

d(I;(y),0) > d(y,0) + 24.

Caso 2: se y ¢ «, existe um unico ponto x € a N Ss tal que a geodésica

passando por y e x é perpendicular a « (cf. Fig. 4.4):
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T 0 (0% Il (.CIZ')

Figura 4.4: Um esbogo da localizacao dos pontos e das geodésicas.

A isometria I; leva o segmento Ty ao segmento I1(x)I;(y), portanto este
¢ perpendicular ao « também. Note que os triangulos AOzy e A0L(z)11(y)
sao triangulos retangulos. Pelo Teorema de Pitagoras Hiperbdlico aplicado a

estes dois triangulos, temos:

cosh t; = cosh d(x,y) cosh sy,
cosh ty = cosh d(I;(x), I(y)) cosh ss,

onde t; = d(y,0), to2 = d(I1(y),0), s1 = d(x,0) e s5 = d(I1(x),0). Como
d(z,y) = d(I1(z), I(y)), usando as duas equagoes acima e tomando logaritmo,

obtemos:

cosh t; cosh s9 = cosh 9 cosh s

= log(coshty) — log(cosht;) = log(cosh sy) — log(cosh s1). (4.4)

Pelo Caso 1 temos sy — 1 > 2J. Notemos que a funcao f(t) = log(cosht)
tem a derivada f'(t) = tanht e f"(t) = — e observe que f'(t), f"(t) > 0

" cosh?t

em (0, 00). Da convexidade de f temos:

S2—S81 S§2—S1
fla=s) =10 = [ foies [T e sde= fs) - fs)
0 0
Portanto pela equagao (4.4) e a desigualdade acima temos:

f(20) < f(s2 = s1) = f(0) < f(s2) = f(s1) = f(t2) — f(fa).

Mas 0 < f'(t) < 1 em (0, 00), concluimos to —t1 > f(t2) — f(t1) > f(20),
onde f(29) > 0 depende apenas de [. Tomamos K (I) := f(2) e recapitulando

as definicoes de t; e t9, a proposicao esta provada. n

Observagcao. Na demonstracao, o ponto z = ( 0), e através de uma

_ 1=
1410’
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A) (X
P =

.
K

P&

&

Figura 4.5: Quando [ > v/2 — 1 o cenjunte(4.1) é um grafo de Cayley no disco
Hiperbdlico.

conta simples, é facil conferir 6 = %log %

4.3 Aplicagao do Teorema 2.10

Considerando a arvore X cujos vértices sao os pontos de todas as érbitas
possiveis de yo = 0 e arestas como os segmentos das geodésicas ligando dois
vértices p, ¢ de modo I (p) = ¢ para algum k € {1,2,3,4} (cf. Fig. 4.5). Cada
aresta pode ser parametrizada pelo intervalo [0, 1] de maneira proporcional a
métrica hiperbdlica. Como na Secao 3.1, fica determinada uma distancia d no

grafo, tal que a distancia entre dois vértices p e q é:

d(p,q) := min [ndmero de arestas de ¢].
¢ caminho de p ao g

O par (X, d) forma um espago métrico, e u induz de forma natural um
cociclo de isometrias @ em X. A Proposi¢ao 4.3 mostra que se y € X é um

vértice na regiao I?;, entao:
d(1;(y),0) > d(y,0) + K para todo i € {1,2,3,4}\j.
Usando inducao, temos:

d(u(n,w)0,0) > Kd(u(n,w)0,0) para todo n € N. (4.5)
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Pela equacao do “drift” do cociclo na drvore (3.1) temos:

A= fim He(@)0,0) Ky, 0) 1,

n—oo n n—oo n 2

para quase todo w € €. Isso mostra que o drift A é positivo quando I > v/2—1.

Substituindo o valor de K obtido na prova da Proposicao 4.3, temos:

Proposicao 4.4. Sel > /2 — 1, entdo:
1 (141
A> §log (cosh (log (1 +l))) > 0.

Pelo Teorema K-M, quando [ > v/2—1 para quase todo w € Q e para todo

p € D existe uma geodésica hiperbdlica v de velocidade unitaria comecando

em p tal que:
L du(n,w)p,A(t4)

n—oo n

= 0.

Isso é a propriedade de rastreamento “sublinear” para o cociclo u.
Para garantir que o drift A > 0, a condicdo de [ > v/2 — 1 pode ser

enfraquecida. Posteriormente, na Secao 5.4 mostraremos que A > 0 para

1

qualquer [ € (0, 5). Para isso, usaremos os Teoremas de Oseledets e de

Furstenberg.

4.4 Comportamento no caso w = (1234)

Observando a figura do grafo de Cayley dentro do disco hiperbdlico,
a trajetéria u(n,w)0 para w = (1234) ¢é dentre as sequéncias onde nao h4
cancelamentos, ¢ uma das que mais demora para chegar ao bordo do disco,
isto é, que se afasta mais lentamente da posicao original. De fato, a velocidade
em que u(n,w)0 aproxima do bordo depende do valor de [. Mostraremos isso

nessa secao.

Ao longo da secao iremos considerar w := (1234), definimos a matriz
M = M;MyMsM,, seja T a transformacao de Mobius associada a M e
denotamos y,, := u(n,w)0. Logo ys, = T"(0) e e um célculo direto mostra

que:

v < 1 >4< (a2 — b%)% — 2020 2ab%(—1+1) ) |

2ab?(—1 — 1) (a® + b*1)? — 2a°V?
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0.1 0.2 0.3 0.4

1
Figura 4.6: Gréfico de h em fungao de I. Temos h(ly) = 0 com [y = <2% + 1) 2 _oF,

onde a =1+ 1% e b= 2l. Daf o traco de M é dado pela férmula:

t (M)=2-4 2\
raco = ) -

Definimos a fun¢do h(l) := trago(M) para 0 < [ < 1. E imediato que h

é decrescente (cf. Fig. 4.6). Apdés uma conta direta, conclui-se que (cf.
[Needham, p.170]):

T é hiperbdlico < |h(l)] >2 < [>+v2—1.
T é parabdlico < |[h()|=2 & [=v2—-1.
T éeliptico < |h()] <2 & I<vV2-1

Usando a propriedades acima, distancia hiperbdlica e levando em conta que T’

fixa D:

I>+v2—-1 = T tem 2 pontos fixos na 0D e lim %dn>0.

n—o0

I=+v2—-1 = T tem 1 ponto fixo na D, lim %dn:()e lim d,, = co.

n—oo n—oo

l<v2—1 = T tem 1 ponto fixo no D e {d,} ey ¢ limitada.

Onde d,, := d(y,,0). Os dados acima mostra que ndo podemos comparar a
distancia do grafo com a distancia no disco quando I < v/2—1, j& que no grafo
1

temos 7}1_{20 %Jn(yn,()) = 5 > 0. Geometricamente, os grafos gerados pelas

isometrias tém auto-interseccoes quando [ < V2—1. Enocasol =2 —1
apesar do grafo ser uma arvore, existem varios w’s peridédicos cujas trajetérias

descrita por ¥, sdo parabdlicas, e portanto estes tém drift A(w) nulo.
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5. Teorema de Oseledets

Apresentaremos uma demonstracao do Teorema de Oseledets 5.2 pela
aplicacao do Teorema de K-M 2.10. Depois apresentaremos um exemplo de
cociclo de matrizes 2 x 2 que possui dois expoentes de Lyapunov distintos, e
como aplicacao desse mesmo exemplo, generalizaremos o resultado de A > 0
para [ > /2 — 1 do Capitulo 4.

5.1 Teorema de Oseledets

Ao longo do capitulo consideremos (€2, A, ) um espago de medida,
T : Q — Q uma transformacao ergédica. GLg(R) indica o subgrupo das
matrizes k X k com determinante nao nulo.

Definimos a norma de uma matriz M € M., (R) como:

|M|| := sup |[Mv]|, ondewv e R".

l[oll=1

Quando M é simétrica, a sua norma coincide com o maior autovalor de M.

Ao longo do capitulo I denotara matriz identidade.

Definigao 5.1 (cociclo & esquerda). Dizemos que a aplica¢io u : N x Q —

G € cociclo a esquerda quando u satisfaz:
1. u(0,w) =e onde e € o elemento neutro de G,

2. u(n 4+ m,w) = u(m, T"w) * u(n,w) Vn,m € N.

Teorema 5.2. Seja M : N x Q — GLi(R) um cociclo a esquerda tal que:

/QlogmaX{HM(l,w)H,||M(1,w)_1||}d,u< 0. (5.1)

Entao existem os wvalores \y > ... > )X, chamados de expoentes de
Lyapunov, tais que para quase todo w € € existe uma bandeira de

subespacos:

RF = Vi(w) O ... D Vi(w) D Vi (w) = {0}
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tais que para todo v € RF\{0}

1 M
v € Vi\Vie1 <= A; = lim —logw
e o]l

, (5:2)

para todo © € {1,...,1}. Além disso, \jo T = \;.

Apresentaremos uma demonstragao de Teorema de Oseledets usando o
Teorema de K-M 2.10.

5.2 Posi(R) como uma Variedade Riemanniana

Este secao é preliminar para a demonstracao do Teorema de Oseledets.
Mencionaremos, sem provar, varios propriedades de Pos; como uma variedade
Riemanniana. Essas propriedades podem ser encontradas em [Lang, p.322-
338].

Definimos o conjunto das matrizes simétricas e matrizes positivas (defi-

nidas) como:

Symi = {X € Mpi(R) [ X = X"},

Posy, := {P € Symy | todos os autovalores de P sao positivos} .

Definimos uma relagao de semi-ordem em Symy. Sejam X,Y € Sym,; entao
dizemos X <Y se e somente se (Xv,v) < (Yv,v) para todo v € RF.

O Sym, é um espaco vetorial, e o Pos; é um subconjunto aberto de
Symy. Portanto, para toda matriz P € Pos;, podemos identificar o plano

tangente TpPos;, com Symy. Definimos a métrica em Posy:
(X,Y)p=tr(P'XP'Y), VX,Y € Symy.

(.,.)p é chamada de métrica traco. Seja d a distancia Riemanniana induzida,

temos a seguinte formula para a distancia.

Teorema 5.3. Sejam P, () € Posy. Sejam ay, . ..,a raizes do polinomio
det(tP — Q) contando com multiplicidade. Entao:

=1

aP,Q) = (Zaog >) . (53)

Convém complementar que as raizes de det(tP — Q) sao os autovalores da
matriz P*%QP*%.

Nessa métrica, o Pos; é completo, simplesmente conexo e tem as curva-


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121510/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121510/CA

Capitulo 5. Teorema de Oseledets 39

turas seccionais nao-positivas. Portanto segue da Proposicao 6.2 que Posy é
Busemann NPC e uniformemente convexo. Dados P € Pos;, et € R, podemos
diagonalizar P = RDR* com D = diag(ay, . ..,a;) e R é matriz ortogonal. De-
finimos ¢-ésima poténcia de P como P* := RD'R* onde D' := diag(dt, ..., a}).

t onde

As geodésicas v em Pos;, com v(0) = I sido da forma ~(t) = e*
X € Symy. Portanto as geodésicas podem ser escritas na forma Q%Pth%,

onde ) € Posy é a matriz posicao da geodésica em t = 0.

Definigcao 5.4 (acdo de GLi(R) em Posi). A cada M € GLi(R)

associamos a uma aplicagio [M] : Posy — Posy dada por:

[M]P = MPM*.

Note que [M] : Pos, — Posy, é isometria e preserva a relagao de semi-
ordem™ mencionada. A acao também é transitiva, de fato, dados P, Q) € Posy,
temos [QzP72]P = Q. Além disso, a associacdo M € GL,(R) — [M] €
Iso(Posg) é um homomorfismo de grupos, pois [M N] = [M] o [N]. Com isso

provaremos:

Proposicao 5.5. Para todo P,(Q) € Posy temos:

e UPQP < O < LHPAP.

Prova. Sejam aq,...,aq os autovalores da matriz [P_%]Q. Entao pelo

Teorema 5.3 temos:
logas| < d ([P~1]Q. 1) = d(P,Q).
Dai por definicao da semi-ordem em Posg, temos:

e P < [P2)Q < AP

Como a relagao de semi-ordem ¢é invariante pela acao, aplicando [P%] nas
desigualdades acima, obtemos:
e MPAPp < Q < PP, O

*Isto é, P < @ se, e somente se [M]P < [M]Q.
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5.3 Demonstracao do Teorema de Oseledets

Seja M um cociclo a esquerda satisfazendo as hipéteses do Teorema 5.2.
Definimos a func¢ao U : N x Q — Iso(Posy) associado ao cociclo a esquerda
M por U(n,w)(P) = [M(n,w)*]P. Verificamos abaixo que U é um cociclo a

direita:

Um+n,w)P =[M(m+n,w) |P=[Mn,w) M(@m, T"w)*"|P
= [M(n,w)"] o [M(m,T"w)"]P
=U(n,w) o U(m,T"w)(P).

Dizemos que U ¢é o cociclo associado ao cociclo a esquerda M. Antes de iniciar

a prova do Teorema de Oseledets, comecamos mostrando dois lemas.

Lema 5.6. A condi¢do de integrabilidade (5.1) para M implica a condi¢ao
momento finito (2.7) para U do Teorema de K-M.

Prova. Tomemos I € Posy e definimos a;(w),...,ar(w) os autovalores

contando as multiplicidades de U(1,w)I. Observe que:

k 3
d(I,U(1,w)I) = (Z(log ai(w))2>

=1

<\/—logmaX{HU (L,w)I]],||(U 1”}
< 9v/Flog max {|M(1,)], HM IH}
Na ultima desigualdade acima usamos |U(1,w)I|| = [|M(1,w)M(1,w)*]| <

| M(1,w)|*. Integrando em ambos lados da desigualdade acima, obtemos:
[ v ndn < 2VE [ togmax {31, ML)} du < oc,
Q Q

que ¢ a condigao (2.7) do Teorema de K-M. O

O Lema 5.6 permite aplicar o Teorema de K-M 2.10 ao cociclo U, faremos
isso posteriormente na demonstragao do Teorema de Oseledets. Antes disso,

mostraremos um lema técnico:

Lema 5.7. Sejam P, () € Posy, tais que

lim Ld (PP, [M]Q™) =0, (5.4)

n—oo N
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para algum M € GLE(R). Entio P e Q sao conjugadas, em particular

possuem os mesmos autovalores contando as multiplicidades.

Uma interpretacio geométrica da equagio (5.4), é que P* e [M]Q?* (com

t € [0,00)) s@o raios geodésicos que se mantém sublinearmente préximas.

Prova. Como () é diagonalizdvel, existem R matriz ortogonal e D =
diag(ay,...,ax), com a; > ... > a; > 0, tais que Q = [R]D. Podemos
fatorar a matriz M R de forma tnica MR = SU, onde S é ortogonal e U ¢é
matriz triangular superior com entradas positivas na diagonal. Definimos a
matriz P := [S]D € Posy,. Temos:

d (152”, [M]QQ”) = d ([S|D*™, [MR]D*™) = d (I,[D""U|D>).

Usamos u;; para denotar as entradas de U. Notemos que cada entrada

da matriz [D™"U]D?" é:

Z (a;"uih) ai” (aj_”ujh) )

h>max(%,5)

Observe que h > max(7,j) implica que a;, < min(a;,a;) e isso mostra que

—n_2n

a; "a;*a;" < 1. Portanto cada entrada de [D~"U]D*" ¢é limitada:

Z (a; "um) ai” (a;”ujh) < krr}LaiX {um|}?

h>max(i.j)

Usando a equivaléncia das normas em My (R) temos d(I,[D~"U|D**) é

limitada independentemente de n € N. Portanto:

lim ~d (152”, [M]Q2”> = 0.

n—oo N,

Pela desigualdade triangular:

lim ~d (P, P < 1im Lo Q™) + tim d (P>, ()@ =0,

n—oo N, n—oo M n—oo N,

Como Posy tem curvatura nao-positiva:

d(P,P) < %d <P2", 132”> .

Tomando limite n — oo na equagdo acima, concluimos que d(P,P) = 0.

Portanto P = P, que é conjugada a Q.
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Prova do Teorema de Oseledets. Aplicando o Teorema de K-M 2.10 ao
cociclo de isometrias U aplicado no ponto Q = I € Posy:

Caso 1: nlg& %d([, Qn(w)) = 0 para quase todo w € Q.

Caso 2: Para quase todo w € €, existe uma geodésica P? com P(w) € Posy

tal que:
lim ~d(P", O, (w)) = 0. (5.5)

n—oo 1
Onde, em ambos casos acima, ), é a orbita de I pelo cociclo U. Essen-
cialmente, o Caso 1 é um caso particular da equagao acima com P = I,
por isso nao hé restricao demonstrar “apenas” para o Caso 2. Denotamos
d, = d(P?,Q,(w)), a equacao (5.5) fica:

1
lim —d, = 0. (5.6)
n—oo N
Sejam p; > ... > u; > 0 os autovalores distintos de P (que também

dependem continuamente de P) e definimos \; := log ;. Sejam Wy,..., W,
os autoespacos associados ao 1,..., p; respectivamente. Até agora apenas
sabemos (do Teorema K-M) que os \; sao fungoes mensurédveis de w. A partir
daqui provaremos que os \;’s sao constantes em quase todo ponto:

Seja w tal que existem as matrizes positivas P e () satisfazendo:

lim d (P, Q,(w))

n—oo

lim +d (Q*", Qn(w))

n—0o0

0
N (5.7)

Pela desigualdade triangular:

d(P, [M(1,0)"1Q™) <
d(PQRa Qn(w)) + d(Qn(w)> Qn+1(w)) + d(Qn—i—l(w)v [M<1’ w)*]Q2n) (58)

Por isometria, temos:

d (Qn(w)7 Qn-l—l(w)) =d (]’ Ql (Tn+1w)) (59)
d (Qni1(w), [M(1,w)*]Q*) = d (Qu(Tw), Q*") . (5.10)

Dividindo a equagao (5.8) por n e levando n — oo, pelas equagoes (5.7), (5.9),
(5.10) temos:

lim Ld(P?, [M(1,w)]Q™) = 0.

n—oo 1
Segue do Lema 5.7 que P e ) sao conjugadas. Portanto \;(w) = \;(Tw) num

subconjunto de medida total de €. Por ergodicidade de T, temos que \; é
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constante p-qtp em §2.
Agora vamos provar a segunda parte do teorema. Definimos V; :=
W,®--@®W eV, = {0}, Dado v € R¥ com v € V;,\V,;1, podemos

decompor v em:
UV = V5, + Z (%%
1>10
onde ig é tal que v, # 0 e v; € W; para cada ¢ € {ig,...,l}. Para obter a

igualdade (5.2), provaremos a seguinte afirmagao:
1 1
Afirmacgao 5.8. lim —log || M (n,w)v| = lim —log||P"v| para todo v € R¥.
n—oo N, n—oo 1
Prova da Afirmacao 5.8. Usando a Proposicao 5.5, temos:
e—an2n S Qn S ean2n
Mas @, = [M(n,w)*](I), as desigualdades acima implicam:

d”( ,v) < {[M(n,w)"](Tv,v) < e™(P*v,0)
~dn ((P*)"PMy,v) < (M(n,w)*M(n,w)v,v) < e ((P*)"P"v,v)
dn (P, P"0) < (M(n,w)v, M(n,w)v) < e (P, P"v)

— T v|| < ||M(n,w)v

v
Tomando logaritmo nas desigualdades acima, obtemos:

d,, dn
-5+ log [|P™"v|| < log || M (n,w)v] < 5+ log || P"v||.

Dividindo as desigualdades acima por n e fazendo n — oo, temos pela equacao
(5.6):
1 1
lim —log||P™v| = lim — log ||M(n,w)v]|. O
n—oo N, n—oo N,

Voltamos a prova do Teorema de Oseledets. Usando a Afirmacao 5.8,

temos:
lim — log ||M(n w) H = lim —log HP (UZO +Zz>zo )H
= lim — log Huzovm + Zz>zo 1 vz”
e o]
‘ Vi + Zl>7«0 <H10> Vi

n—oe o]
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Na tultima linha, usamos lim <%>n = (. Portanto provamos que para quase
todo w € 2, existem Al(Z)YO; O> N(w) e subespagos RF = Vj(w) D ... D
Vi(w) D Vg1 (w) = {0} satisfazendo a equagao (5.2).

Finalmente, \;(Tw) = \;(w) segue do Corolario 2.12 e Lema 5.7. Isso

conclui a prova do teorema. O

Outra consequéncia da demonstracao do Teorema de Oseledets é que o
drift A do cociclo U é a “média” dos exponentes de Lyapunov no seguinte

sentido:

Proposicao 5.9. Sejam M : N x Q — GLi(R) cociclo a esquerda e U
definida por U(n,w)P = [M(n,w)*|P ao cociclo associado a M. Entdo

temos a sequinte relagao:

l >
A=2 > (dimV; — dim Vig)A?|

=1

onde A € o drift deU, Ay, ..., \ sao os exponentes de Lyapunov associados
a M e Vy,....Vi.1 € a bandeira de subespagcos como no Teorema de
Oseledets.

Prova. Sejam v;’s sao os autovalores da matriz P contando com multiplici-

dades. A equagao (5.5) e a férmula da distancia (5.3) implicam que:

n—oo N n—oo 1 1
1=

k 2

k 3
RRT 1 2 2
— nh—{goﬁ [471 El (log 1) ]

2

Y

l
=2 [Z(dim Vi — dim V1)

=1

que é a férmula desejada. m

5.4 Exemplo de aplicagao do Teorema de Oseledets

No Capitulo 4 estudamos um cociclo das transformacgoes de Mobius no
disco hiperbdlico. Agora iremos mostrar uma nova interpretacao usando o
Teorema de Oseledets. Ao mesmo tempo, veremos que neste exemplo os

expoentes de Lyapunov serao dois valores distintos, e uma consequéncia é que
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o drift A do cociclo no disco é positivo para todo [ € (0, %) generalizando a
Proposigao 4.4. Primeiro, formalizaremos a interpretagao:

Definimos o conjunto:
SPosy :={P € Posy | det P =1}.

SPos, é uma subvariedade totalmente geodésica de Posy. De fato, da-
dos matrizes quaisquer P,Q) € SPoss, o segmento geodésico definido por
[P2](P~2QP~2) para t € [0,1] conecta as matrizes e além disso estd con-
tido em SPoss.

A transformagao de Mobius 7 associada a matriz

1 (i 1
v\ -1

leva o disco D no semi-plano superior H := {z + iy € C|z,y € R, y > 0}.
Além disso, T é difeomorfismo e conforme, portanto induz uma métrica no H
de modo que T é isometria.

Sejam Ji, Jo : H — H dadas por J, := TLT 'e J, := TLT ' Uma

conta simples mostra que as isometrias Ji, Jo sao associadas aos matrizes:
M, = RDR™' e M, = D,

onde D é matriz diagonal e R é matriz “rotacao anti-horaria de 45 graus”

descritas abaixo:

R Nk 0 L1 -1
D_1—l2< 0 (1+z)2>’ R_\/i<1 1)'

Note que as matrizes M; e My estao em SPoss. Os seguintes vetores unitarios

formam uma base de T Pos,:

1 {01 . 1 {1 0
e = — , €y = — .
el oo T2\ o -1

Definimos as geodésicas de velocidade unitérias a(t) := e’ e B(t) = e'*.
Uma conta direta mostra que J; preserva a geodésica a transladando-o por
uma distancia de 4v/2tanh™'l. Analogamente, J, preserva a geodésica B
transladando-o por uma distancia de 4v/2tanh™ /. Definimos também M =

MfleM4::M2_1.
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Definimos o cociclo & esquerda M : N x {1,2,3,4}N — SL,(R)" por:

M(0,w) =1,
M(n,w) :Mwn71-~]\;fwo, n > 1.

A agado de GLy(R) sobre Posy(R) induz naturalmente uma agao de
SLy(R) sobre o SPosy(R). Como consequéncia do Teorema de K-M, para
quase todo w € Q existe uma matriz P(w) € SPosy(R) tal que det P = e*e*
(A1 e Ay sdo os expoentes de Lyapunov), donde obtemos \; + Ay = 0.

Os dois fatos anteriores mostram que os expoentes de Lyapunov do cociclo
a esquerda M sdo {\, —A} com A # 0. Sejam U o cociclo associado ao M e A

o drift de U, pela Proposicao 5.9 temos:
A=2(A2+2\2)? =22\ (5.11)

Em particular, temos A > 0.
Agora, seja ¢ a métrica traco definida na Secdao 5.2. Iremos verificar
que (SPoss, g) e (D, g) sao “isométricas a menos de um multiplo” no seguinte

sentido:

Proposicao 5.10. Definimos uma nova métrica go em D:

o 2(u,v)
Bttt = (e

Dadosp € D, P € SPosy, v € T,D eV € TpSPosy. Eziste uma isometria
F :D — SPosy, com F(p) = P, dF,(v) = dFp(V).

Prova. Uma conta direta mostra que curvatura de (D, g2) é —2 e sabemos
que D é simplesmente conexo.

Como SPosy é uma subvariedade totalmente geodésica de Poss, a
conexao Riemanniana em SPos, é a mesma de Poss, em particular os tensores
de curvatura sdo iguais. A curvaturat de SPos; em I é dada por (cf. [Lang,
p.338, Teo.3.9)):

(R(eq,e2)er, )1 _ ([le1, ea], 1], €2)1 —_—

ler A ea] ler A ea]

Além disso, como o grupo de isometrias é transitivo sobre SPoss, este tem
a curvatura constante. Um teorema cldssico de geometria Riemanniana (cf.

[do Carmo, p.163]) mostra que SPosy é isométrica a (D, go). O

TSLy(R) :={M € GLy(R) | det M =1}
tAs definicdes da curvatura em [Lang] e [do Carmo] diferem por um sinal.
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Como os vetores e; e ey sao ortogonais, na Proposi¢ao 5.10 podemos
fazer F'(0) := 1, dFy((1,0)) = ey e dFy((0,1)) = e. Com essa defini¢ao temos:
F(a(\/ii)) = aft) e F(,@(\%)) = B(t). Seja u o cociclo sobre D definido no
Capitulo 4, o drift de w na nova métrica g, passa a ser: A, = /24, onde A é
o drift de u na métrica g.

Como a distancia transladada de J; é 4v/2tanh™!] que é dois vezes
2v/2tanh™'l, que é a distancia transladada de I; na métrica ¢, temos

A =24, = 2¢/2A. Pela equacio (5.11) concluimos que:

Proposicao 5.11. Seja u o cociclo definido como no Capitulo 4 e seja A
o seu drift. Entao:
A=\

Vimos no Capitulo 4 que A > 0 quando [ > /2 — 1, portanto vale A > 0 nesse
caso. De fato vale A > 0 para todo [ > 0, como consequéncia do Teorema de

Furstenberg®. Cujo o enunciado é:

Teorema 5.12. Consideremos Q = {1,...,I1}Y, u a medida de Bernoulli
com pesos pi,...,p positivos e > p; = 1. Sejam My, ..., M; € SL(2,R)
fizxados.
Seja M : N x Q — SLy(R) um cociclo a esquerda definido por:
M(n,w) := M,

Wno1 .

M,

0

Supondo que:
1. O grupo gerado por {Mj, ..., M;} é nao-compacto.

2. Nao existe um conjunto L C P!, com nimero de elementos #L igual
al ou2 tal que M;(L) = L para todo i € {1,...,1}.

Entdao o exponente de Lyapunov superior de M € positivo.

No nosso caso, definimos G := Grupo gerado por M, e M. Logo:
1. G é ndo-compacto, pois { M }nen é uma sequéncia ilimitada em G,
2. Para cada i € {1,2}, seja L; tal que MZ(LZ) = L,. Entao L, C
{R(1,1),R(1,—-1)} e Ly € {R(1,0),R(0,1)}. Logo L; N Ly = 0, isto
é: nenhuma direcao é fixada pelas ambas matrizes ao mesmo tempo.
Pelo Teorema de Furstenberg aplicado ao M, obtemos que A > 0. Isso

generaliza o resultado da Proposicao 4.4, que provamos no capitulo anterior
para o caso [ > /2 — 1.

SCf. [Furstenberg, 1963]
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6. Preliminares Geométricos

Este capitulo é dividido em duas segoes de topicos independententes
que servem de auxilio para outros capitulos. A primeira é um Lema que
usaremos na demonstracao do Teorema de K-M. A segunda é dedicada a
verificar que uma variedade Riemanniana de curvatura nao-positiva, completa
e simplesmente conexa é uniformemente convexa e satisfaz a condicao de

curvatura nao-positiva de Busemann.

6.1 Um Lema Geométrico

O seguinte lema diz que, em um espaco uniformemente convexo, se um

triangulo com vértices x, y e z é tal que:
d(y, z) +d(z, z) ~ d(y, z)

(a desigualdade triangular esta perto de ser uma igualdade), entao o vértice z

estd proximo do segmento yz (cf. Fig. 6.1).

Lema 6.1. Seja (Y, d) um espago métrico uniformemente convexo. Sejam
x,y,z €Y, supondo que d(y, z) > d(y,x) e assumimos que existe 0 € [0, 1]
tal que:

d(y,z) +d(x, 2) < d(y, z) + dd(z,y)

Seja & o ponto sobre a geodésica Yz tal que d(y,T) = d(y,x). Entao existe
uma fungao h : [0,1] — [0,2] (que nao depende de x ey) com 1513(1) h(s) =0
tal que:

d(z,z) < h(d)d(y, x).

I

Yy T

Figura 6.1: Observe que o segmento geodésico de x ao T é pequeno.
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Prova. Seja w ponto médio entre = e Z. Pela convexidade uniforme:
d(w, z) < max{d(z, z),d(z,2)} = d(z, z).

Por hipétese do lema, d(x,z) < d(y,z) — d(y,z) + dd(x,y) e usando a

desigualdade acima temos:

Por definigao, d(z, z) = d(y, z) —d(y, x), a desigualdade acima e a desigualdade

triangular implicam:

Usando a Definicago 2.3 de convexidade uniforme, com R :=

max{d(y,z),d(y,2)} = d(y, z), da desigualdade obtemos:

_5< d(y}%w) <y (d(;f;))

_ d(x,x
=g '(1-9) > (QR)

= 29 ' (1 = 8)d(y,z) =29 ' (1 - 6R > d(z, 7).

Definimos h(s) := 2¢g7'(1 — s), segue da definicao de g que h é crescente e
lim h(s) = 0. L
s—0

6.2 Variedades de Curvatura Seccional Nao-positiva

Ao longo da se¢ao consideremos Y uma variedade Riemanniana completa,

simplesmente conexa e com curvaturas seccionais nao-positivas.

Proposicao 6.2. A variedade Y € uniformemente convexa e possui a

curvatura nao-positiva no sentido de Busemann.

Observacgao. A Proposigao 6.2 pode ser generalizada para os espagos CAT(0).
A ideia da demonstragao de convexidade uniforme para os espagos CAT(0)
pode ser encontrada na prova dessa proposicao; A propriedade de Busemann
NPC segue imediatamente da definigao de CAT(0).

Para mostrar a proposicao 6.2 acima usaremos Teorema de Hadamard,
Campo de Jacobi e uma consequéncia do Teorema de Comparacao de Rauch

(cf. [do Carmo, p.218)]), os quais enunciaremos abaixo:
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Teorema 6.3 (Hadamard). Para todoy € Y, a aplicag¢ao exp, : 1Y =Y

¢ difeomorfismo.

Lembramos que um campo vetorial J ao longo de uma geodésica v :

[0,b] = Y é dito campo de Jacobi se este satisfaz a equacdo de Jacobi:
J"+ R, J)Y =0, (6.1)

onde R é o tensor curvatura (cf. [do Carmo, p.89]).
E por ltimo, o corolario que segue do Teorema de Hadamard e Rauch é o

seguinte:

Corolario 6.4 (do Teorema de Rauch?). Sejam Y1 e Y, wariedades
Riemannianas completas, simplesmente conexas com curvaturas seccionais
K, e Ky tais que:

K, < K, <0.

Consideremos o0s triangulos Ax1y1z1 em Y, e Axgyszo em Yo tais que

d(z1,21) = d(29,x2), d(21,y1) = d(22,Y2) € Lx12191 = Lxazoys. Entao:

d(z1,y1) > d(xa,y2).

?0 Teorema de Toponogov generaliza este corolario

Agora comegamos a prova da Proposigao 6.2.

Prova de convexidade uniforme. Sejam x,y, z vértices de um triangulo

em Y. Construimos os triangulos Fuclidianos de vértices zZ,m,T e Z,m,y

respectivamente, de modo que:

d(Z,m) = d(z, may),
LZMT = Lamgyx, e LEZmy = Lzmygyy,
(G ) = d(F ) = d(w, 7).

Pelo Corolario 6.4 temos
R :=max {d(%,%),d(%,7)} <max{d(z,z),d(z,y)} = R.
Portanto pela equagao (2.2) temos:

(d(z,may))? = (d(z,m))° < B? — (d(7, 7))
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Lembrando que d(z,2) < R e d(x,myy,) = d(g’y), dividimos a desigualdade

acima por R?, segue que:

para g(t) :== (1 — tQ)%. O

Prova de curvatura nao-positiva. Sejam z,y,z € Y trés pontos nao-
colineares. Consideremos a variacao de geodésicas f : [0,1] x [0,1] — Y de
modo que para cada s € [0, 1] fixo, a curva v,(t) := f(s,t) é geodésica com o
de z a0 z e 71 de z ao y. Além disso, também colocamos a condic¢ao f(s,0) = z

para todo s € [0,1] e f(s,1) é a geodésica de x ao y.

of
Js

da geodésica s com J4(0) = 0. A nao-colinearidade implica J.(0) # 0 para

Segue da defini¢ao que Ji(t) := 2L (s,t) é um campo de Jacobi ao longo

todo s € [0, 1]. Notemos que f(s, ) ¢ uma curva de m,, ao my,, logo condigao
at2||=]( )| > 0 implica:

1! 1
dmzemy) < [ 3)as < 5 [ 1001 ds = o),

que é a condicao de nao-positividade de Busemann. Portanto é suficiente que
at2 117, = 0. Como a prova ¢ andloga para todo s € [0, 1], faremos essa

verificagao apenas para J(t) := Jy(t):

aﬁu | = (<J,J>*%<J',J>)
< D2 (PP = (7 D2+ (1 D))
2 <J7 J>7 (0_<R(707 )707 >HJ||)

Njw

onde na ultima desigualdade usamos a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a
Equagao de Jacobi (6.1). Como a curvatura seccional é nao-positiva entao

(R(76, J)vh, J) <0 e portanto a desigualdade acima implica: g—;HJH >0. O
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7. Propriedades de Cociclos Subaditivos

Este é um capitulo preparatério para a demonstracao do Teorema K-M.
Vamos provar o “Lema de Pliss Ergddico”, devido a K-M, que é o ingredi-
ente mais importante na prova do Teorema K-M e possui outras aplicacoes
interessantes [Karlsson e Ledrappier, 2008]. Na segunda metade do capitulo,
provaremos o Teorema de Kingman.

Este capitulo é a parte mais técnica da demonstracao do Teorema de
K-M, dependendo da preferéncia do leitor, pode-se optar por ler a prova
do Teorema K-M no Capitulo 8 primeiro. Também referimos a tabela da
pagina 11, para auxiliar na compreensao da relacao entre os resultados que

apresentados ao longo do texto.

7.1 Lema de Pliss Ergddico e algumas propriedades

A proposicao abaixo, obtida por K-M, é uma versao ergddica do Lema

de Pliss (cf. [Mané, p.356]) sobre sequéncias:

Proposicao 7.1 (Lema de Pliss Ergddico). Seja T : Q@ — Q ergddica € ay,

um cociclo subaditivo no sistema dinamico (Q, A, 1; T') satisfazendo:

/a+(1,w)d,u < 00.”
Q

Defina:
1
A= lim — [ a(n,w)dpu.

n—oo 1 Q

Se A > —oo, entao para quase todo w € €1, e para todo € > 0 existem

K(w,€) € N e uma sequéncia crescente {n;}ieny — 00 tais que:

a(ng,w) —a(n; —k, TFw) > (A— )k Vk €N tal que K <k <n;. (7.1)

“Definimos a*(1,w) := max(a; (w),0)

Em outras palavras, seja:

Ee::{wEQ

existem K (w) e infinitos n tais que, para todo k, K <k <n
a(ng,w) —a(n; — k, T*w) > (A — )k 7
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a(n; — k, T"w) K =10

Figura 7.1: Observe que a reta de inclinagao (A — €) passando por ponto (n;, a(n; —
k, Tkw)), atinge o “horizonte” dada pela reta vertical n;—k = 0, se os ultimos K = 10
pontos fossem ignorados.

e seja:

E::ﬂEe.

>0
Entao u(E) = 1.

O significado do Lema de Pliss pode ser melhor entendido observando a
Figura 7.1. Fixado ¢, existe um K € N satisfazendo as seguintes propriedades.
Para cada n; olhamos o grafico de a(n; — k, T*w) como uma funcao de n; — k.
Notemos que se n; satisfaz a equagao (7.1) entao o respectivo grafico associado
estd abaixo da reta de inclinagao (A—e¢) passando pelo ponto (n;, a(n;, w)), com
a excegao talvez dos dltimos K pontos (i.e. {n;—(K—1),n;—(K—2),...,n;}).

Para mostrar o Lema de Pliss precisamos de diversas ferramentas. Co-

mecaremos mostrando:

Lema 7.2 (F.Riesz). Seja co,c1, ..., c, uma sequéncia finita de nimeros

reais. Dizemos que ¢, € um lider® se:
min{cy, ¢y + Cyt1y -y Cy + ... + ¢} <O.

Entao a soma dos lideres é nao-negativa, ou seja:

Z cy, < 0.

cy € lider

(Se o conjunto de lideres é vazio, o somatdrio acima € 0).

?Alguns autores definem o lider satisfazendo a desigualdade com sinal trocado (i.e.
> 0). Nesse caso, a conclusao do Lema de Riesz também difere por um sinal (i.e. > 0).
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Prova. Usamos inducao sobre n. Para n = 0 é trivial, pois o tinico elemento
co ¢ lider se e somente se ¢y < 0. Agora consideremos n > 1 e supondo que
vale a desigualdade para todos os naturais menores que n, vamos mostrar que
vale para n.

Caso 1: Se ¢y nao é lider entao todos os lideres sao lideres da subsequéncia
C1,...,c, de n — 1 elementos, dai vale o resultado.

Caso 2: Se ¢ ¢ lider, escolhemos k o menor inteiro tal que:
co+...+c <0. (7.2)

Afirmamos que cy, . .., ¢ sao lideres também. Suponhamos, por absurdo, que

algum desses ¢; nao ¢é lider, logo:
G+ ...+c >0, (7.3)
daf por (7.2) e (7.3) temos:
o+t < —(+--+c) <0,

contradizendo a hipdtese que k£ é menor inteiro satisfazendo (7.2). Portanto

temos

lideres da sequéncia lideres da sequéncia
E 4 :(co—l—...—i—ck)—i—§ a .
{co,...,cn} ,Cn }

lideres da sequéncia
<0

{Chit1,--,Cn}
por hipotese de indugao, pela desigualdade acima o lema esta provado. O

Como (co+...+¢x) <0 (por escolha de k) e Z (

7.2 Lema de Pliss Versao Fraca

O lema que apresentaremos a seguir, em contraste com o Lema de Pliss,
exigimos que 7' seja apenas uma transformacao preservando a medida, nao

precisamos da ergodicidade.

Lema 7.3. Seja T : Q0 — € preservando a medida p, e sejam a, e A

definidas como na Proposicao 7.1. Supondo que A > 0, entdo o conjunto:

E’::{wEQ

tem medida positiva, i.e. u(E) > 0.

3 infinitos n tais que, Vk com 0 <k <n
a(n,w) —a(n —k, TFw) > 0
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Prova. Usamos a notagao a, := /a(n,w)du ao longo da demonstracgao.
Q
Para cada ¢ € N, definimos o conjunto:

Wi i={weQ|a(i,w) —a(i — k, T*w) < 0 para algum & tal que 0 < k < i}.
Segue da definigao acima que:

E = {w € Q| existem infinitos i’s tais que w € W¢}.
Definimos:

Bn::{wEQ|n2fn(w)>3ai+n},

1
n

onde f, = E Xwe e aj = / at(1,w)du, com Xye a fungao caracteristica do
— Q

conjunto W7. Note que:

T
1

BnCCn::{wEQ

a quantidade de i’s tais que w € W/ é maior que 3—n z} ,
a

ainda temos C,,,, C C,, para todon € N e:

ED ﬂ Ch. (7.4)

Mostraremos existem 6 > 0 e N > 0 tais que u(B,) > ¢ para todo n > N.

Isso junto com a relacao acima (7.4) garantem que pu(E) > 0.

Afirmacao 7.4. Existe N > 0 tal que para todo n > N

A
/ at(l,w)du > 3

Prova da Afirmacao 7.4. Observe que

i;/_CaJr(lvw)dMI/QJ"}L(w)aJr

fn(w)a+(1,w)du+ fo(w)at (1, w)dp
By,
A
< n/ (1,w d,u—i——n/ at(l,w)dp
Bn ™

3a;

A
gn/a (1,w)dp + —n.
B 3
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Dividindo por n, temos:

1 & A
(1L, w)du > = (1, w)du — =. 7.5
/Bna(,w)u_njz%/jca(,w)u . (75)

Para provar a afirmacgao, é suficiente mostrar que o primeiro termo a direita
da desigualdade (7.5) satisfaz:

- 24
Z/ at(l,w)dp > <5 (7.6)
Jj=0 J
Definimos:
bi(w) == a(i,w) —a(i —1,Tw).

Usando a subaditividade temos:
at(l,w) > a(l,w) > bi(w),

Dali: N .
Z/GWMWZZ/@MW
i=1 B i=1 £

Por outro lado, a partir da definicao temos:
on= [ alnw)du =Y [ biwdn

:é{/w bi(w)du+/vwbi(w)du}

— a, —f;/w bs(w)dpt = f;/ bi(w)d. (7.7)

Como lim % = A > 0, existe N tal que:

n—oo

2A
Gn > —=n, para todo n > N. (7.8)
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Observe que o segundo termo a esquerda da equagao (7.7) é igual a:

Z/ w)dp = Z/ bp_(w)dp, onde k :=n —i,
/Z n—k(W )dﬂ

k=0
~[ ¥ b (79)
0<k<n
TkwEWn k
Para cada w € Q e k, 0 < k < n, definimos a sequéncia ¢, = b,_,(T*w).

Observe que se T*w € W,,_;, entao:

b k(T*w) + .. 4 by j(T7w) = a(n — k, T"w) —a(n — 1 — 5, TV 'w) < 0,
para algum j, com k£ < 7 < n.
—cp+...+¢ <0, paraalgum j, com k < j <n.

= min{cg, ¢k + Chi1,. .-, Ck + -+ ) <O,

isso é, ¢ é lider. Aplicamos o Lema de Riesz 7.2 para a sequéncia {c, }:

Z bn,k(Tkw) = Z CL § 0.

0<k<n ¢y, € lider
Tkwe Wk

A equagao acima junto com (7.9) mostram que:

Z / w)dp < 0. (7.10)
Usando a desigualdade acima e (7.8) na equagao (7.7), provamos:
2A
Z/ du>?n para todo n > N.

Pelo argumento inicial vale (7.6), e portanto vale (7.5), isso conclui a prova da

afirmacao. O

Afirmagao 7.5. Existe 6 > 0 tal que se B C 2 € um conjunto com pu(B) < 0

/ at(l,w)du < é
B 3

entao:
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Prova da Afirmacao 7.5. Suponhamos por absurdo que existem conjuntos

Sy, tais que lim p(S,) =0 e:
n—oo

/ a™(1,w)dp >

Mas 0 < X, (w)a™(1,w) < a™(1l,w) / (1I,w)dp < oo, pelo Teorema da
a*(1,w

o

Convergéncia Dominada para Xg, (w)

lim [ a(1,w)du = / lim X, (w)at (1, w)du = 0,
n—oo S'VL 0 n—oo
contradizendo a hipdtese. O

Com base em duas afirmagoes concluimos que existem 6 > 0e N > 0
tais que pu(B,) > 0 para todo n > N, e o lema segue do argumento no inicio

da demonstracao. O]

7.3 Prova do Lema de Pliss Ergddico

Prova da Proposicao 7.1. Seja ¢ > 0, definimos o cociclo:
c(n,w) :=a(n,w) — (A —e)n.

Notemos que:

1. ¢ é subaditivo. De fato:

c(n+m,w) =a(n+m,w) — (A —e¢)(n+m)
< a(n, T"w) — (A — €)n] + [a(m,w) — (A — €)m]
<c(n, T"w) + c¢(m,w).

~ 1
2. A:= lim — [ ¢(n,w)du =€ > 0. De fato:

n—oo N Jq

flzhml a(nw)dp —(A—e)=A—(A—¢€) =e.

3. ¢(n,w) —c(n — k, T*w) > 0 <= a(n,w) — a(n — k, T*w) > (A — €)k.

Aplicando o Lema de Pliss Fraco 7.3 ao cociclo ¢(n,w), concluimos que

u(Ee) > 0.

Afirmacao 7.6. Sejam | € N eé € R com 0 < € < €. Entio T'E; C E..
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Prova da Afirmagdo 7.6. Sejaw € E; e tomando a sequéncia {7, },.y — 00
tal que:

a(fg, w) — a(n; — k, TFw) > (A — Ok, Vi € [K, 7).
Seja n; := n; — l. Podemos supor que n; > 0 descartando alguns elementos da
sequéncia. Tomando K(w, €) := max {f((u}, €), M} Entao para todo

k € [K,n;] temos:

a(n, T'w) —a(n—k,T""w) > a(f,w) —a (7 — (k+1), T""w) —a(l,w)

>(A—-¢€)(k+1)—a(l,w)
> (A—¢)k.
Isto prova que T'w € E., demonstrando a afirmacao. O
Definimos o conjunto:
F.:=(T"E..

1>0

Observe que F, C (]T_lE6 = T7'F., como T preserva a medida, temos que
1>1
F. é um conjunto invariante mod 0, portanto p(F.) = 1. Usando a definigao

de F, temos p(E.) =1 para todo € > 0. Como E: C E, quando € < € temos:

E = ﬂ E. tem medida 1. O

e>0

7.4 Preparatorios para a demonstracao do Teorema de Kingman

Proposicao 7.7. Seja a um cociclo subaditivo. Entao para todo M € N*

e quase todo w € €} temos:
li L (n,w) =1i L (nM,w)
imsup —a(n,w) = limsup —a(nM, w),

o] |
hggg)lf Ea(n, w) = hrrglorolf n—Ma(nM, w).

O lema abaixo normalmente é obtido como consequéncia do Teorema
de Birkhoff 1.2. Seguindo [Avila e Bochi, 2009], apresentaremos uma prova
do lema que nao faz uso deste teorema. O interesse disso é obter uma prova

do Teorema de Kingman (assim como a prova do Lema de Pliss ergédico)
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independe do Teorema de Birkhoff. Em particular, reobteremos Birkhoff como

corolério.

Lema 7.8. Seja f: Q — R uma funcgao integravel. Entao:

lim —f(an)

n—oo n

=0, para quase todo w € §).

Prova do Lema 7.8. Dado € > 0, temos que provar:

m U [|f o T > en}, tem medida nula.

neN k>n

Usando a invariancia da medida em relagao a 7"

D ullfoTr| = en] => p[lfl <en] = ZZ“{ ’f|<k+1]

n=1 n=1 k=n

[
8

o
=

+
L

IA
=
=

L,

=

A

&

ol

=1

Aplicando o Teorema de Borel-Cantelli, temos:

u(ﬂ U[foTkzen]>:0. O

neN k>n
Prova da Proposi¢cao 7.7. Inicialmente fixamos M. Dado n € N, pelo
algoritmo da divisao Euclidiana:
n=q,M+r, = (¢g.+1)M—s,, para algum g¢,,r,,s, € Ncom 0 <r,,s, < M.
Pela subaditividade, temos:

a((gn + 1M, w) — a(s,, T"w) < a(n,w) < a(g.M,w) + a(r,, T"Mw),
(7.11)

dividindo por n e como (g, + 1)M < n, a desigualdade a esquerda de (7.11)

implica:

1 1 1
— > _— n 1 M, - n,Tn
na(n,w) > na((q +1)M,w) na(s w)

v

ma((qn +1)M,w) — %a(sn,T"w). (7.12)
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Analogamente, como ¢, M > n, pela desigualdade a direita de (7.11):

1 1 1
— < —a(g.M —a(r,, T"M
na(n, w) < na(q ,w) + na(r w)

1
<
M

1
a(g.M,w) + Ea(rn,Tq"Mw). (7.13)

Tomando limite inferior na desigualdade (7.12) acima, levando em conta que

0 < s, < M para todo n € N e aplicando o Lema 7.8:
li 'f1 > lim inf M li L As
minf - a(n,w) > minf = ra(g + )M ,w) ~lmsup - a(s, ')

= lim inf an + 1) M, w)

1
n—co (gn + 1)Ma((

= liggf n—Ma(nM, w).

Analogamente, tomando limite superior (7.13), e aplicando o Lema 7.8:

1 1
limsup —a(n,w) < limsup a(g,M,w) + lim sup —a(r,, T w)

n—oo T n—oo {n n—oo 1

a(gnM,w)

= lim sup
n—0o0 Qn

1
= limsup —a(nM,w).
n—oo N

Isso conclui a prova da proposicao. O]

O lema a seguir é um corolario do Lema de Pliss Ergddico, note que a

segunda parte do Lema nada mais é do que o Teorema de Birkhoff 1.2:

Lema 7.9. Sob as hipdteses da Proposicao 7.1, se A > —oo temos:

a(n,w
lim inf (n,w) > A, para quase todo w € Q.
n—oo n

Em particular, se a(n,w) for aditivo entao:

lim A7)

n—00 n

= A, para quase todo w € ).

Prova. Dado € > 0, aplicando a Proposicao 7.1, para quase todo w €

existem K e uma sequéncia {n; ey — 00:

a(ng,w) — a(n; — k, T"w) > (A — €)k,
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para todo K < k < n;. Escolhendo k& = n; obtemos:

a(n;,w) > (A — e)n;

— liminf a(n, w)

n—o0 n

> (A—ce).

Considerando uma sequéncia de {€, },en tendendo a 0, concluimos:

~—

a(n,w

lim inf > A, para quase todo w € €.
n—oo n

Caso a(n,w) for aditivo, entao —a(n,w) é subaditivo, pelos mesmos argumentos

temos:
.. a(n,w)
liminf | — > —A, para quase todo w € €2,
n—oo n
, a(n,w)
= limsup <A, para quase todo w € €,
n—oo n
com isso mostramos a segunda parte da afirmacao. O

7.5 Prova do Teorema de Kingman

Teorema 7.10 (Kingman). Seja a um cociclo subaditivo. Supondo que T

¢ ergodico e A > —oo. Entao existe:

lim —a(n,w) = A, para quase todo w € ).
n—oo 1

Prova. Pelo Lema 7.9, a prova se reduz em mostrar que dado qualquer € > 0,

temos:

a(n,w
— lim inf (n,w) <'¢, para quase todo w € .
n—00 n

lim sup
n—oo

a(n,w)
n
Usando a Proposigao 2.8, existe M (¢) € N tal que:

1
JR— <
M/Qa(M,w)du A+e

com isso definimos:

a(M, T“%)) : (7.14)
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Afirmagao 7.11. A aplica¢io a™(n,w) é um cociclo subaditivo nao-positivo

(a™ < 0) com respeito a transformagao T™.

Prova da Afirma¢ao 7.11. A conta abaixo verifica a subaditividade de

aM:

MaM(n+m,w) = a((n +m)M,w) — ' a(M, T™w)

Usando a subaditividade do cociclo a:

—_

a(nM,w) <Y a(M, T™My),

i

I
o

concluimos que a (n,w) é nao-positivo. ]

Voltando a prova do Teorema, notemos que:

wa zw/ (nM,w)d Z; /1 M, T™w)dp

> 2 (4 + o)

Portanto o drift A do cociclo ™ satisfaz a seguinte desigualdade:

A:=lim = [ a™(n,w)dy > lim a% —(A+¢) = —e

n—oo N Jo n—oo 1

Usando o Lema 7.9 e a desigualdade acima:

1 ~
liminf —a" > A= —c 7.15
iminf —-a (n,w) > € (7.15)
n—1
Por outro lado, notemos que Z a(M, T"™w) é um cociclo aditivo, pelo
i=0

Lema 7.9 novamente, temos:

lim — E a(M TZM existe e é nimero real.
n—oo nM


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121510/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121510/CA

Capitulo 7. Propriedades de Cociclos Subaditivos 64

Agora usando a equagao acima, (7.15), a Proposigdo 7.7 e a propriedade de
aM <0:

Agora com a Proposi¢ao 7.7 (na primeira linha), a equagdo acima (na
segunda linha), a definicio de a™ (equagao (7.14) na terceira linha), a equagao

(7.15) e a propriedade de a™ < 0 (na tltima linha) obtemos:

1 1 1 1
hinj;ip aa(n, w) —ligr_l)irolf ﬁa(n, w) = h?j}ip n—Ma(nM, w)—ligglf n—Ma(nM, w)

)

n—1

n—1
. 1 iM : 1 M
= (%) + nh_)ngo Vi ZE:O a(M,T""w) — nh_}ngo 7 ;:0 a(M,T"" w)

1 1
= limsup —a™ (n,w) — liminf —a™ (n, w)

n—oo 1 n—oo 1

.1
< —liminf —a™(n,w) < e
n—oo M

Como € > 0 é arbitrario, concluimos a demonstracao. O
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8. Prova do Teorema

Neste capitulo provaremos o Teorema de K-M 2.10. Durante a demons-
tragdo usaremos somente a nogao de curvatura nao-positiva (Defini¢ao 2.5), o
Lema de Pliss Ergédico 7.1, o Teorema de Kingman 7.10 e o Lema Geométrico

6.1 (em cuja prova usamos a convexidade uniforme).

8.1 Escolhendo w com boas propriedades

Enunciamos novamente a segunda parte do Teorema 2.10:

Afirmacgao 8.1. Se A > 0, entdo para quase todo w € §) existe uma unica

geodésica de velocidade unitdria y(-,w) em Y, tal que v(0,w) =y e:

lim d(y(nA,w), yn(w))

n—oo n

=0.

Preparacgao. Definimos o cociclo subaditivo a(n,w) := d(y, y,). Escolhemos

a sequéncia {e; > 0};en satisfazendo as duas condigoes abaixo:

%, .
h( € ) <27 VieN (8.1)
lim ¢; =0,
1—00

onde h é a funcao do Lema Geométrico 6.1. As escolhas acima sao possiveis
pois liﬂngh(t) =0eA>0.

Fixamos w € €2 de modo que valem o Lema de Pliss Ergédico (Proposigao
7.1) e o Teorema de Kingman 7.10. Logo para qualquer ¢; > 0, existem

sequéncia crescente {m; ;}jeny — 00, constantes L; e L; tais que:

a(mi,j,w) — a(mi,j - ]{I,TkCU) Z (A — Gi)k, Vk, Lz S k S mi 4, (82)
(A—e)k <a(k,w) < (A+e)k, VEk L <k, (8.3)
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YUn,;
Y, (dk

Y Yk
Figura 8.1: Um esbogo dos pontos, aplicaremos o Lema 6.1 neste triangulo.

Definimos Kj := max{L;, L;}, e definimos a sequéncia {n;},.y colocando:

ng := min {m()’j | tal que myg; > max{K,, K1}, j € N},
n; 1= min {mi,j | tal que m; ; > max{K;, K;11,n;_1}, j € N}, Vie N*.

Note que as defini¢oes acima garantem:
JIE:. ni] = [Ko, 00). (8.4)
ieN

Com as escolhas e propriedades acima, estamos aptos a mostrar a existéncia

da geodésica 7. O]

8.2 Construgao da Sequéncia de Cauchy

Afirmacgao 8.2. Para cadan € N, seja vy, a geodésica com velocidade unitario

comecando de y e passando por y,. Entdo para cada t € RT fizo, a sequéncia

{Vn; (t) }ien € de Cauchy.

Prova. Somando a desigualdade (8.2) a desigualdade a direita de (8.3),

obtemos:

a(k,w) + (A — &)k < (A+ &)k + a(n, w) — a(n; — k, T*w)
— a(k,w) + a(n; — k, T*w) < a(ng,w) + 2¢k.

A propriedade de semi-contraciao implica que d(y, yn,) < a(n; — k, TFw). A
partir da defini¢ao de a, e da desigualdade a esquerda de (8.3), a desigualdade

acima fica:

262'
A— €;

Daqui em diante, passaremos a usar a notagao dy, := d(y, y ).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121510/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1121510/CA

Capitulo 8. Prova do Teorema 67

261‘

Pelo Lema Geométrico 6.1 (cf. Fig. 8.1) para §; := T

e a equagao

(8.1) concluimos que:
d(n, (dr), yi) < h(0;)dy, < 27"dy, para todo k, com K; <k <mn;. (8.5)

Tomemos ¢ suficientemente grande de modo que d,, > t. Tomando k = n; e

trocando 7 por ¢ 4+ 1 na desigualdade acima, temos:

Ad(Yns s (dny)s Vi (dy)) = Ay (dy) s Y) < 27004,

Como Y possui curvatura nao-positiva, vale a desigualdade (2.4), junto com a

desigualdade acima, obtemos:

(Vi (8), 1 (1)) < 2702,

Pela desigualdade triangular e inducao temos:

A(Yorig (8); i (8 Z “p <27 Wm e N (8.6)

Portanto {7, (t) }ien € uma sequéncia de Cauchy para cada ¢t € R fixo.
Como Y ¢é espaco métrico completo, a sequéncia {7y, (t)}jen com t €

[0,00) converge a uma curva 7 : [0,00) = Y. O

8.3 Existéncia da geodésica v com as propriedades do teorema

Afirmacao 8.3. v € uma geodésica de velocidade unitdria.

Prova da Afirmacao 8.3. De fato, dados s,t € R e € > 0 existe n; tais

i maxx {d(y(s), 7, (), (7 (0, 1, (D)} < 5 (8.7)
Portanto:
d((5), (1)) < d(¥(5)s i (5)) + d (Vi (5), 10, (1)) + d (Y, (5), (1))
§+]s—t|+— |s —t| +e.
Como ¢, s,t sio arbitrarios, temos |v(s) — v(t)] = |s — ¢| para todos s,t €
RT. ]

Afirmagiio 8.4. lim 20AK)v)
k—o0 k,

=0.
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v(Ak)

Tni (Ak)

Yy Yk

Figura 8.2: Um esbogo dos pontos e as geodésicas usadas na demonstracao.

Prova da Afirmacgao 8.4. Dado k € N, com k > K, pela propriedade (8.4)
existe © € N tal que K; < k < n;. Abaixo usamos a desigualdade triangular
na 1% desigualdade, (8.5) e (8.6) na 2% desigualdade, (8.3) na 3% desigualdade
obtendo:

d(v(Ak, yk)) < d(v(AK), yn, (AK)) + d(yn, (AK), Y, (di)) + dvn; (i), i)
< 27'Ak + |Ak — di| + 27"dy
<27'Ak + €k + 27 (A + €)k
< (27 A+ 2¢)k.

Os termos da conta acima estao desenhados na Figura 8.2. Portanto conclui-

mos que:

lim sup w < limsup(2~"*' A4 + 2¢;) = 0. (8.8)

k—o00 1—00
A unicidade da geodésica v segue de (2.4). Assim completamos a prova da

segunda parte do Teorema 2.10. [
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