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Resumo

Napoles  Alvarez,  Yunelsy; Sa  Earp, Ricardo. Superfi-
cies Minimas Completas e Limitadas em R®. Rio de Janeiro,
2015. 180p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

H& alguns anos temos visto um grande progresso na resolucao de pro-
blemas antigos na teoria das superficies minimas. Dentre esse problemas es-
tao as conjecturas de Calabi-Yau, que datam dos anos 60 do século passado.
A primeira delas afirmava que nao existiam superficies minimas completas
contidas em uma bola de R?, e a segunda que todas as superficies minimas
completas tinham uma projecao ilimitada em cada eixo. Neste trabalho pre-
tendemos revisar dois exemplos que mostram a falsidade da segunda conjec-
tura. O primeiro foi dado por L. P. Jorge e F. Xavier (1980), e o segundo por
H. Rosenberg e E. Toubiana (1987). A primeira conjectura também ¢ falsa. O
primeiro contraexemplo foi dado por N. Nadirashvili (1996) e também constitui
um contraexemplo da conjectura de Hadamard, que afirmava que nao existiam
superficies completas limitadas com curvatura Gaussiana negativa. O desen-
volvimento do artigo de Nadirashvili é o principal objetivo desta dissertacao.
A técnica usada nestes trés trabalhos é o uso da Representacdo de Enneper-

Weierstrass, combinada com aplicacoes adequadas do Teorema de Runge.

Palavras—chave

Imersao Minima Conforme; Imersao Completa; Conjecturas de Calabi-
Yau; Conjectura de Hadamard; Teorema de Runge; Representagao de Enneper-

Weierstrass.
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Abstract

Népoles Alvarez, Yunelsy; S4 Earp, Ricardo (Advisor). Complete
Bounded Minimal Surfaces in R3. Rio de Janeiro, 2015. 180p. MSc.
Dissertation — Departamento de Matemaética, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

During some years we have seen great progress in solving old problems
in minimal surfaces theory. Among these problems are the Calabi-Yau’s
conjectures, dating from the 60s of last century. The first one stated that there
were no complete minimal surfaces contained in a ball of R?, and the second one
that all complete minimal surface should have an unbounded projection in each
axes. In this work we pretend to review two examples that proof the falsity of
the second conjecture. The first one was given by L. P. Jorge e F. Xavier (1980)
and the second one by H. Rosenberg e E. Toubiana (1987). The first conjecture
is also false. The first counterexample was given by N. Nadirashvili (1996) and
it is also a counterexample to the conjecture of Hadamard, which stated that
there were no complete bounded surfaces with negative Gaussian curvature.
Development of Nadirashvilli’s article is the main objective of this dissertation.
The technique used in these three works is the use of the Enneper-Weierstrass

Representation, combined with appropriate applications of Runge’s theorem.

Keywords

Minimal Conformal Immersion; Complete Immersion; Calabi-Yau
Conjectures; Hadamard Conjecture; Runge Theorem; Enneper-Weierstrass

Representation.
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Resumen

Népoles Alvarez, Yunelsy; Sa Earp, Ricardo (Tutor). Superficies Mi-
nimales Completas e Acotadas en R>. Rio de Janeiro, 2015. 180p.
Tesis de Maestria — Departamento de Matematica, Pontificia Universi-
dade Catolica do Rio de Janeiro.

Desde hace algunos afios hemos visto un gran progreso en la solucién
de problemas antiguos en la teoria de las superficies minimales. Dentro de
esos problemas estan las conjeturas de Calabi-Yau, que datan de los afios
60 del siglo pasado. La primera de ellas afirmaba que no existian superficies
minimales completas contenidas en una bola de R?, y la segunda que todas
las superficies minimales completas deberian tener una proyeccién no acotada
en cada eje. En este trabajo pretendemos revisar dos ejemplos que muestran
la falsedad de la segunda conjetura. El primero fue dado por L. P. Jorge y
F. Xavier (1980), y el segundo por H. Rosenberg y E. Toubiana (1987). La
primera conjetura también es falsa. El primer contraejemplo fue dado por N.
Nadirashvili (1996) y también constituye un contraejemplo de la conjetura
de Hadamard, que afirmaba que no existian superficies completas acotadas
con curvatura Gaussiana negativa. El desarrollo del articulo de Nadirashvili
es el principal objetivo de esta disertacion. La ténica utilizada en estos tres
trabajos es el uso de la Representaciéon de Enneper-Weierstrass, combinada

con aplicaciones adecuadas de el Teorema de Runge.

Palabras claves

Inmersion Minimal Conforme; Inmersion Completa; Conjeturas de
Calabi-Yau; Conjetura de Hadamard; Teorema de Runge; Representacion de

Enneper-Weierstrass.
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Deus € o Geometra Onipotente para quem
o mundo é imenso problema matemdtico.

Leibniz
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1
Introducao

A teoria das superficies minimas é um dos temas classicos de estudo na
Geometria Diferencial. Os primeiros passos foram dados por Euler [1] no ano
1744. O objetivo principal era encontrar os comprimentos maximos e minimos
de curvas satisfazendo certas condig¢oes de fronteira, descobrindo uma superficie
obtida pela rotacao da catenaria. Ele chamou esta superficie de alysseide mas

hoje é conhecida pelo nome de catenoide.

Figura 1.1: O catenoide.

J& em 1760, estendendo os resultados de Euler, Lagrange [2] propus o
problema seguinte: dada uma curva fechada sem autointerse¢oes, achar uma
superficie com a menor area dentre todas as que tem esta curva como bordo.
Lagrange apresentou este problema como exemplo de um método desenvolvido
por ele para achar curvas ou superficies que minimizassem certas quantidades,
tais como area, comprimento, energia, etc. Estes métodos constituem hoje o
chamado Calculo das Variagoes. Como primeiro passo, restringiu seu estudo
as superficies obtidas como grafico de uma func¢ao f e mostrou que os graficos

com esta caracteristica deviam satisfazer a equacao diferencial
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Capitulo 1. Introdugao 14

af \*\ (9*f of of 0*f Of \?\ (9*F) _
(1 (30)) (5F) -2+ (+ (50)') () =0

Lagrange percebeu que o plano satisfazia esta equacgao, mas nao se
preocupou por encontrar solugdes nao triviais da mesma. Foi Meusnier em
1776 quem deu um outro exemplo de superficie minima, o helicoide, vista

primeiramente como sendo o grafico da funcao

f (1, x9) = arctan i—i, X € (—g, g) , To £ 0.

Figura 1.2: O helicoide.

Ele também comprovou que o catenoide satisfazia esta equagdao (embora

tinha sido descoberta por Euler), olhando o semicatenoide como o gréfico da

[2 | 2
f(z1,x9) = acosh (ﬂ> :

funcao

a

Meusnier [3] também interpretou geometricamente esta equagio, obser-
vando que em cada ponto de uma superficie de area minima as duas curvaturas
principais sao iguais e opostas, ou seja, o que hoje conhecemos como curvatura
média é identicamente nula. A partir deste momento se costuma definir uma
superficie minima como aquelas que tem curvatura média identicamente nula
sobre a superficie, mas nem sempre as mesmas representam um minimo global
do funcional da area, porém sdo um minimo local da area.

Devido a dificuldade de resolver a equagao (1.1) (é uma equagao dife-
rencial parcial de segunda ordem, quasilinear e eliptica), ndo surgiram outros

exemplos de superficies minimas no século XVIII. Em 1834, quase sessenta
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anos depois do descobrimento do catenoide e do helicoide, H. F. Scherk [4]

mostrou novos exemplos, o mais famoso é a chamada superficie de Scherk.

Figura 1.3: Superficie de Scherk.

Por este tempo, entre 1843 e 1869, o fisico belga Joseph A. F. Plateau,
realizou experiéncias com peliculas de liquido, em especial, bolhas de sabao
(veja figura 1.4), sob a acdo da tensdo superficial. A ideia era tomar um
contorno C' e mergulhar em agua com sabao. A superficie desejada é a
representada pela pelicula de sabao que aparece. A explicagao fisica para que
estas superficie assim obtida minimizem a area é uma lei conhecida como
Principio de Minima Acao, que implica que as particulas da bolha de sabao irao
se dispor sobre a superficie de modo a minimizar energia e, consequentemente,
a area. Desde entao este tipo de problema ficou conhecido como Problema de
Plateau.

Figura 1.4: O catenoide como uma bolha de sabao.
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Em 1860, Weierstrass fez um importante avanco na teoria das superficies
minimas, obtendo férmulas de representagao para estas superficies usando a
andlise complexa. Ele expds sua teoria no seminario matematico da Univer-
sidade de Berlin em 1861 que foi publicada no ano 1866 em [5]. De forma
independente, em 1864, Enneper [6] deu umas férmulas equivalentes. Como
uma aplicacdo muito simples de ditas formulas, Enneper descobriu um novo
exemplo de superficie minima, conhecida hoje em dia como Superficie de En-

neper.

Figura 1.5: Superficie de Enneper.

Estas formulas de representacao sao as chamadas Representagdo de
Enneper- Weierstrass (ou Representagdo de Weierstrass) de uma superficie
minima e serd uma ferramenta fundamental para esta dissertacdo. Na segunda
metade do século passado Robert Osserman, recuperou esta teoria esquecida,
mostrando sua utilidade e importancia no estudo das superficies minimas
completas. Para o estudo e compreensao desta teoria nos baseamos no seu
livro [7], e os resultados que usaremos serao expostos no capitulo 3.

Nos anos 60s, todos os exemplos existentes de superficies minimas
completas nao planas (catenoide, helicoide, exemplos de Riemann, ...), tinham
as trés fungoes coordenadas nao limitadas. Isto motivou a E. Calabi [8] a propor
duas conjecturas no ano 1965, que posteriormente foram incluidas na lista de

problemas [9] proposta por S. T. Yau. As mesmas sdo chamadas conjecturas

de Calabi-Yau.

Conjectura 1 (Calabi-Yau). Nao existem superficies minimas completas

em R? contidas em uma bola.
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Conjectura 2 (Calabi-Yau). Uma superficie minima completa em R* tem

uma projecao ilimitada em cada eizo.

As duas conjecturas resultaram ser falsas. O primeiro exemplo de super-
ficie minima completa com uma coordenada limitada foi dado por L. P. Jorge
and F. Xavier [10] no ano 1980. A mesma estava contida entre dois planos
paralelos. Outros exemplos de superficies minimas entre dois planos parale-
los surgiram posteriormente. Um deles é o exemplo que H. Rosenberg e E.
Toubiana [11] obtiveram no ano 1987. Estes exemplos sdo contraexemplos da
conjectura 2, e serao estudado no capitulo 4.

O argumento que Jorge e Xavier introduziram foi muito sagaz, e tem
sido muito usado na maioria dos artigos dedicados estes temas. A ideia era
acumular um labirinto de conjuntos compactos na fronteira do disco e aplicar
o Teorema de Runge para obter a completude. Em 1996, N. Nadirashvili [12]
usou esta ideia, mas de uma forma bem mais elaborada, para encontrar uma
superficie minima completa contida em uma bola de R?, sendo este o primeiro
contraexemplo a conjectura 1. Este exemplo também tem curvatura gaussiana

estritamente negativa, constituindo também um contraexemplo a Conjectura
de Hadamard.

Conjectura 3 (Hadamard). Ndo existem superficies completas e limitadas

com curvatura Gaussiana estritamente negativa.

O principal objetivo do presente trabalho é discutir em detalhes o exem-
plo de Nadirashvili, que serd feito no capitulo 5. Para isto vamos introduzir
os conceitos de imersao minima, conforme e completa no capitulo 2. Outros
argumentos necessarios para a compreensao destes exemplos, como o teorema
de Runge e consequéncias, podem ser encontradas no apéndice B. As defini¢oes
basicas de geometria diferencial podem ser encontradas no apéndice A.

Devemos assinalar que a busca por exemplos que refutam estas conjectu-
ras nao terminou com o exemplo de Nadirashvili. Tem outros exemplos como
o trabalho [13] de Francisco Martin e Santiago Morales. Mais especificamente,
cles mostraram que existe uma superficie minima completa e limitada em R3
onde o dominio da imersao é conformemente equivalente a um anel.

Finalmente devemos dizer que os exemplos mostrados nao sdo as unicas
superficies minimas, tem outros com um grado de maior dificuldade como
pode ser visto em http://www.indiana.edu/~minimal/archive/Classical/

index.html, onde foram tomadas as figuras desta introdugao.


http://www.indiana.edu/~minimal/archive/Classical/index.html
http://www.indiana.edu/~minimal/archive/Classical/index.html
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Os conceitos de imersao conforme, minima e completa

Neste capitulo serdo apresentados os conceitos basicos sobre Geometria

Diferencial necessarios para o desenvolvimento dos objetivos propostos.

2.1
Superficies parametrizadas e imersas

Definicao 2.1. Definimos uma superficie parametrizada como sendo uma
aplicacdo diferencidavel X : @ — R? onde Q C R? é um dominio. Se a
diferencial dXj : R? — R? é injetiva em cada ¢ € (, dizemos que X é uma
imersdo do dominio Q em R3. Se, além disso, X for um homeomorfismo com

a sua imagem, entao X é chamada de mergulho.

-

E usual chamar a imagem S = X() (veja figura 2.1) de superficie
parametrizada, e quando X for uma imersao ou um mergulho, de superficie

imersa ou superficie mergulhada, respectivamente.

|
I

N | / X2
|

" - s

- -

Figura 2.1: Superficie imersa em R3.
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No que segue vamos considerar a aplicacao na forma

X : 0 — R?

(2.1)
(ul,uQ) — ($1(u1,U2),ZE2(U17U2)>$3(UI»U2))-

Exemplo 2.1 (Grafico de uma fungao diferenciavel). O grafico de uma

funcdo diferencidvel f : Q — R* (veja figura 2.2) é o conjunto

GT(f) = {(xlax%f(xl,l’z)); (561,5122) € Q}

x3 = f(x1,%3)

S

= - -

Figura 2.2: Grafico de uma fungao diferenciavel.

Entao uma parametrizagao natural deste conjunto ¢é

X: QcR? — R}

(ug,ug) ——  (ug,ug, fug,us)).

Além disso, como a—X = 11,0, a—f e @—X = 10,1, ﬁ sao linearmente
(9u1 8u1 8u2 aUZ

independentes, X é uma imersao. Mais ainda, X é um homeomorfismo com a

sua imagem, logo, um mergulho.

No caso que a imersao nao seja um mergulho temos uma superficie com

auto-interse¢des como pode ser apreciado no seguinte exemplo.
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Exemplo 2.2 (Superficie de Enneper). A superficie de Enneper é a
imagem da parametrizagao
X: R — R

(uy,ug) +—> <u1 + uu3 —

? y ) (2.2

2 2
?a_UQ_u1u2+ 3 y U — Uy

Esta é uma superficie imersa pois os determinantes jacobianos associados nao

se anulam simultaneamente. De fato,
0(x1, SL’Q) — det 1-— U% + u% 2u1u2
8(u1, Ug) —2uqUs e U% + U%

(1 =y + uz) (=1 = uj + up) — (—4uiu;)

=(1 —l—u% +u§)(u% + u% - 1),

O(xy,w3) _ det 1—u?+u3 2ujuy
O(u1,uz) 2uq —2us9

=(1- u% + ug)(—Quz) — 2uy(2uqus)
= —2uy(1 +u? + u3),

e7
(2, x3) — det —2ugug —1—ud +u3
O(uq, us) 2uy —2uq
= duqui — 2uy (—1 — uf +ud)
= 2up (1 4 u? +ud).
0 0 0
Assim, (21, 22) , (21, 25) , (22, 25) se anulam simultaneamente se, e somente
(9(u1, UQ) (9(u1, UQ) (9(u1, UQ)
se,

ujtus=1 e uy=uy=0
0 que é impossivel.
Por outro lado, tal superficie possui autointersecgoes sobre duas curvas.
De fato, fazendo a mudanca

up = pcosf e wuy = psend,

obtemos,
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3
X(p,0) = (p cos ) — % cos® 0 + pcos O(p* sen? 0),

3
—psen d — p® cos® O(psen ) + % sen® @, p® cos? § — p* sen? 0)

P

= (pcos& - g(COSS 0 — 3cosfsen®0),

P
—psen ) — g(— sen® § + 3 cos® O sen 0), p° cos 29)

p’ p’

= (pcos@ iy cos 360, —psenf — ) sen 36, p* cos 29) .

Dai,

3 2 3 2
z1(p,0)* + x2(p, 0)* = (pcos@ — % cos 39) + (—p sen § — % sen 39)

6

2
=p> + % - §p4 (cos 0 cos 30 — sen 6 sen 30)
o0
=p® + 9 Zp*cos 46
2, o 2, 2
2 4 4 4
= 5 ——p = 26
p-+ 3/) + 9 3p 3p cos
3\ 2
2
= <p+ g) - §p4 (14 cos40)
3\ 2
4
= <,0 + p3> — §p4 cos? 26.
Assim, se
X(p1,01) = X(p2, 02), (2.3)
entao
P2 cos 201 = p3 cos 20, (2.4)
3\ 2 3\ 2
4 4
<p1 + ?) — gp‘f cos® 20, = (pg + p;) - gpg cos® 20;. (2.5)

Substituindo (2.4) em (2.5) obtemos

pi P
Pt =0t == 2=

e substituindo em (2.4) obtemos cosf; = cosfy. Isto implica que 6, = 6, ou

01 = 2w — By. Se, por exemplo, §; = 2w — 05, de (2.3) se tém

T2(p, 21 — O2) = x2(p, 02),
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3

ou seja,

O < < .8 e
o = o & g2 o
— av} rH Q m
= g 2 ° 3
Il »n 2 o O
. — ] o=
—~ NS 5] T /w —
< ) 2 o ¥ £
Q . = g O
_ S £ < o &
S n
= - < w 9 w g
(e S o 50 & T
o o _ 8 g < 09
®n < % S © =2 @ %
oo - F 3 N N g 990
p_oo = QL 0 ~ 3 o 9
_ . = 3 = S own @
+ S o . I S o = =5 3
o ~ I < © Py 2p o ® Lal.w =
_ ) ) T I T < ht
5 z s g 3 S s T E g
Q\ U <5} <) g N < Z m =
= I N 7 = | 2 53
[<B) ~ o _3 [5) ~ o . = ) 3
n ) U [@F p_3 @ N O & = 9 s
QU o) + o~ 3 N = 85 £ O«
_ & Q 0%/‘ + ) ™ m =
e S S8 e 2 2 7 =
I % = S = S g°* 25 &
o "l g = £ | ~ £ o T 2 A
> 0 2] —~ Q Q ) <
o | Q o e + % <
e 3 S S 2 o BT 8
[ Q - 7 o 8 £ )
Q ~ Q o) K S O T O
_ 0 ~ R o= S |75}
~ | o) < © ™ S A g 2 £
S = — < < = o ¢ B g
] o ~— o m < =
= 3 e I = g < B
Q 3, = ) o < —
3 - BN z 8 &7 g
QL o 09) o S © 9 TS
& < o & S g = S B
L“Uq By ol &\ g 3 A i
~ < — @) <]
o 2 z = £ 2 23
< - I~ — @] = ka Lnlau
A & @) 8 o A 7 a8

vD/229122T oN [eubla oedesyiua) - o1y-oONd

Figura 2.3: A superficie de Enneper como uma superficie ndo mergulhada.
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Observagdo. A nocao de imersao que estamos trabalhando nao é a mais geral.
A mesma é referida a uma aplicacao ¢ : M — N, onde M e N sao variedades
diferenciaveis de dimensoes m e n, respectivamente, m < n, tal que a diferencial
dg, € injetiva em todo ponto ¢ € M. Se, além disto, ¢ ¢ um homeomorfismo
sobre ¢(M) C N, onde ¢(M) tem a topologia induzida por N, diz-se que ¢ é
um mergulho. Se M C N e a inclusao i : M — N é um mergulho, diz-se que
M é uma subvariedade de N de dimensao m. Estes conceitos mais gerais nao

serdo necessarios para o desenvolvimento deste trabalho (veja [14]).

2.1.1
Superficies de Revolucao

As superficies de revolugao sao obtidas ao girarmos uma curva regular
plana e conexa em torno de um eixo no plano que nao intersecta a curva.
Vamos considerar o plano x; = 0 como o plano que contém a curva e o eixo

x3 como o eixo de rotagdo. Se a parametrizacao da curva esta dada por
zo(t) = f(1), ws(t) =g(t), a<t<b, f(t)>0,
entao obtemos a aplicacao
X(u1,uz) = (f(uz) cosuy, f(uz) senuy, g(us)),

que é uma parametrizacao destas superficies com dominio [0, 27] X (a,b).

Exemplo 2.3 (O Catenoide). O catenoide é a superficie gerada pela rotagao

da catendria xo = a cosh (%3), a > 0 em torno do eixo z3 (veja figura 2.4).

T2 = acosh 72

2

x%—l—x%:a

——

Figura 2.4: O catenoide obtido pela rotagdo da catenaria ao redor do eixo x3.
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Fazendo uy, = 2, ele é a imagem da aplicagao
a
X (uy,us) = (acoshug cos uy, acoshug sen uy, aus).

Além disso,

0X
e (—a cosh ug sen uy, a cosh uy cos uq, 0)
Uy
0X
e (a senh uy cos uy, asenh ug sen uy, a).
U2
0X 0X

Como a é positivo, sao linearmente independentes e, portanto, X é

[ e [
8u1 8u2
uma imersao. Logo, o catenoide é uma superficie imersa. Mostra-se neste caso
que a inclusao é um mergulho, portanto, o catenoide é uma subvariedade de

dimensao 2 de R3.

2.1.2
Superficies Regradas

As superficies regradas sao aquelas que tem a propriedade de que por
cada um dos seus pontos passa uma reta que esta inteiramente contida na
superficie. Para ver isto, consideremos uma familia diferenciavel a 1-parametro
de retas {7v(t), w(t)}; esta familia é uma correspondéncia que associa a cada
t € R um ponto () € R* e um vetor w(t) € R* w(t) # 0, tais que ambos
sejam diferencidveis em ¢. Para cada t € J, a reta L; passando por ¥(t) e com
vetor diretor w(t) é chamada a reta da familia em ¢. Uma superficie regrada ¢é

a imagem da parametrizagao
X(up,ug) = vy(ur) + ugw(uy), uy € J, us € R,

donde {v(t),w(t)} é a familia a 1-pardmetro geradora da superficie. As curvas
coordenadas u; = cte sao retas ou segmentos de retas chamadas de geratrizes
(o vetor diretor da reta w(t) é também chamado de geratriz), enquanto a
curva (t) é chamada de diretriz. Deve-se observar que estamos admitindo que
existem pontos onde a diferencial nao é injetiva. Um exemplo de superficie

regrada ¢ o helicoide.

Exemplo 2.4 (O helicoide). Vamos considerar a hélice de passo a sobre o
cilindro 2% + y? = 1, ou seja, a(t) = (cost,sent,at). O parametro ¢ mede o
dngulo que o eixo x; faz com a reta que liga a origem a projecao do ponto a(t)
sobre o plano x3 = 0. Para cada ponto da hélice vamos considerar a reta r;

paralela ao plano x3 = 0 que intersecta o eixo x3 no ponto p(t) = (0,0, z3(t)).
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A superficie gerada por essas retas é chamada de helicoide e pela propria

construgdo podemos ver que é uma superficie regrada.

inn

Figura 2.5: O helicoide como uma superficie regrada.

Para encontrar a parametrizagao do helicoide, vamos observar que w(t) =
a(t) — p(t) é um vetor diretor de 7, e, como a reta é horizontal, entao w(t)
¢ ortogonal ao vetor e3 = (0,0,1), assim, (w,e3) = 0, o que implica que
p(t) = (0,0,at), e w(t) = (cost,sent,0). Logo, se k € R, uma parametrizagao
de r, é

ri(k) = p(t) + kw(t) = (kcost, ksent,at),

e assim, variando ¢, obtemos uma parametrizacao do helicoide como uma

superficie regrada, ou seja,

X: R? — R?

(ur,us) > (ugcosuy,ussenus,auy),

(2.7)

Por outro lado,

0X

— = (—ug cos uy, ug sen uy, auy)
3u1

0X

— = (cosuy,senuy,0).

8UQ
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Portanto, como

€1 €2 €3
0X 0X
— AN—— =det | —ussenu; wuscosu; a
8u1 8U2
COS U7 sen ug 0

= (—asen uy, acosu;, —uy Sen’ u; — Uy oS> Uy )

= (—asenuy,acosuy, —uz),

entao,

=a’+u3>0

0X 8X
(9u1 8u2

logo, X é uma imersdo. O helicoide também é uma subvariedade de R,

Observagao 2.1. Como pode ser apreciado na figura 2.5, o helicoide é periédico
no eixo xs pois as primeiras coordenadas sao fungoes periddicas com periodo
2m. Logo, esta superficie é a uniao de todas as translac¢oes inteiras no eixo w3
da superficie S = X ([0, 27| x R), que chamaremos de pedago fundamental do

helicoide.

2.1.3
Métrica Induzida

A proposicao seguinte mostra que podemos estender os conceitos e
propriedades locais da geometria diferencial (veja apéndice A) as superficies

imersas.

Proposicdo 2.1. Sejam X : Q — R® wma imersdo e ¢ € Q. Entdo existe

uma vizinhanga U de q tal que X(U) é uma superficie reqular.

Demonstracao. Seja X como em (2.1). Como X ¢é injetiva, podemos supor

8(1'1,332) .
ue ———=% £ 0. Seja
q RS o j

F: OxR — RS

(ur,ug,t) — (z1(ug, ug), x2(uy, ug), T3(uy, us) +t).

Entao
0(351, 1’2)

0(u1, UQ)

Pelo teorema da fungdo inversa, existem vizinhangas W; de g e Wy de F(q)

det (dF,) = £ 0.

tais que F' : W7 — W5 é um difeomorfismo. Seja U = W7 N2 e observamos
que F|y = X (U). Assim, X(U) é difeomorfo a V' e, portanto, uma superficie
regular. O]
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O problema neste caso é que podemos ter dois planos tangentes em
p € X(Q). Para dar solugdo a isto vamos trabalhar no conjunto €2 pois, pela
proposi¢ao anterior, para cada g € 2 existe uma vizinhanca U tal que X (U) é
uma superficie regular. Como €2 é um conjunto aberto de uma superficie regular
(o plano), ela é uma superficie regular e, para cada ¢ € 2 podemos definir uma
métrica induzida por X no plano tangente T,) ~ R?. Assim, as quantidades
geométricas intrinsecas para uma superficie imersa estarao definidas em funcgao

desta métrica.

Definigao 2.2 (Métrica Induzida). Sejam X : @ — R? uma imersdo,
q € Q. A métrica induzida e a distancia induzida por X em €2 no ponto ¢ estao

definidas, respectivamente, por:
(v, W) y = (dX,(v), dX,(w)), ¥V v,w € T,Q ~ R?, (2.8)
dx(p,q) = inf {{(a); a:[0,1] — 5, a(0) = X(p), a(l) = X(¢)}. (29)
Outra definicao que depende da métrica induzida é a seguinte.

Definigdo 2.3. Seja X € C®(Q,R?) tal que X : Q — R® é uma imersio,
dizemos que (£2,dx) é um disco geodésico de raio d centrado na origem, se
para cada z € 0) existe uma curva 3 : [0,1] — ©, com 3(0) = 0 e 3(1) = z,
tal que dx(0,2) = ¢(X o ) = 4, onde dx é a distancia induzida por X em (.

2.2
Imersao conforme

Definicdo 2.4. Uma imersdo X : Q — R? é dita uma imersdo conforme se

a diferencial dX, é conforme em cada ponto ¢ € €2, ou seja, preserva angulos.

Proposicao 2.2. Uma condigdo necessdria e suficiente para que uma imersao
X : Q — R? seja conforme é que, para cada q € 2, e para cada v e w em R

tenha-se a igualdade

(dXq(v), dX(w)) = A (q) (v, w). (2.10)
Demonstracao. Com efeito, se (2.10) é satisfeita, entao

ldX, ()l = Mg) llvll, ¥ v € R®. (2.11)

Assim,

X)X, w) X))
cos £(dXg(v), 4%, () = e X )]~ Na) ol A@) o]

ou seja,

cos Z(dX,(v),dX,(w)) = cos Z(v,w). (2.12)
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Reciprocamente, se vale (2.12), entdo para cada v e w em R?, dX, leva o
tridngulo gerado por eles, num tridangulo semelhante em dX,(R?) = 7,5, o que

implica (2.11). Usando (2.11) e o vetor v + w temos entao
14X, (v + w)[* = A(q) [Jv +w]*

ou seja,

14X (0)1” + 2(dX 4 (v), dXq(w)) + [|dX(w)[* = X(g) ([0]]* + 2(v, w) + [[w]|?)

Usando novamente (2.11) obtemos (2.10). O

Note que (2.10) é equivalente a escrever

<Ua w)X = )\Q(q)<v7 U)),
onde (v,w)y é a métrica induzida por X em €2 no ponto ¢. A funcio
A — R assim definida ¢é diferenciavel em ().

Observagio 2.2. Se X :  — R* 6 uma imersio conforme e 3 : [a,b] — Q é

um caminho, entao

b
0

b / b / !/
(xep) = [TNxXepy@ldt = [ |aXso (B @) dt = [ ABE)IS ®)dt,
esta tultima igualdade se deve a que X é conforme, logo,

(X 09) = [ ABO)F Dl (2.13)

No caso em que 3 estiver parametrizado pelo comprimento de arco temos

UX o) = / " AB(®))dt. (2.14)

Definicdo 2.5. Seja X : Q — R® uma imersao conforme. As coordenadas
(u1,u2) € Q sdo chamadas de coordenadas isotérmicas ou parametros isotér-

MLCOoS.

Nas coordenadas isotérmicas, as principais quantidades se simplificam.
Por exemplo, se {ej,es} é a base canénica de R?, entdo os coeficientes da

primeira forma fundamental se escrevem como

<8X 0X
gij =

Tu 8u]> = (dX,(e;),dX,(e;)) = N*(q)dy,

donde
det(g) = A\
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Além disso, (devido a (A.29)) a curvatura média se reduz a

b11 + ba2
H=—7—"=— 2.1
2327 (2.15)
e a curvatura gaussiana (devido a (A.34)) toma a forma
1
K =——Alog . (2.16)

)\2

Também temos uma férmula til para o laplaciano de uma imersao.

Proposicao 2.3. Seja X : Q — R® wma imersio conforme e H o vetor

curvatura média. Entao
AX =2)\H. (2.17)

Demonstragao. Sejam g € Q, p= X(q) e S = X(Q2). Como X é conforme,

0X 0X 0X 0X
<6u1’ 8U1> a <(9U27 8U2>’ <218>
0X 0X

Diferenciando (2.18) com respeito de u; obtemos

9 JoX 0X\ 0 JoX OX
Oup \Ouy Ouy [/ Ouy \Ouy Ousy /[’

donde

<82X 8X> :< *X 8X>. (2.20)

ou?’ duy Ou Ous’ Oug

Por outro lado, diferenciando (2.19) com respeito a us obtemos

0 [0X 90X\ _
a’LLg 8’&178’&2 7

donde

< *X 8X> N <8X 82X> o (2.21)

OuOuy’ Ouy Ouy’ ou3

Substituindo (2.20) em (2.21) obtemos
0X
—,AX )=0

ou seja, AX é ortogonal ao vetor —.
U1
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Analogamente, derivando (2.18) com respeito a us e (2.19) com respeito

0X
(25 sx) o

a u; obtemos

ou seja, AX é ortogonal ao vetor —. Assim, AX é um vetor normal ao plano
U2

tangente de S em p, logo é paralelo ao vetor normal unitario N e, portanto,

paralelo também a H.

Além disso

X *X
<AX,N>=< N>+<2,N>:b11+6227

ou?’ Ou}
portanto, devido a (2.15), obtemos

(AX,N) =2\*H

donde
AX
—,N)=H=(H,N). 2.22
(5w ) == (H (2.22)
Assim, como ETel H e N sao paralelos e vale (2.22) temos que
AX
- _H
2)2 ’
ou seja,
AX = 2)*H. O
2.3

Imersdao Minima

Como ja dizemos na introduc¢do, a palavra minima neste contexto esta
relacionada com o problema de encontrar a superficie com a menor area dentre
todas as superficies que tem a mesma fronteira. Vamos encontrar agora as
caracteristicas geométricas das superficies imersas com esta propriedade.

Consideremos uma imersio X : Q — R? S = X(Q). Seja I' uma
curva em §2 que é fronteira de um dominio D relativamente compacto tal que
D C Q, e seja X a superficie X|p(D). Vamos supor que a area de 3 é menor
ou igual que a area de qualquer outra superficie >y definida por uma imersao
X, : D — R? tal que para cada (u;,us) € T se tém X (uy, ug) = Xy (u1, us),
ou seja, tem a mesma fronteira.

Primeiramente vamos fazer variagoes normais. Seja /N o normal sobre a

superficie e consideremos uma fungao arbitraria h(ui,us) diferencidvel em 2
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e, para cada A € R, consideremos a aplicagao

X, 0 — R3
(ur,ug) > X(ug,ug) + Ma(ug, ug)N(ug, us)

que é conhecida como a variagdo normal da superficie determinada por h. Este
nome vem dado pelo fato de que, na verdade, estamos “variando” a superficie

paralelamente ao vetor normal. Entao

0X, 0X oh ON
0X ON 0*X
Tendo em conta que <N, auj> =0 e que <am, 8uj2> = —b;; obtemos
L _[0X, ox,
i = 8uz ’ 8uj
_[OX 0X\ | oh jox |\ [0X 0N
~\ O, Ouy duj \ Ou;’ 8uz~’ 8uj
oh 0X 5 Oh Oh 8h ON
* A@ul <N (9u]> A Ou; du; g, )+ Guz <N7 8u]>
ON 0X 5, Oh [ON 9,9/ ON ON
)\h<8ul 8u]> A h8u3<8ui’N A <8ui’0uj>

:gij — 2)\th3 + )\ Cij;

Oh O, 0h [\ ON\ ok [ON L/ ON ON

portanto, define uma funcao continua em (2. Ass1m se § = (gij), entdo

det(§) =(g11 — 2Ahb11 + A2ci1)(gaa — 2Mhbag + A2c22) — (g1a — 2Ahbia + Ac12)?,
(2.23)
logo
det(§) = ap + a1 A + az)\?, (2.24)

onde

= det(g)
a; = —4hH det(g)

e ay ¢ uma funcao continua em Q'. Como X é uma imersdo, entdo ag > 0 e,

como ¢é continua em D, ela atinge o seu minimo, ou seja, ag tem um minimo

LA expressdo de ap nao foi dada pois vai ser eliminada nos célculos.
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positivo em D. Como a; € as sdo continuas em £ vemos que existe um e > 0 tal
que se |A| < €, entao det(g) > 0 para todo (uj,us) € D. Em outras palavras,
para |[A| < e temos que X, é uma imersdao. Por outro lado a area de X, que

denotaremos por A(\) é dada por

= // det g duydus.
D

Fazendo diferenciacao com respeito a A sob o simbolo de integracao e avaliando

em \ = 0%, obtemos

A(0) = aijkzo / /D det(§) durdus

N //D ;A‘A:o\/m duy dus
) mmgi\m det(g)dun du
/D QW (a1 +2a5))|_ durduy
Il NT

—4hH det(g
= // ° dulduQ,
D

2,/det(g

A(0) = —2//D hH\/det(q) duydus. (2.25)

Entao podemos estabelecer a seguinte proposicao.

dU1 dUQ

logo,

Proposicao 2.4. Seja S uma superficie imersa X : Q — R3. Entdo ela é
um ponto critico do funcional da drea para uma dada condi¢io de contorno se,

e somente se, a sua curvatura média é identicamente nula.

Demonstragao. Se H = 0 é claro que a condicao é satisfeita pois vale (2.25).
Reciprocamente, suponhamos que A’(0) = 0 e que existe ¢ € D tal que
H(q) # 0, entao existe uma vizinhanga V na qual H nao se anula. Escolhamos
h: D — R diferencidvel tal que h(q) = H(q), hH > 0 em V e h tem suporte
compacto em V. Assim A’(0) < 0 para a variagao determinada por essa fungao

h, o que é uma contradicao. O

Defini¢ao 2.6. Uma superficie imersa S é chamada de superficie minima se
a curvatura média é zero em cada ponto da superficie. Neste caso dizemos que

X é uma imersao minima.

2Note que a superficie original é .
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Observagdo. A seguinte questao é, entao, natural: se S é uma superficie minima
que tem como bordo a curva I', ela minimiza globalmente a area? A resposta
a esta pergunta é negativa e isto foi observado por H. A. Schwarz (ver obras
completas publicadas em 1890) mostrando que, quando a férmula da segunda
variagao do funcional area para a superficie minima que tem como bordo I' é
estritamente menor que zero, ela ndo minimiza globalmente a area. Porém, as

mesmas minimizam localmente a drea e a prova pode ser encontrada em [15].

Lema 2.1. Uma superficie minima estd caracterizada em termos da primeira

e sequnda forma fundamental pela equagdo

g11b22 + gazb11 — 2g12b12 = 0. (2.26)
Demonstragao. Segue diretamente da férmula (veja proposicao A.8)

_ guibaa + gazbi1 — 2g12b12

H = [l
2 det(g)

Exemplo 2.5 (O Catenoide é uma superficie minima). Como consequén-

cia dos calculos feitos no exemplo 2.3 temos que

g1 = a? cosh? ug sen® uy + a® cosh? us cos?® uy = a® cosh? Us,
g12 = —a® cosh uy senh uy sen uy cos u; + a cosh uy senh usg sen uq cosug = 0,

g13 = a? senh? uy cos? u + a® senh? ug sen® uy + a? = a? cosh? us,.

Por outro lado,

?X
5 = (—a cosh us cos uy, —a cosh ug sen uq, 0)
Juf
0*°X
———— = (—asenh uy sen uy, a senh us cos uq, 0)
8u18u2
?X
——5 = (acoshuy cosuy,acoshugsenuy,0).
ous
Além disso,
1 1
2 2
\/det(g) = \/(@2 cosh” ug)? = a? cosh® us.
Assim,
. —a cosh usy sen ug acoshuscosu; 0
b = T det asenhuscosu;  asenhussenu; a
a? cosh” us

—acoshugcosu; —acoshugsenu; 0

(—a)(a® cosh® uy sen? u; + a? cosh® ug cos® u;)

a? cosh? us

= —a’
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PX PX -
e, como =— , entdo by, = a.
Ou} ou? >

Por outro lado,

. —acoshugssenu; acoshugcosu; 0

b1y = — 7 det asenhus cosu; asenhussenu; a
a® cosh” us
—asenhuysenu; asenhwugcosu; 0

2 2
(—a)(—a* senh ug cosh ug sen ug cos uy + a* senh ug cosh ug sen uy cos uy )

a? cosh? us

Entao,
gggbu + 911622 — 2912b12 = (a2 cosh Ug)(—a) + (Cl2 cosh Ug)a —2-0-0= 0,

portanto o catenoide é uma superficie minima pelo lema 2.1.

Um fato interessante do catenoide é que pode ser caracterizado como a

unica supérficie minima de revolugao.

Proposicao 2.5. Se S ¢é uma superficie minima de revolucio em R® e S ndo

¢ um plano, entao S € o catenoide ou um pedago dele.

Demonstracao. Se S é uma superficie de revolucao, entdo é a imagem de

uma parametrizacao da forma

X (uy,uz) = (f(ug) cosuq, f(ug)senuy, us)

onde x5 = f(x3) é a parametrizacao da curva regular que estamos girando em

torno do eixo x3. Entao,

gi = (—f(U2) sen uq, f(U2) cos Uy, 0)
25; = (f'(ug) cos uy, f'(uz) senuy, 1),

e, portanto,

g1 = f(ug)?*sen® uy + f(u)? cos® uy = f(ug)?
g12 = — f(u2) f'(ug) senuy cosuy + f(uz)f (uz)senuy cosu; =0

goo = f'(ug)?*cos® uy + f'(ug)?senuy +1 =1+ f'(up)?,

Assim,

1

Vdet(g) = /(1 + f(u2)?) f(us)? .
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Por outro lado,

*X
W = (_f(uz) COS Uy, —f(uz) senul,O)
1
X ) /
D ow (—f'(uz) sen uy, f'(uz) cosuy, 0)
1 2
X
2 (f"(ug) cosuy, f"(uz) senuq, 0).
2

Entao,

1 —f(ug)senuy  f(ug)cosuy; 0 )

by = -det f(ug)cosuy  f'(ug)senuy 0O
\/(1 + fu2)?) f(u2)? ( —Flus)cosu;  —flus)senu; 0

_ —(f(ug)?sen®uy + f(ug)? cos® uy)
VU Fu2)?) f )
f(uz)?
VO F2)?)f ()

1 —f(ug)senuy  f(ug)cosu; 0

b1y = . det f'(ug) cosuy  f'(ug)senu; 0
\/(1 + f(u2)?) f(usg)? —F'(us)senuy  f'(us) cosuy
= (=[f(ug2) f'(uz) cosuy senuy 4 f(ug) f'(ug) cos uy senuy)

O+ F(u2)?) f (uz)?

=0,

| ( —f(ug)senuy  f(ug)cosuy 0 )
bas = - 2‘det f(ug)cosuy  f'(ug)senwuy 0
\/(1 + f(u2)?)f (u2) f"(ug)cosuy  f"(ug)senu; O
_ (= f(u2) f"(uz) sen® uy — f(uz)f‘"(w) cos? uy)
VO F(w2)?)f (u2)?
fu2) " (u2)

@+ Flug)?) fun)?

Assim, assumindo que a superficie é minima e fazendo uso do Lema 2.1,

obtemos,

—f(u2)2 |
I+ Fu2)?) f(un)?

f(ug) f" (us)

St F ey )

flug)®

=0, (2.27)
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entao,

f(ug)?
O+ f(u2)?) fus)?

Como f(ug) ndo pode ser equivalente a zero (caso do plano), entdo,

() f"(u) =1 = f'(w)?) = 0.

Flug) f"(ug) =1 = f'(ug)* =0,
ou, equivalentemente,

flug) f"(ug) = 1+ f'(uz)* > 0. (2.28)
Isto implica que f(ug) e f”(u2) ndo se anulam, entdao podemos reescrever a
equagao (2.28) como segue,

fflug) 1
frug)? + 1 flug)

Multiplicando (2.29) por f’(ug), que se anula no méaximo uma vez pois é

(2.29)

estritamente crescente ja que f”(uy) ndo se anula, obtemos,

flu2) f"(uz) _ f'(u2) (2.30)

frlug)>+1  flug)’

ou, de forma equivalente,

P +1) ()
f(uz)? +1 flug)

Integrando em ambos lados obtemos,
log (1+ f'(u2)?) =log (b*f (u2)?)

logo,

(1+ f/(u2)?) = 0 f (u2)?

Fl(uz) = /02 f(uz)? — 1. (2.31)

Escolhendo uma constante b tal que b*f(us)? > 1, dividindo (2.31) por

donde,

essa quantidade e multiplicando por b, obtemos,

bf'(uz)

=,
\/b2f(UQ)2 —1
ou, equivalentemente,

(bf(u2))? =1
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Integrando novamente em ambos lados, se tem

cosh™ (bf (us)) = buy + c,

ou seja,
1
flug) = 5 cosh(bug + ¢).
Portanto, as solugdes de (2.27) é uma familia de catendrias. [
2.3.1

EDP das superficies minimas

No caso que a superficie imersa seja o grafico de uma funcao diferenciavel,

temos que a primeira forma fundamental esta dada por

B af \? (O \ [ Of B af \?
911—1+<au1> ) 912_<8u1> (81@)’ e 922—1‘1‘(8162) )

o vetor normal unitario é, portanto,

ox | 0X ( of _of 1)
8u1 81@ 7

0X oXx| 2 2
0 0
1 2 ouy ouy

e S
8ui8uj N ’ ’auiauj ’

temos que a segunda forma fundamental tem a forma

e, como

0*f
Ouiﬁuj

ar\> [(of\>
J(w)*(aul)“

Com isto obtemos uma equagao equivalente a equagao (2.26), que é uma

bij —

equacao diferencial parcial quasilinear e eliptica dada por:
af\?\ [ 0%*f of of O%f If \?\ [0*f
1+ (=& ZL) ol 2L 1+ (== ) =0. (232
( + (81@) ) <8u% Ouq Oug Ouqdus T (8u1) ou? 0. (2.32)

Sabemos que a partir de toda imersao minima obtemos solugdes para

esta equacao ja que as mesmas sao localmente uma superficie regular pela

proposicao 2.1, e toda superficie regular é localmente o grafico de uma fungao
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diferencidvel (veja proposicao A.3). Assim, a equacao (2.32) nos permite en-
contrar exemplos especificos de superficies minimas. Chamaremos esta equagao

de EDP das superficies minimas. Vamos ver exemplos.

Exemplo 2.6 (O helicoide é uma superficie minima). Do exemplo 2.4

sabemos que o helicoide de passo um esta dado pela imersao

X (ug,uz) = (ug cos uy, ug S€n Uy, Uy ).

Assim, se supomos que u; € (—g, g) e ug # 0, temos que
(U1, ug)

= tan u,
$1(u1>u2) ’

logo,

T2
xr3 = arctan —
Ty

e, portanto, o helicoide é o gréafico da funcao

f(zq,x9) = arctan ﬁ,
xy

onde z; € (—g, g) e x3 # 0. Logo, temos o seguinte,

8f . 1 —T2 T2
2N (L)Z x? 23 + 23
1
8f 1 T
P = 2T 3 2
Ty 14 <a:7> T el
1
an . ZTo - 2331 . 21’1332
Ot (a3 +23)" (2} +a3)°
an . —2ZE1$2
Or3 (2} + a3)’
f =@t +a3)+ay-220 23 —a}
0x10x9 (22 + 23) (22 +23)*

Donde,

dri (a3 +a23)? (a2 +al)’

(2.34)

(1 . <8f >2> Pf _ (@i +a3) +at 2w (2.33)

1+ <8f )2) O*f (23423 +23 2w,

dr3 (2 +a23)? (a2 +ad)?
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Somando (2.33) e (2.34) obtemos,

af \*\ o2f af \*\ *f
(1+<8x2>)8x%+(1+<8xl>)8:c§

ez ((af +23)° +af — (af +43)" — a3
)2

2

(2% + 23 (2% + 23)
_ 2may = (23— ad)

(23 +23)° (2} +23)?
_9 — T2 T J]% — l‘%

(23 +23) (23 +23) (22 +23)

_,0f of _&f
N aZL’l 8902 81‘181'2 ’

O helicoide pode ser caracterizado como a unica superficie minima

regrada.

Proposicao 2.6. Toda superficie minima regrada ou € parte de um plano ou

¢ parte de um helicoide.

Demonstragao. A prova pode ser feita seguindo a mesma ideia da prova da

proposigao 2.5. O

Exemplo 2.7 (Superficie de Scherk). Em 1834, H. F. Scherk, se propds

achar solugoes da EDP das superficies minimas (2.32) da forma

f(x1,29) = g(x1) + h(22).

Usando isto obtemos

af _

of 0 Ff 0* f
ory ¢ 923
X1

Yy _ _ _
(ml)a h(x2>? 81‘% g(x1)7 (():L‘% h(x2)7 61’181'2 0

Como estamos supondo que o grafico de f é uma superficie minima,

entao, neste caso particular, (2.32) toma a forma
(14 1(22)?) g"(21) + (14 ¢ (2)2) B (2) = 0. (2.35)

Note que se b’ =0 e ¢’ = 0, obtemos a solucao f(z1,x2) = axy + bry + ¢, ou

seja, o plano. Vamos excluir este caso. Entao podemos escrever (2.35) como

g'(xz1) _ W'(z2)
L+g(z)2 14+W(29)2
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ou, equivalentemente

d(g'(z1)) _ d(W(z2))
1+ ¢'(21)? 1+ W(xg)?

Como o lado esquerdo s6 depende de z1 e o direto de x5, ambos tem que ser

iguais a uma constante a, ou seja

d(g'(z1))
1+ ¢'(21)?
( W (z2))
+ (=R (22))*

Vamos resolver (2.36). Integrando obtemos

=a (2.36)

(2.37)

arctan ¢’ = ax; + b,

donde

¢ = tan(az; + b), —g <ar;+b< g

Integrando novamente obtemos
1 b 1 b
g(w1) = —log(cos(ax; +b)) + B, —g =< < g - —— — e B constante.
a a

Anélogamente, obtemos a solugao para (2.37)

™ 1 ¢ ™ 1 ¢
h(xzs) =log(cos(axy +¢)) +C, —— - — — — < x93 < —-— — — e (C constante.
(22) g(cos(azs + ¢)) 9. a9 T .
cos(axs + ¢
Dai, temos que f(xy,z5) = 1ogM + D, onde D é uma constante e
cos(axy + b)
(v1,m2) € (—gé—g,g%—g) X (—%-é—i,%&—ﬁ Se a = 0 temos
g" = h" =0 que é o plano. Vamos supor a # 0. Note também que —2 e —°

sao translagoes horizontais e verticais, respectivamente, o valor % corresponde
a largura dos quadrados e a constante D é a altura desta superficie no centro
dos quadrados. Vamos supor a =1e b=c= D = 0. Assim obtemos

COS T'o s T

—— < x,r9 < —. 2.38
cosx; 2 s b2 2 ( )

f($1,iU2) log

Para analizar o comportamento de f neste quadrado é facil ver que

im  f(z1,22) = lim_f(z1,22) = —00
:z:1—>—%+ TG
lim  f(z1,22) = lim_ f(z1,22) = o0.

CEQ%*%Jr $2—>7
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Vamos incluir no grafico estas retas verticais como indica a figura 2.6.

<

oS

S

< =

T
S
<>
s

NI

1)
il
(7

=

<>
=

]

[ 1]

H
A2

L7

[7

[ 7

—
__-H
—

Figura 2.6: Superficie de Scherk sobre um quadrado.

Vemos que a superficie de Scherk globalmente nao é um grafico. Mas, se

5 <@, < 37“, entao ggzz > 0 e, portanto, a funcao f definida em (2.38)

fica bem definida neste quadrado também e, de forma geral, nos quadrados

T s
Qry = {(:Ul,xQ); |zy — k7| < BL |ze — | < BL k+1é par}.

Assim temos a funcao f definida sobre U Qr, que parece com um tabuleiro
klEZ
de Xadrez como indica a figura® 2.7.

==
—_———

——

N

A
==
1

NI
AWl
\ “1 \i.lr

(O

=<
S—
—~

——
—

—

=

==
—

NS

——
T 2SS
7 Z

Figura 2.7: Superficie de Scherk sobre um tabuleiro de Xadrez.

3As figuras 2.6 e 2.7 foram tomadas de http://numod.ins.uni-bonn.de/grape/
EXAMPLES/AMANDUS/bmandus . html


http://numod.ins.uni-bonn.de/grape/EXAMPLES/AMANDUS/bmandus.html
http://numod.ins.uni-bonn.de/grape/EXAMPLES/AMANDUS/bmandus.html
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Note também que esta superficie pode ser dada implicitamente pela
formula

e*? cosx1 = cos xy.
Assim podemos enunciar a seguinte proposicao.

Proposigao 2.7. A ddnica superficie minima da forma f(x1,22) = g(x1) +

h(z2) que nao é um plano é a superficie de Scherk.

Demonstracgao. Feita no exemplo anterior. O
Como observamos nos exemplos anteriores, o helicoide e a superficie de
Scherk nao sao globalmente o grafico de uma funcao diferenciavel. Mas isto

nao é por acaso.

Definicao 2.7. Seja S o grafico de uma funcao diferenciavel f : Q@ — R.

Dizemos que S é um grdfico inteiro se o dominio Q coincide com R

Teorema 2.1 (Bernstein). Se uma superficie S é um grdfico minimo inteiro,

entdo S € um plano.

Demonstragao. A prova pode ser encontrada em [7].

2.3.2

Imersdao minima conforme

Ja vimos que os parametros isotérmicos simplificam as quantidades
geométricas e, portanto, os nossos calculos. Logo, seria muito conveniente
ter sempre uma parametrizagdo deste tipo. Entao a pergunta que surge é:
quando isto é possivel? A resposta é que para qualquer superficie regular
em R®, é sempre possivel encontrar, numa vizinhanca de cada ponto, uma
parametrizacao conforme, mas a prova vai além dos nossos objetivos, entao
vamos dar uma prova que garante a existéncia dos mesmos em qualquer
superficie imersa minima em R® o que é suficiente para o nosso trabalho. O

resultado mais geral pode ser estudado em [16].

Teorema 2.2. Seja X : Q — R® uma imersio minima. Entio cada ponto
de S = X(Q) possui uma vizinhanga na qual exriste uma reparametrizacao de

S em parametros isotérmicos.

Demonstragao. Ja vimos que para todo ¢ € () existe uma vizinhanga V'
de X(gq) que é o grafico de uma funcao diferenciavel f : U — R, com U

simplesmente conexa. Portanto podemos parametrizar V' como segue

Y: U — V

(Ul,UQ) — (U17U27f(u17u2))'
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af af 0 f .
Fazendop= —,¢= ——e s = , podemos reescrever a equacao das
8u1 8uz 8u18uQ
superficies minimas da seguinte forma
dp 9q
14+¢*) = —2pgs (1 +p*) + — =0. 2.39
(+q)au1 pq5(+p)+au2 (2.39)

Seja W =+/1+ p? 4 ¢?, entao,

9 [1+¢ _f’<m)
ouq w Oug \W

0q o 2(31? 8(1) (817 0(1) 2 (319 8q)
20—W? — (1 =) - (= 2 )\ w? - R S
o q8U1 ( +q ) p@ul +q8u1 8u2qup8uQ Pq anQ +q8u2
— s
1 Jq 2 0q 3 0q Op dqg 5 Op  50q
= (2=t 42— £ 2P —p— — g — P — P
e ( Tou T2 90, T 00, " Pous  You,  TPou; 7 ouy
Op 2 0p 3 0p dq 3 9q 2 9q 5 Op gaq)
Y9 Yoy Yoy Pows P ous P ou, P %, TP by,
1 dp dq dq op q dp 0q
e (—p1 e ey 2 399 3 9P Y% 9P 2)
3 < p( +q )8u1 p( +p )6u2 +q 8u1 1 8u2 q6u1 anQ + 5]
1 Op dq dq
=73 <—p(1 + q2)87u1 —p(1 +p2)8TL2 + 2qp28u1)
_P 2y Op. 2 04 5@!)
_W3 <(1+Q)aU1+(1+p)8U2 2p8u1

=0 usando (2.39),

ou seja,

0 (1+4¢\ 0 (pq)
8u1 w _0u2 w ’

Esta condi¢ao de integrabilidade implica a existéncia de uma fungao g diferen-

cidvel em U satisfazendo o sistema

99 _p1
aul W7
dg _1+¢
8u2_ W ’

Analogamente obtemos que

o (1+p*\ 0 (pq)
31@ w _8u1 wW ’

o que também implica a existéncia de uma funcao h diferenciavel em U

satisfazendo o sistema

oh _14p
8u1_ w ’
ah_@

us W
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Consideremos a seguinte transformagcao

T : U — R?

(2.40)
(up,ug) +—— (ug + h(ug, uz), us + gug, uz)) .

Entao o jacobiano de T esta dado por

oh  oh
L o o
J(T) = dg Jg
un  ou
2
4P P
_ W W
pq q
£ 1
W Ty
L[ Wlp? pq
w pq WH+1+¢2 )’

donde

1
det J(T) = 5 W2+ W+ W+ Wt 1462+ W+ 7 4 9% — (pg)?)
1
- W(Wz +2W + W + p*W + W?)

1
:W(2W+1+1+q2+p2)

C2W 1+ WP

W
(W +1)2
=" >0.
W >

Logo, pelo teorema da funcao inversa, T tem uma inversa local T~! cujo

jacobiano é

J(T =J(T)™!

11 (Wl —pq
det J(T)W —pgq W+ 1+ p?
1 W+1+¢ —pq

(W +1)2 —pg  WH14+p? |

Como o jacobiano da transformagao Y é

10 0
0o 1 |- 7
of  9f
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entdo a transformacao X (ny,72) =Y o T~1(ny,n2) tem jacobiano

Agora,
lwi]* = (14 ¢+ W)* + p’¢* + p* (1 + W)
=W+ 1> +2W + 1)@+ ¢* + p*¢* + p* (W +1)?
= (W + )<1+p +¢ =) +2W+ 1)@+ ¢ +p°¢
= (W +1)°W ((W+1) —2(W+1)+1—1) +¢* +p?¢*
=(W+1)*W? = (W? =1 —-¢* = p?)
= (W +1)*W

o que implica que

0X 1

Analogamente, ox |1 .

Além disso,

(wi,we) = (1 + W +¢*)pg — (L+W +p*)pg + p(1 + W)g(1 + W)
= —(1+W)pq — ¢’p — (1L + W)pg — p’q + pa(1 + W)?*
= —2(1+ W)pg + (L + W)*pg — pa(p* + ¢*)
=pg ((1+W =1 =W?) =0, (2.43)
logo, wy e wy sao ortogonais e, portanto, a—X e a—X sao ortogonais.

m 712
Em resumo, das equagoes (2.41), (2.42) e (2.43) obtivemos que

gi1 = g22, € gi2 =20

para os parametros n; e 1, portanto eles sdo isotérmicos. O
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Proposicdo 2.8. Seja X : Q — R® wma imersiao conforme. Entio X é
minima se, e somente se, suas fungoes coordenadas xy : 2 — R, k=1,2,3,

sao fungoes harmonicas.

Demonstracao. Se X ¢ uma imersao conforme, temos a férmula (2.17) para
o laplaciano de X obtida na proposicao 2.3. Assim, H = 0 se, e somente se, as

fungoes coordenadas sao harmonicas. O

2.4
Imersao completa

Vamos relacionar o conceito de completude de uma imersdao com o

conceito de completude que estamos acostumados.

Definicdo 2.8. Seja X : Q — R? uma imersao. Dizemos que X é uma

imersao completa se §2 é um espago métrico completo para a distancia induzida
por X em 2 definida por (2.9).

Para nosso trabalho vamos precisar da seguinte defini¢ao.

Definig¢ao 2.9. Seja 5 :[0,b) — Q. Entdo 5 é chamada de curva divergente
ou caminho divergente se para cada compacto K C €, existe ¢y € [0,b) tal que
B(t) ¢ K para todo t > t.

Intuitivamente uma curva divergente “sai” de todo compacto K C (2.

Proposicio 2.9. Seja X : Q — R? wma imersio. Se a imagem de toda curva

B :]0,b) — Q divergente tem comprimento infinito, ou seja,
t
UX o) = lim/ 1(X 0 BY (u)|| du = oo, (2.44)
t—b Jo
entdo X é completa.

Demonstragdo. A prova é consequéncia do teorema de Hopf-Rinow (veja
teorema A.2). O

Observagdao. Fazendo abuso de notagao também vamos escrever

(X 05) = [ 10X 0 5 ()] d

no caso em que [ seja divergente.
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Representacao de Enneper-Weierstrass

Como ja dizemos a Representacao de Enneper-Weierstrass foi introduzida
na década de 1860 por K. Weierstrass e A. Enneper de forma independente. A
mesma é uma excelente ferramenta, que identifica cada imersao minima com
trés funcgoes holomorfas ¢y, k = 1,2, 3, sobre um dominio no plano complexo,
que também sao identificadas com uma funcao holomorfa f e uma funcao
meromorfa g (que tem um significado geométrico), da forma que descreveremos
a continuacgao.

Vamos introduzir a seguinte notacao. Seja C o plano complexo e identi-

fiquemos C com R? fazendo z = u; + ius onde (uy,us) € R2.

Lema 3.1. Seja X : Q € C — R® wma imersdo, e consideremos as sequintes

funcoes complexas

on(z) = S B = 25— k=1,2,3 (3.1)

Entao

1. ¢ € holomorfa se, e somente se, xy, € harmonica.

3
2. X € conforme se, e somente se, » (or(2))> = 0.
k=1

3
3. Se X € conforme, entdo » o (2))? # 0.

k=1
Demonstracao.

1. Vamos provar o item 1. Se ¢, é holomorfa entao

ok

=0
0z ’

portanto,
8 8xk
Az =0,
0z 0z

ou seja, Az, = 0. Para a reciproca é s6 inverter a ordem das operagoes.
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2. Para provar 2 vamos observar que

- 5[] - - (2

k=1 k=1
oX|*_Jox|*_,,/0x ox
8u1 a’UQ 8u1’8u2 ’

ou seja,

3
Z (¢k(2’))2 = g11 — go2 — 2ig12,

k=1
e, portanto, o resultado segue.

3. Para provar 3 observemos que

& 5.1 [0z ox\*|  |ox | |lox|]
2 (2 ‘E[(m) (5ee) | = o) * )
ou seja,
& 2
> 1ok(2)]" = g + guo- (3.2)
k=1

3
Se X ¢ conforme, entdo g1 = g2 = A%, logo Y _ lor(2)P =202 > 0. O

Teorema 3.1. Seja X : Q — R® uma imersio minima conforme. Entdo as

fungoes ¢y definidas por (3.1) sao holomorfas e satisfazem

3

Z| ()| # 0. (3.4)
Reciprocamente, dadas trés fungoes ¢rp(z), k = 1,2,3, holomorfas em um
dominio Q simplesmente conexo e que satisfazem as equagoes (3.3) e (3.4),

existe uma imersio minima conforme X : Q — R® tal que vale (3.1).

Demonstracao. Seja X : 0 — R? uma imersdo minima conforme, entao as
fungoes x; sdo harmonicas. Isto implica que as fungoes ¢, sao holomorfas pela
teses 1 do lema 3.1. Como X ¢é conforme, as fungoes ¢y, satisfazem (3.3) e (3.4)

pelas teses 2 e 3 do lema 3.1.
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Reciprocamente, suponhamos que as fungoes ¢, sao holomorfas em um

dominio €2 simplesmente conexo e definamos

(2) = Re / Sr(Q)dC, k=1,2,3. (3.5)

Como, para cada k = 1,2, 3, o periodo de ¢}, é zero em €2 por ser holomorfa e

() é simplesmente conexo, entao a fungao

o) = [ (e,

esta bem definida e é holomorfa em ). Assim, como

or(2) = T + ijm/: dr(€)dC,

entao x estd bem definida e é harmonica. Por outro lado temos que

0u(2) = i) = Gt iz (m [ au(Q)ag) = G — s
esta ultima igualdade devido as equagoes de Cauchy Riemann (veja (C-R)).
Logo, (3.1) é satisfeita.

Além disso, como as fungoes ¢y, satisfazem (3.3), entdao X é conforme pela
teses 2 do lema 3.1. Como as fungoes zj sdao harmonicas, entao X é minima

pela proposigao 2.8. O

Observagao 3.1. Nao ¢é necessario que o dominio €2 seja simplesmente conexo e
sim que os periodos as fungoes ¢, sejam imaginarios puros para que as fungoes
x, estejam bem definidas. Além disso, as fungbes z; estao definidas de forma
unica a menos de uma constante aditiva, portanto a superficie fica inteiramente

determinada a menos de translacgoes.

Exemplo 3.1 (Representacdo de Enneper-Weierstrass do catenoide).

Seja 2 = C\{0} e consideremos as seguintes fungoes em 2

¢1(z) = ; (1 - 1) (3.6)
bolz) = (—1 _ 1) (3.7)

(3.8)

Obviamente as fungoes ¢, sao holomorfas em 2. Além disso,

22 A 24

3 1 2 1 1 2 1 1
k;@(z) 4( + ) 4( tot )t 5=0
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logo, as fungdes ¢y satisfazem (3.3) e como ¢3 nao se anula em €2, a equagao
(3.4) também ¢é satisfeita. Falta verificar que os periodos das ¢ em € sao
imaginarios puros. Basta provar que os periodos sao imaginarios puros para
o circulo unitéario, pois qualquer outra curva fechada ao redor da origem ¢é
homotopica a ele. Para isto observamos que uma parametrizacao do circulo

estd dada por z = ¢, onde 6 € [0, 27]. Entdo,

27 2 7 27 .
2)dz = / ( ) “’de—f/ “’de—f/ 4 — ),
|2|= 1¢1 ) e2it e 2 Jo 2 Jo ¢

I LN i, LT g 12 e
/Z|:1¢z(z)dz_ 2/0 <1+62i9>ze d9—2/0 ed9+2/0 000 — 0

27
/|| 2/ ewzewdQ _ z/ 49 = 2.
z|l=1

Logo, existe uma imersdo minima conforme de Q em R* pelo teorema 3.1 e
podemos calcular suas componentes como segue. A componente x; estd dada

por

xl(z):me/ 2(1—@>d§—9‘ie</ dc — / ) e(z—l—i—Q),

logo, a menos de uma translacao temos que

() 1 (751 i
1(2) == | 55 +u .
! 2\l +u

Por outro lado a componente x5 esta dada por

xg(z):%e/lzé<—1—g}2>dg—2 (/ dC+/ ) ;m(z—i)a
ou seja,

1 (%)
Finalmente, a componente z3 estd dada por
z ]_ )
z3(z) = S)%e/ Ed( = Re (log |z| +iarg(z)),
1

portanto

x3(z) = ;log (u% + u%) :
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Fazendo uso das coordenadas polares (r > 0 e 0 < 6 < 27) obtemos

1 [cos6 r?+1
T == +rcosf | = cos b,
2 r 2r

1 [(sené6 r? 41
To = — +rsenf | = sen 6
2 r 2r

1
T3 =3 logr? = log -

Fazendo a mudanga ¢t = log r (sabemos que r > 0) temos que r = €’ e, portanto,

7‘2+1_€2t+1_€t+6_t

o el = cosht.

Assim obtivemos a imersao
X (uy,uz) = (coshuy cos ug, cosh uy sen ug, uz) ,

que é um catenoide como vimos no exemplo 2.3.

A questao que surge agora é como encontrar trés fungoes ¢, satisfazendo
as propriedades do teorema 3.1. O fato surpreendente é que podemos descrever
explicitamente todas solugoes do sistema dado pelas equagoes (3.3) e (3.4)

como garante o seguinte teorema.

Teorema 3.2. Seja 2 C C um dominio. Sejam f e g uma fungdo holomorfa

e meromorfa, respectivamente, em §) satisfazendo a sequinte propriedadet
q € 2 é polo de g de ordem m se, e somente se, q é zero de f de ordem 2m.

Entao as fungoes

b1 =30~ b= S+ G) by =Ty (39

sio holomorfas em Q e satisfazem (3.3) e (3.4). Reciprocamente, dadas trés
fungoes holomorfas ¢, k = 1,2,3 satisfazendo (3.3) e (3.4), podem ser

representadas na forma (3.9) exceto no caso ¢1 = igy, ¢3 = 0.

LA partir de agora chamaremos esta propriedade de propriedade dos zeros e polos.
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Demonstracgao. Primeiro observemos que

1 1 1
*f292—1f2(1+g4>—§f2gz—|—f2gz

1
=S (1+9") 5

=0,
portanto as fungoes dadas satisfazem (3.3). Por outro lado, para que (3.4) seja
satisfeita, devemos garantir que estas fun¢oes nao se anulem simultaneamente,

assim, se ¢3(q) = 0, ¢ € , temos que f(¢) = 0 ou g(¢) = 0. Vamos analisar

os dois casos.

1. Se f(q) =0, entdo q é zero de f de ordem 2m e polo de g de ordem m,
com m > 0, pela propriedade dos zeros e polos, portanto f(q)g(q)* # 0,

entao
b(a) = f(fz)éf/(q)2 40
bald) = _f(q)g(q)2 20,

2. Se g(q) = 0, temos que f(q) # 0 pois, pela propriedade dos zeros e polos,

os Unicos zeros de f sao os polos de g, entao

o) =12 %0
o) =T %0

Portanto, as fungdes ¢, também satisfazem (3.4).

Para o reciproco definimos as seguintes fungoes

f=¢1— 199 (3.10)
_ 93
¢1 — iy

Multiplicando (3.10) e (3.11) obtemos

g (3.11)

b3 = fg.
Reescrevendo (3.3) na forma

(61 + i2) (¢1 — ih2) = — 3, (3.12)
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obtemos
N N
(61 + 1¢2) = S —idy (¢1 Z¢2)<¢1 i)
ou seja,
(61 +ig) = —fg*. (3.13)
Usando (3.11) obtemos que
2 _ 3
SRR TN
P — 2ip1¢0 — 3 + ¢
(1 — igo)?
23— 20,6
(¢1 —ih2)?
_ —2igy(r — i)
(¢1 — ih2)?
_ 2ig
¢r — iy’
assim,
f(1+9¢%) = —2igy
e, portanto,

b= 311+ 7).

Usando novamente (3.11) temos que

) 3
e T iy
O — 2ig1dy — D5 — b3
- (1 —ih2)?
297 — 2ig1y
(1 —ign)?
_ 2¢1(1 — i)
(¢ —ign)?
29
1 — iy

donde
f(l - 92) - 2¢17

portanto

o1 = ;f(l - 92)~


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221622/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 1221622/CA

Capitulo 3. Representagao de Enneper-Weierstrass 54

Assim, as fungoes ¢y, k = 1,2, 3, tem a forma (3.9). Por outro lado, vemos
que esta representacao nao estda bem definida no caso que o denominador de g
seja identicamente zero, ou seja ¢; = i¢o, mas neste caso, dado que vale (3.12),

temos que ¢3 = 0, que ¢ o caso que excluimos no teorema. O

Definicdo 3.1. Seja X : © — R® uma imersao minima conforme. O par

(g, f) associado a X é chamado de dados de Weierstrass da superficie.

Exemplo 3.2 (Dados de Weierstrass do catenoide). Usando o exemplo

3.1 vemos que, no caso do catenoide, que pode ser representado pelas fungoes
holomorfas (3.6), (3.7) e (3.8), temos que

f=omie=y(i-) <4 2) -4

g _%_,
¢1_i¢2 f

Assim, os dados de Weierstrass do catenoide é o par

(= 212) eC\{o). (3.14)

Observagdo. No caso mais geral de uma imersao X : M — R® onde M é
uma superficie de Riemann? a representacao de Weierstrass est4 dada por trés
1-formas holomorfas ®,(z) sobre M e os dados de Weierstrass sao da forma
(g,m), onde g é uma fungdo meromorfa e  é uma 1-forma holomorfa sobre
M, ambas satisfazendo a condi¢ao dos zeros e polos que foi estudada antes.
No caso que a superficie de Riemann é um aberto {2 do plano complexo as

1-formas antes mencionadas podem ser globalmente expressadas na forma
n(z) = f(2)dz e Pp(z) =o(2)dz, k=1,2,3,

onde f e ¢r, k= 1,2, 3, sao fungoes holomorfas em 2. Ou seja, no plano estas
funcoes determinam as 1-formas 7 e ®5, k = 1,2, 3, respectivamente. Devido
a isto, na representacdo de Weierstrass nao falamos de 1-formas holomorfas,

mas de fungoes holomorfas e os dados de Weierstrass em nosso texto sao da
forma (g, f).

Estamos em condi¢des entao de representar qualquer superficie minima
em R? segundo umas funcoes f e g holormorfa e meromorfa, respectivamente,

satisfazendo a propriedade dos zeros e polos.

2Para a defini¢io de superficie de Riemann veja a defini¢do 4.3.5 em [17].
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Teorema 3.3. Qualquer imersio minima conforme X : Q — R® ndo plana

sobre um dominio Q) C C simplesmente conexo, pode ser representado na forma

ni(:) = Re [ 2700 - 9P

na2) = %e | SHO0+9(0)de (3.15)

w(z) = Re [ [(Qg(Q)c.

20
onde as fungoes f e g sdo holomorfa e meromorfa, respectivamente, em (1,

e satisfazem a propriedade dos zeros e polos. Reciprocamente, dadas duas
funcoes f e g holomorfa e meromorfa, respectivamente, em ), satisfazendo
a propriedade dos zeros e polos, existe wma imersio minima ndo plana em R?
na forma (3.15).

Demonstracao. Seja X : Q@ — R? uma imersao minima conforme néo plana,
entdo pelo teorema 3.1, existem ¢, k = 1,2, 3 holomorfas, satisfazendo (3.3)
e (3.4), isto implica a existéncia das func¢oes f e g, holomorfa e meromorfa,
respectivamente, em (2, satisfazendo (3.9) pelo teorema 3.2, excepto no caso
01 = 109, ¢p3 = 0, mas este caso é um plano dado que ¢3 = 0 implica que x3 é
constante em () e o resultado segue. Reciprocamente, tendo duas funcoes f e
g holomorfa e meromorfa, respectivamente, em (2, satisfazendo a propriedade
dos zeros e polos, existem ¢, k = 1,2, 3, definidas por (3.9) e satisfazendo
(3.3) e (3.4) pelo teorema 3.2, mas isto implica a existéncia de =y, k = 1,2, 3,
dadas por (3.5), e que estao bem definidas dado que 2 é simplesmente conexo,

e o resultado segue. O

Observacao 3.2. Devemos notar que se temos uma fungao holomorfa A em um
dominio €2 simplesmente conexo, podemos tomar como dados de Weierstrass
a g(z) = h(z), e qualquer funcao f holomorfa e que nao se anule em £,
pois as mesmas satisfazem a propriedade dos zeros e polos. Por outro lado,
como na observagao 3.1, ndo precisamos que () seja simplesmente conexo para
que o teorema acima seja verdadeiro, basta que os periodos das fungoes ¢y,

k =1,2,3, definidas por (3.9), sejam imaginarios puros em ().

Exemplo 3.3 (Superficie de Enneper). Uma escolha evidente seria consi-

derar o par de fungoes

Elas satisfazem as hipoteses do teorema 3.15 e, portanto, a superficie obtida
a partir delas serda uma superficie minima. Vamos encontra-la. Segundo estes

dados a coordenada x; esta dada por
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21(2) :9%/02;(1 ~ )

1 23
= 5 Re (Z — 3)
= lz}{e ((ul + dug) <3 — uf — 2iuguy + U%)) ;

6

portanto 2

A coordenada x5 é a seguinte,

To(z) = 9‘{6/ ; (1 + (2> d¢

z
0

1 Jm [ =+ 23
_ — — z -
2 3
1
=5 Jm ((ul + dus) (3 4 u? + 2iugug — ug)) ,
assim 2 3
Uy ujup | Uy
$2(U1,U2)— 5 9 + 6

Finalmente, a coordenada x3 se obtém como segue,

= ;fﬁe (u% + 2iujug — ug) :

ou seja
Ja, . )
xg(uy, ug) = uj — us.

56

(3.16)

(3.17)

(3.18)

Assim a superficie cujas componentes sao (3.16), (3.17) e (3.18), é a superficie

de Enneper (veja exemplo 2.2), portanto a mesma é uma superficie minima.

Observacio. Seja X : © — R? uma imersdo minima com dados de Weierstrass

(g, f) onde 2 é um dominio simplesmente conexo. Suponhamos que g é um

biholomorfismo sobre 2, assim, ¢'(z) # 0 Vz € Q, entao fazendo a mudanga de

varidavel w = g(z), temos que dw = ¢'(z)dz. Por outro lado temos que f nao se

anula em () para que a propriedade dos zeros e polos seja satisfeita. Definamos

a funcao
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e seja wo = g(2o). Logo,

Portanto a imersao cujas componentes sao
1w 9
T :%ez/woh(w) (1—|—w )dw
rs = Re 3/ h(w) (1 + w2> dw (3.19)
2 Jwo
r3 = 9{2/ h(w)wdw,
wo

¢ uma imersao minima.? Ou seja, no lugar de ter duas fungoes f e g como em
(3.15), as expressoes dadas em (3.19) envolve apenas uma fungao h holomorfa e
que nao se anula em g(£2). Reciprocamente, toda fungao h holomorfa e que nao
se anula em um dominio €2 simplesmente conexo, define uma imersao minima
cujas componentes estdo dadas em (3.19); de fato, as fungoes f(z) = h(z) e
g(z) = z satisfazem a propriedade dos zeros e polos. Em outras palavras, a
cada funcao holomorfa e que nao se anule corresponde uma superficie minima

e vice-versa.

Observagao 3.3. Sejam (g, f) os dados de Weierstrass de uma imersao minima
conforme X : Q — R? cujas componentes estio dadas por (3.15). Seja h uma
fun¢ao holomorfa e que ndo se anula sobre €2, entao as fungoes g = 1 e f=rh
satisfazem a propriedade dos zeros e polos e, portanto, estes dados determinam
uma nova imersio minima conforme X. Note que T3 = w3, portanto esta
transformacao deforma uma imersao minima em uma outra imersdo minima
sem modificar a terceira coordenada. Esta forma de obter uma nova imersao
minima a partir de outra é conhecida como transformagao de Lopez-Ros. O
nome vem dado pelo fato de que F. J. Lopez e A. Ros usaram este tipo de

modificagoes em [18] tomando constantes positivas como sendo a fungao h.

3Note que simplesmente provamos que a reparametrizacdo de uma superficie minima é
uma superficie minima.
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3.1
Quantidades geométricas em termos dos dados de Weierstrass

Um fato importante é que esta representacao nos permite obter teore-
mas gerais sobre superficies minimas expressando as quantidades geométricas

basicas associadas a superficie em termos dos dados de Weierstrass.

3.1.1
A aplicacao normal de Gauss

Sejam f e g duas func¢oes holomorfa e meromorfa, respectivamente, em
dominio ) C C satisfazendo a propriedade dos zeros e polos. Os teoremas 3.1 e
3.3 garantem a existéncia de fungoes ¢, k = 1,2, 3 holomorfas em 2, definidas
por (3.9) e satisfazendo (3.3) e (3.4), e a existéncia de uma imersdo minima

conforme X : @ — R® cuja componentes estdo definidas por (3.5). Assim,
0X 0X

como o plano tangente a superficie em um ponto p é gerado por — e — e

8U1 8uz

vale (3.2), temos que

o ‘M QI‘M 2
3u1 8U2
3
=33 P
k=1
= L (PR = g LRI g )
W (1= P + 11+ g + 417 PIgP)
!f8|2 (1= (1 =) + (14 6%) (1 +8) + 4111191
J; (1+ 2198 +IgI")
=T (1),
ou seja,
Az) = ’f( )| <1+| (2)| ) (3.20)

Vamos encontrar agora a rela(;ao entre a aplicagdo normal de Gauss e os
dados de Weierstrass. Para isto vemos que, usando (3.1), obtemos

ox  0X
8u1 8’&2
= (Re 2 Tm p3 — Tm P2 Re 3, Tm ¢1 NRe g3 — Re @1 Tm @3, Re o1 Tm g2 — Tm ¢y Re o)

e, portanto,
0X 0X
A

T " Gy = (Im(0203), Im(0165), Im(6102) ) (3.21)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221622/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 1221622/CA

Capitulo 3. Representagao de Enneper-Weierstrass 59

Por outro lado,

Im(05) = I (517Pg(1+ )
= e (5111790 + )
= S112%%e (7 + loP0))
= 11 (3 + o9 + 9 + loPg)
= 1T (29%e g + 2lgf e

= ;\f\z (14 ¢%) Reyg,

Im(G16s) = Im (517Pol1 )
= l\f!23' (9—19P9)
(9 19I5 — g+ l9%9)

*|f2(23m9+2|g|2’3m9)
(

*|f|2 1+¢°)Jmg

m(6132) = 9m (11 (1= )1 + 7))
= e (—5 1P (1472~ ¢~ lgl"))
= P (T - gl 1 g~ 7~ Lol
= 1P (ol ~1).
Substituindo em (3.21) obtemos

o o = (Gl (1 7) Beg. 1P (14 9) Img. 71512 (1 + 1) (19 — 1))
|f| (1 +g ) (29“teg,23mg, lg]* — 1)

|f| (29%eg,2ng,|g| —1)
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e, como a aplicagao é conforme e vale (A.11), temos que

HaX OX | _

8’&1 8U2

Portanto

2 2 2_1
N=%(2%e9723m97|g|2—1>:< Reg 2Imyg g >

L+ gl 14192 1+ |g|?

Assim, N = 771(g), onde 7 é a projecio estereografica desde o polo norte (veja
exemplo A.2), o que implica que g = mo N, tendo g um significado geométrico

bem interessante.

X3

X2

Uy, up) = g(ug, uy)

X1

Figura 3.1: Interpretacao geométrica da funcao g.

Além disso, isto nos da uma outra caracterizacao das superficies minimas.

Proposicao 3.1. Seja X : Q — R® wma imersio conforme. Entio X ¢

minima se, e somente se, a fungdo g =mo N é meromorfa.

Demonstragao. Se X é minima entdao m o N = g como foi visto. Reciproca-
mente, vamos supor que a fun¢do g = moN é meromorfa. Portanto g é aplicacao
conforme. Como 7 é anticonforme, 7! também é. Logo, N = 7~ 1og é anticon-
forme. Portanto, sua derivada e, como consequéncia a aplicacao de Weingarten,
tem autovalores do mesmo modulos e sinais opostos. Mas estes autovalores sao

as curvaturas principais (veja observa¢ao A.4), portanto H = 0. O
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Teorema 3.4 (Osserman). Seja X : Q — R® uma imersdo minima
completa, entdao a superficie é um plano ou a imagem da aplicagdo normal

de Gauss € densa em S°.

Demonstragao. A prova pode ser encontrada em [7]. O

3.1.2
Curvatura gaussiana, curvatura total e curvaturas principais

Lembrando que em uma parametrizacao conforme a curvatura gaussiana

0 0
estd dada por (2.16), que o operador laplaciano complexo é A = 4——

0z 0z

(veja proposicao B.5), e que, como f é holomorfa e g é meromorfa, vale (veja

proposicao B.4)

g_gf_o @—@—0
9z 0z © 9z 0
temos que
ko Aroo  (VIf(+g9)
T X020z % 2
40 8
2 0 0 — 4 0 0 _
= —pagbg (ff) — ﬁ&&log(l +99)
_ 20 (o, of\ 410 1 (9 9
T N0z ff( 2REFE ) )\28z1+g§<829+982>

_ 20 (f\ 40 /( g9
/\232 f A0z \1+gg

af/ _of dg-, 9 (g O3
ST 4<azg+gaz (1+99) = 99" 5,995

Rl 1+ 99
__4 <\g'|2 (1+ g% — !g!2|9’|2>
A? (1+1g?)
4 |g')?
TA2(1 |g2)2 (3.22)
_16lg'?
TfPA g

ou seja, a curvatura gaussiana esta dada, em termos dos dados de Weierstrass,

L 4lg'| :
= <|f\(1 n !9!2)2> (3:25)

por
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Proposicao 3.2. Seja X : Q — R® uma imersao minima com S = X(Q)
conezxa e cujos dados de Weierstrass sao (g, ). Entdo a curvatura gaussiana

s0 pode ter zeros isolados, exceto no caso do plano onde K = 0.

Demonstracao. Vamos supor que K nao é equivalente a zero. Pela equacao
(3.23), vemos que os zeros da curvatura gaussiana sao os zeros de ¢’ e os polos

de g e as mesmas s6 possuem zeros e polos isolados pois sao meromorfas. [J

Observagao. Se zy ¢ um polo de g, entdo K(zp) = 0 se, e somente se, a ordem
de zp é maior que 1. De fato, se zy ¢ um polo de g de ordem m, entao, pela
propriedade dos zeros e polos, zg € um zero de f de ordem 2m. Assim, existe

uma vizinhanca W de z, tal que

q(®)

z—2zp)™

e f(2) =p(2)(z—2)"™, VzeW,

onde p e ¢ sdo holomorfas e ndo se anulam em W (veja teoremas B.11 e B.12).

Entao
1y = CE)E = 20)" —ma(2)(z = 20)" " d'(2)(z = 20) —my(z)
g( ) (Z _ Z())Zm (Z — zO)m+1 .
Dal,
G =i
| F()I(L+19(2)[?) p(2) (2 — 20)2m] (1 + (Zg(;))m ’2>
_ |¢@XZ—%)—mM@|‘2_%W4
p(2)] (|2 = 20> + |a(2)|?)* ’
ou seja,

K(z) = — ( 41¢'(2)(z — 2z0) — mq(z)|)2 = Zo|m_1> |

p(2)] (12 = zol*™ + lg(2)|?

Proposicao 3.3. Sejam (g, f) os dados de Weierstrass de uma imersao
minima conforme X com curvatura de Gauss estritamente negativa em D e
h:D, — C, 1<n<¢g, uma fungaio holomorfa satisfazendo

(i) h(z) #0, V z € D,,
(i) (£) (z) #0, v 2 € D.

Entao a imersao minima cujos dados de Weierstrass sao (g/h, fh) tem curva-

tura de Gauss estritamente negativa em .
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Demonstragao. Pela observacao 3.3 sabemos que (g/h, fh) sdo os dados de
Weierstrass de uma nova imersao minima conforme X : D, — R?®. Vamos
ver que dita imersdao tem curvatura de Gauss estritamente negativa. Usando a

férmula (3.23), obtemos

SR S R (R (70
o=~ (i tiaee) =~ (s Haner) -

Vamos supor que existe zy € D tal que K¢(zy) = 0. Como estamos assumindo

que (g/h) (z) # 0, segue que 2y s6 pode ser polo de g/h, e cuja ordem é maior
que 1 pela observagao anterior. Mas isto implica que zy é polo de g com a
mesma ordem porque h é holomorfa e nao se anula em D,. Novamente pela

observagao anterior vemos que K(zp) = 0 o que é uma contradigao. O

Exemplo 3.4 (Curvatura gaussiana do helicoide). Vamos encontrar
a curvatura gaussiana do helicoide usando (3.23). Para encontrar os dados
de Weierstrass desta superficie vamos achar uma parametrizacao conforme
da mesma fazendo uma mudanca de coordenadas na imersao (2.7) dada no

exemplo 2.4 que nao é conforme. Mais precisamente, seja

T
Uy =v; — = € Uy = asenhuwvy,

2
entao
- T
X (v1,v9) = | asen vy senh vy, —a cos vy senh vy, avy — a§ ,

portanto

0X

—— = (acos vy senh vg, asen vy senh vy, a)

(9u1

0X

—— = (asen vy cosh ve, —a cos vy cosh vy, 0)

8u2
logo

g11 = a?senh? vy + a? = a® cosh? vy
gi2 =10

2
G2 = a® cosh® vy

onde X é imersao conforme e, portanto, temos associada trés fun¢oes holomor-
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fas como garante o teorema 3.1 que sao

¢1 = acos vy senh vy — aisen vy coshvy = —asenh(iz),

¢o = asen vy senh vy + ai cos vy cosh vy = aicosh(iz)

¢3 = a.

Assim, os dados de Weierstrass do helicoide vém dados por

f = —asenh(iz) — i(aicosh(iz)) = ae™*,
a .
I~ qe— K
com z € C, donde
gl — Zeiz’

portanto

[fl=lale™, [gl=e" e |g[=e",
assim

de—u2 2 4e~2u2 2 16e~4v
K —_ = — — — .
<|a|6“2 (1+6‘2“2)2> (Ial (1+6‘2“2)2> <a2(1+6‘2“2)4>

Observagao. Em [19], Rossenberg, H. mostrou que uma superficie minima,
injetivamente imersa em R®, completa e de curvatura de Gauss limitada é

propria. O helicoide é uma superfice prépria pois

Por outro lado, podemos achar uma férmula para as curvaturas princi-
pais. Dado que a imersao é minima, temos que as mesmas satisfazem ky = —k;
e, como vale (3.23), vemos que
4 o k-2
|FI(L+1gl*)? [FI(L+ 1gl?)?

Além disso, podemos também obter uma féormula para a curvatura total

by = (3.24)

em termos destes dados. Seja D um dominio tal que D C . Entao temos que
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a curvatura total de X|p estd dada por (estamos usando (A.36))

2
KdA = // K \2du,d —// 9 9L\ duydus,
/1, B VD El TR P EM

esta tltima igualdade devido a (3.22). Dali,

2
// KdA = 4// ol Iy dus (3.25)
(1+g/*)?

Podemos dar agora uma interpretagdo geométrica para a curvatura total. Seja

R = X(D) e 7 a projecio estereografica desde o polo nortet. Como N = 7~ tog,

entdo, tomando coordenadas (vi,vy) € g(D), a drea de N(R) C S* ¢
‘8# (97T*1

//g(D ovy 0vy
4
/R TS
9(D) (1 + v} +v3)

4 / 2 5
= Uy, Ug)|“dudu
//D<1+ig<u1,u2>\2>2’g“ o) daci

= —// KduldU27
D

ou seja, a curvatura total é o negativo da area da imagem da aplicacao normal

d’Ul dUg

de Gauss da superficie contando o niimero de vezes que a mesma cobre N(R).
Se N atinge quase todo ponto em S? um mesmo nimero de vezes n < oo, entao

a curvatura total da superficie é
/ Kduiduy = —nA (SQ) = —4mn.
D

Exemplo 3.5 (Curvatura total do catenoide). Usando novamente os
dados de Weierstrass que obtivemos no exemplo 3.2, vemos que g : C\{0} —

1

C\{0} é uma bijecao e como 7~ é uma bije¢do, entao N é uma bijegdo, ou

seja n = 1. Além disso, como 771(0) = (0,0, —1) vemos que a imagem de N é

$*\{(0,0,+1)}, logo
// KdS = —
C\{o}

Exemplo 3.6 (Curvatura total do helicoide). Primeiramente vamos
calcular a curvatura total de um pedaco fundamental do helicoide usando

(3.25). Este pedago fundamental tem como dominio © = [0,2ma] x R como

4A primeira forma fundamental da esfera com a parametrizacio estereografica pode ser
encontrada no exemplo A.2.
®Note que o jacobiano da g é |g|? (veja observacio B.1).
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vimos na observagao 2.1, logo

2ma oo e*2u2
J[Karma [T,
Q 0 —oo (1 4 e72u2)

o0 -9 —2ug
= 47TCL/ e duy
—o0 (1 =+ 6_2u2>2

0 du
:47m/ —_—
©
[T
0 (1+wu)

= —4ra.

Mas, a curvatura total do helicoide é —o0.

Observagao. Huber [20] mostrou que uma superficie minima completa com cur-
vatura total finita é conformemente equivalente a uma superficie de Riemann
compacta menos um nuamero finito de pontos. Estes pontos correspondem aos
fins da superficie. Gragas a este teorema, Osserman [7] mostrou que os dados
de Weiertrass se estendem meromorficamente a superficie de Riemann com-
pacta e, consequentemente, a aplicagdo normal de Gauss também se estende
sobre M. Usando isto, L. P. Jorge e W. Meeks [21] provaram que uma su-
perficie minima completa de curvatura total finita em R?® é propria. Logo, a
superficie nao pode estar em um semi-espaco exceto se for um plano, usando
o teorema 1 em [22]. Um outro teorema foi dado por Colding e Minicozzi [23].
Eles provaram que toda superficie minima completa mergulhada em R® com

topologia finita é propria.
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4
Superficies minimas completas em R3 entre planos paralelos:
Teoremas de Jorge-Xavier e Rosenberg-Toubiana

O objetivo deste capitulo é discutir os trabalhos feitos por L. P. M. de
Jorge e F. Xavier em [10] e por Rosenberg e E. Toubiana em [11]. O ponto de
partida destes exemplos é encontrar uma fungdao holomorfa num disco e que
nao se anule neste conjunto para que a imersao dada pelos dados de Weierstrass
esteja bem definida. Além disso, é preciso fazer uma boa escolha para que a
superficie seja completa. A ideia para este tipo de construcao esta motivada por
uma ideia de Remmert que usava o teorema de Runge para mostrar a existéncia
de mergulhos holomorfos préprios do disco unidade em C*. Usaremos a notacao
D para indicar o disco unitario e D, para indicar o disco centrado na origem e

de raio ¢, e S! o circulo unitério.

4.1
Construcao sobre um disco de Jorge e Xavier

Como foi dito, Jorge e Xavier, em [10], proporcionaram por primeira
vez um método de construcao de superficies minimas completas nao planas,
imersas en uma banda de R®. Mais precisamente, eles provaram o seguinte

resultado:

Teorema 4.1 (Jorge-Xavier). Eziste uma imersao minima completa nao

plana X : D — R? cuja imagem estd contida entre dois planos paralelos.

A construcao desta imersao é feita obtendo uns dados de Weierstrass da
forma (g,1/g), onde g : D — C é uma func¢ao holomorfa que nao se anula em
D. Pela observacio 3.2, sabemos que X : D — R? dada a partir destes dados

estd bem definida e é uma imersdo minima. A mesma esta dada por

X = (2 [ (9(10 ~9(0)) g% [ (9(10 +9(0))de3e [Tdc) (@)

z
Como z3 = %e/ d¢ e |z] <1, entao |z3| < 1 e esto diz que a superficie esta

contida entre dois planos paralelos.
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Vamos construir entao a fungdo g. Seja D, uma sequéncia de discos

centrados na origem verificando
1. D, C Dyis,
2. UD, =D.

Para cada n € N vamos considerar um anel contido no interior do
conjunto D,, \ D,,_1, cujo bordo é a unido de dois circulo A, e B,, e que
denotaremos por C(A,, B,,). Seja K, o conjunto compacto obtido removendo
de C(A,, B,) um pequeno pedaco, interceptando o eixo real positivo se n é
impar, e interceptando o eixo real negativo se n é par (veja figura 4.1). Podemos

observar que a sequéncia K, satisfaz
1. K, C D, Vn eN,
2. K,ND,_1=0VneN,

3. C\K, é conexo.

Figura 4.1: Os conjuntos K,, ¢ Kp41.

Como para cada n € N os conjuntos K, sao compactos disjuntos,
existe uma sequéncia de abertos disjuntos U, tal que K, C U,. Seja {c,}
uma sequéncia de nimeros reais positivos que especificaremos depois, e seja

f UU,, — C definida por

f(z) =c,se z €U,
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Entao f é holomorfa. Logo, existe uma funcao h holomorfa em D tal que
\h(z) — f(2)] < 1Vz e | JK,,

pelo teorema de Runge, ou seja,
|h(z) — cu| < 1Vz € K,. (4.2)

Definimos g como sendo
, zeD.

S6 falta provar que a imersao definida em (4.1) é completa para uma

selecao adequada da sequéncia {c,}, ou seja,

/Ob (Wl(tm + |9(5(t))|> dt = oo (4.3)

para cada curva (3 : [0,b) — D divergente e parametrizada pelo comprimento
de arco.
Sejam
E= UKn e O= U K,.

n par n impar
Dizemos que uma curva [ atravessa um conjunto K, se intercepta os dois arcos

A, e B, que estao na fronteira de K,.

Afirmagao 4.1. Qualquer curva divergente em D com comprimento finito,
atravessa todos os K,, de E salvo um numero finito deles, ou atravessa todos

os K, de O salvo um numero finito deles.

Demonstracao. Se evitasse uma quantidade infinita deles, desviando pelos
eixos, a curva teria comprimento infinito. 0

E preciso fazer distingao entre os casos seguintes.

1. B tem comprimento infinito (b = oco).

1
Como ———— +|g(z)| > 1, Vz € D, entao

l9(2)|

. (,g(;(tm ¥ |9(/3(t))|dt) > [Tt =oe

2. B tem comprimento finito (b < oco).
Neste caso vale a afirmacao 4.1. Vamos considerar que temos a primeira

das possibilidades desta afirmacgado. Escrevendo
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temos que

9(2)] = e,
Como vale (4.2), entdo Re h(z) — ¢, > —1, portanto
lg(z)| > et V2 € K,. (4.4)
Sejam ny € N tal que [ atravessa cada K, de E paran > nq, e
J, ={t €1[0,b); B(t) € K,,} = [an, by]. (4.5)

Note que UJ, # [0,b) pois NK, = 0, entdao

/ o dt+/ 19(8 |dt>/ g(B(t))|dt
9(8

zZ/ £))dt

n>ni
n par

> / e~ tdt por (4.4)

n>ni
n par

= > e (Bly,)

n>ni
n par

v

e, como £(f3],) é maior o igual que a diferenca r, entre os raios de A4, e By,

entao

/ ol dt+/ lg(B()|dt > > rpenh
9(B

n>ny
n par

Analogamente, se temos a segunda das possibilidades na afirmagcao 4.1, existe

um ny € N tal que [ atravessa cada compacto K,, de O para n > ns, e obtemos

/|g dt+/|g Mldt> S e,

n>nsg
n {mpar
Logo, se escolhemos ¢,, = —logr,,, entao
) Y
cn—1 1
S et Y oo
n>ni n>ni €
n par n par
cn—1 1
IR SR
n>ng n>ng €
n impar n impar

Isto finaliza a prova do teorema 4.1.
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4.2
Construcao sobre um anel de Rosenberg e Toubiana

Rosenberg e Toubiana, seguindo a mesma ideia de Jorge e Xavier,
demonstraram a existéncia de superficies minimas completas entre dois planos
paralelos, mas dessa vez, sobre um anel da forma 1/c¢c < |z| < ¢ que serd

denotado por C(1/c,c). Mais precisamente mostraram o seguinte teorema.

Teorema 4.2 (Rosenberg-Toubiana). Dado ¢ > 1 existe uma imersao
X : C(1/¢c,c) — R® minima e completa, cuja imagem estd contida entre

dois planos paralelos e é topologicamente um cilindro.

Isto foi provado pela obtencdo de uns dados de Weierstrass da forma
(g(z),i(z)) onde g : C(1/¢,c) — C é uma funcao holomorfa que nao se

anula em C(1/c,c) e verifica

d¢ 19
[ o= 17 (4.6)

para toda curva v : [a,b] — C(1/¢, ¢) ao redor da origem.

Vamos ver qual é o sentido desta condigdo. A superficie serd topologica-
mente um cilindro se a imersdo X manda circulos |z| = k, com k& > 0, num
plano horizontal, ou seja, x5 seria constante em cada circulo |z| = k. Dado que

x5 é harmonica, temos o seguinte problema!

Au(z) =0 se z € C(c,ca),
u(z) =a selz| = ¢, (4.7)

u(z) =b se|z| = ca.

Entao a funcao

u(z) = Alog |z| + B, z = u; + iuy

é solucao de (4.7) para a = Alogc; + B e b= Alogcy + B pois

ou  2Au; Pu  2A(uf — u3)
ouy, Ul + uj ol (uitud)?
ou  2Au Pu  2A(ui — u3)
Oug  ut +u3 ou3  (ud +ud)?’

portanto Au = 0. Por outro lado, dita solugao é tinica. De fato, suponhamos
que existe uma outra solugdo v do problema (4.7) e consideremos a fungao
harménica w(z) = u(z) — v(z). Entdo w(z) = 0, para todo z € 9C(cy, c2)
e, portanto, ela atinge um maximo ou um minimo no interior. Assim, w é
constante (igual a zero) pelo principio do maximo para fungdes harmonicas

(veja corolario B.6.2). Logo u = v.

IEste é um caso particular para o operador laplaciano do Problema de Dirichlet.
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Entéao, tomando g(z)f(z) = £, temos que

r3 = Re C =loglz|+ D, z € C(1/¢,c),
20

onde D é uma constante, sendo solucdo do problema de Dirichlet. Assim

(g(z), Zgl(z)> serao os dados de Weierstrass da imersao em questao.
Como ja foi dito, para que a imersao X esteja bem definida é necessario
que os periodos das fungoes ¢y, k = 1,2, 3, sejam imaginarios puros. A propria

construcao de x3 implica que esta bem definida pois

/z| 1 Ed( — 9.

Falta provar que z; e zo também estdo bem definidas. A condic¢do (4.6) é
introduzida para garantir isto. De fato, se v : [a,b] — C(1/c,¢) é uma curva

suave ao redor da origem, entao

29 ( [ 01(00ac) = e ([ £0) (1 - 9(¢)?) ac)

logo x; estd bem definida.

Analogamente,

293¢ ( [ 6a(0)c) = e (i [ £(0) (1+9(0?)

1
9

v
=0 pela condigao (4.6),

logo x5 também estd bem definida. Em resumo a imersao

= ([ gy (e[ g+ 50) ([ 5)).

onde z € C(1/¢, ), estd bem definida.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221622/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 1221622/CA

Capitulo 4. Teoremas de Jorge-Xavier e Rosenberg-Toubiana 73

Vamos construir entdao a fungdo holomorfa g que nado se anula em
C(1/c,c) e que satisfaz a condigdo (4.6). O procedimento é andlogo a cons-
trucao de Jorge-Xavier, mas agora vamos precisar, tanto de uma sequéncia
de compactos que se acumule em 0., como de uma outra que se acumule
na fronteira de Dy /. pois os caminhos podem divergir tanto para D, ., como
para 0D.. Mais precisamente, seja {D,} uma sequéncia de discos centrados

na origem satisfazendo
1. D, C Dyu1.,
2. Lnan = D..
3. DcC Dy.

Seja { K, } uma sequéncia de compactos como na segao anterior de forma
tal que K1 N D = 0, ou seja, os conjuntos K,, estao fora do disco unitdrio mas

dentro do anel. Assim, esta sequéncia satisfaz
1. K, C D, Vn €N,
2. K,ND,_1=0VneN,
3. C\K, é conexo.

Seja {c,} uma sequéncia de ntmeros reais positivos que vamos especificar
depois. Raciocinando como na se¢ao anterior vemos que, como consequéncia
do teorema de Runge (veja lema B.2), existe uma fungao holomorfa gq sobre

D, satisfazendo
lgo(2) —cn| <1Vz € K,, Vn € N. (4.8)

Definamos agora uma nova Sequéncia de CompactOS {Ln} como sendo
1
Ln =9——, < c Kn y
z

Entao {K,} é uma sequéncia que se acumula em 0D, e {L,} em 0D, (veja
figura 4.2).

Por tltimo vamos definir a funcao
—=
9(z) = zexp (2 (90(2) — 9o (—2)>> , z€C(1/e,c).

A fungao g é holomorfa em C'(1/c¢, ¢) pois a funcao §(z) = go (—%) é holomorfa

A~

neste conjunto ja que 99 _ 0. Além disso é obvio que g nao se anula em

0z
C(1/¢,c).
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Figura 4.2: Os conjuntos K,,, K41, Ly € Ly11.

Por outro lado temos o seguinte,

() =-Low oo () -5)

B 1
Z exp (2 (go(z) — Jo (—%)))
B 1
9(2)
ou seja, _
1 1
= —qg(=2). 4.9
g(z g ( 2) (4.9)
Entéo, se a curva v : I — R? é uma parametrizacio de S temos o seguinte,
() =1, (4.10)
logo, L 1
—(t) = ——= 4.11
0= (411)
Diferenciando (4.10) obtemos
V(¢


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221622/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 1221622/CA

Capitulo 4. Teoremas de Jorge-Xavier e Rosenberg-Toubiana 75

Assim,

" D= @) <_7(t)2) dt por (4.12)
v(t)

ou seja, g satisfaz a condigao (4.6) como desejado.

Consideremos também os conjuntos E e O da secao anterior e

U L,e O= |J Ln

n par n impar

E

Entao sao satisfeitas as seguintes afirmacoes.

Afirmacao 4.2. Qualquer curva [ : [a,b] — C(1/¢,c) que diverge para 0D,
e que tem comprimento finito, atravessa todos os K, de E salvo um nimero

finito deles, ou atravessa todos os K, de O salvo um niumero finito deles.

Afirmacgao 4.3. Qualquer curva 3 : [a,b] — C(1/c,c) que diverge para Dy,
e que tem comprimento finito, atravessa todos os L, de E salvo wm nimero

finito deles, ou atravessa todos os K,, de O salvo um nimero finito deles.

Falta mostrar que dita imersao é completa, ou seja,

/Ob Iﬁgﬂl (Ig(ﬁl(tm + |9(5(t))|> dt = oo, (4.13)

para cada curva  : [0,b) — C(1/c,c) divergente e parametrizada pelo

comprimento de arco. Para isto vamos a fazer algumas consideracoes prévias.

1. Suponhamos que z € UK, e vamos a limitar inferiormente |g(z)|. Temos
n

0 seguinte

(a) |z| > 1Vz e UK,.
(b) Como vale (4.8), entao

Re(c, — go(2)) < 1= Re(go(2)) > ¢, — 1,
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exp(2Re(go(2))) = | exp(2g0(2))| > exp(2¢, — 2). (4.14)

(¢) Como z € C(1/c,c) e exp (—2gg (—i)) é holomorfa neste conjunto,

1
exp (—Zgo (—M)N =1L, >0.

(4.15)

entao

2 ( 1) > inf
exp | — —— in
p g0 z T wel(1/c,c)

Usando (4.14) e (4.15) obtemos

oo (an( 1))

9(2)] = |2 exp(290(2))] > exp(2¢, — 2) Ly,

ou seja,
lg(z)| > Le*", L >0Vz e | JK,. (4.16)
e e 1
2. Suponhamos agora que z € UL, e vamos limitar inferiormente ol
n gz

Temos o seguinte
(a) [2| > 1Vz € UL,.

(b) Como z € UL, entdo —1 € UK, e como vale (4.8), temos que

(e m () <1 () e
R,

(¢) Como z € C(1/c,c) e exp(—2go(2)) é holomorfa neste conjunto,

> exp(2¢, —2). (4.17)

entao

|exp(—2g0(2))| > weciﬁf/c,c) lexp(—2g0(w))| = Ly > 0. (4.18)

Usando (4.17) e (4.18) obtemos

1 1 1
|g(z) = ‘Z lexp(—2g0(2))| |exp (290 (—5)> > exp(2¢, — 2) Lo,
ou seja, 1
——| > L'e*, L' >0Vz €| |Ly,. 4.19
‘g<z> U (419

Vamos ver que para uma eleigdo adequada da sequéncia {c,} se satisfaz

(4.13). Para isto precisamos separar em dois casos.
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1. B tem comprimento infinito (b = co).

Neste caso, como

L gez1e L]
g zZ = e — = —
9] 2] = ¢
entao

1 1 1
M@=< +mwoz,
EANZE] c

portanto

~£mméﬂ(m@b»(*ww“”odtzilfdﬁz

2. B tem comprimento finito (b < co).

Precisamos separar este caso em mais dois.

(i) B diverge para 0D,
Neste caso vale a afirmacao 4.2. Se temos a primeira das possibilidades,

existe n; € N tal que 3 atravessa todos os K,, Vn > ny, n par, entao

AH&M(M&WYH“ )“> [} toa

>0 30 [l

n>n1
n par

2£ Z e*((B);,) por (4.16)

n>ny
n par

e, dado que ¢(3];,) é maior o igual que a diferenga r, entre os raios de A, e

B,,, entao

b 1 1
AW®NmmmﬁmH )ﬁ>zrn,

n>ni
n par

Analogamente, se temos a segunda das possibilidades, existe ny € N tal que

b 1 1
xéwwmwwwn”“” )“Z

ol

S e

n>ng
n impar

Se escolhemos ¢, = —% log r,,, entao
Z e = Z =00
n>ny n>niy

n par n par
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Z rpen = Z 1=00

rfznz n}znz
n fmpar n fmpar
(ii) 3 diverge para 0D ..
Neste caso vale a afirmacao 4.3. Se for o primeiro dos casos, existe m; € N
tal que [ atravessa todos os L, de E salvo um ntmero finito deles. Entao, se
Jo={t €[0,b): B(t) € Ly} = [an, by], temos que

b 1 1
/o|ﬁ<t>|<rg<ﬁ<t>>|+‘g( ) / ]
> L

n>m n |g
n par
/

Z£ Z 626"6(6

¢ n>mi
n par

j.) por (4.19),

e, dado que /([ fn> é maior o igual que a diferenca s,, entre os raios dos circulos

A

A, = {—%; z € An} e B, = {—%; z € Bn}, entao

b1 1 I .
) <|g</3<t>>| *'g(ﬁ“”') 2 2 sue

n>mi
n par

Analogamente, para a segunda possibilidade, existe mo € N tal que

!/

’ ! L L 2¢n
/0 15()] <|g(ﬂ(t))| + ’9(5(15))0 dt > - > spe’n,

n>ms
n impar
Se escolhemos ¢,, = —% log s,,, entao
Z Spe2n = Z 1=00
n>mq n>mj
n impar n impar
Z speXn = Z 1=00
n>mo n>msa
n impar n impar

Ou seja, dependendo das possibilidades para o comportamento de (3, é
possivel encontrar uma sequéncia de reais positivos para que a condicao (4.13)

seja satisfeita. Assim estd demonstrado o teorema 4.2.

Observagdo. Note que, como g = wo N onde m é a projecao estereografica
desde o polo norte, e temos que g é uma funcao holomorfa que nao se anula em
C(1/¢, ), entdo o vetor normal nao pode ser vertical. Assim, o plano tangente

nunca ¢ horizontal, ou seja, a superficie é transversal a cada plano horizontal.
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Superficies minimas completas em R? contidas em uma bola:
Teorema de Nadirashvili

Este é o principal capitulo da dissertagao. O objetivo é discutir o exemplo
de Nadirashvili [12], que constitui um contraexemplo as conjecturas de Calabi-

Yau e Hadamard. Mais precisamente, vamos mostrar o seguinte teorema.

Teorema 5.1 (Nadirashvili). Eziste uma imersao minima conforme e com-
pleta X : D — R?, que tem curvatura de Gauss estritamente negativa e cuja

imagem estd contida numa bola.

A demonstracao esta baseada também nos trabalhos [24] e [25]. A ideia
é construir uma sequéncia convergente de imersdes minimas conformes e
limitadas em R?® com curvatura de Gauss estritamente negativa. O limite desta
sequéncia também serd uma imersao minima conforme com curvatura de Gauss
estritamente negativa e serd uma imersao completa depois de fazer as escolhas
certas. A sequéncia vai ser construida de forma recursiva. A construcao do

termo n + 1 a partir do termo n-ésimo esta baseado no Lema Principal.

5.1
Lema Principal

Nesta secao serda demonstrado o Lema Principal no qual estd baseada a
demonstracao do teorema 5.1. Consideramos que a construcao deste lema é a

ideia mais original do artigo.

Lema Principal. Seja X € C=(D,R?), tal que X : D — R* é uma imersdo

minima conforme verificando:

(i) X(0) =0.

(i) (D,dx) € um disco geodésico de raio p com centro na origem.
(iii) X(D) C B,.

(iv) Kx(z) #0,V z €D.
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Entao para cada ¢ > 0 e s > 0, existe uma imersao minima conforme,
Y : D — R3, verificando:

1. Y(0) =0.

2. (D,dy) é um disco geodésico de raio p + s com centro na origem.
3.NY(z) = X(2)|| <€, VzeD_.

4. Y(D) C Bg, onde R=+/r>+ s +e.

5. Ky(z) #£0,V z€D.

A ideia da prova do lema é a seguinte. Se toma a representacao de Wei-
erstrass da imersao X e se modifica usando o teorema de Runge (com uma
ideia mais elaborada que no capitulo anterior). Em cada passo se obtém uma
nova Representacio de Weierstrass ¢* que terd associada uma imersdo Fj.
Para cada k teremos associado um conjunto wy, do disco unitario, no qual sera
modificada ¢*~! usando a transformacdo de Lépez-Ros (veja observacio 3.3)
para obter ¢¥ mediante uma escolha adequada da funcdo h desta transforma-
cdo, de forma tal que isto implique um aumento da norma de ¢* com respeito
& norma de ¢*~! em wy. Isto implicard um aumento de A\g, com respeito a
AR, €, portanto, {(F o B) serd maior que ¢(Fy_, o ) para qualquer curva /3
que atravesse estes conjuntos. Por outro lado, Fy(D) estara limitado de uma
forma adequada. Tendo fixado um N € N suficientemente grande em funcao

das hipoteses do lema sera construida a imersao Y a partir da imersao Fyy.

5.1.1
Os conjuntos wy

Seja N > 3 um inteiro. Para cada n € {1,2,...2N?} em € {1,2,... N},

n_

33 € S, o circulo centrado na origem com raio S,. Seja

seja S, =1 —

Qy = UQ%’TL

n,m

onde cada conjunto Q" se define como segue (veja figura 5.1). Se n é impar

mon 1 1 i 1 s 1
QN = {ZE(C’S”—"_W S |Z| SSn,l—mﬂ(m—l)N-i-ﬁ Sarg(z) §2mﬁ—ﬁ

e se n é par!

1 1 T : T
mn . . _ - im/N n -
Qy —{zGC,Sn+4N3 <|z| £ Sp-1 —4N372(m H—+ < arg(ze ) <2m

'Note que arg(ze'™/V) = arg(z) 4+ 7/N.
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Figura 5.1: O conjunto Q" para m e n fixados.

R

Figura 5.2: Outras componentes conexas de {1y obtidas variando m.

81
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Figura 5.3: Outras componentes conexas de {2n obtidas variando n.

Para 1 < k < 2N sejam

L, = {z € C; arg(z) = k%, Sonz < |2| < 1}

e
= = {(m,n); Q%’nﬂLk +# @} )
Por tdltimo definimos os conjuntos (veja figura 5.4)
(m,n)EEg
e

wp ={z € C; d(z,wy) < t}

onde t é suficientemente pequeno para que os conjuntos Ty,...Tosy Sejam
disjuntos entre si, e também vamos supor ¢t < ﬁ Note que o conjunto wy, é a
uniao de L, com aquelas componentes de {2y que este segmento intersecta, e

wy ¢ uma vizinhanca de wy.
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Figura 5.5: Distribui¢do dos conjuntos wg_1, wi € wrt1-

Proposicao 5.1. Para cada 1 < k < 2N temos que

1. Para cada par de pontos em wy existe uma curva 5 : [0,1] — ooy,

ligando ambos tal que ((B) < %V—O.

2. S@ 6 : [0, 1] — C(SQi+2,SQi)7 com ’6(t0)| = S21'+2 e |ﬁ<t1)‘ = SQZ‘ onde
to,t1 € [0,1], para algum i € {0,... N? — 1}, entdo se verifica uma das

sequintes propriedades.

(i) L(B) > -
(ii) Se ((B) < %, entao B atravessa alguma componente de Qy, com
n=2i+1 oun = 2i+2, ou seja, existem 1y ety tal que |3(ty)| = S,

e |B(t)] = Snr1-

Demonstracao. Vamos provar 1. Sejam z; e 2o em wj e consideremos as

curvas seguintes (veja figura 5.6).

¢ = { EC; J2] = |, main {’j@,argw} < arg(z) < max {’j;rgm}} ,
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Cy = {z € C; |z| = |22|, min {Ijzfr,arg(zg)} < arg(z) < max {]X;,arg(zg)}} :

e

o km )
Ly = {Z € C; arg(z) = N min {|21|, [22]} < |z] < max {|z], |22|}}

10

Figura 5.6: Curva em o, com comprimento menor que 4.

Entao a curva [ cujo traco é CIU[A/;CUC’Q liga 21 e z5. Além disso,
((C1) < % e £(Cy) < & por ser arcos de circulos con angulo menor que 3
e raio menor que 1, e K(f/k) < % + 2t < % Logo, ¢(5) < %.

Para provar 2 vamos supor que {(3) < . Sabemos que |B(t)| > Say2 =
1—2Vtel0,1]. Seja d o comprimento do arco de circulo de raio Syyz € com

A~ o _ . ~ _ 2 .
angulo 6 = gél[éai(] arg(B(t)) trer%é’rﬁ arg(f(t)). Entao o (1 N) 0 (veja figura
5.7).

Figura 5.7: Curva no anel C(S2;+2,52;) contida num arco de angulo 6.
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Vamos mostrar que ¢(8) > §. Para isto vamos parametrizar § em

coordenadas polares por

B(t) = (p(t) cost, o (t) sint)

onde ¢(t) é o raio de 3(t) (estamos supondo que 3 é de classe C'). Daf
B(t) = (&' (t) cost — @(t)sint, ' (t) sint + @(t) cost)

e, portanto,

18/ ()| = V@' (1)2 + p(t)? > @(t) > Syy> = 1 — 2N,

Logo .
()= [1pwlaz(1-5)0=s

onde @ = min arg(5(t)) e b = max arg(8(¢)). Como & < ((8) < =, entdo
t€[0,1] t€[0,1]

(1 — %) 0 < %, logo 6 < ﬁ que ¢ menor que 3 — % porque N > 3. Logo,
[ estda contida num setor circular de angulo menor que a metade do setor
circular no qual estao encaixadas as componentes do conjunto {2y, portanto

atravessa alguma delas.

1

Figura 5.8: Curva no anel C(S2;12,52;) com comprimento menor que .

Portanto temos 2(i7). O
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Proposicao 5.2. Seja X € C=(D,R?), tal que X : D — R® ¢ uma imersdo
minima conforme. Sejam N € N, N > 3 e c € R, ¢ > 0 verificando

(i) Ax(z) > ¢,V z€D,
(ii) Ax(z) > cN*, V 2z € Qy.
Entdo, £N < dx(0,S").

Demonstragio. Seja 7 : [0,1] — C, com v(0) = 0 e v(1) € S'. Para cada
0 <i< N?2-1, seja v, o pedaco da curva v que liga os circulos S0 € Sy; € que

[ai,bi}(t)a onde 7y(a;) € Saito

estd contida no anel C'(Sg;42,Ss;), isto é, vi(t) =
e ’y<b ) S SZz

—_—— R

20 Sl
Figura 5.9: Restricdo da curva v que liga a origem a S! ao anel C(S2i+2,S2).

Se mostramos que

2ig£(Xo%) VO<i<N?_1, (5.1)
teremos que
- NE 1 c c
(X oy)> (X o) > > — =-=N,
°7) 2 Z:: °%) 2 ; 2N 2

o que implica que dx(0,S") > $IN. Para mostrar (5.1) temos que separar em

dois casos.
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Caso 1. & < {().
Neste caso temos que

(X o) = [ ICE 0y @llde = [ 20 o) e = et

esta ultima desigualdade pela hipéteses (7). Dai,

c
(X o) > 5.
2
Caso 2. ((v;) < +.
Neste caso temos que 7; atravessa alguma componente Q3" pela propri-

edade 2(#7) da proposigio 5.1. Seja 4; o pedago de ~; contida em Qy".

Figura 5.10: Restricdo da curva ~; que atravessa a componente Q%n

Entao

1 1
0(Fi) > Snc1 = Sn = 7+ = 5o
(1) 2 Sn1 =50 = 535 = opm

Assim,
bs
U(X 0v) 2 X 0%;) 2 /a M) i@l dt > eNe(,),
esta tltima desigualdade pela hipdteses (7). Dai,

(X o) > 2i


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221622/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 1221622/CA

Capitulo 5. Teorema de Nadirashvili 88

5.1.2
Construcao das imersoes Fy, ..., Fon

Seja X : D — R® uma imersio minima satisfazendo as hipéteses do

Lema Principal. Sejam ¢ > 0 e s > 0 arbitrarios.

Definicao de Fj e escolha de IV

Dado & > 1, vamos definir a imersao minima conforme Fy como sendo

Fp: Dg — R

Vamos supor que ¢ ¢ suficientemente proximo de 1 para que se verifiquem as

seguintes desigualdades.

€
sup {[|X(2) = Fo(2)ll} < 3, (5.2)
zeDq_.
dr, (0, 2) <p+i, VzeSs! (5.3)
€
dr, (0,SY) > p —u, (5.4)

onde 0 <u<p, s+u<R R=+vs2+1r2+eeVu?+2su < 5.
E possivel supor (5.3) e (5.4) neste caso ja que, pela prépria definicio de
Fy, temos
dr,-(0,2) = dX'Wm’ z/€), V 2z € D.

Se & — 1, entdo, ||z/£]| — 1, portanto

hde|7( ,2/€) = lim dx(0,2) = p,
[zl =1

E—1

pela hipdteses (i) do lema, sendo esta convergéncia uniforme. Dai,
. _ 1
?Ei dry-(0,2) = p, V2 ES".

Seja ¢°(2) = (#9(2), #3(2), #3(z)) a representacio de Weierstrass de Fy,

e Ny a aplicacao de Gauss. Vamos definir as seguintes constantes positivas.

B 107“1
n=tesw{[oG} =g {le@]) =2

ra=4+10max {[[(dNo). [}, onde [[(dNo)[| = sup [[(dNo).(v)],

[vll=1

2
=, e 1o = 2(r3 + 14+ 15).
2
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O passo seguinte ¢ tomar N suficientemente grande, em fungdo da imersao X

dada e das constantes €, s, p, r, u, r1 ... 7.

Observacao 5.1. Como a imersao Fj ¢ uniformemente continua em D, te-
mos que para o € fixado, existe um d(e) tal que se |w — z| < d(e), entdo

| Fo(w) — Fo(2)]| < 5. Note que este 6(¢) somente depende de e.

Vamos escolher N > 47 de forma tal que

(- D)(1-3) <0

Também queremos que

4 1 2(4 10
Nzi,N>r§,N>—2,N>w,N> :
inf H¢0(Z) 2rs roS R—7r
zeD
N>@,N> (11 + ¢)? 7N>16(2(s+u)c’+c’2—|—400—|—40r)’
€ (R—s—u)? et

onde
¢ — 3T1T2+2ﬁ(p+8)

\/77‘2

e d =c+10+4rs(10 + 7).

Construcao de F5y

O objetivo agora é construir uma familia de imersoes minimas conformes
Fy, ..., Fyy, definidas em discos abertos que contenham D), satisfazendo as

seguintes condicoes, para 1 < k < 2N.

() Fi(z) = (9t [ 6k(Ode, e [T b0, e [*5(Q)dc) , onde o(2) =
0 0 0
(qﬁ'f(z), o5 (2), gb’g(z)) é a representacao de Weierstrass de Fj,.

(1) [[6°(2) = 61| < 3, ¥ 2 € D\ .

(L) ¢*(2)] > N7/2, ¥ 2 € wy.

(Vi) |0*(2)|| = A ¥ 2 € mi

(Vi) dg2(Ni(2), Ni_1(2)) < N\}]T’ V z € D\ @y, onde Ni é a aplicacdo de
Gauss de Fj,.

(VI;) Kp(2) #0,V 2z €D.

(VII;) Existe uma base ortonormal By = {b¥, b5 b5} em R® tal que

[+°)]]
ot

2Note que ro > 0 j& que Fp é uma imersdo e A\g,(2) =


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221622/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 1221622/CA

Capitulo 5. Teorema de Nadirashvili 90

(VIL.1x) Se z € @y, e || Fr—1(2)] > ﬁ’ entao
(@ (=), 957 (2))] < FHFk (),

(VII.2;) Para cada z € D temos que

xlg(z) - xlg 1(2,)7

onde xf ¢ a coordenada i-ésima da imersdo Fj na base Bj.

Note que a imersao Fj satisfaz as propriedades que nao sao recursivas. A
imersao F sera construida usando as afirmacoes 5.1 e 5.2, e estara dada por
(5.12) para j = 1. Mais geralmente, (5.12) d& F; em termos de Fp, ..., Fj_;.
5, 1< j < 2N,

satisfazendo as propriedades, (I), ..., (VII;), para 0 < k < j — 1, e vamos a

Entao podemos supor que existem as imersoes Fp, ..., Fj_

construir o termo j-ésimo. Para isto vamos introducir mostrar as afirmagoes

mencionadas.

Afirmagao 5.1. A imersdio (j — 1)-ésima satisfaz as sequintes propriedades.
j—1

(a) |¢7 () <, ¥V zeD\ @i

) 167 2 ¥ e B\ Y
(¢) diam(F;(w;)) < Ng

(@) 5w dsa(Nya(2), Njoa(w)) < ik

Demonstracido. Vamos mostrar (a).

|07 @)] < |67 (2) = 6°2)|| + @)
<[o@) -G+ + 01 - @) + )]
<61z +sup {0}
esta tltima desigualdade vale para cada z € D \ jol w; por (IIx) com 1 <k <

i=1
j—1. Como j < 2N, entdo (j — 1)5 < 1, portanto,

7j—1
2€ i=1
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De forma andloga obtemos (b).

[~ @] = o) - o) - ')
> H¢0<z>H — || @) = )| = = 6 (2) — ')

o 1
inf {|o"@|} -G - Dz

j—1
esta tltima desigualdade vale para cada z € D\ | J @; por (II;) com 1 < k <

4 i=1 }
inf {[}6°(2)]} |

zeD

1
entdo (j—1)—

j—1. Como temos que N > e

< s ut{lee

portanto

o) 2 5 mt e M—maVzeD\uwz

zE]D)
A condicao (c) é obtida como segue. Seja z,w € w,, entdo existe uma

curva 5 : [0,1] — w;, com B(0) = z e (1) = w, tal que ¢(B) < % pela
propriedade 1 da proposicao 5.1. Dali,

(o) = [l = [ 1T sa < 2

V2

onde a tultima desigualdade se deve a condigdo (a), pois w; C D\ U w5,
i=1
portanto
107"1 7"3
o _
Dali,

.
d(F1(2), Fima(w)) < 72, V 2w € w;,

o que prova (c).

Por ultimo vamos mostrar (d). Novamente pela propriedade 1 da propo-
sicao 5.1, temos que para cada 1 < k < 2N, e para todo z,w € wy, existe uma
curva 3 : [0,1] — @y, com B(0) = z e 5(1) = w tal que {(3) < &. Entao

((Nyo B) = /01 (o) sy (88t
< [ [@vo) | 1500 a

< mas { || (o), | } €9,

zeD
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onde a primeira desigualdade se deve a que (dNp) st ¢ uma aplicacdo linear

que é continua?®,

D. Dal,

e a segunda porque a funcdo z — [|(dNp), || é continua em

10
g2 (Noley (2), Nol, () < 7 max { | (@) 5

zeD

}, V oz, w € wg. (5.5)

Seja z € w;, entao

ds2 (Nj-1(2), No(2)) < dgz (Nj-1(2), Nj-2(2)) + - + dgz (N1(2), No(2))
<GV

onde a segunda desigualdade vale pela propriedade (Vi), 1 <k < j—1, ja que
w; CD\ wy, paral <k <j—1. Como j < 2N, entao

dz (N;_1(2), No(2)) < V2 € ;. (5.6)

\/7—
Entao, para todo z,w € w; temos que
ds2 (Nj-1(2), Nj-1(w))
<dgz (Nj-1(2), No(2)) + ds> (No(2), No(w)) + dg2 (No(w), Nj—1(w))
O

i } por (5.5) e (5.6),
}

(dNy)
<7+ v e
4+10max{‘ dNy) B(t

zeD
=
o que implica (d). O

Afirmacao 5.2. E possivel escolher um ponto q; € S? tal que se verifiquem as

sequintes propriedades.

(a) Se z € w; e ||Fj_1(2)| > ﬁ, entao
”
Llap () € (5.7)

(b) Para todo z € w; temos que

s

Vil

£(qj; Nj-1(2)) = \/77\7 e Z(—gq;, Nj-1(2)) 2

Demonstracao. Para y € R* e m > 0 definimos o cone

(5.8)

Crn(y) = {z € R%; L(z,y) < m}.

3Note que estamos trabalhando com espacos vetorias de dimensdo finita.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221622/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 1221622/CA

Capitulo 5. Teorema de Nadirashvili 93

Seja y € Nj_1(w;). Como vale (d) na afirmagao 5.1, temos que

T4

VN

ds2(z,y) < , Vo e N_i(wj),

portanto, dado que dg2(,y) é o comprimento do circulo maximal de S* que
contém x e y, e que é igual a Z(x,y), temos que

T4

VN

Dai, N;_y(w;) C Cy (\Z‘;T) e, portanto,

L(x,y) < , Vx e N;j_i(wj).

T4+ 75

N;_1(w;) C C, (W) , Vy € Nj_1(wj).

. “ — —_—— i
e —— —_——
- -
—_ -
_ -~
—_

Figura 5.11: Projegao plana do conjunto N;_;(w;).

Entdo, se z € S*\C, (”4”5), temos que

VN’
T's
A(JZ,Nj_l(Z)) Z \/ﬁ7 Vze Wi,
eser € S*\C_, (%),
I's
£(—x,Nj_1(z)) > , Vz€Ew,
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Logo, escolhendo x € S*\ (C’y (%) uc., (Tf/%5>), temos a proprie-
dade (b).

Vamos ver agora qual destes pontos satisfaz (a). Se se satisfazem as

hipéteses de (a), entdo os conjuntos

F = {p € Fj1(w;); [Ipll = \/1ﬁ}

F={Lwer)
]

sao nao vazios. Seja q € F, entao

T3
N
pela propriedade (¢) da afirmagao 5.1. Para cada p € F, sejam P e @) os pontos

d(p, Q) < s A p e Fj_l(wj) (59)

de interseccao das retas que unem a origem com p e ¢, respectivamente, com

a esfera de raio ﬁ Entao (veja figura 5.12),

d(P,Q) = \/QFsen <4<g’ q)>.

Figura 5.12: Angulo entre os pontos p e ¢ de F.

Usando (5.9) e o fato de que d(P, Q) < d(p, q), obtemos

sen <4(p’ q>> < 3 (5.10)

2 /N’


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221622/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 1221622/CA

Capitulo 5. Teorema de Nadirashvili 95

Como 0 < Z(p,q) < 7, entao?

Usando (5.10) obtemos

27”3
Z(p,q) < —==, Vpe F. 5.11
(p, q) T P (5.11)

Vamos a escolher g; como segue.

- Se (Sz\ (C’ (’"f/ﬂ5) uc-, (”@ﬂﬁ)) NF # 0, entdo g; é qualquer ponto
neste conjunto,

- se (SQ\(C’ <T Tat”s )UC’_y <T\/ﬂ )))ﬂ]:" = (, escolhemos ¢; em
SQ\(C’ <T4—+T'L>UC_y <L\/+Fm>> satisfazendo Z(¢j,¢) < %, para
algum ¢ € F.

h s
D N-1() 2

Figura 5.13: Distancia entre o conjunto N;_1(w;) e os polos Norte e Sur.

Vamos ver que esta eleicdo de g; verifica (a). Primeiro vamos supor que
(SQ\ (C’ (”” )UC_y (Tj/ﬂ ))) NF # 0 e escolhemos ¢; = ¢ que vem da

4A desigualdade z < 4sen (%) vale se 0 < x < 3.7909.
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expressao (5.11), entdo
"6

A(Qﬁp) S \/ﬁ’

pela propria definicao de rg.

Por outro lado, vamos supor que (82 \ (C (Tf/ﬁ5> uc-, (T‘4+r5>>)

0, e seja ¢; € S*\ (Cy (%) uc., (%)) satisfazendo Z(qj,q) < 2* F rs),

para algum ¢’ € F. Logo, se p € F, entdo,

Z(q;,p) < Z(g;,4") + £(d',p)
S 2(7’4 4+ 7”5) i 27“3
VN VN

Ts
v N

por (5.11),

Agora, ja podemos definir a imersao F}. Seja B; = {b{, b%, bg,,} uma base
3

ortonormal de R? tal que b} = g;. Sejam ¢/~ 1(z) = >_ ¢ ' (2)b] e (g;-1, fj-1)
i=0
a Representacao de Weierstrass e os dados de Weierstrass, respectivamente, da

imersao Fj_; para a base B;.

Seja 7 > 1 Sabemos que g;_; é uma funcao meromorfa sobre um disco
contendo D, e que g5-1(2) # 0 para todo z € D porque Kr, ,(2) # 0 em D por
(VI;_1). Sejam K; =D\ w; e Ky = wj. Entdo, como consequéncia do teorema
de Runge, existe uma fungao h : b, — C, n > 1, verificando (veja proposi¢ao
B.7)

(A) [(z) =1 <L Vze K.
(B) |h(z) — 7| < L,V z € Ks.
(€) (22) (2) #£0,V z € D.
(D) h(z) #0,V z € D,

Sabemos que a transformagao de Lépez-Ros (veja observagao 3.3) nos da uma

nova imersao minima conforme a partir dos dados

f]’ = fjflh (§] gj = gjfl/h. (512)

A proposicao 3.3 garante que a mesma tem curvatura de Gauss estritamente
negativa em D. Consideraremos como Fj esta imersao. Se ¢/ = (¢7, 93, %) é a

Representacao de Weierstrass para estes dados®, entao

F(z) = Z (e [“G1(C)ac) v

5Note que gﬁ% = gb?éfl.
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Observacao 5.2. Sejan € N, h,, a funcao dada pela proposicao B.7 para 7 =n
e 6}(2) = g72(2)/hu (). Como

1 _

entdo a sequéncia {h, } converge uniformemente a 1 quando n — oo em D\ w;
e, portanto, {g}} converge uniformemente a g;_; quando n — oo em D \ w;.

Logo, para cada € > 0, existe um Nz € N tal que
’g}l(z) — gj_l(z)‘ <& Vn>N:eN.

Vamos escolher 7 como na observagao anterior para € = sen ﬁ, ou

seja 7 > N, 1. Também vamos considerar
2NVN'

\/7]\77/2
sup{[f(w)[}

weD

T > suB{Hqufl(w)H} N +1lerT>
weD

Agora vamos mostrar que Fj, assim definida, satisfaz (L;),..., (VIL;). A
propriedade (I;) segue de expressar F; na base candnica {ej, ez, e3} de R*. Se

bl sdo as coordenadas de b], na base candnica, com k = 1,2,3, ou seja,

3 .
_ ]
—E:%@’
=1

entao a representagao de Weierstrass de [ na base canonica esta dada por

Fi(z) = iﬂ (e [ el(Q)dc) e
onde
Z b (2 (5.13)

Para mostrar as restantes proprledades vamos notar que as mesmas sao

independentes da base. Entao,
5
AT -+ -7

’fj fic1— f]g]—f—f] 1g] 1’ +’f] fi- 1+fggj fi- 19; 1’2)

- -

S %1

(VAN
m\»—lﬂk\»i

— PN —ts,

\E—EAFﬂﬁﬁ—ﬁ4ﬁqD{
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Dai, se z € K; =D \ @, entao

|67(2) — 1 (2)] < OM)J%@HM@MW—&MM%WD

f«mmM<PW+ﬂ@”“”C&§»D
§1<m4”|ﬂ;_1a>dm®aA

T

1 (|fj 1(2 )I+|J\CF( 2)9;- 2|>

ﬁ

Como 7 > suBHgbj_l(z)H N? 4+ 1, temos que
weD

J J 2 L
|¢) =) < 45
o que implica (II;).
Por outro lado,
l#@ = oG
1
= 75 (51 + (2092 (5.14)
1
> 75 izl
1
VA |[fi-1(2)h(2)].
Dai, se z € Ky = wj, obtemos
H¢j(Z)H > \/1~ | fi-1(2)] (r= 1)T(T ) usando (B)
- 1
= )
> Tﬁl su%{lfj_l(w)l}-
Como 7> 1+ VZNT? entdo ||¢/(2)|| > N7/2 e, portanto, vale (I11;).

sup {|fj-1(w)[}’

weD
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Para provar a propriedade (IV;) ndo podemos usar a proposicao B.7 pois
nao conhecemos o comportamento de h em w; \ w;. Usaremos o item (b) da
afirmacao 5.2.

Usando (5.12) e (5.14) obtemos

) g5 (2)
I EREE]

|¢/2)]| === i1 lgsa (=) > | fa(lga (2,
NG) NG)

porque a+ % > 2 para todo a > 0. Isolando f; na férmula da métrica conforme

(veja (3.20)) e substituindo acima, obtemos

o] = 2o 0] 2 (5.15)

Agora precisamos limitar inferiormente em w; a fungao

19-1(2)|
e 5.16
Tt g (2 210
Para isto vamos notar que g;_1(z) = 7 o N,;_1(z), onde 7 é a projecao

estereografica desde o polo norte que, neste caso, ¢ o ponto ¢; da afirmacgao
5.2 O item (b) desta afirmagao implica que a fungdo g nio se anula e que nao
tem polos em w; (veja figura 5.13). Mais especificamente, temos que

T's T's

W < Z(gj, Nj1(2)) <7 — W (5.17)

Agora, se z € w;j, entao a terceira coordenada de N;_;(z) na base B; é
cos Z(q;, Nj_1(z)). Usando o fato de o cosseno ser uma funcao decrescente em
[0,7] e (5.17), obtemos

s
< cos Z£(qj, Nj_1(z)) < cos —==.

VN’

Ts

VN’

— COS

Assim, temos que

Nj_1(w;) = {xlb{ + xob), + 23b%; — cos ' < g5 < cos — } ,

VN VN

ou seja, o conjunto N;_;(w;) é o que estd na esfera entre dois planos hori-
zontais, portanto sua imagem pela projecao estereografica ¢ um anel. Para ver
qual é o anel vamos encontrar a projecao estereografica dos pontos da forma

z1b) + x9b} £ cos \/’%bé Logo,

6Note que a base B; foi escolhida de forma tal que bg = qj.
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U] + 22l + cos ——=b} | = , ,
W<x11 2% /N 3 1_008\;15\7 1—cos\}"15\7

donde
. . AN 2 2 1 — cos?® 2=
T (xlbjl + 29} + cos 5 b%) _ it = Ww
v (L-cos ) (L-cos )
portanto,
. 4 rs sen\/?";’;T
x1b] + xobh + cos —=b) || = ——X2—.
7T<11 272 VN ? 1—008%

Analogamente, temos

5

. . . sen
T (:Elb{ + xob} — cos %bg,,)‘ VN

/N 1+ cos \}%
Dal, sen\/r—f’F sen\}"—;’;T
1+ cos 1o <lgj1(2)| < 1~ cos 75 (5.18)
VN VN

Como queremos limitar inferiormente (5.16), e temos (5.18), vamos minimizar
a funcao

5

sen sen —3
H(z)= Y comzel= VN VN :
1+cos—25"1—cos—»

VN VN
Como . .
(1+22)
entdo os pontos criticos de H sdo 1 e —1 neste intervalo, mas —1 ¢ I. Por

"5

, . sen
outro lado H ¢ estritamente crescente em (Hmﬁ’

Vamos verificar entao nos extremos do intervalo /.

1), logo 1 nao ¢ minimo.

"5

rs Seni
H Sen “rr L-cos —2

I4cos 2] sen? 2

2
5
<1+Cos \/F)
2
r5 5
sen 7= (1 + cos \/F)

1+ cos 7%= (1 + cos \/TF)2 + sen? i
sen \/”]57 (1 + cos \/’”]57)
(2 + 2 cos \}'ﬁ)

T5
_ sen -
2
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Neste caso encontramos que os dois extremos sao minimos, ou seja,

H( senﬁv—— ) _ senﬁv——.
1—cos\/—5F 2

Substituindo em (5.15), obtemos

o] 2 -1 T s T~ 2

\/ﬁ \/ﬁ Ts \/_ﬁ

pela propriedade (b) da afirmagdo 5.1 j4 que z € w;, e pela defini¢ao de 7.

Como N > rZ, o que implica que \/’"—]5\7 < 1, entao

dai

o que implica (IV;).

Para provar (V) vamos escolher z € D\ w;, e vamos observar que

sen £(N;(2), Nj-1(2)) — 1V (2) — Nj—l(z)”'

2 2

ds2(N;(2), Nj-1(2))

N;j(2)

Figura 5.14: Distancia em S? entre N;(z) e N;_1(z) para z € D \ w;.
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Como Z(Nj(z),N;_1(z)) = ds2(N;(2), Nj_1(z)) (veja figura 5.14), entao

ds2(N;(2), Nj—1(2))
2

2 sen

= [IN;(2) = Nj1(2)]| < 21g;(2) — gj-1(2)],

Como 7 > N, - (veja obsevacao 5.2), entdo |g;(z) — gj—1(2)| < sen m,
donde
o B2 (Nj(2), Nj—a () 1

< sen

2 2NN

se

dai
1

dg2(Nj(2), Nj-1(2)) < m7

o que prova (V).
A propriedade (VI;) segue da proposicao 3.3 porque temos que

- h(2) #0,V z € D, por (D).
_ (‘UT*)I (2) #0,Y z € D por (C) jé que gj_,(z) # 0 em D por (VI;_y).

Vamos provar agora a propriedade (VIL;), e para isto vamos considerar

a base Bj;. Vamos observar que

son L{ay, Fy(2)) = W 1 )]

| E5-1(2)|
.\\
Vi@ @)
bi =g ) 1-1(7)
|
| i—1
N | /
\\ I //
b{ NS
AN |//
DL Ny

Figura 5.15: F;_1 na base B;.
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Dai, se z € @, entao

‘(m{_l( )‘ = ||Fj_1(2)|| sen £(q;, Fj-1(2))
< [|F; ()||4(qy'7ﬂ—1(z))

\/—H ()

onde esta ultima desigualdade foi obtida usando (a) da afirmagao 5.2, ja que
estamos assumindo que [|Fj_1(2)| > ﬁ Assim fica provada a propriedade
(VIL1;). A propriedade (VII.2,) vem do fato que ¢4 = ¢4 "

Entdo, construimos a imersao F; satisfazendo (I;)...(VII;). Como con-
sequéncia, existe uma familia de imersoes minimas conformes, Fy ... Fyy, com
N como nas hipéteses, satisfazendo (I)...(VII;), 1 < k < 2N.

5.1.3
Propriedades de F5y

Para a construcao da imersao Y que prova o lema, vamos primeiro

observar algumas propriedades da imersao Fyy.

Afirmacao 5.3. A imersio minima conforme Fyy wverifica as sequintes pro-

priedades.

(a) Existe Q € D, com 0 € Q, tal que (2, dp,,) é um disco geodésico de raio

p+ s centrado na origem.
(b) |z| > 1— 2 para todo = € 9Q.

(¢) |Fe(z) — Fie1(2)|| < =, para todo z € D\ wy, com 1 < k < 2N.

2N

(d) ||Fon(z) — Fo(2)|| < X2, para todo z € D\ | w;.

i=1
(e) Fon(§2) C Bgr, onde R =+/1? + 5% + €.

Demonstragao. Se verificamos (i) e (ii) da proposigao 5.2 para ¢ = ﬁ, se
teria que dp,, (0,2) > ﬁ, para todo z € S, o que implicaria a existéncia
de um conjunto Q € D tal que dEQN(O,z) = ﬁ7 para todo z € 99. Dal,
dp,,(0,2) < ﬁ, para todo z € ). Vamos entao mostrar estes itens para a

constante ¢ mencionada, isto é,

1 —

7/2

Vze QN- (520)
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Anélogamente a como mostramos (b) na afirmacao 5.1, obtemos que

H¢2N(z)H >roVzeD)\ L_lez (5.21)
Por outro lado,
[o" @) 2 @) - ) - @), comr=j<2n (5.22)

Seja z € wj, entao

[0 (2)] = N2 = [6*V(2) = ¢/ (2)]| por (11T;) ,

> N2 —||p?N (2) = ¢V (2)| = = |6 (2) — (2
C2N-(+1)
N2 ’

onde a tltima desigualdade se deve a (IIz), com j + 1 < k < 2N, porque
wj C @, € D\ @y para todo j + 1 < k < 2N. Dalf,

o= v - 2,

Por outro lado, seja z € w;, entao, usando novamente (5.22), temos que

Vzew;, V1<j<2N. (5.23)

) 2 = [ =) por (V)

> = [¢ @ - - o) - G|
. 1L _2N- (j+1)
> o N —

onde a ultima desigualdade se deve novamente a (II;), com j+1 < k < 2N.

Dali,

H¢2N(Z)HZ\/1F—;, Vzew;, V1< j<2N. (5.24)

Lembrando que

¢

/\F2N (Z) = \/5 (525>
e usando (5.21), obtemos
2N
/\FQN(> TVZED\UWZ
=1
e como N > 5 2, entao
2N
Apyy (2) > 7VZ€D\UZTJ1 (5.26)

2VN' i1
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Por outro lado, usando (5.24) e (5.25), obtemos

e como N > 47, entdo % (\/% — %) > ﬁ, portanto

1 2N

Juntando (5.26) e (5.27) obtemos (5.19).
Usando (5.23) e (5.25), e que = (N7/2 — %) > 1N7/2 para N > 2, entdo

1 2N
)\F2N(z) Z §N7/2 V z € Uwi,

=1

2N
o que implica (5.20) pois Qy C |J w;. Isto termina a prova de (a).
i=1
Para mostrar (b) considere z € 0N e suponha, por contradi¢io, que
2] <1—2 (ou seja, z € le%). Vamos provar que

S
dFZN(07 Z) <p+ 57

o que contradiz (a). Usando a hipéteses dada por (5.3) temos que

S
dFo\JD (072) <p+ -,

1-& 4
portanto existe 7 : [0,1] — D;_s, com 7(0) = 0 e 4(1) = z, tal que

UFyor) < p+ Z (5.28)

Agora,

{(Fan o) = \/17 /01 0™ ()| 11 (1)l
< \/15 /01 6™ (v(1)) = S (v I (@) dt + \/} /01 [6° |17 @l .

2N

e como, y(t) € D,_s C D\ | w; para cada t € [0, 1], entdo, aplicando (IL;),
i=1

com 1 < k < 2N, obtemos

|6 (v(0) = " ()| < |62 (1) = N )| + -+ [ (v = ()|
1 2

< 2N = —
- N2 N’
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ortanto
p \/?

Por outro lado,

1 ! 0 / )
(Fron) = 7 |l vl = Tl
pela propria definicao de ry, logo

U(y) < —LU(Fp o).

3>
N (\]

Dai, substituindo em (5.29), obtemos

2 2 s s
((F: < |(—=+1)Y(F <|—+1 — —
( 2NOV)_<T2N+ > ( OOV>_<T2N+ ><p+4><p+2’

onde a segunda desigualdade é devido a (5.28) e a tltima a N > 2dpts) Logo

ros

S
dF2N|§(O7’Z) <p-+ 57

3
N-

Para provar (c), escolha z € D\ w;, para algum 1 < j < 2N. Entdo
existe 3 : [0,1] — D\ @;, com B(0) = 0 e B(1) = z tal que (veja figura 5.16)

o que é uma contradigdo, portanto |z| > 1 —

0B) <1+ % (5.30)

Figura 5.16: Curva em o}, com comprimento menor que 1 + %.
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Por outro lado,

1F5(2) = Fia(2)ll =

> (2% [ (60— el 0)) e
/( —¢(Q) dc\zl

1)~ (@) act)

w \Mw lM“

1

1

AN
=
~~
=®
~
/
w
7 N
|~
[ V]
N—
[\
e,
o
]
—~
—
—
~—

A propriedade (d) é consequéncia imediata de (c). De fato,

1Fon(2) = Fo(2)|| < [[Fon(2) = Fona(2)]| + - -+ [[F1(2) = Fo(2)]|
5
< QNW por (c), com 1 < j <2N
10
=¥
Finalmente, vamos mostrar (e). Como cada coordenada de Fyy é harmo-

nica, basta mostrar que
|Fan(2)| < R, ¥V 2 € 09, (5.31)

pelo principio do maximo para fungdes harménicas (veja corolario B.6.2). Seja
2N

z € 0f). Suponhamos primeiro que z € D'\ U w;, entao
i=1

10 10
IF2n (2l < 1 F2w(2) = Fo(2)l| + [[Fo(2)l] < & + 1 Fo(2)l] < 5 + 7

onde a segunda desigualdade se deve a (d) e a ﬁltima a que estamos assumindo

que X (D) C B,, e Fy(z) = X(2/€). Como N > £=, entdo temos (5.31).
Vamos supor agora que z € w;, para algum J. Seja vy :[0,1] — D uma

curva’ com v(0) = 0 e y(1) = z, e tal que £(Fyy 07y) = p + s. Sejam Z = (?)

e 2 =(t) onde

TA existéncia de dita curva estd garantida pois (£2,dr,,) é um disco geodésico de raio
p + s centrado na origem, e z € 99.
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t= f{te 0, 1]; Ele},f:sup{tE[O,l]; Y(t) € 0w, } .
Vamos definir agora as seguintes curvas

@) =pg), 12(t) =Eg@) e s(t) =)

—_—

—_——

Sanz o0 Si

Figura 5.17: Curva que liga a origem a um ponto z € w;.

Por outro lado,

1 i
{(Fy o) = UFay o) = 7 | (e ea@n] = ¢ Gaen])) 1o at
1 t
< 7 | ([ 0a@) = ¥ n @) I @l ae
1 t
< 75 ), (19 o) = )]
|6 () = & (n@®)])) I )] dt
1 2
< S ln).
onde a ultima desigualdade é consequéncia da propriedade (II;), com 1 < k <
2N
2N, j& que o traco de 7 (t) estd contido em D\ U w;. Logo,
i=1
U(Fyoy) —L(Fonyom) < 76( 1) (5.32)

V2'N
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Além disso,

T2

p+s=LIynoy)>lFnom)= \/15 /05H¢2N(’Y1(15))H |v1 (6)|| dt > ﬁé(%)

por (5.21), dai,

() < ﬁp: ° (5.33)
2
Substituindo (5.33) em (5.32), obtemos
2(p+ s
{Fy o) — U o) < L),
2
o que implica
2(p+s
((Foy om) 2 U(Fhom) — (f N ) (5.34)
2

Seja B o segmento B(t) = (1 —t)Z+t&, t €

|z

[0,1]. Como Z € Jwy, para

algum k, entao ((5) < % + 2t. Usando que t < ﬁ, temos
3

UB) <+ (5.35)

Também,

r1

(Ro8) = o [ ey 180l a < S

pela propria defini¢do de r;. Substituindo (5.35), obtemos

37’1

C(F < : 5.36
( 0 o 5) ﬁN ( )
Como vale (5.4), entao
p—u<dF0 (0,%) .
12|
Assim,
<dp,(0,2) +dp, | 2 : < U(F )+ 0(Fyo B) < U(F ) + o
— U , 2 Zy T ~ O @) < (@) —,
P Fy Fy H 0°M 0 0°M VIN
logo . 3
>p—U— —=—. 5.37
(Foom) >p—u V2N ( )
Substituindo (5.37) em (5.34) obtemos
3rq 2(p+ )
U(Foyoy)>p—u— - :
(Fanom) >p—u V2N roN
logo, como ¢ = %\f(pﬂ), entao
c
UFynyom)>p—u——. (5.38)

N
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Por outro lado,
[Fon(2) — Fan(2)|| < €(Fan 093) < p+ s — L(Fon o),
pois {(Fyy o) +L(Fonovys) < U(Fyyo7y) = p+s. Substituindo (5.38) obtemos

C
1F2n (2) = Fon (2] < s +ut . (5.39)

Vamos considerar dois casos possiveis.

Caso 1. [|[F;_1(2)| € =
Neste caso temos
[ Ej—1(2)|| < |Fan(2) — Fan (B) ]| + ([ Fan(2) —

1A+ 1F-(2) ]
c A R 1
Ss+ut 5+ [1Fan(2) - Fia (3] +

—— por (5.39
\/ﬁpr( )

R R . R 1
<8+U+*+HF2N(Z) Fi1(2)] + --+!!F}(Z)—Fj—1(Z)\I+W
5,1

VN

<R
onde a pentltima desigualdade foi obtida aplicando a propriedade (¢) ja que
2 € 0w; C D\wy, com j < k < 2N, e a tltima se deve a que N > %7?11)2,

Caso 2. ||Fj_1(2)| > %
Seja Fyy(2) = 23V (2)b3Y + 23V (2)b3Y, onde

Fon(z) = x%N(z)be + x%N(z)ng + x%N(Z)ng.
Entao

IF5n ()]
sw@ma+Eafn+H@Ns+Pﬁaa

A

<stu+ — +HF2N + 4 (2)

+[|Fra®) por (5.39),

<S+U+*+HF2N +F2N H—i——l—HF}*(é)—i-Fj*,l(é)

§s+u+ﬁ+(2N—(j—1) +HF (%)

por (¢),com j—1 <k < 2N,

10

<s+u+ +5 T Ti [1Ej-1(2)[l por (VIL1;),

<s+u+N ]\? \/—‘(”‘FJ 1(8) = Fj—2(2)[ + -+ + [ F1(2) = Fo(B) || + [[Fo(2)])
stut gt oo (G- D +IFE)]) por (o) com0< k< -1
PTETN TN TN YT Nz TR0 por s com B s B =T

<sput ST, T <10+)
U+ —— —+r
N TN v
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dai, J
v <s+u+ ;
Fn (@) < s+ ut

(5.40)

pois ¢ = ¢+ 10 + r(10 + 7).
Por outro lado,

|23 ]| < a3 (2083 — b ()ed™ | + a3 (083 — a7 ed|
+ ||~ (z)b%N — 23(2 ngH + H bQNH
< [ oY £ [ Y — Y]

-kx?%a@N—x§%A@NW+~~whgZ@N—x&a@ﬂ\
—%x&a@ﬂh

5

—+G-1 ]\5,2+ 50203

onde a ultima desigualdade é consequéncia de (¢), com 1 < k < 2N, k # j, ja
que z € w;. Dai, 20
Hx%N(z)ngH <N + 7. (5.41)

Usando o teorema de Pitagoras podemos afirmar que

1Fon ()2 = 1E5n () + ||23" (2)03

assim, substituindo (5.40) e (5.41), obtemos

2 1
c 20 2
Fon(2)|| Sy [stu+ —== +(+r>
d 0’2 400 407‘
= 2 e
\/(s+u) +2(s+u)—= ~ tytamty T
c’2 400 40r
\/52+23u+u2+2(s+u) — N ety T 72
2(s +u)e + ¢ + 400 + 407

VN

1
2 '+ 2 4+ 400 + 40
<V 1?4 % + J (s +u)e’ + CN+ + o0 por hipdteses.

1

§\/s2+r2+\/u2+23u+J

16(2(s+u)c’ +¢2+400+40r)”

Dai, usando o fato de que N > = , 0 que implica que
2stu)c!+c2+4004+40r e
\/ TN < 5, obtemos

[Fan(2) Vs +7r? +e=R O

8Note que HZ'S( )b3N — jfl(z)ngH =0.
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5.1.4
Construcao da imersao Y e demonstracao do Lema Principal

Pelo teorema de Representacao conforme de Riemann (veja teorema
B.13), existe uma tnica aplicacdo conforme ¢ : D — € tal que ¢(0) = 0
e ¢'(0) > 0. Definimos Y como sendo

Y(z) = (Fan 0 9)(2).

Falta verificar que Y é a imersdao que prova o lema. As teses 1, 2, 4 e 5 sdo
imediatas pela propria definicdo de Y em funcao de F,y. Falta verificar a 3.

Seja zg € Dy_, entao, como

1Y (20) = X (20) || = [[(Fan © 9)(20) — X (20)],

temos que

Y (20) — X (20)[| < [[Fan((20)) — Fole(20))ll + [[Fo(e(20)) — Fo(z0)[l + [[Fo(20) — X (20)]|
(5.42)

Pelo lema de Schwarz (veja lema B.1) temos que |p(20)] < |20] < 1 — ¢,

ou seja, ¢(z9) € D;_.. Como N > %, temos que Dy_, C D1—% e, portanto,

2N
Di_. € D\ |J w;. Usando (d) da afirmagdo 5.3 e que N > % obtemos
i=1
10 €
1Fon (0(20)) = Folp(20))ll < 77 < 3- (5.43)

Para limitar o segundo termo vamos usar a continuidade uniforme de Fj

em D), entdo vamos limitar |¢(zg) — zo|. Seja

Entéao, como ¢(0) = 0 temos

o)
k(0) = lli}r(l)ln .= In ¢'(0),
e, portanto, k é holomorfa em D pois ¢'(0) > 0 (veja corolario B.9.1). Além
disso, como k(0) € R, usando a férmula de Schwarz (veja corolario B.7.1),

temos que

k(z) = 217T /0% Re (k () EZ o,

para todo z € D. Dali,
- A i0
) < o [ e (1 ()] |

e — 2

do. (5.44)
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Além disso,

e (1 () = e (1 2520 ) | 25

et et

=1In ‘gp(ew)’ .

Por outro lado, como ¢ (ew) € 99, entao |p (") | > 1—2 por (b) da afirmagao
5.3. Logo, 1 — & < ‘go(ew)‘ < 1. Dai,

3 )
In (1 — N) < Rek(e?) <0,

substituindo em (5.44) obtemos

k(z)] < —In (1 _ ]?[) 217T/027r

onde a tultima desigualdade se deve a que

€i9—|—Z

2 3
dd < —="In(1——
- 6n< N)’

e — 2

6i9

ei9+z‘<2e

—z’ > €. Dal

k(2)] < In (1 _ ]‘?’[) | (5.45)

RN}

Por outro lado,

=[S
< 5 b
S

< kel 32 T
= ke 3 AT

= [k(z)| )

2 2
€

<In <1 — ;) (1 — ]?\)[)E por (5.45),

ou seja,
o< (- D) (-5)
II<-In({l—-— 1——
‘z T e t N N
que implica
3 3\ ¢
—z|<—-|In({1—-— 1——
() =2 < S (1= (1- +)
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Como N foi escolhido de forma tal que ‘ln (1 — 3)‘ (1 - %)7 < 50(€) (veja

observagao 5.1), entao
p(2) — 2| < d(e),

dai, pela continuidade uniforme de Fy, obtemos

€

[ Fo((20)) — Folzo)|| < 3

Substituindo (5.2), (5.43), (5.46) em (5.42) obtemos

(5.46)

1Y (20) + X (20)]| <€
e, portanto, 3 foi provado. Assim finaliza a prova do Lema.

5.2
Demonstracdao do Teorema de Nadirashvili

Finalmente vamos ver o contraexemplo as conjecturas de Calabi-Yau e

Hadamard. A ideia é construir uma sequéncia

Xn = {X’m €n, é.n} )

onde X,, € C>®°(D, R?) para cadan € Ne X,, : D — R? é uma imersio minima
conforme, {€,} é uma sequéncia decrescente de nimeros reais positivos cujo
limite é 0, e {£,,} é uma sequéncia crescente de reais positivos convergindo a 1,

de forma tal que as seguintes propriedades sejam satisfeitas para todo n € N.

(i) X,(0) = 0.

Ly |
(ii,) (D,dx,) ¢ disco geodésico de raio p, = Y — centrado em 0.

i=1

(ilin) 2pn—1 < dx,_,(0,2), para todo z € D, .

(ivp) Xn(D) C B,,, onde a1 =1 € a, = \/(an-1)? + 5 + €n.

1
n?"’

(Vi) € <
(Vip) || Xn(2) — Xn-1(2)|| < €n, para todo z € Dy _, .

(viin) Ax,(2) > an)yx, ,(2), para todo z € D¢, , onde {a,} é uma sequéncia de

o0
, . o 1
nimeros reais positivos com % <a, <1VneN,etal que | | o, = 7
n=1

(viii,) Ky, (2) < a,Kx, ,(2).
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Vamos tomar ¢, = & = % A imersao X; é obtida como segue.
Sejam ©Q C C um conjunto simplesmente conexo ¢ F € C®(Q,R?) tal que

F:Q — R? 6 uma imersao minima conforme satisfazendo

(a) 0€Qe F(0)=0.

(b) Kr(z) # 0, para todo z € Q.

(¢) (Q,dr) é um disco geodésico de raio 1, centrado na origem.

Pelo teorema de Representacao conforme de Riemann (veja teorema B.13),
existe uma aplicacao conforme ¢ : D — €, tal que ¢(0) = 0 e ¢'(0) > 0.

Definimos entéo
X;: D — R?

2 o (Foy)(2).

Pela prépria definigdo, vemos que X, satisfaz as propriedades (i), (iiiy), (ivy)
e (v1). As outras sdo recursivas.

Suponhamos agora que temos construidas xi, ..., X, € vamos construir
Xnt1 com ajuda do Lema Principal. Tomamos &, satisfazendo &, < &,411 < 1,

1— n%rl < &ny1 € a propriedade (iii,41), ou seja,
2
gpn < an(O, Z) Vze D5n+1 . (547)

Isto é possivel pois dx, (0,2) = p, para todo z € S' por (ii,). Portanto, existe

um conjunto Q C D, com Q C D, tal que dx, (0, w) = %pn, para todo w € 9.
Dai, existe 0 < &,11 < 1 tal que QC Dy, ., e, portanto, temos (5.47).

Considere agora uma sequéncia decrescente de reais positivos convergindo

a 0, {é}, verificando &, < €, e € < ﬁ, para todo k£ € N. Para cada k € N,

seja Y, a imersdo minima conforme que resulta de aplicar o Lema Principal

para
1
X=X, p=pp, Tr=0,, S= , € = €.
p=r n+1 g
Ou seja, existe uma imersao Yj verificando
(1) Y(0) =0.
2) (D, dy,) é um disco geodésico de raio p, + — = p,+1 com centro na
k g P n—+1 Pn+
origem.

(3) |Yi(2) = Xu(2)]| < &, V 2 € Dy_s,.

(4) Yk(D) C BRk7 onde R, = ,/a% + ﬁ + €.

(5) Ky, (2) #0,V z € D.
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Vamos verificar que Y, — X, nos compactos de D quando k& — oo. De
fato, seja K C D um compacto, entao existe kg € N tal que K C Dig,- Como
{é} é decrescente, K C D¢, C Dy, para todo k > k. Por (3) temos que

1Yi(2) = Xn(2)|| < é, YV z€ K, ¥V K > k.

Como consequéncia de harmonicidade das coordenadas, as derivadas parciais
de primeira e segunda ordem de Y} convergem uniformemente as derivadas
parciais de X, em cada compacto de D (veja teorema B.14). Portanto,
Ay, —Ax, e Ky, — Ky, quando k — oo uniformemente em cada compacto
de D. Entao, existe k; € N tal que

/\Ykl (Z) > an+1)\Xn (Z)>
KYkl (2) < an—l-lKXn(Z)?

ja que a1 < 1. Escolhemos entao X, 11 = Yy, € €,41 = €, . Logo, se satisfazem
as propriedades (viip11) e (Viiip11).

Vamos mostrar as restantes propriedades. A propriedade (i, 1) é con-
sequéncia de Y, (0) = 0. A propriedade (ii,41) vem de (2) para k = k. A
propriedade (iii,;;) foi assumida nas hipdteses. A (iv,;1) vem de (4) com
k = ki, jA que € = €,41. A propriedade (v,;1) vem das hipdteses, ou seja,
€nt1 = € < ﬁ Finalmente, (vi,y;) vem de (3) para k = k;. Portanto,
podemos supor a existéncia da sequéncia y,, satisfazendo (i,),...,(viii,), para
todo n € N.

Vamos provar agora que {X,} é uniformemente de Cauchy sobre os
compactos de . Seja K € D um compacto, novamente, existe um kg € N
tal que K C Dl_gko C Dy_¢,, para todo k > ky. Sejan > m > ko, e z € K,

entao

[ X0 (2) = X (2)|| < [[Xn(2) = X1 (R)[| + -+ - 4 | Xinp1 (2) — X (2)]]
<eé€p+ -+ €np1 por (vij),comm—+1<i<n
LS|
< > = por (vj),comm+1<i<n.
i=m-+1 ¢

oo

Dai, pela convergéncia da serie ZQ” X,, é uniformemente de Cauchy em
i=0

K e, portanto, uniformemente limitada. Assim, existe uma subsequéncia

que converge uniformemente sobre os compactos de D pelo principio da
compacidade (veja Teorema B.15). Vamos chamar a subsequéncia de {X,}

e vamos verificar que o seu limite, X, prova o teorema.
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X é imersao conforme

117

Como a convergéncia é uniforme sobre os compactos de D, entao

Ax, (z) — A(2). Seja z € D e seja ky € N tal que K C Diq,

para todo k > kg, entao,

)\Xk (Z) > ak)\Xk—l ('Z)
> e ozk0+1/\Xk0(z) por (viij), ko < j <k

> g Ay (z) porque o, <1V n eN.

Pasando ao limite obtemos A(z) > %)\X’co () > 0.

0X,, 0X,, 0X 0X
< ), 0 <z>> — < i <Z>’au,.<2>>’

entdo, X é conforme e Ax(z) = A(z) > 0.

Como

X é uma imersao minima

- leek )

Isto é devido a proposicao 2.8 ja que X é uma imersao conforme cujas

coordenadas sdao func¢des harmonicas.

X (D) € R® é um conjunto limitado

Para provar isto vamos verificar que a sequéncia {a,} é limitada.

1 1
Ap41 = \/a% + m + €nt1

<ot e por (ve)
a or (v,
VT 2 Tz P +1

2a 1
<\la2 + = + = porque a, >a; =1,V neN,
n n

2, 1 1

ou seja,
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Dali,
2 "1 > 1 2
— < 2 — < 2 —=14+2—.
+n2_a1+ ;ﬂ_al—i- ;ZQ -+ 6

2

2
An+1 <an + ﬁ <ap—1+ m

Portanto, a,, <5, para todo n € N. Passando ao limite, X (D) C Bs.

X é uma imersao completa

Vamos mostrar que, para toda curva § : [0,4(5)) — D divergente
e parametrizada pelo comprimento de arco, /(X o ) = oco. Sem perda de
generalidade podemos supor que 3(0) = 0, que B(1) = w € S' e que
t, €10,£(83)) é tal que w, = B(t,) € S,,, . Entao,

(X op) = [ A
> [" ax(tenar

tn
> / Ax, (B(t))dt por (viij),n<j<n+k
0

1
2
1

1

> 3Pn DO (iilyr1)-

A condigao é satisfeita porque {p,} é divergente.

X tem curvatura Gaussiana estritamente negativa

Seja z € D, entao existe ky € N tal que z € ngo C D¢, , para todo k > k.

Assim,

KXk <Z> SakKka1 (Z)
<apog-1 - age1Kx, (2) por (vilij), ko <j <k
Sapag-1- - Kx, (z) porque o, <1V néeN.
Pasando ao limite
1
KX(Z) <7KXk0 (Z) < 0.

Combinando estas afirmagoes vemos que X € a imersao prova o teorema.
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A
Nocoes de Geometria Diferencial

O objetivo deste apéndice é relembrar os conceitos basicos de geometria

diferencial que foram usados para o desenvolvimento deste trabalho.

A.l
Curvas Parametrizadas em R3

Definicdo A.1. Uma curva parametrizada no espaco R® é uma aplicacio
a : [a,b] — R®. A imagem a([a,b]) C R?® é chamada de traco da curva.
Dizemos que o é uma curva de classe C* se suas componentes sio de classe C*

em (a,b). No caso que k = oo dizemos que  é uma curva suave.

Sem perda de generalidade para os nossos resultados posteriores, so

vamos considerar curvas parametrizadas suaves!.

Definigdo A.2. Seja a : [a,b] — R* uma curva parametrizada suave, o vetor

o (t) = (o (t), a4(t), a4(t)) é chamado de wvetor tangente a curva (ou vetor

velocidade da curva) o em t.

No caso em que o vetor tangente em ¢ seja nao nulo, temos uma reta
tangente bem definida que passa pelo ponto a(t) e tem como vetor diretor o
vetor o/(t).

Defini¢ido A.3. Uma curva suave a : [a,b] — R® é chamada de curva reqular
se o(t) # 0 para todo t € [a, b].

Restringiremos o nosso estudo a curvas regulares.

Definigdo A.4. Dada uma curva regular « : [a,b] — R* denotamos por P
uma particao de [a,b], a =ty < t; < ... < t, =b, e {(a, P) o comprimento do
poligono inscrito em «([a, b]) com vértices em «(t;) (veja figura A.1). Definimos

o comprimento da curva o como sendo

HIIDIIIIEOE(Q’ P) onde |P| = gﬁg}i(t, —ti1)-

1Os resultados deste apéndice sdo validos para curvas seccionalmente de classe C!.
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Observagio. Se a : [a,b] — R* é apenas continua, este limite pode ser finito
ou infinito. No caso que seja finito dizemos que « é uma curva retificdvel.

Existem curvas parametrizadas nao retificaveis, por exemplo, a curva plana

alt) = { (t,tsen (%)) se t 7_é 0,
(0,0) set =0,

com t € [0, a nao é retificavel (veja [34]).

a(t;)

a(ty) a(tn-1)
a(to) a(tn)
Figura A.1: Poligono inscrito na curva a(t) com vértices em «(t;).

As curvas suaves sao retificaveis. Mais precisamente temos a seguinte

proposicao.

Proposicao A.1. Seja « : [a,b] — R® wma curva suave. Entdo o compri-

mento da curva o é ,

) = [ lla'(w)]| du.
Demonstracao. Consideremos uma particao P de [a, b], || P|| e ¢(a, P) como
na definicao A.4. Seja € > 0, entao, pela caracterizagao da integral como limite
de somas de Riemann, 30" > 0 tal que se ||P|| < ¢’ entao

<< (A.1)

[ el 3 - e el <

1=

Além disso, como « é suave, é uniformemente continua em |[a, b], logo existe

d” > 0 tal que se |r — s| < ¢”, entéo

€

[/ (r) —a'(s)]| < m-

Sejam 0 = min{d’, "} e

5— z la(ts) — alti) | = S0 — tia) /(1)

=1
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entdo, se ||P|| < 4, usando a desigualdade do valor médio, obtemos

n n

Y osup la’(si)| (8 —tia) = Dt — i) Sup e/ ()|

i=1 Si€[titi—1] i=1

St fol(s) —alt)]
i=1 5i€[titi—1]
€ €
<(b-a) =%
(b—a) 2b—a) 2

S=<

<

b
Somando e subtraindo / |/ (t)]| ds em S, obtemos

n

>l - e - [ ||a’<t>ds—<2<tu—ti> o’ el - | |o/<t>||ds>

i= i=1

€
<§,

donde,

+

[N e

n b
lo’ (tim1) — /(&) = [ N/ (¥)]l ds

n b
(Z(tu —t) o'l - [ e'tol ds> ‘

1=

_|_

[NCN e
[ NON e Y

Portanto, para todo € > 0 existe § > 0 tal que se ||P|| < § entdo

[ (o) ds — tta. P)

<,

Assim, b

t@) = [ e’ (t)] ds. m
a

Observacao. Note que a curva nao precisa ser suave, basta que seja uma

curva seccionalmente C'. Neste caso a prova precisa da propriedade aditiva

da integral.

Defini¢ao A.5. Dado ¢y € [a,b], definimos o comprimento de arco de uma

curva regular « : [a,b] — R?, a partir do ponto ¢y como sendo,

s(t) = [ fla'(w)] du. (A.2)

Neste caso, temos uma fungao que a cada t € [a, b] associa o comprimento

da curva « restrita ao intervalo [to, ?].

Defini¢ao A.6. Dada uma curva regular « : [a, b] — R3, dizemos que « esté

parametrizada pelo comprimento de arco se ||o/(t)|| = 1 para cada t € [a, b].

Definigdo A.7. Seja a : [a,b] — R? uma curva regular. Dizemos que uma
curva v : [c,d] — R*® é uma reparametrizacio da curva o, se existe um

difeomorfismo ¢ : [¢,d] — [a, b] tal que y(r) = (a0 ¢)(r) para todo r € [c,d].
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Proposicao A.2. Seja o : [a,b] — R® uma curva regular, entio eviste uma

reparametrizacio f3 : [0, 0(a)] — R® da curva o pelo comprimento de arco.

Demonstracgao. Consideremos a fungao

s: la, b)) — [Olf(a)]
to— [l @l du

entdo §'(t) = ||&/(t)|| > 0 Vt € [a,b] por ser @ uma curva regular. Assim a

funcio s possui uma inversa diferenciavel s~!(r) = t. Portanto, a curva

B: [0,4(a)] — R3

r — aos (r),
é tal que /
7 =0V (0) = (A3)
portanto ||5'(r)|| =1 Vr € [0, {(«)]. Logo  é a curva desejada. O

Definigdo A.8. Seja « : [a,b] — R* uma curva regular parametrizada pelo
comprimento de arco. Definimos o wvetor de curvatura da curva como sendo
o vetor o’(s), e o nimero k(s) = [[a”(s)|| é dito de curvatura geométrica da

curva & em S.

Observagio. No caso de que uma curva o : [a,b] — R? esteja parametrizada
pelo comprimento de arco, vemos que o vetor ”(s) é normal a /(s). De fato,
como ||/ (s)||* = (a/(s),/(s)) = 1, para todo s € [a, b], entdo, derivando esta
equagio, obtemos (a”(s),a’(s)) = 0, para todo s € [a,b]. Nos pontos onde
k(s) # 0 fica bem definido um vetor unitario n(s) na dire¢do de o’(s) pela

equacao

a’(s) = k(s)n(s). (A4)
Dado que ’(s) é normal a curva em «f(s), n(s) é também normal a curva em

a(s).

Defini¢ao A.9. Quando k(s) # 0, o vetor n(s) da equagao (A.4) é chamado

de vetor normal unitdrio d curva no ponto «(s).

A.2
Superficies em R3

Existem varias formas de definir uma superficie em R3. Se queremos
considerar tanto propriedades globais (tais como a orientagao), como locais das
superficies, a melhor forma é defini-las como um conjunto em R? satisfazendo

determinadas propriedades.
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Definigao A.10. Um subconjunto S C R? ¢ dito de superficie reqular em R?
se, para cada p € S, existem uma vizinhanca V de p em R® e uma aplicacio
X :Q — VNS de um conjunto aberto Q C R? sobre V' NS tal que
(i) X é diferenciavel (suave).
(i) X : Q2 — VNS éum homeomorfismo.
(iii) Para cada ¢ € 2, a diferencial (dX), : R* — R? é injetiva®.
A aplicagao X é chamada uma parametrizacao ou um sistema de coordenadas

locais em uma vizinhanga de p. A vizinhanca V' S é chamada uma vizinhanga

coordenada de p.

Se X esta dada por
X(u1,ug) = (z1(ur, ug), vo(ur, uz), v3(u1, uz)), (ur,us) € €,

as fungoes x(uy, us), Ta(ui, us) e x3(ui, us) tem derivadas parciais continuas
de todas as ordens em (2. Dai, como a matriz da aplicacao linear d.X, nas bases

candnicas de R? e R? é a matriz jacobiana da transformacio X, ou seja,

Ox;
J= {21 =123 j=1,2
(9uj ij

0X
onde denotamos por — o vetor

8Uj
ter como definicdo equivalente de regularidade a propriedade de

0x , 0x
(?ul- 8Uj

8($1,a:2) 8(1'1,1'3) 8(.352,.’173)
a(UbUQ)’ 6)(Ul,w?,)’ 8(U2,U3)’

seja diferente de zero em gq.

83317 83:2, 0xs Ccom j = 1,2, podemos
Ou; Ou;’ Ou;
0X 00X

aui e@TLj

serem linearmente independentes, ou que # 0, ou que um dos

determinantes

Exemplo A.1 (O plano). O plano é a superficie regular mais elementar.

Uma parametrizacao global para esta superficie esta dada por

X: R? — R3

(A.5)
(Ul,'LLQ) — (Ul,UQ,GU1+bUQ),
assim
0X
- (1 A.
aul ( ,0,&) ( 6)
0X
— =(0,1,b A.
) (A7)

2Esta é a condicdo de regularidade.
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que sao, obviamente, linearmente independentes.

Exemplo A.2 (A esfera). Vamos mostrar que a esfera S* é uma superficie
regular usando a projecao estereografica, m, que esta definida da seguinte
maneira. Denotemos por N o polo norte da esfera. Por cada ponto p =
(21,29, 23) em S* \{ N} tracamos a reta r que une p e N, e fazemos corresponder
o ponto ¢q da intercessao dessa reta com o plano x;xs (veja figura A.2), ou seja,

a intercessao da reta

r(t) = N+t(p— N) = (txy, tes, 1 +t(xz — 1))

; I T2
com o plano z3 = 0. Dai t =

e, portanto, ¢ = ( ) Isto é

— X3 1—.'173,1—$3

T1 X2
7T(l’1,l’2,1153) = 1 T 3 1 T .
— 43 — 43

X3

X2

X1

Figura A.2: Projecao estereogréfica desde o polo norte.

Além disso esta aplicacio ¢ um homeomorfismo entre S*\{N} e o
plano. De fato, tem uma inversa que determinamos de forma andloga. Seja

q = (u1,ug) € R?, entdo a reta que une ¢ e N esta dada por
r(t) =N +t(g— N) = (tuy, tus, 1 —1).
Fazendo a intersecdo desta reta com S? temos

ui + Puz+ (1 —t)* =1,
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onde 5
RN
Portanto a inversa é
g = X( ) 2u,y 21 u? +ud—1
T — u ,U - 9 9
1 b T+ud+ud’ 1+ u2+ud’ 1+ u? + ul

que ¢ diferenciavel. Vamos provar que a diferencial ¢é injetiva.

X (2(1+u%+u%) — 4u? —4uq ug 2uy (1+uf+ ud) — 2uy (u} + uj —1))
du | (+ud+ud)’ T+l ud)? (1+uf +u3)*
2 (1 —uf +ud) —4uq ug 4y
B ((1+u§+u5)2 (Ut uf ud)” (1+u%+u%>2>
(§

0X —4uquz 2(1+uf+u3) —4u3 2up (1+uf+u3) — 2us (uf+u3 —1)
O \(+ut+u3)”  (+uf+ud) (1+uf +u3)”

( —4uqus 2 (1 +u? — ug) 4o >

A+u2+ud)? (T+ud+ud)’ 1+ +ud)’?

assim,

0X 90X 4 2
—/\—:—(f% 14w’ +u?), —2us (1+u? +u2), 1 — (u? + u? ),
Oou;  Ous (1+u%+u§)4 1( 1 2) 2( 1 2) ( 1 2)

portanto

|ox oy
8u1 6UQ

e () e (el (1 () )
et () (e 2 () 2 () )
:(1—i—1é6+u§)8 <(u% +u%)4 +4 (u% +u§)3 + 6 <u% +u§>2 + 1)

_ 6

_(1 + uf +u%)4’

8X 0X 4

ouy 8U2 (1 +u? + u%)2
que é sempre positivo. Entao X satisfaz as trés condigoes da definicao A.10 e,

(A.8)

ou seja, H

portanto, € uma parametrizacdo. Analogamente definimos a projecao estereo-

grafica desde o polo sul, tendo uma outra parametrizagdo definida por

I+u?+ud’ 1+ud+ud’ 1+ ud +ud

Vi) =

21, 215 1—u?— u%)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221622/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 1221622/CA

Apéndice A. Nocgoes de Geometria Diferencial 133

Estas duas parametrizagdes cobrem a esfera, portanto é uma superficie regular

em R3.

Observacio A.1. Seja m : S — C a projecio estereografica desde o polo
norte. Vamos ver qual é a imagem por m de um circulo horizontal na esfera.

Ou seja, vamos considerar o conjunto
2. _
A= {(xl,xQ,xg) €S a3 = c},

onde —1 < ¢ < 1 é uma constante. Entao

T i)
ﬂ-(xlax27x3) - ( )

l1—c¢'1-c¢
e, portanto, , , ,
(21, 22, 73)| = ($11j‘6$)22 = (1 : Z)Q
Logo, m(A) é um circulo centrado na origem e de raio %

Observagdo A.2. A projecao estereografica pode ser definida desde qualquer
P € S. Neste caso, escolhemos uma base ortonormal {ej, ez, e3} de R3, tal que
e3 = P, ou seja, estamos projetando no plano que pasa pela origem e cujo
vetor normal é o vetor P. Assim, se p = x1e; + Taey + T3€3, entao

T i)

Um fato interessante das superficies regulares es que localmente sdao o

grafico de uma funcao diferenciavel.

Proposicao A.3. Seja S uma superficie reqular e p € S. Entdo existe uma

vizinhanca W de p, tal que W € o grifico de uma funcao diferencidvel.

Demonstragio. Seja X : Q — R* uma parametrizacio de S em p = X(q).

Como S é regular em ¢, podemos supor, sem perda de generalidade, que

8(:51 .1’2)

——=2 £ (. Seja

8(u1,u2) ?é
F: Q — R

(Ul, Ug) — (xl(ula u2)7 xQ(uh U’Q))

Entao a derivada de F' no ponto ¢ é um isomorfismo. Logo, pelo teorema da
funcao inversa, existe vizinhanga U de ¢ tal que F|y : U — V = F(U) é um

difeomorfismo. Assim (X o (F|y)™!) (z1, z2) é diferencidvel. Portanto a fungao

f: v — R

(21,22) V= (x50 (Fly)™") (21, 72)
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¢ diferenciavel e X|y(U) = {(z1, z2, f(21,22)); (x1,22) € V} = Gr(f).

A.3
Plano Tangente a Superficie

Definigao A.11. Sejam S uma superficie regular e p € S. Entendemos por
vetor tangente d superficie no ponto p, o vetor tangente o/(0) de uma curva
parametrizada suave a : [—¢, ] — S, tal que «(0) = p. O conjunto de todos
os vetores tangentes é chamado de plano tangente a superficie no ponto p, e é

denotado por T,S5.

a’(0)

T,S

a(t)

Figura A.3: Plano tangente a superficie num ponto.

E dizer, em cada ponto de uma superficie regular temos associado um

plano como pode ser apreciado na figura A.3.

Observagao A.3. Note que, neste caso, podemos restringir o intervalo [—e, €] de
forma tal que o trago de « esteja numa vizinhanga coordenada. Assim, sempre
existe uma tnica curva [ : [—¢,€e] — Q tal que (X o 8)(t) = a(t) Vt € [—e¢, €],
onde X é uma parametrizacao da superficie em p. Sempre que seja conveniente
vamos ver um vetor tangente a S em p como sendo (X of3)’(0) sem fazer maiores

comentarios.

Para que esta definicdo de plano tangente faga sentido devemos mostrar
que o conjunto dos vetores tangentes ¢ um subespago vetorial de dimensao

dois.

Proposicao A.4. Sejam S uma superficie reqular e p € S. Entao o conjunto
de todos os vetores tangentes a S no ponto p constitui um subespago vetorial

de dimensao 2.
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Demonstragao. Sabemos que um vetor tangente v a S em p é o vetor tangente
a uma curva « : [—¢,e] — S, satisfazendo que «(0) = p e o/(0) = v. Pela
observagao anterior, temos que v é o vetor (X o 3)'(0), onde 3 : [—€,¢] — Q
e (X o f)(t) = a(t), 5(0) = g e X(q) = p. Ou seja,

@(0) = (X0 5)(0) = 5o @FL(0) + 5o (@)

Por conveniéncia escreveremos

(X 0 3)(0) = BL0) 5 + B4(0) 5o (A.9)

sabendo que estao avaliadas em ¢. Como (1(0) e 5(0) tomam valores

i
arbitrarios, segue que o conjunto de vetores tangentes consiste em todas as

O 0X ,
combinagoes lineares dos vetores o e e Mas como S é regular, esses
U1 U2
vetores sao linearmente independentes, dai o subespago gerado por eles tem

dimenséo 2. 0

Proposicao A.5. Sejam X : QQ — S uma parametrizacao de uma superficie
regular num ponto X (q) € S. O subespago vetorial dX,(R?), coincide com o

plano tangente a S em p = X(q).

Demonstragdo. Primeiramente notemos que dX,(R?) é um subespaco veto-
rial de dimensao 2 ja que dX, é injetiva. Seja v € T,,S, entdo v = (X o 3)'(0)
para alguma curva 8 : (—¢,€) — Q com ((0) = ¢. Pela propria defini¢ao da
aplicagdo diferencial temos que v = dX,(3'(0)) que pertence a dX,(R?).
Reciprocamente, seja v = dX,(w), onde w = (wy,wy) € R*. Seja a curva
B (—e€,e) —  dada por
B(t) =tw +q,

entdo (X o f)(t) = X(tw + q), logo,

0X 0X
X "0) = wy— —
(X2 5)(0) wl@ul +w28u2
que pertence a T,S pela prépria definicao do plano tangente. n

A.4
Primeira forma fundamental

Seja S uma superficie regular em R*®. Podemos ver como o produto
interno natural de R? induz em cada plano tangente 7T, »S um produto interno
que indicaremos por ( >p e chamaremos de métrica sobre a superficie, e que
¢, por definigao, o produto interno dos vetores em 7S como vetores de R?, ou

seja, dados v, w € 1,5, entdo (v,w), = (v, w).

p
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Como o produto interno é uma forma bilinear e simétrica, temos associ-

ada uma forma quadratica que é a seguinte:

I,: T, — R

A.
wo o <w,w>p:||wH2. (A.10)

Definicdo A.12. Seja S uma superficie regular. A forma quadratica I,

definida por (A.10), é chamada a primeira forma fundamental de S em p € S.

A partir de agora escreveremos I(w) e (, ) pois fica claro que estao
referidas a um ponto. Seja X : 2 — S uma parametrizagao da superficie em

p € S. Para achar a matriz da forma quadratica I em p, avaliamos o produto

0X 0X
interno na base { —, =— ¢ de 7,,S. Dai, a matriz desta forma quadratica ¢é
aul 8’&2
0X 0X o
g = (gij) onde g;; = <8ul 8u]> i,j=1,2.

Além disso, o determinante de g esta dado por

ox |
8u2

ox |I?

i A1l
9, - (A1)

0X ox\* _[ox , ox |’
aul’ 8u2 0'&1 auQ

det g = g11g22— 91y = ||

A importancia da primeira forma fundamental vem do fato de que, se
conhecemos I, podemos fazer medidas sobre a superficie sem fazer referéncia
ao espaco R?. Por exemplo, seja a : la,b] — R?® uma curva regular, entdo o

comprimento de arco de « a partir do ponto g é

/Ha ydu—/ VI (w)) du,

) 0X 0X o o
e o angulo # entre os vetores — e —— associados a parametrizacao X é
ou;  Ouy
<8X 0X >
8u1 8uQ g12
cos 0 = A.12
V911 \/922 ( )
(3u1 aul

A4l
Area de uma regido na superficie

Uma outra questao métrica que pode ser tratada com a primeira forma
fundamental é a area de uma regiao limitada da superficie. Vamos nos restringir

a regioes contidas em uma vizinhanca coordenada.

Definicao A.13. Sejam S uma superficie regular e R uma regiao limitada

de S que esta contida em uma vizinhanga coordenada de uma parametrizagao
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X :Q —R? com R = X(A). O nimero positivo
A(R) = //A\/det(g) duydusy (A.13)
¢ chamado de drea da regiao A.

Vamos dar uma interpretacao geométrica da area. Para isto consideremos

a A como sendo um retdngulo em (2 e consideremos também a funcao

0X 0X
—— A ——|| definida em 2 e que representa a area do paralelogramo gerado
6u1 8u2
| ‘ 0X
elos vetores — e —.
p 8u1 6uQ

Vamos fazer uma particao de A em um nimero finito de retangulos cujos

lados sejam paralelos aos eixos, usando as curvas

U1:51, U1:(52,...,U1:(5n, (SZGRV]_SZSTL,

uy = fBi, ug = Pa, ..., ug =B, BGERV1I<j<m.
A continuagao (veja figura A.4) substituimos cada retdngulo limitado por
up = 0;—1, U1 = 0;, Uz = €j_1, Ug = €j,

pelo paralelogramos retilineo no plano tangente a S no ponto p;; = X(¢;5),
donde gi; = (d;_1,€;j-1), ou seja, o paralelogramos em T}, .S determinado pelos
vetores dX,,, (v) e dXg, (w), com v = (6 — 0;-1,0) e w = (0,¢; — €;_1).

Figura A.4: Area do paralelogramo retilineo em Ty, S


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221622/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 1221622/CA

Apéndice A. Nocgoes de Geometria Diferencial 138

Vamos chamar agora ¢;; de ¢ e p;; de p para facilitar a notagao. Assim,

0X
dXg(v) = (6 — 51‘—1)87“

tangentes aos lados do retdngulo curvilineo na superficie determinado pelas

X
(q) e dXy(w) = (e; — ej_l)a—uQ(q), que sao ambos

imagens das retas, e que os aproximam em comprimento. Logo, aproximamos

a area de cada retangulo curvilineo pela area desses paralelogramos que esta

dada por
0X 0X 0X 0X
aij = H((Sl — (51_1)871“ A\ <€j — Gj_l)% = (61 — 5i—1>(€j — Ej—l) ‘am A 8711,2
X X X X
Como a— e a— sao linearmente independentes, entao a— N — 0 # 0.
ouy 8uQ Ouy Ouy
Fazendo uso da equacao (A.11), obtemos,
0X 8X
det A4
| n o] = aerta, (A1)

assim

= (6; — di—1)(€j — €j—1)y/det(g) .

Fazendo a soma das areas de todos esses paralelogramos obtemos

n m
>3\ Jdet(9(0i1,€5-1)) (6 = Gi1) (e — €5-1)
i=1j=1
que é uma aproximacao da area de R. A area de R sera, de fato, o limite quando
os didmetros dos retangulos da particao tendem a zero. Como a fungao \/det(g)
é continua em (2, entao é integravel. Logo, a soma em questao tem limite igual

a integral da funcao \/det(g) em A, e dizer,

- / /A det(g) du; dus. (A.15)

De forma geral, se A nao for um retangulo a area de X (A) também estd dada
por (A.15).

A5
Segunda forma fundamental

Definigcdo A.14. Sejam S uma superficie regular e v um vetor de R*. Dizemos

que v € um vetor normal a superficie em um ponto p, se ele é ortogonal a T,S.

Uma vez fixada uma parametrizacio X : Q@ — R® em p € S, podemos

ver que N sera normal a superficie em p se, e somente se, é simultaneamente

0X
ortogonal a — e ——, entao podemos definir a escolha de um vetor normal

aul 6u2

unitario em cada ponto p € X(2), como segue
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oxX  oX
8u1 @UQ
0X oX|
— AN —
H 8u1 8u2 H

N = (A.16)

Assim, obtemos uma aplicacao diferencidavel N : X () — R* que nem sempre
é possivel extender de maneira diferenciavel sobre toda a superficie como, por
exemplo, na faixa de Mobius. De maneira geral, se U é um conjunto aberto
em S e N :U — R? é uma aplicacio diferencidvel que associa a cada p € U
um vetor normal unitdrio em p, dizemos que N é um campo diferenciavel de

vetores normais unitarios em U.

Definicao A.15. Dizemos que uma superficie regular é uma superficie ori-
entdvel se ela admite um campo diferenciavel de vetores normais unitarios
definidos sobre toda a superficie. A escolha de um tal campo N é chamada de

orientacdo da superficie.

Vamos assumir que as superficies com as quais estamos trabalhando sao
orientaveis. Neste caso temos uma aplicacao diferenciavel que associa a cada
p € S um vetor na esfera (veja figura A.5). A aplicagdo assim definida é
conhecida como aplicagio normal de Gauss ou simplesmente de aplicagcdo de

Gauss.

N(p) . ¥

aX EYo T,S

ouy /

Figura A.5: Aplicagdo Normal de Gauss.

Observagao. Note que, fixada uma parametrizacao X em p = X(q), temos
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1 X X
N = (a - ) (A17)
det(g) \Our  Ous

devido a equagao (A.14).

0X

3u1
0X . .

e — estao dados por (A.6) e (A.7), respectivamente. Assim, neste caso, N é

8u2

constante e sua expressao €

Exemplo A.3 (Vetor normal ao plano). No exemplo A.1 vimos que —

(—a,—b,1)
Nprer

A tnica superficie cujo vetor normal é constante ao longo da superficie é o

N =

plano.

A5.1
Operador de Weingarten

A aplicacao N ¢é diferenciavel e sua diferencial, por definicdo, esta dada

por .
dei TpS — TN(p)S
d (A.18)
v S (Noa)),
dt |1=o0

onde a é uma curva em S tal que «(0) = p, o/(0) = v. Como os espagos
vetoriais 1,5 e Ty, S sao os mesmos, entao d/N, pode ser vista como uma

aplicacao linear em TpS .

Definicao A.16. Sejam S uma superficie regular e p € S. A aplicacao linear
—dN, : T,S — T,S ¢é chamada de operador de Weingarten de S em p.

Vamos ver o operador de Weingarten em coordenadas locais. Sejam
X :  — S uma parametrizacdo da superficie em p € S, (uj,us) em € e
a(t) = (X o B)(t). Entao

dN,(v) = dN, (»31( Vo, T 20 @i)

:i‘ N(ﬁl(t),ﬁz(t))
- 802 4 02X

Usg

Em particular,

ON 0X 3N 8X
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Proposicao A.6. O operador de Weingarten é uma aplicacao linear autoad-

junta.

Demonstragao. Seja X : (2 — S uma parametrizacao da superficie em p.
0X 0X

duy’ Oy

0X 0X 0X 0X
<de (au) ’au2> - <0Mp (auz>>’

mas, como vale (A.19), temos que provar

Basta provar que para a base { } se satisfaz

ON 0X 0X ON
— — )= (=, — ). A2
<8u1 ’ GUQ > <8u1 ’ 8u2 > ( O)
Dado que
<N, 8X> =0, (A.21)
auj
_ 0 0X
entao B, <N, 8u]> = 0 e, portanto,
ON 0X 02X
= N (N A.22
<8ui’ Gu]> < ’ 8u18u] >7 ( )
logo vale (A.20). O

Da proposigao temos que (—dN,(v),w) é uma forma bilinear simétrica

e, portanto, podemos associar uma forma quadratrica.
Definicao A.17. A forma quadrética /1, definida em 7},S por

I1,(v) = —(dNy(v),v), (A.23)
é chamada de sequnda forma fundamental.

A matriz da segunda forma fundamental em p é

*X
b= (bij)7 onde bij = <N, auzau]>

Observagao. Notemos que, fazendo uso da equacao (A.17) e da defini¢do de
produto vetorial temos que

<8X 0X 0*°X )
det
b

= 8u1 8uQ 8u18uj ' (A24>

det(g)

Proposicao A.7. Sejam S uma superficie reqular e p € S. Entdao a matriz

da aplicagdo de Weingarten em p é A = g~1b, onde g é a matriz da primeira

forma fundamental e b a matriz da sequnda forma fundamental em p3.

3Note que somente podemos garantir que A e b sejam iguais numa base ortonormal.
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Demonstracgao. Seja X : (2 — S uma parametrizacao da superficie em p.

oX 0X
0u1 ’ 8u2

vamos escrever a imagem por —dJ[V, dos vetores desta base como combinagao

Para encontrar a matriz A da aplicacdo de Weingarten na base {

linear da propria base, ou seja,

0X 2
—dN, <8u]>_ B Z ]awc (A.25)

sendo entdo A = (a;;) a matriz da aplicagdo de Weingarten. Por outro lado,

0’°X ON 0X 2 0X 0X 2
" < ’ 0u18u] > < an ’ aul > 1 hj < 8Uk ’ aUz > k—1 ik,

onde a segunda igualdade se deve a (A.22) e a terceira a (A.25). Portanto,
b= gA, donde A = g~'b. m

A.6
Outras quantidades geométricas

Definicao A.18. Sejam S uma superficie regular e p € S. Sejam também
v € T,S um vetor unitdrio e a : [—€,¢] — S uma curva na superficie
parametrizada pelo comprimento de arco tal que a(0) = p e o/(0) = w.

Definimos como curvatura normal no ponto p na dire¢ao de v o valor
kn(v) = (a"(0), N). (A.26)

Geometricamente podemos ver isto na figura A.6.

N(p)

a(t)

Figura A.6: Curvatura normal.

Para ver que a curvatura normal estd bem definida vamos escrever esse
produto interno em coordenadas locais. Seja X : {2 — S uma parametrizacao

da superficie em p. Sabemos que existe uma curva 3 : [—e€,¢] — Q tal que


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221622/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 1221622/CA

Apéndice A. Nocgoes de Geometria Diferencial 143

a(s) = (X o 5)(s), para todo s € [a,b]. Entao

d()ii:B)(S) = %(5(8))51(8) + gi(ﬁ(s))ﬁé(s) = ;B;(S)gi (B(s)),
ox oxX ,
onde 5 e B estao avaliadas em [(s). Dai,
82X , 82X ) / oX §
= (au%(ﬁ(b’)) 1(s) + D00, (B(s)) 2(s)> Bi(s) + 87“(5(8)) ’(s)
! (aigi (BeNBe) + %WW%S)) B45) + o (BDAI(S)
0X 2 ) 92X

+ > 5i(5)5j(5)m-

Fazendo o produto interno de o”(s) com o vetor normal unitario a superficie

obtemos,

(PO =S N )+ 3 6 N)

ij=1

= > bii(B())Bi(s)B}(s), (A.27)

e avaliando em ¢ = 0 temos

(P02 0.8) = 3 0)0)30) (1.28)

ij=1

Ou seja, a curvatura normal depende somente do ponto ¢ e do vetor 5'(0) que
¢ tinico pois dX, € injetiva. Note também que II(v) = k,(v) neste caso que o
vetor ¢ unitario.

Observacao. Note que o sinal da curvatura normal depende do vetor N.

Se variamos v obtemos as quantidades
k1 = min kn(v) e ko= max kn(v).
Definicao A.19. O minimo e o méaximo da curvatura normal, ki e ks

respectivamente, sao chamados de curvaturas principais de S no ponto p.

Exemplo A.4. Podemos ver que se S é o plano, entao k1 = ko = 0 pois, como
qualquer curva nesse caso é uma curva plana, o vetor de curvatura estd no
plano, logo k,(v) =0Vv € 1,5, Vpe S.
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Observagdo A.4. Na proposicao A.6 mostramos que a aplicacao de Weingarten
¢ uma aplicacao linear autoadjunta. De algebra sabemos que isto implica a

existéncia de uma base ortonormal {eq,es} de 7,5, e A1, A2 € R tal que
—de(€1> = )\161, e — de(€2> = )\262,

e A\ e Ay sao os autovalores da matriz A da aplicacao de Weingarten. Além
disso, A1 e Ay sa0 0 minimo e o maximo, respectivamente, da forma quadratica
(—dN,(v),v) = I1,(v) restrita ao circulo unitario de 7,,S que, como ja vimos,
coincide com k,(v). Assim, k; e ks, sdo os autovalores da matriz A da aplicagao

de Weingarten.
Definicao A.20. A metade da soma das curvaturas principais

ki + ko

H = ,
2

é chamada de curvatura média de S no ponto p, e o vetor H = HN é chamado

de vetor curvatura média. O produto das mesmas
K = k1k27

é chamado de curvatura gaussiana.

Observacao. Podemos ver que o sentido do vetor curvatura média ndo depende
do sentido de N pois se mudamos o sentido deste, também muda o sinal da

curvatura média e, portanto, o sentido de H permanece invariante.

Proposicao A.8. A curvatura média estd dada, em termos da primeira e

sequnda forma fundamental, por

_ g11b22 + ga2bi1 — 21212

H A2
2det(g) ’ (4.29)
e a curvatura gaussiana por
det(b)
= . A.
det(g) (4.30)

Demonstracgao. Pela observacao A.4 sabemos que as curvaturas principais

sao as raizes do polinémio
det(A — AI) =0. (A.31)

Em particular, como A é uma matriz de ordem 2, podemos escrever (A.31) na
forma

A — tr(A)\ + det(A) = 0,
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donde tr(A) é o trago de A. Usando a férmula do discriminante para encontrar

as raizes e, tomando em conta que k; < ks, temos que,

e tr@4)é%\/zy, (A.32)

donde D = (—tr(A))? — 4det(A). Assim,

itk tr(A)

H =
2 2
Como
g_l _ 1 922 —Yg12
det(g) —J12 J11 7
temos que,
1 by — b bio — b
A= gilb: G22011 — 12012 G22012 — G12022 , (A.33)
det(g) g11b12 — gi2b11  g11b22 — gr2b12
dai,
1
tr(A) = ——— b b1 — 2g19b
r(A) det(g) (g11022 + go2b11 g12012),
portanto,

_ g11b2a + ga2bi1 — 2¢12012

H
2det(g)

Por outro lado, usando (A.32), a curvatura gaussiana estd dada por

P (tr(A) —vD)(tr(A) + VD)
4
=tr(A)? — D
_ tr(A)? —tr(A)? + 4det(A)
B 4
= det(A)
d
_ et(b)' -
det(g)
Proposicao A.9. Sejam S uma superficie reqular e p € S. Se X ¢é uma
X
parametrizacao em p na qual — e 8— sao ortogonais, entao a curvatura
8u1 8u2

gaussiana estd dada por

2\/911922 Ouy v 911922 ouy Ouy Vv 911922 Ouy '

Demonstracio. A prova pode ser encontrada em [26]. O

Como consequéncia temos um resultado muito importante.
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Teorema A.1 (Egregium de Gauss). A curvatura gaussiana K é uma

caracteristica intrinseca da superficie.

Definicao A.21. Sejam S uma superficie regular e D um dominio tal que
D C Q. Vamos supor que D estd contido numa vizinhanca coordenada de uma
parametrizacao X : 2 — S compativel com a orientacao de S. Definimos

como curvatura total da superficie sobre D a expressao

/ /D KdS, (A.35)

onde dS é o elemento infinitesimal de area sobre a superficie (veja (A.13)), ou

seja, dS = y/det(g) duydug, com (ui,us) € D.

Observacao. Se K nao muda de sinal sobre €2, tem sentido em escrever

/ /Q KdS. (A.36)

A7
Superficies regulares completas

Para definir o que é uma superficie completa precisamos enunciar a

seguinte proposicao.

Proposicao A.10. Seja S uma superficie reqular conexa, entao para quaisquer
dois pontos p e q na superficie, existe uma curva « : [0,1] — S tal que

a(0) =p e a(l) = q. Além disso, a fungao definida por
d: SxS — R

‘ (A.37)
(p,q) — inf{l(a); a:[0,1] — S, a(0) =p, a(l) =q}
¢ uma distancia sobre a superficie.
Demonstracio. A prova pode ser encontrada em [26]. O

Isto nos diz que podemos ver a superficie como um espago métrico para
a distancia definida por (A.37).

Definicao A.22. Seja S uma superficie regular. Dizemos que S é uma

superficie completa se é completa como espaco métrico para a distancia dada

em (A.37).

Teorema A.2 (Hopf-Rinow). Sejam S uma superficie reqular e p € S. As

sequintes afirmacoes sdo equivalentes:
1. Os limitados e fechados de S sao compactos.

2. S € completa como espago métrico.
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3. FExiste uma sequéncia de compactos K,, C S, K, Cint K,,,1 e, K, =
S, tais que se p, ¢ K, entdo d(p,p,) — oc.

Além disso, cada uma das afirmagoes acima implica que
4. Para todo q € S eziste uma geodésica 7y ligando p a ¢ com () = d(p, q).

Demonstracao. A prova pode ser encontrada em [14]. O
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B
Nocoes de Analise Complexo e o Teorema de Runge

Os objetivos deste apéndice sao introduzir os conceitos basicos de anélise
complexa usados no trabalho e provar o teorema de Runge no qual estao

baseados os capitulos 4 e 5.

B.1
Funcdes holomorfas

A teoria de func¢bes de uma varidvel complexa generaliza o calculo ao
dominio complexo C. A diferenciacao e integracao tem novos significados, mas,
a0 mesmos tempo, é muito restringido. Mais precisamente, somente as fungoes
holomorfas podem ser diferenciadas ou integradas. Ao longo do capitulo vamos
denotar por z = uy + iug, f(z) = wi(z) + iwz(z) uma fungado complexa onde

w1 e we sao fungoes reais nas variaveis u; e ug e €2 € C representa um dominio.

Definicao B.1. Seja f : 2 € C — C onde Q é um aberto de C. Dizemos
que f é uma fungdo holomorfa se existe

L FEHR) = £(2)

h—s0 h

(B.1)

em todo ponto z de 2. No caso que exista, serd chamado de derivada complexa

e sera denotada por f'(z).

Exemplo B.1 (Polinémios). Para cada n € N, a fungdo f(z) = 2"
¢ holomorfa em C e sua derivada é f/(z) = nz"! para cada z € C.
Podemos verificar que as mesmas propriedades de linearidade sao validas para
derivadas complexas, portanto um outro exemplo de fung¢oes holomorfas sao

os polinémios complexos, ou seja, as fungoes da forma
p(z)=ap+az+---+a,2", neN, ze€C.

Exemplo B.2. A fun¢do f(z) = % é uma funcio holomorfa em C\{0} e

Zn

f'(2) = — 57 para cada z € C\{0}.
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B.2

Equacées de Cauchy-Riemann

Proposigao B.1 (Equagoes de Cauchy-Riemann). Seja f: Q C C — C
uma fungao holomorfa em Q, f(z) = wyi(2) + iwy(2). Entao

8w1 (‘3w2 8w1 aw2
— — -2 Q. 3
aul 8u2 ¢ 8u2 8u1 » on (C R>

Demonstragao. O limite em (B.1) deve ser o mesmo independente da forma

em que h se aproxime de zero. Se h se aproxima de zero pelo eixo real, entao
a parte imaginéria é zero, e usando (B.1) temos que a derivada é

wy (ug + h,ug) + twa(ug + h,ug) — wy (ug, ug) — iws(ug, uz)

Y 1
Fle) = g h
~ lim wi(ug + h, ug) — wq(u1, ug) 4 lim wa(ur + h, us) _’LUQ('UJ,'U,Q)’
h—s0 h h—s0 h
ou seja, ow 9
/ 1 .OW2
z) = — +i—=. B.2
Fe) = 52 i (B.2)

Por outro lado, se h se aproxima de zero pelo eixo imaginario, entao a parte
real é zero, isto é, h = ik com k € R, portanto,

wy (u1, ug + k) + dwa(u, us + k) — wi(ug, ug) — iwa(ug, uz)

!/ — 1
F) 0 ik
_ ( i Wr(un,up k) —wn(ur,ug) o wa(un, up + K) - wz(Uum))
h—0 k h—0 k

N OUQ GUQ ’

ou seja
12, Oowy 0wy

fl(2)= 5~ —i— (B.3)

N (9u2 8u2 ‘
Igualando as partes reais e imaginérias de (B.2) e (B.3), respectivamente,

obtemos as equagoes (C-R). O

Observagao B.1. Usando a equagdo (B.2) temos que

F() = % 2 % 2:8w18w2_8w10w2
8U1 aul 8u1 8u2 8u2 8u1’

esta tltima igualdade devido as equacoes de Cauchy-Riemann. Logo, o deter-
minante do jacobiano da funcao f é |f'(2)[>.

Definicdo B.2. Seja w : © € R? — R uma funcdo com segundas derivadas
parciais continuas em 2. Dizemos que w é uma funcao harmonica se satisfaz

a equacao de Laplace, isto é

2 2
0w au;:OemQ. (B.4)

Ap=220,9%
v ou?  Ou3
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Exemplo B.3. Seja f : 2 € C — C definida por f(z) = wi(z)+iws(z). Mais
adiante vamos mostrar que se f é uma fungao holomorfa, entao tem derivadas
de todas as ordens e, portanto, as mesma sao holomorfas. Isto implica que as
fungoes wy e wy sao suaves, em particular, existem as segundas derivadas de
wy e wy e sao continuas em (). Usando as equagdes (C-R) vemos que wy e wy
sao fungoes harmonicas. Neste caso dizemos que wo é uma funcao harmonica

conjugada de w;.
Vamos mostrar agora que o reciproco da proposi¢ao B.1 é verdadeiro.

Proposigao B.2. Seja f: Q C C — C definida por f(z) = wi(z) + iws(2),
onde wy e wo sao fungoes com derivadas parciais continuas em ). Assuma que
wy e wy satisfazem as equacoes de Cauchy-Riemann. Entao f é uma funcao

holomorfa em €.

Demonstragao. De andlise sabemos que, como w; e wy sdo fungdes cujas

derivadas parciais sdo continuas em €2, podemos escrever

811)1 871)1
h he) — = —h —h
wi(uy + hy,ug + ha) — wq(ug, ug) o, 1+ Duy 2+ 17
(g + By s + o) — w1y, 15) = 22y + 22, &
wa (U U —wo(Uuy, Us) = —— —_— T
2(Up 1, U2 2 2 U1, U2 o, 1 Sy 2 2,
onde
. 1 . 1
lim ——— e lim ——— =0,
1(h1,h2)l—0 || (A1, o) || I(h1,h2) -0 || (hy, ho) ||
assim

f(z+ hy +ihs) — f(2)
=wy (1 + hy, ug + ha) + twa(uy + hy, us + he) — wy(u, ug) — iws(ug, usz)

ow, ow, [ Ows Ows
=——h —h —=h —=h
8u1 1+8U2 2+T1+Z<8u1 1+8u2 2+7’2>
ow ow owy . . Owp, . ,
= 8u11 hy — 8u12 hy + auf hyi + 8u11 hoi + 11 + iry por (C-R)
. (‘3w1 ‘8w2 . .
— (81&1 + Z8u1> (hy 4 ihg) + 11 + 119,
logo,
i f(z+ hy +ihe) — f(2) Ouw 0wy
1 - ] QO
it 0 hi + ihs Ju, A TGy, () V2 e

portanto f é holomorfa em ). m
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B.3

O Operador Laplaciano Complexo

Vamos ver agora as fungoes holomorfas de um outro ponto de vista.

Introduzindo as variaveis z = uy + tug € Z = uy — iU, vemos que

1
:2(

Vamos supor que as derivadas parciais

seguintes operadores complexos

oL

0z ouq

—(z+2)

&

(S

0u1

Uy = —

of _
0z

.(2—2).

0 of
— e —— existem e vamos definir os

811@

of f
(aul +i 8u2> (B.5)

Proposicdao B.3. Seja f : Q@ € C — C wma funcao definida por f(z) =

w1 (2) + iwy(2) e denotemos por f a fungdo conjugada de f, ou seja, f =

wi(z) —iwy(z). Entao

of Of
- 2L B.
0z 0z (B.6)
Demonstracao.
of _ of of o Owy Owy [ Ow Ow,
62 N 6u1 +28U2 N 8U1 +28U1 t <8u2 +Z@u2> ’ (B7>
dai
of Owy Ows . [Owy Owun
—_— = . B.
0z 8u1 a’UQ e <8U1 * 8u2) ( 8>
Por outro lado
gf:af_,af_awl /L,an %_% (B.9)
0z Ou;  Ouy Ouy ouy Ous 8uz ‘
donde of ow, Ows [Ows Ow
- = - — + . (B.10)
0z  Ou;  Ous Ou;  Ouy
De (B.8) e (B.10) se obtém o desejado. O

Proposicao B.4. Seja f : Q € C — C uma funcdo de classe C' definida por

f(2) = wi(z) +iwe(2). Entdo f é holomorfa se, e somente se,

of of

—=0= Q.

0z 2z "
Demonstragao. Se f é holomorfa, entdo, como vale (C-R), (B.8) e (B.10)
temos que a—{ ﬂ = 0. Reciprocamente, se ZJZ: = ZJZC = 0 entao por (B.8)

u (B.10) Vale (C- R) portanto f é holomorfa pela proposicao B.2. O
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Observagdo. Podemos escrever as derivadas parciais de w; e wy com respeito

. _ 0z 0z
a u; e uy em funcao de z e z, tomando em conta que — =1 = — ¢
6u1 8U1
782 =1 = ——az Isto é,
8U2 - (%Q
of af of
- B.11
8u1 82 0z ( )
of . (of Of
- — = B.12
8uQ (82 0z ( )
Proposicao B.5. Seja f : @ ¢ C — C e denotemos também por A o
92
laplaciano complexo, ou seja Af = Awy + iAwy = 92 J; 2 J;, entdo

of
ar=1g-(55).

Demonstracao. Diferenciando (B.11) com respeito a u; obtemos

92 f
=92 "oz 20505

>*f of | of of [ of\ _o*f  f
ou? T 0z (82 + 8z> M 0z (82 + 82)

e diferenciando (B.12) com respeito a uy obtemos

Of ;0 (of _of 0 (of Of\ _ O O, 0f
02~ ‘o \"0z  '9z) 'ez\'a:  '9z) T 922 9m ' “0702
Somando estas equagoes obtemos o resultado. O]

B.4

Integrais Complexas

A generalizacdo mais imediata de uma integral real é definir a integral
de uma fungdo complexa f(t) = wy(t) + twq(t), continua sobre um intervalo

[a, b], da seguinte maneira

/abf(t)dt: /abwl(t)dtﬂ'/abwg(t)dt. (B.13)

Esta integral tem quase todas as propriedades da integral real.
As definigoes sobre curvas parametrizadas em C sao analogas as dadas na
definicao A.1 do capitulo A com a tnica diferenca que a imagem da aplicacao

estd em C. Além disso, precissamos da seguinte definigao.

Defini¢ao B.3. Uma curva parametrizada f3 : [a,b] — C é chamada de curva
fechada se 5(a) = B(b), e é chamada de curva simples se a igualdade ocorre

somente neste pontos (ou seja, o trago nao se autointercepta).
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Seja 3 : [a, b] — Q uma curva de classe C'. Se a funcao f é continua em

(2, entao é continua sobre os pontos z = ((t), com ¢ € [a, b] e podemos definir
b

[ 1@adz= [ rew)s o (B.14)

Esta integral tem um propriedade aditiva ébvia. Suponha agora que ( é

uma curva seccionalmente de classe C!, ou seja, o traco de 3 é a unido de tracos

de curvas de classe C!, 31,..., 8,. Entdo a correspondente integral satisfaz

/ﬂf(z)dz = kz:/ﬁk f(2)dz.

Por esta razao todas as curvas parametrizadas que vamos considerar serdo de

classe C! sobre um intervalo da retal.

Definicao B.4. Seja f : 2 — C uma funcao continua. Chamamos primitiva
de f em Q toda fungdo holomorfa F' tal que F'(z) = f(2),V z € .

Observacao. Note que para funcdes complexas a continuidade da fungao
nao garante necessariamente a existéncia de uma primitiva, pois o teorema
fundamental do calculo nao necessariamente pode ser aplicado, mas sim existe
a integral de f ao longo de uma curva ( pois é o nimero complexo definido
por (B.13) e (B.14).

Proposicao B.6 (Regra de Barrow). Seja f : Q@ — C uma fungao
continua e 3 : [a,b] — Q uma curva seccionalmente C'. Se ewiste primitiva
F de f em Q, entdo

Aﬂ@wzfvw—ﬂ%x

onde z, = f(a) e z, = PB(b). Em particular, se 5 é uma curva fechada, a

integral € zero.

Demonstragao. Vamos supor que 3 ¢ diferenciavel pois se for seccionalmente
de classe C', usamos a propriedade aditiva da integral. Se F(z) = W;(z) +
iWs(2) é primitiva de f em 2 entdao F'(z) = f(z), logo

d /
S FB®) = f(B)E Q).
Por outro lado,
iF(ﬁ(t)) = iwl(ﬁ(t)) + iiW2(ﬁ(t))7

dt dt

1Todos os argumentos deste apéndice valem para curvas seccionalmente de classe C!.
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portanto

FBNBD) = SWL(B(0) + 1 5 Wal(0).

Dai,

[ 7@z = [ 18 e
:/a jtwl(ﬁ(t))dtw/a ZWQ(ﬁ(t))dt
— Wi(B(a)) +i (Wa(B(b)) — Wa(B(a))) pelo TFC

= Wi(B(b))
= Wi (B(b)) + iWa(B(b)) — (Wi (B(a)) + iWa(B(a)))
— F(z) — F(z,). -

A importancia desta proposicao é que, no caso de uma funcao ter uma
primitiva, a integral nao depende da escolha do caminho ligando z, e z,. Neste

caso uma notacao mais conveniente seria

/Zjb f(z)dz.

Por outro lado, se temos hipoteses adicionais a continuidade podemos ter
um teorema analogo. O seguinte passo é saber sob que condi¢oes uma funcgao
f:+ Q — C admite uma primitiva. Quando for o caso f é dita de funcgdio

integravel.

Teorema B.1 (TFC para fungoes de varidvel complexa). Seja f: Q C

C — C uma funcao continua.

1. Se eziste alguma funcao F : Q) — C satisfazendo
F(2) = F(z0) = [ F(Q)d

para todo z € Q e zy € Q firado, e para toda curva B : [a,b] — C de
classe C', tal que B(a) = 2y e B(b) = z, entio F é uma primitiva de f
em S (€ dizer, F' é holomorfa e F' = f).

2. Se /f(z)dz = 0 para toda curva fechada e de classe C' em Q, entdo
B
existe primitiva de f em Q, ou seja [ € integravel (e vale a reciproca pela

proposi¢io B.6).

Demonstragao. Para provar 1 vamos mostrar que F’(z) existe para todo
z € Qeéigual a f(z). Para cada z € Q tomemos um disco D com centro em z
contido em Q. Seja w € D, w # z. Seja B(t) uma curva qualquer em {2 ligando
zp e z esejay(t) = (1 —t)z+tw, t € [0,1] o segmento que liga z e w. Entdo a

curva 3 + v liga zg e w. Logo
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F(2) - F(w) = /ﬂ f(2)dz — /ﬁ TG
= —Lf(z)dz
_ _/[)1f(z+t(w—z))(w—z)dt

portanto
F(z)—-F 1
Flz) = Fw) :/ £z 4 tw — 2)) dt.
Z—w 0
Pasando ao limite,
. F(z)—Fw) . ! 1
lim ———— =1 t(w—2))dt = / dt,
S i o f (2 4 t(w - 2)) ()

onde a ultima igualdade é consequéncia da continuidade uniforme de f o~y em
[0,1]. Dai, F'(z) = f(z) como desejado.

Para provar 2 vamos notar que se a hipotese é satisfeita, entdao a funcao

estd bem definida para cada z em €2 pois a integral nao depende do caminho
escolhido entre zy e z. De fato, se 8 e v sdo duas curvas em {2, ligando z a w,

entao J — v é uma curva fechada em (2, logo pela hipdtese se tem

[ rdc=o

ou seja

/B F(Q)d¢ = / F(O)dC.
Logo

F(2) = Fla) = [ F(QdC= [ £(O)d

para toda curva [ ligando 2 e z. Isto é, F satisfaz as hipdteses em 1 e, portanto,

¢ uma primitiva de f, ou seja, F'(z) = f(z) para cada z € Q. a

Teorema B.2. Seja f : ) — C holomorfa em Q. Entao
z2)dz =0
16

para toda curva B3 : [a,b] — Q simples, fechada e cujo interior* esteja contido

em SQ.

2Por interior de uma curva simples fechada entendemos a regido que estd limitada pela
curva.
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Demonstracao. Seja 5(t) = 51(t)+ib2(t), t € [a,b], uma curva simples e cujo
interior esta contido em (). Entao o interior define uma regiao simplesmente
conexa em €2 e a fungao f(z) = wy(z)+iws(2) é continua nos pontos sobre e no
interior da curva. Vamos supor que (3 esta orientada no sentido anti-horario, e

que w; e wy sdo de classe® C? em 2. Assim,

b

/ﬁ f(2)dz = [ F(B®)B (t)dt

a

b

= | (wi(B(t)) + 1wa(B(2))) (B1(t) +iB5(t)) di

= / wldul — U)QdUQ + Z/ deul + wldu2
B B

B owy  Owy . Oow;  Ows
n /intB ( 8u1 8u2) dU1dU2 T //intﬁ (8”1 811,2) dulduQ,

esta tltima igualdade é consequéncia do teorema de Green. O resultado segue

pois, se f é holomorfa em 2, wy e wq satisfazem (C-R). ]

Teorema B.3 (Cauchy). Seja f uma fungao holomorfa num dominio sim-

plesmente conexo 2 C C. Entdo

/Bf(Z)dZ =0

para toda curva fechada B : [a,b] — Q. Ou seja, [ € integravel em Q.
Demonstragao. A prova pode ser encontrada em [29]. O
Corolario B.3.1. Toda funcao holomorfa € localmente integrdvel.

Demonstragao. Seja f : 2 — C uma funcao holomorfa. Como para cada
z € ), existe uma vizinhanca simplesmente conexa V., entao, pelo teorema
B.3 f ¢ integravel em V. O

Observagdo B.2. Podemos ver que, dependendo da topologia do dominio, uma
funcao holomorfa nem sempre é integravel. De fato, consideremos a fungao
f(z) = 1 holomorfa em Q = C\{0} que ndo é um dominio simplesmente

conexo. Seja B(t) = e, t € [0,27] uma parametrizagdo do circulo unitdrio,

1 2w 2 4 it
/—dz:/ B(t)dt:/ o at = omi.
Bz o B(t) 0o et

Teorema B.4. Seja Q C C um dominio simplesmente conexo. Entdo toda

entao

funcao harmonica em €2 é a parte real de uma fungdo holomorfa em €.

3Na verdade estas funcoes sdo suaves devido ao fato de que toda funcdo holomorfa é
infinitamente diferencidvel, como veremos mais adiante.
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Demonstragao. Seja v : {2 — R uma fun¢do harménica. Seja g : Q — C
definida por g(z) = 28—2. Dai, como v ¢ harmoénica, entdo 2;22 = 0 pela
proposicao B.5. Portanto, usando a proposi¢ao B.4, g é holomorfa em 2. Como
() é simplesmente conexo, o teorema B.3 garante a existéncia de uma primitiva

f de g em ) dada por

£(2) =v(e0) + [ 9(Q)dc. ¥z €D

onde zy € (2 estd fixado. Fazendo contas simples obtemos

z

f(z) =v(20) + ﬁClm + @dm +1 /z —ﬁdul + @dug

20 8u1 8uQ 0 8uQ 8’&1
A primeira das integrais anteriores ¢é igual a v(z) — v(zg) pois o seu integrando
¢ dv. Por outro lado, como a integral nao depende do caminho ligando zj e z,

temos que a funcao

. =z Ov 0
vi(z) = : ——aquul + 5 1du2
ov* 0 ov* 0
estd bem definida e satisfaz a X e v_& . Por tanto v* é a
3u1 3u2 8u2 aul

conjugada harménica de v, logo a fungao v(z)+iv*(z) é uma fungao holormorfa

em ) cuja parte real é v(z). O

Observacao B.3. Note que a funcido v* da prova anterior é unica a menos
constantes. De fato, se w e w sdo duas conjugadas harmonicas de v, entao
v+iw e v+iw sdo holomorfas, logo a diferencga i(w —w) é holomorfa, portanto

as derivadas parciais de w — @ sao zero, donde w — w é constante em ).

Nem sempre as fungoes harmonicas tem conjugada harmonica, por
exemplo, se 2 = C\{0}, entdo a func¢do harmonica v(z) = log|z| ndo possui
conjugada harmonica em 2, pois nao ¢ possivel definir um ramo holomorfo do
logaritmo* em €. Mas sempre ¢ possivel encontrar uma conjugada harmoénica
numa vizinhanca de cada ponto pois toda fungao holomorfa é localmente

integravel.

B.4.1
Férmula Integral de Cauchy e algumas consequéncias

Lemma 1. Seja 5 uma curva simples, fechada, e tal que zy € int 5. Entao

/ = o (B.15)
B

Z— 20

4As fungoes elementares complexas podem ser estudadas em [29].
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Demonstracao. Seja 3 : [a,b] — C contendo zy no seu interior. Definamos

h(t) = /at mfﬁ)%ds.

Seja agora
g(t) = e " (B(t) - ),
entao,
/ _efh(t) N . / :efh(t) - ﬁ/(t) . /
(0 = O (K0 - 20) + F(0) = O (~LZD—(80) — )+ 51))

logo ¢' = 0 e, portanto g é constante igual a g(a) = (a) — 2o, donde

ht) _ B(t) — 2
Bla) — 2

Como (3 é simples e fechada, e"® = %) = 1 portanto h(b) = 2i. Logo
b Bt
hb:/idt:%z’. O
() a B(t) — 20

Teorema B.5 (Férmula Integral de Cauchy). Seja Q@ um dominio e f
holomorfa em ). Entao
L f(Q
= — | —*=d B.16
O e et (B.16)
para toda curva 3 simples e fechada cujo interior estd em €2 e para todo
z € int 3.

Demonstragcao. Como f é continua em zg por ser holomorfa, entdo para cada
€ > 0, existe 0 > 0 tal que se |z — 2| < 0, entao [f(2) — f(20)| < 5=- Seja
Bo(t) = 2o + e, com t € [0, 27], tal que 1y é suficientemente pequeno para
que este circulo esteja contido em int 5. Vamos supor também que ry < 9.

A funcao
f(z)

z2—2

F(z)=

é holomorfa sobre os pontos da curva [y e em int By \ {20}. Vamos orientar /3

e By no sentido anti-horario, fazendo um corte que chamamos de . Entao

//3+"/+50—7 Floyde =0

pelo teorema de Cauchy. Isto implica que

Q) . Q[ flz)
/B d¢ = d¢ =

uol s [ 1O fG),

/BOC_Z BOC—Z Bo C—Z

.
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Mas a primeira das integrais é igual a 2mif(zy) porque vale (B.15). Por

outro lado,

f(¢) — f(20) |£(¢) — f(20)] € .
(—Z’dg‘g/ﬁoM|dd<2m"o/ﬁo|dg|_ .

Como isto vale para qualquer e > 0, entdo esta integral deve ser zero e,

Bo

portanto,
L f(Q)
20) =— | ——d
f(z0) 27rz'/@§—zo ¢
Isto implica (B.16) pois zo € Q é qualquer. H
A importancia desta férmula é que mostra que o valor de uma funcao
holomorfa numa regiao esta determinada para toda a regiao por seus valores na

fronteira. Isto implica que uma vez que a funcao esta definida para a fronteira

nao temos liberdade de mudar o valor da fun¢ao nos pontos interiores.

Corolario B.5.1 (Férmula Integral de Cauchy Generalizada). Seja €2
um dominio e f holomorfa em 2. Entao existem as derivadas de todas as
ordens de f em §2. Mais precisamente,
|
(n) :ﬁ/ f(©) d B.17
para toda curva [ simples, fechada e cujo interior estd em 2, e para todo

z €int 3.

Demonstragao. A prova é por inducao, onde o caso n = 1 é a férmula integral

de Cauchy. Vamos supor que f tem derivadas até ordem n — 1 e

f(nfl)(z) _ (n — 1)' /6 (Cf_(g) dC

2mi Z)n

Entao

FO N4 h) = fOD(z) (0 - 1) 1 1 1
h = %itéﬂoh<@—z—m”_@—fw>@.

Como vale a férmula

A"—B"=(A-B) (A" '+ A" B+ .-+ AB" 4 B

fazendo A = ; e B=-——— obtemos

((—2z—h)" (¢ —2)™
< 1 1 ):h(A”_l+A”_2B—|—---—|—AB”—2+B”—1)

C—z—hm  ((—2)n (C—2z—h)(¢—2)
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Substituindo em (B.18) obtemos

h 271

fO Uz 4+n) = V() (n—1)! / (C)A"*1 + A" 2B 4 ...+ AB" 2 4 B”*ldC
B

N C—z—m)(C—2)

e pasando ao limite quando h — 0 temos

fONEh) = fOE) (1) ( 1 )( n )
fmy h =T 1O\ i) ©
ol Q)
- = /ﬁ P 0

Corolario B.5.2 (Desigualdade de Cauchy). Se f é uma fun¢ao holomorfa

sobre um dominio € que contém um disco fechado D com centro em zy e raio

r, entao
nl sup |f(w)|

F™()| <~ (B.19)

TTL
Demonstragao. Parametrizando o circulo por 3(t) = zy+re, com t € [0, 27],

e aplicando a férmula de Cauchy generalizada para f(™(z) obtemos

| 2w it .
—n', 7“]((20%7“6 >7’ie”dt
271 Jo (reit)ntl

| 27 it
n/ |f (20 + e >|dt. -
0

S _
27 rn

)| =

Observacao B.4. Para qualquer compacto K € () temos uma desigualdade

andloga a desigualdade de Cauchy. De fato, existe um recobrimento finito de

K por discos fechados, Dy, ..., D,, e em cada D; vale (B.19). Dai,

n!M
rn

£ ()] < (B.20)

onde M = max wse%%i | f(w)].

Teorema B.6 (Principio do Maximo para func¢des holomorfas). Seja
f(z) uma fung¢iao holomorfa nao constante num dominio Q2 C C, entdo |f(2)]

nao atinge o mdzimo em §2.

Demonstragdo. Suponha que |f| atinge um méaximo zy € €. Seja r > 0
tal que o circulo com centro em z, e raio r esteja contido em 2. Vamos
parametrizar este circulo por 3(t) = 29 + re, t € [0,27]. Usando a férmula

integral de Cauchy obtemos a chamada formula da média,

f(z0) = 217r /027r f(zo + re™)dt, (B.21)

10g07 1 2 .
Gl < 5 [ £ + e, (B.22)
™ Jo
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Mas como zp é maximo para |f| entao

(20 +re™)] < [f(20)],

e como f nao ¢é constante, a desigualdade ocorre para um ty e, portanto, para

um intervalo por continuidade, isto ¢é
|f (20 +1re)] < | f(20)], VE € [to — €, 10 + €],

o que implica que
1 r2r .
— [ G retyat < |1 (z0)
m Jo

que contradiz (B.22). O
Uma outra forma de mostrar o principio do maximo ¢ usando o fato de

que as fungoes holomorfas nao constantes sdo aplicagoes abertas (veja [29]).

Corolario B.6.1. Sejam Q C C um dominio e f uma funcdo continua em

e holomorfa em Q. Entdo o mdximo de |f| € atingido em OS).

Demonstragdo. Como f é continua em (2, |f| atinge um maximo z, neste

conjunto, mas nao pode estar em () pelo principio do maximo, logo zy €

012. O

Corolario B.6.2 (Principio do maximo para fungées harmoénicas). Seja
v(z) uma fungio harmonica ndo constante num dominio Q@ C C, entao v nao

atinge o mdzximo em §2.

Demonstragao. Como v é harmonica, entao ela é localmente a parte real de

uma funcao holomorfa f. Seja
g(z) = ef(z),

assim

Se v atinge um méximo z, em {2, entdo a fungao |g| atinge um maximo, logo ¢
seria constante. Dai, ¢’ = f'(2)ef®) =0V 2 € V, o que implica que f'(z) = 0

para todo z € V, ou seja f é constante e, consequentemente, v. O]

Teorema B.7 (Férmula de Poisson para fung¢des harmoénicas). Seja u

uma fungdo harmonica em Dg. Entdo

1 g2m p Re™ + 2z

para todo z € Dg.
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Demonstragao. Vamos definir a seguinte transformacao

T: D — ]D)R
R(Rw + z)

— (=
v ¢ R+ zZw

Entao T é conforme e sua derivada é
R(R2 — |z|2)
T’ = — @ 7

<w) (R + 2w)2

Além disso, calculos simples mostram que

~ R((—2)
 OR2—%C

Consideremos a fun¢ao harménica definida em D por v(w) =

162

(B.24)

(B.25)

(uoT)(w). Como

T'(0) = z, entao aplicando a férmula da média (B.21) a fungdo v temos que

;ﬂ / T (T () do.

u(z) =

(B.26)

Mas ¢ = T'(w), entdo d¢ = T'(w)dw. Substituindo a expressao (B.25) para w

na expressao para T’(w) (B.24) obtemos

R(R? —|2*) _ (R*—z()*

T'(w(C)) = (R -+ 7= 7))

dai, dw = R(R2-1=P)

- R(B—[2P)

de Vamos parametrizar os circulos D e Di por w = €

9

0 <6 <2m el =c¢e"0<t<2m respectivamente. Entdo dw = ze’edH,

avaliando na férmula para w (B.25) temos

R (Re" — 2)

R?% — zett

do.

dw =

Logo, .
R(Re™ — 2

R2 — zett

2(P2 _ [.]2)
R =) o
(R? — ze't)

)d9:

donde

R*(R* —|z]*) R?*—ze"
(R? — ze)  R(Re' — z)
B eitR(R2_ ’2‘2)
~ (R? — Zeit) (Reit — z)
S el 1 R
(Re™ — 2) (Ret — 2)
— R2 - |Z|2
~ |Reit — z|?

do =

etdt

dt

dt.
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Substituindo em (B.26) obtemos

1 g2 o R2—|2)?
= — ") —————dt. B.2
u(z) = 5o [ R (B.27)

Por outro lado,

Re"+2z Re"4+z Re™—Z R?>—|z]*+2iJm(ZRe")

Ret —z  Reit—z Ret—z |Reit — z|?
Dai ,
’ R% — |z|? Re" + 2z
- 5 — - . . B-2
| Reit — z|2 Fe Reit — » (B.28)
Substituindo em (B.27) obtemos (B.23). O

Observagao. No teorema acima a funcao u nao precisa ser harménica em Dg.
Basta que seja harmoénica em Dg e continua em Dg. De fato, se 0 < r < 1,

entao u € harmonica em I,z e podemos aplicar o resultado anterior. Isto é

1 2 ) R it
u(rz) = 7/0 u (rRe”) Re (e—l—z) dt.

T Rett — 2

Como u é uniformemente continua em Dp, podemos passar ao limite para obter
1 gom , Re™ + 2
u(z) = — u (Re™) Re [ ——= | dt.
(2) 27r/0 ( ) (Re’t—z>

Corolario B.7.1 (Férmula de Schwarz). Seja f uma fung¢io holomorfa em

Dr e continua em D. Entdo, existe ¢ € R tal que

1 o o Re' + 2 ,
para todo z € Dg. Além disso, c = 0 se, e somente se, f(0) € R.

Demonstragao. Seja u = Re(f). Entao, pelo teorema anterior,
1 o i Re' + 2
ou seja,
1 2 N Re' + 2
= — Re™) ——=dt | .
u(z) 9‘{8<2W/0 u( e)Re’t—z )

Como a conjugadas harmoénicas de u sdo iguais a menos de uma constante

imaginaria, o resultado segue. Por outro lado,

FO) = o [ (7 (Re)) e+ ic. a

:27'('
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Teorema B.8 (Desenvolvimento de Taylor de uma fungao holomorfa).
Suponha que f é uma funcao holomorfa sobre um dominio ) e seja zy € 2.

Seja D um disco com centro em 2z e tal que D C Q. Entao,

o0

f(z) =) an(z —2)", Vz€D, (B.30)

n=0

onde o0s coeficientes estao dados por

_ ™ ()

n!

an

Demonstragao. Sejam C' = dD e z € D qualquer. Entao

1 1 = _(H(ziﬁ)*(f;?)?*”')
(=2 (C—2)—(2—2) 1-Z2 ¢ — 2o '

Entao podemos escrever a férmula integral de Cauchy (B.16) como

o) = o [ SO (1+(§;§3)+(§j2> +...)d¢.

Note que, como ( € C'e z € D, =22 = r < 1 e, portanto, o integrando é uma
¢—20
° uniformemente convergente em C. Logo, podemos trocar a soma com a

serie

integral, dai

1 1 z2—z 1 2z — 2p)?
) = / 1(© d“%/cf((cc)(—zo);)d“2m'/cf(<cc)<— - 0) g4

" 2mi Jo ¢ — 20 )

Usando o fato de que (z — zp) é constante em cada integrando e a férmula de

Cauchy generalizada (B.17) obtemos o resultado. O

Este resultado diz que se f é uma funcdo holomorfa em um dominio
), entao é uma fungdo analitica, ou seja, para cada ponto z € {2, existe um
disco D suficientemente pequeno contido em €2, tal que a funcgao ¢é igual ao

desenvolvimento de Taylor em D.

Teorema B.9. Sejam Q2 um dominio simplesmente conexo e f uma fungdo

holomorfa em Q\ {zo}. Se

lim (z — z0) f(2) =0, (B.31)

Z—20

entao existe uma fung¢io holomorfa F : Q@ — C tal que F(z) = f(z) para todo
z € \ {Zo}

Para um estudio das series complexas veja [29)].
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Demonstragao. Seja

Logo, usando a hipétese, temos que

lim g(z) =0 e lim 9(2) — 9(z)

Z—r20 Z—r20 z — ZO

=0,

portanto g é holomorfa em 2 e ¢'(zy) = 0. Usando o corolario B.8, e o fato de

que g(z0) =0 e ¢'(29) = 0, entdo

i g(")(zo)

n! (2= 2)",

9(20) =

n=2

com |z — 29| < r e r suficientemente pequeno. Assim,

9(2) = (2 — 20)*h(2),

00 4(n)
onde h(z) = J (lzo)(z — )" % e |z — 2| < r. Logo,
—~ nl
poy 2 { 160 sez# a0
h(z) se|z— z| <,
¢ uma funcao holomorfa em €2 e o resultado segue. ]

A funcao F deste teorema é chamada de extensdo holomorfa de f a todo

Q2. Neste caso dizemos que f é holomorfa em todo (2.

Corolario B.9.1. Sejam 2 um dominio simplesmente conexo e f uma fungdao
holomorfa em Q\{z}. Se f ¢ limitada numa vizinhanga de 2%, entio f possui

uma extensao holomorfa a todo 2.

Demonstragao. Se f é limitada numa vizinhanga de z,, entdao vale (B.31)

que é a hipotese do teorema B.9. O

Lema B.1 (Schwarz). Seja f : D — C holomorfa, tal que f(0) = 0 e
|f(2)| <1V z € D. Entdo

(i) |f(2)| <|z|, para todo z € D.
(i) [f'(0)] < 1.

(iii) Se existe zg € D\{0} tal que | f(z0)| = |20|, entdo f(z) = Az, com |A| = 1.

6Neste caso 2 é chamado de singularidade removivel.
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Demonstragao. Definamos funcao

g(z) = f(ZZ) se z # 0,
f(0) sez=0,

Entao, como li_r>r(1) g(z) = f'(0), g é holomorfa em D pelo corolario B.9.1. Seja
r < 1, entdo g é holomorfa em D, e, portanto, atinge um méaximo 2, que esté
em 0D, pelo principio do méximo. Seja z € D,., entao

96:)1 < o) = FE = L,

Logo, se r — 1, temos que |g(2)| < |f(20)] < 1, para todo z € D. Dali,
|f(2)] < |z|, para todo z € D e, portanto, |g(0)| = |f'(0)| < 1. Por outro lado,

se existe zp € D tal que |f(z0)| = |20/, entao a fungdo ¢ atinge um méximo em
2p, portanto é constante pelo principio do maximo, ou seja |f(z)| = |z|, para
todo z € D. O

Teorema B.10 (Principio do prolongamento analitico). Seja 2 C C um
dominio e f uma fungcdo holomorfa em §2. Entdo as sequintes afirmacoes sao

equivalentes
1. f(2) =0V z e
2. Eriste zy € Q tal que f®(2) =0V k=0,1,....
3. Existe uma vizinhanga U de zy tal que f(z) =0, para todo z € U.

Demonstracio. E obvio que 1 implica 2. Agora, 2 = 3 é consequéncia direta
da representacao de f em series de Taylor. De fato, vamos supor que existe
2 € Q tal que f*)(2) =0V k=0,1,.... Como existe uma vizinhanca U tal

que

o F) (5,
s =3 )

k=0

(z—2)F, VzeU,

entdo f(z) = 0 para todo z € U. Para mostrar 3 = 1 vamos definir o conjunto
W = {z € Q; 3 vizinhanca V, de z com f|,, =0}

que é nao vazio porque estamos assumindo 3. Este conjunto é aberto pela
prépria defini¢do, vamos mostrar entao que é fechado. Seja {z, } uma sequéncia
em W tal que 2, — w € Q, entdo para cada k temos que f*¥(z,) — f*(w) pela
continuidade de f em €. Dai f¥(w) = 0, para cada k € N porque 2, € W,

para cada n € N. Ou seja, vale a condigao 2, e como mostramos que 2 = 3,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221622/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 1221622/CA

Apéndice B. Nocgoes de Anélise Complexo e o Teorema de Runge 167

existe uma vizinhanga V,, de w tal que f|y, = 0, o que implica que w € W.
Isto é, W é fechado, e portanto, W = 2 pois ) é conexo. Entao f(z) = 0, para
todo z € (). ]

B.4.2
Zeros e polos

Definicao B.5. Seja f uma funcao definida num dominio 2 C C. Dizemos

que um ponto 2o € €2 é um zero de f se f(z9) = 0.

Teorema B.11. Suponha que f é uma fungio holomorfa em um dominio €2
que nao é identicamente nula. Seja zg um zero de f, entao existem um unico
n € N, uma vizinhanca U de zy e uma fungdo p holomorfa e que nao se anula

em U, tal que
f(z)=p(z)(z—2)", ¥V zeU.

Demonstragao. Como f é holomorfa em €2, entao existe um disco D C €2 com
centro em zy, tal que vale o desenvolvimento de Taylor (B.30) num disco D
com centro em z; e contido em 2. Do teorema B.10 vemos que existe n > 1 tal
que fF(2) =0,k=0,1,...,n—1,e f™(2) # 0. Além disso, ag = f(z0) = 0,

entao, para cada z € D, temos

e} [e.e]

f(z) = Z ai(z — 20) = (z — 2)" Z ai(z — 2)"".

=n 1=n

Seja p(z) = Y ai(z — 20)"”" que é holomorfa em D. Por outro lado, como

a, # 0, entio p(z0) # 0. Como p é continua em zp, existe uma vizinhanga
U de zy tal que p nao se anula em U. Finalmente, vamos mostrar que o n
encontrado é inico. Suponhamos por contradi¢do que existe um m # n tal que
f(z) = q(2)(z — 20)™ em alguma vizinhanga V' onde ¢ é holomorfa e nao se

anula. Entao, existe uma vizinhanca W C UV tal que
f(2) =q(2)(z = 20)" = p(2)(z — 20)" em W.
Vamos supor, sem perda de generalidade, que n > m, entao
q(z) = p(2)(z = 2)"™™ em W\ {z}.

Pasando ao limite quando z — 2z, vemos que, pela continuidade de ¢ em z,
q(20) = 0 o0 que é uma contradigdo. Logo m = n. O

O namero n é chamado de ordem do zero.
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Corolario B.11.1. Os zeros de uma fung¢io holomorfa e nao nula em um

dominio ), sdo pontos isolados em §2.

Demonstragao. Seja zy um zero de f de ordem n, entao, pelo teorema B.11,

existe uma vizinhanca V' de 2, tal que
fz)=(z—2)"p(z), Vz€V.

Logo, o tinico zero de f em V é z,. n

Definicao B.6. Sejam {2 C C um dominio, 2y € €2 e f uma fungdo holomorfa
em Q\ {z}. Dizemos que zy ¢ um polo” de f se

lim f(z) = oo. (B.32)

Z—r 20

Teorema B.12. Suponha que f é uma fungdo holomorfa em um dominio
Q\{z0} que nao € identicamente nula, e zy é um polo de f. Entao existem um
unico n € N, uma vizinhanca U de zy e uma funcao q holomorfa e que nao se

anula em U, tal que

—72, VzeU\{x}.
20)™

Como

pois 2y é polo de f, entao F' é holomorfa em €2 pelo corolario B.9.1. Como zj
é zero de F', entao existem um tunico n € N, uma vizinhanca U de z; e uma

funcao p holomorfa e que nao se anula em U tal que
F(z)=p(z)(z —20)", Yz €U,
pelo teorema B.11. Dali,

f(z):(zq_(Z)yz,VzEU,

O

onde ¢(z) = PO

"Os polos também sdo singularidades de funcdes complexas. Além das singularidades
removiveis e os polos estdo as sigularidades esenciais (veja [29]).
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O ntmero n é chamado de ordem do polo.

Definicao B.7. Seja g : 2 € C — C, dizemos que g é uma fung¢do meromorfa
se é holomorfa em Q\ I', onde T" é um conjunto de pontos isolados e cada um

desses pontos é um polo de f.

Exemplo B.4 (Fungoes racionais). Vamos considerar fungoes racionais, ou

seja, func¢oes da forma
P(z)

Q(z)

onde P e () sdo polindmios que nao tem fatores em comum. Entao os zeros de

R(z) =

@ sao o polos de R.

Para um quociente aplicamos as mesmas regras de derivagao real. Logo,

sua derivada é "(NO(2) — P(2)0'(»
Rio) = PEIE) PO B33

e existe somente quando Q(z) # 0. Considerando também R’ como uma fungao

racional, vemos que os polos da mesma sao os polos de I, mas a ordem aumenta
em 1.

Por outro lado seja CU{oo} o plano complexo unido um ponto que
denotaremos por oo e que chamaremos de plano complexo estendido. Entao
R tomara o valor infinito em CJ{oo} nos zeros de @, portanto pode ser
considerada como uma fung¢ao em CJ{oo}, definindo

R(c0) = lim R(z).

Mas esta definicao nao determinara a ordem de um zero ou polo em oo, para

isto vamos considerar a funcao
R: C* — C~
z — R (%) ,
definindo R(0) = R(c0). Usando a notacio

ag+ a1z 4+ -+ a,z"
R =
(=) bo+ b1z 4 -+ + by 2"

)

obtemos .
- apz" + @ 2"+t ay

R(z) = ™" .
(Z) i boZ” + blz”*1 + -+ bn

Dai, temos que se m > n, entdo oo sera um zero de ordem m — n de R, se

m < n serd um polo de ordem n —m de R, esen =m

R(c0) = 2‘: ¢ {0, 00}
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B.5
Outros teoremas importantes

Vamos ver outros teoremas que foram usados no trabalho mas que

somente vamos enunciar.

Teorema B.13 (Representagao conforme de Riemann). Seja 2 C C um
dominio simplesmente conexo que é diferente de C. Entao, fixrado zg € €1, existe

um unico mapeamento conforme F : Q — D tal que F(z9) =0 e F'(z) > 0.
Demonstragao. A prova pode ser encontrada em [29]. O

Teorema B.14. Seja u uma func¢io harmonica em Q e seja K C Q um

conjunto compacto. Entao

sup | D"u(z)| < M sup |u(z)],
zeK z€Q

onde M é uma constante que depende de K e de n.

Demonstragao. A prova pode ser encontrada em [33]. O

Como consequéncia imediata temos o seguinte teorema.

Teorema B.15 (Principio da compacidade). Toda sequéncia de fungoes
harménicas sobre um dominio €1 uniformemente limitada possui uma sub-
sequéncia que converge uniformemente sobre os compactos de €2 a uma fungao

harmonica.

Demonstracao. A prova pode ser encontrada em [33]. O

B.6
Teorema de Runge e consequéncias

Sabemos que toda funcao real, continua sobre um intervalo fechado
pode ser aproximada uniformemente por polinémios, resultado conhecido como
Teorema de Representagao de Weierstrass (veja [30]). Com isto em mente,
poderiamos questionar-nos sobre a possibilidade de aproximar uniformemente
cada fungdo holomorfa numa vizinhanga de um conjunto compacto K por

polindmios. A resposta é, em geral, negativa. Por exemplo, sabemos que

1
—dz =2mi e /sl p(z)dz =0,

st z

onde p é um polinébmio arbitrario. Logo, a funcao f(z) = % nao pode ser

aproximada por polindémios no conjunto compacto S'. Porém, o teorema de

Runge garante a aproximagao de toda fun¢ao holomorfa numa vizinhanga de
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um compacto K por fungoes racionais cujos polos estao fora do conjunto.
Esta aproximagcao é dada por polindmios desde que o complementar de K seja

conexo. Note que, no exemplo anterior, o complementar de S' ndo é conexo.

Teorema B.16 (de Runge). Toda func¢io holomorfa numa vizinhanga de
um conjunto compacto K pode ser aprorimada uniformemente em K por
fungoes racionais cujos polos estio em C\K. Além disso, se o complementar

for conexo, a aprorimagdo é dada por polinémios.

A chave da prova vem dada por um lema de representacao por integral

que é consequéncia da férmula integral de Cauchy.

Lemma 2. Sejam f uma funcao holomorfa num conjunto aberto Q e K C €2

um conjunto compacto. Entdo existem segmentos yi,...,v, em Q\ K tal que

f(©)
Z el ——=2d¢, V z € K. (B.34)

Demonstrac¢ido. Como K é compacto e C \(2 é fechado, entao d(K,C\Q) > 0.
Seja d =
quadrados de comprimento d com lados paralelos aos eixos coordenados. Seja

Q:{Qla“'v

fronteiras, 0@);, estdo orientadas positivamente. Finalmente sejam ~q,...,vn§

cd(K,C\Q) onde ¢ < % Vamos fazer uma particdo de C em
Q) a colegao finita dos quadrados que interceptam K, cujas

os lados dos quadrados que nao pertencem a dois quadrados adjacentes em Q
(veja figuras B.1 e B.2).

Sal

Yk \\

~_
<

ar / |

=~d "

Figura B.1: A unido dos segmentos 7, quando K é simplesmente conexo.
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——— —_————_

- N
-
~

Yk

_-——— e —— ——
- -

e e ———

-~
-
= —_—— =

Figura B.2: A unido dos segmentos v, quando K néo é simplesmente conexo.

Note que a escolha de d garante que para cada n, v, C Q, e v, N K = 0,
pois se for o caso, 7, iria pertencer a dois quadrados adjacentes.
Seja z € K e z ¢ 0Q;, VQ; € Q, entdo z € (); para algum j. Logo,

1 f©Q) . ) f(z) sem=j
ﬁ/acgmg——zdc_{ 0 se m # j.

pelo teorema de Cauchy. Portanto,

M
(z) = 2m /acgm —)de

Mas se @; e Q; sao adjacentes, a integral sobre os lados comuns sao tomados
en diregoes opostas, logo as integrais ao longo do lado de adjacéncia tem sinais

opostos sobre a mesma curva e, portanto, se eliminam o que estabelece

Z f©)

2m KV EEK 22 0Qi VA€ Q. (B.35)

A continuidade garante que isto vale para todo z € K. De fato, suponha
que z € 0Q);, entao z ¢ v,, Vn pois v € C\{K}, portanto existe uma sequéncia
{z,} em K\ U0Q, tal que z, — z, logo

n

N 1 N 1
1) = fim sty = im 3 o [ Sac= 52 [ S
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A primeira parte do teorema é uma consequéncia do seguinte lema.

Lemma 3. Para cada segmento v contido em Q\ K, existe uma sequéncia de

fungoes racionais cujos polos estdo em ~y e que aproxima a integral

[

uniformemente em K.

Demonstragao. Vamos supor que v ja é uma parametrizacao do segmento,

ou seja, o segmento estd parametrizado por 7(t) com ¢ € [0, 1]. Seja

F: ~4(0,1])x K — C
(w, 2) — f)

w—z"

E claro que F é holomorfa pois v([0,1]) € Q\ K, entdo F é uniformemente
continua em ([0, 1]) x K por ser compacto, logo, dado € > 0, existe § > 0 tal

que para cada (wy, z) e (ws, z) em ([0, 1]) x K temos que

€
|wy — we| < § = |F(wn,2) — Fws, 2)| < m

Como v é uniformemente continua em [0, 1], existe ¢’ > 0 tal que

[t —tao| <" = [7(t1) — ()] < 6.

Consideremos a particdo 0 = tg < t; < to < --- < t, = 1 de [0,1], onde
|t — tr—1| < ¢ e sejam wy, = y(tx), ¥V 1 < k < n. Seja

R(z) = i Flwe, 2)(wp —wey) = 3 L L (B.36)

L Cf(_clczc ~R(z) =

450 L
S IRy

I
—
| =
/=2

~

—

)

—~

~

S~—
N\_/

—~

~

N~—

=y

~

s

—

>

S~—
~
—~

~

N—

=y

~

k=1 V() — Wi — 2
=3 [* (RO, - P )7 G,

8Note que R é uma soma de Riemann.
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portanto

19 4 .

<Z/ 7|7 1) dt = e. 0

Consequentemente, usando o lema 3, vemos que cada integral

f(©)

'YnC_Z

d¢

em (B.34) pode ser aproximada por uma funcao racional cujos polos estdo em
Yn, como f é uma soma finita destas integrais pelo lema 2, entao fica provada a
primeira parte do teorema de Runge. Para provar a segunda parte precisamos

do seguinte lema.

Lemma 4. Se C\{K} ¢ conezxo e 2y ¢ K, entio a fungio

1

Z— 20

pode ser aprorimada uniformemente em K por polinomios.

Demonstragao. Seja z; um ponto que esta fora de um disco suficientemente

grande centrado na origem e que contém K. Entao

1 1 1 "

0
z
=T zzz_n—i-l’

z— 2 zn1—£ 2

onde a serie converge uniformemente para z € K. As somas parciais desta
série sdo polindmios em —— em K. Isto implica que qualquer poténcia de ——

z—2z1 z—z1
pode ser aproximada por polindmios uniformemente em K. Entao é suficiente

provar que - # pode ser aproximado uniformemente em K por polindmios em

;- Como C \{K} ¢ conexo e aberto, existe um caminho ~y tal que v(0) = 2

e y(1) = z. Seja p = 3d(K, ) > 0. Sejam {wy, ..., w,} em 7 tal que wy = 2,
wy, = 21, € |wy, — wy_1| < p para cada 1 < k < n.

Afirmamos que se w é um ponto em v e w' é qualquer outro ponto
com |w —w'| < p, entao Z% pode ser aproximado uniformemente em K por

. Para ver isto note que

1 1 1 i’: w—w )"
z-w  z—w'l— =Y — (z —w)nt!

e, como a soma converge uniformemente para cada z € K, a aproximagao por

somas parciais prova a afirmacgao. Este resultado nos permite ir de zy a 21 pelos

pontos wy € v para encontrar que

Z_IZO pode ser aproximado uniformemente

em K por polindmios em ——. O
z—z1
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A segunda parte do teorema segue deste lema, pois ﬁ pode ser

aproximada por polindmios quando C\K ¢é conexo, dai a fungdo R do lema
3 que esté definida por (B.36) e, portanto, a fungdo holomorfa f. Assim fica

provado o teorema de Runge.

B.6.1
Consequéncias do Teorema de Runge

O seguinte lema foi um dos fatos surpreendentes que introduziram Jorge-
Xavier para provar seu teorema e que também foi usado por Rosenberg-
Toubiana no seu trabalho. Fazemos a prova aqui por ser uma consequéncia

do teorema de Runge.

Lema B.2. Sejam D. o disco de raio ¢ centrado na origem e {D,} uma

sequéncia de discos fechados centrados na origem verificando:
1. D, C Dyiy,
2. L,JD” =D..

Seja também { K, } uma sequéncia de compactos verificando:
1. K, C D, Vn € N,
2. KpNDp1 =0 VneN,
3. C\K, € conexo.

Entao, dada uma fungao holomorfa f definida num entorno de JK,, e € > 0,

existe uma funcao holomorfa h em D, tal que
|f(2) = h(z)| < eVz e (K. (B.37)

Demonstragao. Seja € > 0, vamos definir uma sequéncia de polinémios pelo
seguinte processo. Como K; é compacto e C\ K; é conexo, entao o teorema de

Runge garante a existéncia de um polindémio p; verificando
€
pi(2) = ()| < 5 V2 € K

Como K, D; = 0, entdo existe U; e V, vizinhancas de D; e Ky respectiva-
mente tal que U; N V2 = 0. Seja

) f(z)sez eV,
f2(2) = { p1(2) se z € Uy.

Logo, fo é uma fungdo holomorfa em U; |V, por ser holomorfa em cada

componente conexa. Como D;|JK; é compacto e C\(D;U K3) é conexo,
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entao novamente pelo teorema de Runge, existe um polindmio p, tal que

|f2(2) — p2(2)| < § Vz € D1U K3, que implica

pa(2) — f(2)] < ¥z € Ky

€
Ip2(2) — p1(2)] < 1 Vz € Djy.

Aplicando sucessivamente o teorema de Runge vemos que, para cada n € N,
existe um polinémio verificando
€
Ipn(2) — f(2)] < on Vz e K, (B.38)
€
|pn(2) — Pr—1(2)] < on Vz € D,_;. (B.39)
Vamos provar agora que a sequéncia {p,} é uniformemente de Cauchy
sobre os compactos de D,.. Sejam K C . um compacto, e ng € N tal que

K c D,,, no > 1. Entao K C D,, para todo n > ng. Sejam m > n > ng e
z € K, entao

[Pm(2) = pn(2)] < Ipm(2) = Pma(2)] + -+ + P4 (2) — pa(2)]
< ——i—%%—---—l—%por (B.39),

am Qm 1
( LS SR )
= € - P JE— .
Qm 2m—1 on
Como Z —; ¢ de Cauchy, a sequéncia p, ¢ uniformemente de Cauchy sobre
k=1

os compactos de D. e, portanto, converge uniformemente a uma funcao h
holomorfa em D, em cada subconjunto compacto. Dai, para o € dado e para

cada conjunto compacto K C D,, existe um nx € N tal que
Ipn(z) — h(2)| < g, Vn>ng, VzeK. (B.40)

Finalmente, seja z € UK, entdo existe nyg € N tal que z € K,,. Se

n > ng, , entdo, usando (B.38) e (B.40), obtemos

[f(2) = h(2)] < |f(2) = pu(2)] + [pn(2) — h(2)] <€

portanto
|f(z) = h(z)] <€ Vz €| K, O
n
A seguinte proposicao foi essencial no trabalho de Nadirasvilli para provar
seu teorema e é um analogo ao lema B.2 introduzido por Jorge-Xavier. Este
resultado também foi provado nesta secao por ser consequéncia do teorema de

Runge.
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Proposicao B.7. Sejam K, e K, dois compactos disjuntos em D cujos
complementares sao conexos em C. Dados T > 1 e uma fungdo meromorfa
g:De — C, onde & > 1, e tal que ¢'(z) # 0 para todo z € D, existe uma
fungao holomorfa h : D, — C, onde n > 1, verificando

Lo|h(z) =1 <1,V ze K.

2. |Wz)—7| <L VzeK,.
/ —

3. (2) (2) #£0,¥ z€D.

4. h(z) #0,V ze€D,.

Demonstracdo. A funcdo holomorfa h vai ser construida da forma e’®,

onde P vai ser uma func¢ao holomorfa, o que vai garantir 4. Como K; e K,
sao compactos e KN Ky = (), existem vizinhancas U; e Uy de K; e Ko,

respectivamente, tal que U; Uy = (0. Entao a funcao

f(z):{ 0 sezel,

InT se z e Us,,

é holomorfa em U; |J U, por ser holomorfa em cada componente conexa. Sejam
Kl CcUe Xz C U, dois compactos tal que K; C Kl e Ky C Xg, entao para

cada € > 0 existe um polinémio p. tal que

€ ~ ~
pe(2) = f() < 5, V2 € Ki UKo, (B.41)
isto é,
P2 <5, V=€ Ky, (B.42)
[pe(z) = In7| < g ¥z € K. (B.43)

E facil ver, pela continuidade da funcio exponencial, que a funcao eP< verifica
1 e 2, mas nao podemos garantir a condig¢ao 3.

Seja

_ 9'(2)
9e(2) = pe(z) — (2

A funcao g. pode ter zeros em DD, mas podemos supor que os zeros nao estao em
KUKy, ja que %’ nao se anula em D e que, como p, converge uniformemente
a uma funcdo constante quando ¢ — 0 por (B.41) em K;J K3, entdo sua
derivada converge uniformemente a zero em cada subconjunto compacto de
KUK, pela desigualdade de Cauchy (veja (B.20)), o que implica que g.
converge uniformemente a —% em K;U K, e a mesma nao se anula neste

conjunto.
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Seja K uma vizinhanza compacta de K;|J Ky de forma tal que

- K seja conexo por caminhos e C\ K seja conexo,
- K nao contém zeros de g,

- OK nao contém polos de g..

Afirmagao B.1. Dado 6, > 0, existe fungcao meromorfa § sobre I, como

1 < n <&, satisfazendo as sequintes propriedades:

(a) §— ge € holomorfa em D).
(b) 19(2) — ge(2)] < 61,V z € K.

(c) 9(z) #0,V 2z € D.

Vamos ver que, supondo verdadeira a afirmacao, concluimos a prova da
proposic¢ao. De fato, devido a propriedade (a), temos uma primitiva de § — g,

e, portanto, a funcao
P@E) =p)+ [ 30~ a.(0)dc. (B.41)
estd bem definida. De (B.44) obtemos
1P(:) = £ < Inela) = 1+ [ 1300 — gl dcl

Usando a propriedade (b), escolhemos d; suficientemente pequeno tal que

J 190 = a©lldc < §
e como [p.(z) — f(z)| < 5, obtemos
|P(Z)—f(2)|<6, \V/ZEK1UK2.

Novamente, pela continuidade da exponencial, com e suficientemente pequeno,
temos
|6P( 2) f(z)| < \V/ZEK1UK2,

ou seja,
1 1
|@P(z)—1|<—,VZ€K1 e |6P(z)—T|<*,VZ€K2,
T T

que sao as teses 1 e 2, respectivamente. Por outro lado,

P'(2) = p(2) + §(2) — g(2) = §(2) +
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0, equivalentemente,

Dali,
P'(2)g(z) = g'(2) #0, Vz €D

pela propriedade (¢). Assim obtemos a teses 3 dado que

(2) (5 = SO =gIPC)
oP oP(2)

Para terminar a prova da proposicao temos que mostrar a afirmagao B.1.
Seja 1 < n < &, tal que D, contém um ntmero finito z1, ..., 2, de polos da
funcao g.. Mas estes polos sdo os zeros e polos de %, portanto sao polos de
ordem um. Assim, a funcao

p: D, — C

n

z > gg(z)H(z—zi)

i=1

é holomorfa e nao tem zeros numa vizinhanca simplesmente conexa W de K
que nao contém nenhum z;, portanto possui um logaritmo holomorfo em W,

isto é, existe uma funcao, @, satisfazendo
e? =p(z), VzeW. (B.45)

Sejam p um polinémio verificando

p(zi) = @(z), 1 <i<mn, (B.46)
) f:w — C
)

(z — z)

-

Entao f é holomorfa e como K é um compacto com complementar conexo,

entdo para dy dado (que serd escolhido depois), existe um polindémio ¢ tal que

7 = al2)] < —— 2
T upe{fr- ]

e {111 =

pelo teorema de Runge. Substituindo f obtemos


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221622/CA


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 1221622/CA

Apéndice B. Nocgoes de Anélise Complexo e o Teorema de Runge 180

n

|6(2) — p(2) — q(2) H(z —z)| < b, VzeEK. (B.47)

=1

Finalmente definimos a funcao § em D, por

(z — z)

p(2)+q(2)

e (2

n

Resta verificar que a mesma satisfaz (a), (b) e (¢) da afirmacao B.1. Fazendo

contas obtemos que

p)+a2) [ (2 — 2) p@)+a) [[(z — 2) »
e i=1 —p(z) e 1 —e?\?
g(Z) - gE(Z) = n = )

H(z — 2)

=1 A

(z—2z)

s

I
—

onde a tltima igualdade se deve a (B.45). Esta é uma funcao holomorfa em D),

pois cada zx, 1 < k < n, é um zero do numerador devido a (B.46). Além disso,

Usando novamente a continuidade da fungao exponencial obtemos que, para

01 dado, existe um ds, tal que se

entao

dai
19(2) — g.(2)| < 61, V 2 € K.

Obviamente a funcdo § ndo se anula em D. Assim finalizamos a prova da

afirmacao B.1 e, portanto, da proposicao. O
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