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6
Estimacéo

6.1.
Introducéo

Virias técnicas foram utilizadas ao longo dos ltimos anos na estimagao de
modelos da ETTJ. O trabalho de Gibbons e Ramaswamy (1993) foi pioneiro na
estimacdo do modelo de CIR, os autores usaram momentos amostrais
incondicionais dentro do arcabouco do método generalizado dos momentos —
GMM - para estimar os pardmetros do modelo de CIR. Outro método com
bastante tradicdo em estudos empiricos da ETTJ ¢ a estimagdo por maxima
verossimilhanga. Chen e Scott (1993), Pearson e Sun (1994) e Duffie e Singleton
(1997) usaram esse método na estima¢ao de modelos do tipo CIR. Em linhas
gerais, a idéia da estimacdo por quasi-maxima verossimilhanca consiste de dois
passos: 1. A partir de um nimero de taxas da ETTJ igual ao nimero de fatores/
estados do modelo, obtém-se o valor das variaveis de estado através da inversdo
da equagdo (25). 2. A partir dai, de posse do valor das variaveis de estado e da
funcdo de verossimilhanca de tais varidveis', maximiza-se a func¢io de
verossimilhanca em relagdo aos parametros do modelo, obtendo-se os
estimadores. Outros métodos de estimagao tem sido utilizados mais recentemente,
Dai e Singleton (2000) utilizam o método dos momentos simulados (SMM*') que
garante estimadores consistentes para qualquer modelo da familia afim.
Lamoureux e Witte (2002) utilizam técnicas de Monte Carlo e cadeias de markov
para estimar o modelo de CIR, obtendo estimadores consistentes para os

parametros do modelo.

* £ importante salientar que dependendo da especificagio para a dindmica das variaveis de
estado, a forma da fungdo de verossimilhanca de tais variaveis nao ¢ conhecida, exigindo o uso de
valores aproximados dessa fung¢ao (no caso de Vasicek e CIR, a funcdo de verossimilhanca tem
forma analitica conhecida). Ait-Sahalia (1999) e Ait-Shalia e Kimmel (2002) desenvolvem
métodos para a obten¢do de aproximagdo analitica da fungdo de verossimilhanga no caso em que a
especificacdo da dindmica das variaveis de estado ndo fornece uma forma fechada para essa
fun¢do de verossimilhanga.

* Simulated Method of Moments.
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Neste trabalho, utilizamos o filtro de Kalman/ quasi-maxima
verossimilhanga como método de estimacdo para os quatro modelos que
estudamos. Esse método de estimacdo ja foi descrito e utilizado em trabalhos

como Lund (1997), Duan e Simonato (1995) e Babbs ¢ Nowman (1999).

Cada um dos métodos de estimacdo acima apresenta vantagens e
desvantagens. Para citar os métodos mais modernos, Lamoureux et al. (2002) e
Dai et al.(2000) apresentam a vantagem de fornecerem estimadores consistentes
para qualquer modelo da familia afim a ser estimado. Entretanto, ambos os
métodos sdo computacionalmente bastante intensivos, o que dificulta bastante a
sua implementacdo. O método de verossimilhanga de Duffie e Singleton ¢
computacionalmente bem menos intensivo, entretanto, para obter o valor da
variavel de estado a partir das taxas da ETTJ, o pesquisador precisa apontar quais
taxas/ prazos da ETTJ seriam observadas sem erro, uma das criticas a esse
método € que ndo parece claro porque a taxa de prazo de 1 ano seria observada

sem erro e a taxa do prazo de 3 meses seria observada com erro, por exemplo.

No nosso caso, o grande atrativo do método que utilizamos foi sua boa
performance em pequenas amostras, Duffee e Stanton (2001) realizaram, para um
modelo da familia afim, um estudo comparativo entre os varios métodos de
estimagdo citados. O método do filtro de Kalman apresentou o melhor
desempenho, inclusive em relagdo ao viés dos estimadores, em pequenas

amostras.

Além disso, dada a flexibilidade do método, a partir da programacao de um
“codigo-mée” em Matlab®"* para a estimagio dos modelos de Vasicek, algumas
modificagdes nos permitiram estimar também dois modelos a la CIR. Nenhum dos
outros métodos nos permitiria atingir tais objetivos. O método do filtro de Kalman
¢ utilizado a partir de sistemas de espaco de estado. Assim, nas proéximas se¢oes
colocamos os modelos de Vasicek e de CIR na forma de sistemas de espago de

estado em tempo discreto.

2 Ver Apéndice A10 para o codigo para o modelo de Vasicek de um fator.
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As proximas secdes estdo baseadas em Lund(1997 e 1997a), Duan e

Simonato(1995), Gorieroux e Jasiak(2001) e Babbs e Nowman (1999).

6.2.
O modelo de Vasicek na forma de um sistema de espaco de estado
em tempo discreto

Nessa secdo, colocamos o modelo de Vasicek na forma de um sistema de
espaco de estado em tempo discreto. Voltamos as duas principais equagdes do

modelo de Vasicek de um fator:

dx, = k(6 —x)dt + odW,
Y. =A@)/ t+B(r)/ 7%

Como vemos, a equacao que descreve a dindmica da taxa livre de risco da
economia estd em tempo continuo, utilizando o método de discretizacdo de Euler
. , . . 43
descrito no capitulo 11 de Gourieroux e Jasiak (2001)™ — obtemos como processo

discreto para X;, a equagdo dada abaixo:

_ —2x*h A
xwh=9*(1—e"(*“)+e"“*“*xt+o*[1§—K] 0 (42)
onde:

1, € um choque de distribuigdo normal N~(0,1);

h¢é o intervalo de tempo decorrido entre duas observagdes consecutivas do
processo discreto de X;. No caso, por exemplo, de discretizarmos o processo de
modo que tenhamos uma observagdo por semana do processo, teriamos para um
calendario em dias corridos h=0,1944 (~7/360) e para um calendario em dias uteis
h=0,01984(~5/252). Como trabalhamos com observagdes semanais e calendario

em dias uteis 252, o valor de nosso h € 0,01984.

* Esse método de discretizagdo foi utilizado em Duan e Simonato (1995).
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E importante notar que a discretizagdo em (42) mantém o primeiro e o
segundo momento do processo discretizado iguais aos primeiro e segundo
momentos do processo continuo. Tanto para o processo continuo como para o

processo discreto de X;, temos como primeiro e segundo momentos:

E(Xup[X)=0%(1—e"")+e™ " *x,

_ 1_e72l<*h
e

Como veremos, tal fato nao ocorre na discretizacao do processo de CIR e ¢

(43)

Var(xt+h

o motivo pelo qual a estimagdo do modelo de CIR ¢ considerada uma estimagao

“aproximada”.

A equagdo (25) - y,, = A(r)/7+B(r)/7-X - determina as taxas da ETTJ a

partir do valor para as variaveis de estado.

A equagdo (42) determina a dindmica temporal da variavel de estado** — por
isso, tal equacdo ¢ chamada equagdo de estado da economia. A equagdo (25) liga
as variaveis de estado da economia as taxas observadas na ETTJ — por isso, tal
equagao ¢ chamada equacdo das observacdes. A equacdo (42) também ¢
conhecida como a dimensdo temporal da ETTJ, pois ela determina como a ETTJ
varia ao longo do tempo, afinal na equagdo (25) que determina a ETTJ, todos os
parametros s3o invariantes no tempo, a excec¢ao da variavel de estado que tem sua
dinamica descrita pela equacao (42). Além disso, a equacao (25) ¢ conhecida
como a dimensdo de corte da ETTJ, pois dado um periodo t, essa equacdo

determina as varias taxas vigorando na ETTJ nesse momento.

Como vemos, a equacao (25) implica uma correlagdo perfeita entre todas as
taxas da ETTJ, afinal todas as taxas dependem da variavel(is) de estado(s). E
desnecessario dizer que tal correlacdo perfeita ndo se verifica na pratica. As razdes

para isso podem ser diversas. Problemas em rela¢do ao recolhimento do valor das
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taxas observadas, por exemplo, podem ser interpretados como ruidos que nos
impedem de observar a verdadeira ETTJ, sendo que aquilo que observamos ¢ a

ETTJ mais um ruido.

Assim, uma hipotese adicional muito utilizada no estudo empirico da ETTJ
¢ que tais taxas sao observadas com erro. Em nosso caso, seguindo a maior parte
da literatura sobre o tema, utilizamos a hipdtese de que cada taxa da ETTJ ¢
observada com um erro normal idiossincratico de distribuigio N~(0,0(£))* .
Assim, a forma final do modelo de Vasicek na forma de um sistema de espago de

estado ¢ dada por:

1
. e eh 4 . 1— e—ZK*h A .
Xop =0%(1-€e"")+e X +o |

(44)
Y. =A@)/ t+B(7)/7- X + &

6.3.
O filtro de Kalman linear

Considere o sistema de espaco de estado gaussiano dado abaixo:

S§$=C+F.-5  ,+G-v (45

PR RO I RO R TR

=A+H-S+w (46
<|¥t1) (R (PO () (46)

As matrizes variancia-covariancia dos residuos sao dadas por:

R=E@a)c Q=E(vy) @7)
Il D

* Em todo esse trabalho variavel de estado, fatores ou fatores de risco sio termos
equivalentes.

“Em todo esse trabalho variavel de estado, fatores ou fatores de risco sdo termos
equivalentes.
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A equagdo (45) ¢ a equacao de estado do sistema. O vetor S; de varidveis de
estado nao ¢ observado, sua dimensdo ¢ de um vetor nx1, indicando que esse ¢ um

sistema de n fatores. Em um modelo de Vasicek de 2 fatores, a dimensdo do vetor

Sié2.

A equagdo (46) ¢ a equagao das observagdes do sistema. As observacoes Y;
sdo observadas, a dimensdo ¢ do vetor de observacoes ¢ de 1x1. No nosso caso,
vamos estimar nossos modelos com base na observagao das taxas swap de 30, 60,

180 e 360 dias, logo a dimensao do nosso vetor de observagoes ¢ 4.

Supondo conhecidas as matrizes C, F, G, A, H, R e Q, o filtro de Kalman
linear nos fornece uma predicdo Otima para o valor das varidveis de estado
(fatores) no instante t, dada a informagao (ou seja, as observacdes) até o instante t-
1. Além disso, o algoritmo do filtro de Kalman nos fornece a estimagdo Otima
para o vetor das variaveis de estado no instante t, dada toda a informacgdo do
sistema até t. Finalmente, o filtro de Kalman nos permite avaliar o valor da funcao
de verossimilhanga, a partir dessas estimativas para o vetor de varidveis de estado

(fatores).

De forma reduzida, escrevemos abaixo as principais equagdes do algoritmo

do filtro de Kalman:

A A

S, ,=C+F-S (48)

tit-1 t=1jt—1

A

onde o valor do vetor inicial, S, , ¢ dado pela esperanca incondicional de S

0o °

calculada a partir de (45);

A A

S,._, ¢ a melhor predigdo para S, dado o conjunto de informagdo até t-1.

tit-1

A

Referimo-nos a S, , como vetor de estados preditos.

tlt-1

P.,=FP, F+GQG' (49)

t-1
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onde P

1 € @ matriz de variancia-covariancia para o erro da predigdo, feita

A

em t-1, do vetor de estado S, .

A

E(y[l)=A+H-S, , (50)

tit-1

onde E(yt||t)representa a melhor predi¢do, em t-1, para as variaveis Vi .

Referimo-nos a esse vetor como vetor de observagdes preditas.

Passamos a considerar agora para as estimativas do vetor de variaveis de

estado e do vetor das varidveis de observacdo o conjunto de informacao até t.

A A

Sy =$

A

+ Py H'(HR  H '+ R)™ [yt -(A+H Sm} (51)

tt-1

A

onde St‘t ¢ a melhor estimacdo para o vetor de variaveis de estado/ fatores,

em t, dada a informacao, ou seja, todas as observagdes até t, inclusive. Referimo-

A

nos a St‘t como o vetor de variaveis de estado filtrado.

Pt\t

=P

tlt-1 (52)

- Pt\t—lH '(HPt\HH + R)_l HPt\H

A

onde P, é a matriz de erro associada ao vetor St‘t .

tlt

A partir das equagdes (48) a (52) ¢é possivel recursivamente obter

A A

estimativas para os vetores St‘t_1 e St‘t para 0<t<T (data final das observag¢des).

A funcao de log-verossimilhanca ¢ dada por:
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T
log L(Y,) = ZIOg f(Y, ||t—1)
t=1

_ -1/ 1 "
f(%[l) =(27)"?|HR, H'+R] ”~exp[—5(yt—A—H Sy) (HP

tit-1

H+R)"(y,—~A-H Snl)}

t-1

(53)

Os valores filtrados e preditos para o vetor de varidveis de estado sdo 6timos
entre todos os estimadores lineares e, dada a natureza gaussiana do sistema, tais
estimadores sdo consistentes e 6timos entre todos os estimadores lineares ou nao

R 46
para o vetor de variaveis de estado ™.

Voltamos agora as equagdes principais do modelo de Vasicek de um fator

sob a forma de um sistema de estado de espacgo:

* —k*h —K*h % * l_eizK*h A*
X =0%(1-e"")+e X+o T 7

Yir =A(r)/t+B(r)/7-X +& onde:

AE) = m{exp(y *(B(D)~(2) -0’ * B(rf)}

4*

B(r) = [(1 —exp(—« * T)):l
K

E facil ver que esse é um sistema da forma do sistema dado pelas equagdes
(45) e (46). Sendo que a equacdo da dinamica da varidvel de estado ocupa a
posicdo da equacao (45) e a equagdo das observagdes das taxas da ETTJ ocupa a

posi¢ao da equacao (46).

* Para maiores informagdes sobre o algoritmo do filtro de Kalman ver o capitulo 13 de
Hamilton (1994).
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Nesse caso do Vasicek de um fator, as matrizes C, F, G, A*, H, R e Q do

algoritmo do filtro de Kalman sao entao dadas por:

2xc%h 1/2
C=0+(1-¢e""); F=¢"" eG=o—>{1_e j :
2K

4* g

T T

m{exp(y*(B(r)—(r)) —o’* B(rf)} [(1_exp(_,<*f))}
e H=

A= K

, €

R=Var(g,) e Q=Var(y,)=1

O problema ¢ que para calcular as predicdes e filtragdes do vetor de
variaveis de estado e o valor da funcdo de logverossimilhanga, é preciso conhecer
C,F, G, A, H, R e Q, mas essas matrizes sao fungdes dos parametros do modelo.
Esse ¢ 0 nosso trabalho de estimacao, a partir de chutes iniciais para os parametros
do modelo (o, A, 0, k) e de um chute inicial para o valor da variancia do erro da
equacdo das observacdes (var(g)), vamos maximizar o valor da funcdo de
logverossimilhanca descrita no algoritmo de filtro de Kalman em relacdo aos
parametros, através de um algoritmo de maximizagdo de Newton-Raphson.
Nossas estimativas serdo os valores dos parametros que maximizam a fun¢do de

logverossimilhanga.

Em linhas gerais, a idéia da estimacdo ¢ a seguinte:

1. Chuta-se um valor inicial para os parametros do modelo da ETTJ o, A, 0,
K € para a variancia da equagdo das observacoes - var(g);

2. A partir dos parametros, definem-se as matrizes: C, F, G, A, H, R e Q;

3. Calcula-se o valor filtrado e predito do vetor de varidveis de estado S

para cada t, 0<t<T;

7 Chamamos atengo para a notagdo aqui. Temos a matriz A referente ao sistema genérico
de estado de espaco definida nas equagdes (45) e (46) e a matriz A(t) que é solugdo da equagdo
parcial diferencial de um modelo da ETTJ. As matrizes A e A(t), a priori, ndo tem qualquer
relagdo entre si.
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4. calcula-se o valor da fungdo de logverossimilhanca. Se o maximo da
funcgdo foi atingido (o méaximo ¢ atingido quando a diferenga de valor entre duas
iteracdes consecutivas da fungdo de logverossimilhanga ¢ inferior a um valor de
tolerancia), o processo ¢ encerrado. Caso o maximo nao tenha sido atingido, volta-
se para o passo 1, sendo que o novo chute para os parametros o, A, 0, k e var(g) é

escolhido através de uma fun¢do de otimizagdo Newton-Raphson.

Ao fim desse processo, os valores finais de o, A, 0, k e var(e) sdo as
estimativas do filtro de Kalman para os parametros do modelo de Vasicek de um
fator. O procedimento para a estimacao do modelo de Vasicek de dois fatores ¢
uma extensdo trivial do procedimento descrito até aqui, ja que o algoritmo do

filtro de Kalman trata é multidimensional.

6.4.
O modelo de CIR na forma de um sistema de espaco de estado em
tempo discreto

De forma andloga a secdo 6.2, discretizamos o modelo de CIR de um fator,

apresentando-o abaixo na forma de um sistema de espago de estado:

9 w1—e=ry | *p

—2x-h

2
X.p = 0*(1—e M) +e " *x + %(e"“‘h—e )* X, +

2K

Y. =A(@)/t+B(r)/7-X +¢&

onde:

n, € um choque de distribuigdo normal N~(0,1);

h¢é o intervalo de tempo decorrido entre duas observagdes consecutivas do
processo discreto de X;

& € um vetor-choque de componentes nao correlacionados de distribui¢do

normal N~(0,var( ¢));

A discretizacdo de Euler no modelo de CIR ndo produz uma aproximagao
perfeita da dinamica em tempo continuo da(s) variavel(is) de estado, no sentido de

que o primeiro e segundo momento da varidvel X; na forma discreta é somente
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uma aproximacao do primeiro ¢ do segundo momento da varidvel X na forma
continua. O primeiro ¢ segundo momento para a dindmica em tempo continuo de
Xt podem ser encontrados no capitulo 11 de Gorieroux e Jasiak (2001). O primeiro
e segundo momento do processo em tempo discreto podem ser facilmente

inferidos das equacdes acima.

Outra modificagdo gerada pela discretizagdo do processo de X; ¢ a mudanga
na distribui¢do condicional da varidvel X . Na forma continua a distribui¢ao
condicional de X; tem a forma de uma distribuicdo qui-quadrada, enquanto na
forma discreta dada acima a distribuicdo condicional de X; ¢ uma distribuicao

normal.

A variavel de estado X; , como explicamos, no capitulo 4, nunca assume
valores negativos. Entretanto, a discretizagdo do processo abre a possibilidade de

que X; passe a assumir valores negativos.

Assim, a discretizagdo do modelo de CIR gerou modificagdes na natureza
do processo das variaveis de estado, quais sejam: 1. o primeiro e segundo
momento sao aproximagdes do primeiro e segundo momento originais; 2. a
distribuicdo condicional de X; , que era uma qui-quadrada, passou a ser uma
distribuicdo normal; 3. a(s) variavel(is) de estado passam a poder assumir valores

negativos.

Essas modificagdes exigem algumas alteracdes no filtro de Kalman para que

a otimalidade dos estimadores continue valendo.

6.5.
O filtro de Kalman nao-linear

Duas modificagdes sdo introduzidas no algoritmo do filtro de Kalman linear

para a estimagdo dos parametros do modelo de CIR.

1. A primeira modificagdo diz respeito a natureza heteroscedastica do

modelo de CIR, onde a variancia da variavel de estado depende do nivel da
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variavel de estado. A matriz G do filtro de Kalman passa em levar em conta a
heterocedasticidade da variancia da variavel de estado;

2. Em relagdo a ndo-negatividade do valor das variaveis de estado, seguimos
Lund (1997) que sugere que quaisquer valores preditos e/ ou filtrados para as
variaveis de estado X; que assumam valores negativos, em determinado instante t,
devem ser substituidos por zeros. Esse procedimento ¢ a razdo da nao-linearidade

do filtro de Kalman.

Ainda ndo esta claro se os estimadores do filtro de Kalman ndo-linear para
os modelos afim nao-gaussianos — como ¢ o caso de CIR — sdo consistentes. Lund
(1997a) discute amplamente essa questdo, concluindo que os estimadores do filtro
de Kalman nao-linear sdo os melhores entre todos os estimadores lineares para o
modelo de CIR, mas apresentando outros estimadores ndo-lineares possivelmente

mais eficientes em grandes amostras.

E importante notar que Duffee e Stanton (2001) realizam um estudo
comparativo entre varios métodos de estimacdo em amostras pequenas - similares
em tamanho a usada por nés nesse trabalho. Os estimadores do filtro de Kalman
ndo-linear apresentaram o menor viés entre todos os outros métodos
econométricos testados, que incluiam o método da verossimilhanca, o método

simulado dos momentos € o método eficiente dos momentos.

6.6.
Experimento de Monte Carlo

Como vimos, os estimadores obtidos através do filtro de Kalman sdo 6timos
e consistentes no caso de modelos da ETTJ gaussianos, como o de Vasicek. Os
estimadores obtidos através do filtro de Kalman ndo-linear para modelos nao-
gaussianos, como o de CIR, podem ser inconsistentes, mas segundo Duffee e
Stanton (2001) apresentam a melhor performance em pequenas amostras. Além
disso, seu tempo de computacdo ¢ de 30 a 60 vezes mais rapido do que métodos
com os que utilizam cadeias de Markov e simulacio de Monte Carlo (ver

Lamoureux e Witte (2002)).
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Com o intuito de testarmos as rotinas em MatLab® que construimos para
nossas estimacdes, seguindo Duan e Simonato (1995), fizemos um pequeno
experimento de Monte Carlo para estudar o viés em pequenas amostras de nossos

estimadores, no caso do modelo de Vasicek.

Para tanto, escolhemos de antemdo os parametros do modelo:c, A, 0, k¥ e

var(e).

De posse do valor desses parametros, e, a partir da equagdo discretizada da
variavel de estado para o modelo de Vasicek, simulamos 500 observagdes, com

48 Iy 49
espacamento de uma semana da variavel de estado ™.

A partir dai, utilizando a equagdo da ETTJ obtivemos as taxas de juros para
prazos de 30, 60, 180 e 360 dias. Para cada observagdo dessas taxas, simulamos
uma observacao normal com distribui¢do N~(0, var(g)) para o ruido de observagao
da taxa>’. Consideramos as taxas observadas as taxas inicialmente calculadas mais

o ruido.

Simulamos assim uma amostra de 500 semanas em quatro prazos diferentes
(30, 60, 180 e 360 dias). Utilizando o algoritmo de Kalman, estimamos os

parametros com essa amostra.

Repetimos esse procedimento 50 vezes, realizando 50 estimagdes para 50

amostras diferentes.

Abaixo reportamos o valor correto do parametro e a média e o desvio-

padrao das 50 estimativas realizadas para os parametros.

* Significando com isso que h=0,01984(~(5/252).

* Simulamos as 500 observacdes normais necessarias para esse exercicio, utilizando a
fun¢ao randn do MatLab®.

%0 Como temos quatro prazos diferentes (30, 60, 180 ¢ 360) observados em 500 semanas
diferentes, simulamos mais 2000 observag¢des normais pela func¢éo randn.
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Valor Correto Valor Estimado
Média  Desv.Pad.
K 0,5000 0,498 0,008
3] 0,2000 0,216 0,138
(0) 0,3000 0,302 0,010
A 0,5000 0,473 0,235
o(g) 0,0100 0,004 0,009

Tabela 2: Experimento de Monte Carlo

6.7.
Comentario sobre a funcéo de otimizacao utilizada

Utilizamos duas fungdes diferentes para maximizar a funcdo de
verossimilhanga em relacdo aos parametros do modelo. A primeira fun¢do que
utilizamos era uma funcdo de otimizagdo cdncava, a qual chamamos optimal™.
Essa fun¢do implementa o algoritmo de Newton-Raphson, sendo que o passo
otimo que escolhe a distdncia que os parametros andam na dire¢do do gradiente,

ndo leva em conta o Hessiano da funcao. Escolhe-se o passo 6timo pelo algoritmo

de Fibonacci.

A segunda funcao de otimizacdo que utilizamos ¢ fun¢do fminsearch que faz
parte da biblioteca de fung¢des do MatLab®. Essa fungdo ¢ uma funcdo de
otimiza¢do linear, fazendo uso de um método a la grid search multidimensional

para otimizar a fun¢do em funcao dos pardmetros.

Fizemos todas as tentativas e combinagdes possiveis entre essas duas
fungdes, e o procedimento que nos pareceu levar aos melhores resultados tanto
quanto a precisdo da estimag¢do com quanto ao tempo utilizado, foi o de primeiro
utilizar a fungdo optimal e, depois, a partir dos resultados obtidos, utilizarmos a

fun¢do fminsearch.

1 0 codigo dessa fungio encontra-se no Apéndice All.
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Acreditamos que a razdo para isso € que os resultados obtidos com a fungao
fminsearch s@o muito dependentes do chute inicial para os pardmetros, mas, ao
mesmo tempo, seu tempo de convergéncia ¢ infinitamente menor que o da fungdo
optimal. Assim, utilizdvamos a fun¢do optimal para chegarmos a um chute inicial
bem proximo do que seria o valor correto para as estimativas — o tempo de
convergéncia dessa chegava a levar até 7 horas por estimagdo. Utilizdvamos,
entdo, a funcdo fminsearch para obtermos o valor das estimativas — o tempo de

convergéncia nesse caso raramente ultrapassava 5 minutos.
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