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4
Modelos teéricos paraa ETTJ

4.1.
Introducéo

No capitulo 3, descrevemos e exemplificamos a ETTJ observada e alguns
conceitos a ela relacionados. Nesta secao, vamos descrever a teoria por tras dos
modelos da ETTJ. Os modelos teéricos da ETTJ sao derivados usualmente com

base em argumentos de ndo-arbitragem e/ ou de equilibrio.

O classico modelo de CIR, por exemplo, ¢ um trabalho seminal na
derivacdo de modelos tedricos com base em argumentos de equilibrio. Modelos
derivados por argumentos de equilibrio como CIR necessitam de especificagdes
para a funcdo de producdo da economia e para a fun¢do de utilidade dos
consumidores (normalmente, trata-se de um consumidor representativo) — em
trabalhos relacionados a ETTJ essas especificacdes sdo usualmente funcgdes

estocasticas em que a incerteza ¢ modelada a partir de um movimento browniano.

Da resolucao desse problema de equilibrio, obtém-se a equagdo estocastica
que determina a dindmica da taxa de curto prazo e/ ou livre de risco da economia
(que ¢ a taxa de juros de equilibrio dessa economia). Somente, a partir dai, ¢ que
se pode obter uma forma funcional para a ETTJ. A necessidade da resolugdo de
todo um problema de equilibrio como pré-requisito para a obten¢ao da ETTJ
mostra que a resolugdo desses modelos de equilibrio pode se tornar bastante

trabalhosa.

Por essa razdo, a literatura tedrica atual tem se baseado fundamentalmente
no estudo de modelos obtidos por argumentos de ndo-arbitragem.
A razdo para isso ¢ a maior simplicidade de tais modelos, afinal eles

prescindem da resolugcdo de um modelo de equilibrio para a obtengao da taxa livre
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de risco. Além disso, como explicamos abaixo, os modelos de ndo-arbitragem

“incluem” os modelos de equilibrio.

Os modelos derivados por argumentos de ndo-arbitragem necessitam

basicamente de 3 ingredientes fundamentais:

1. Especificam-se equacdes diferenciais estocdsticas para cada um dos
fatores da economia®’.

2. Especifica-se uma funcdo que determina a dindmica da taxa de curto
prazo da economia a partir dos fatores da economia;

3. Especifica-se uma forma funcional para o preco do risco de mercado®' —
como veremos o preco do risco de mercado dd a medida da aversdo ao risco dos
agentes.Além disso, como veremos, o pre¢o do risco de mercado esta relacionado
a forma pela qual mudamos a medida de probabilidade de um mundo com risco

para a medida de probabilidade de um mundo sem risco

A partir dai, acoplado a hipdtese de ndo-arbitragem, obtém-se um
funcional® para a ETTJ que associa a cada vencimento, dada a taxa de juros de

curto prazo em determinado instante, uma taxa de juros.

Um exemplo desse approach é Dai e Singleton (2000), onde a partir de
diversas especificagdes diferentes para as equagdes estocasticas que regem oS
fatores da economia® e da hipdtese da existéncia de uma medida de probabilidade
neutra ao ris0024, os autores estudam, para diversos modelos, as equacdes de

aprecamento dos titulos zero-coupon® e as estimagdes dos modelos, sem fazer

2 Em modelos unifatoriais, a taxa de curto prazo ¢ o Gnico fator da economia. Assim nio
ha necessidade de se especificar uma fungdo que determine a taxa de curto prazo a partir dos
fatores da economia ou, de outra forma, a funcdo que determina a taxa de curto prazo a partir do
fator tinico ¢ a fun¢do identidade.

! Market price of risk.

2 Esse funcional é obtido a partir de técnicas de calculo estocastico como o lema de Ito.
Uma referéncia importante para esse e outro resultados ¢ Oksendal (1998).

 Nessa literatura, fator e taxa de curto prazo sdo intercambiveis. A diferenca fundamental
¢ que em modelos de 1 fator, o fator unico ¢ usualmente chamado de taxa de curto prazo.

* A hipétese de existéncia de uma medida neutra ao risco é equivalente a hipotese de nio-
arbitragem.

> A equagdo 3, no capitulo 3, mostra a ligagio entre o prego dos zero-coupons e a ETTJ.
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qualquer referéncia a argumentos de equilibrio que envolvam consumidores,

firmas e/ ou problemas de otimizagao.

Mas, afinal, perde-se algo ao se abandonar os modelos baseados em
equilibrio? Talvez em intuicdo econdmica, afinal os parametros de um modelo
baseado em equilibrio sdo parametros de fungdes de producdo ou de fungdes de
utilidade, o que clarifica bastante a sua interpretacdo econdmica. Entretanto como
Heath, Jarrow e Morton (1992) aponta, as equagdes estocasticas dos fatores
especificadas exogenamente em um modelo derivado por ndo-arbitragem podem
ser obtidas da resolugdo de um modelo de equilibrio. Ou seja, ao invés de
solucionarmos todo o problema de equilibrio para que obtenhamos a dindmica da
taxa de curto prazo I, podemos simplesmente especificar Iy exogenamente de
forma consistente com o r; que teria sido obtido da solu¢do do problema de
equilibrio e iniciar desse ponto o nosso estudo da ETTJ. Nesse sentido, a literatura
de modelos baseados em nao-arbitragem (com suas mais diferentes especificagdes

. . . . 1+ 26
para os processos estocasticos) inclui a literatura de modelos de equilibrio™.

Outro ponto importante na defesa do uso de modelos de ndo-arbitragem foi
também levantado por HIM (1992). CIR (1985) critica os modelos de nao-
arbitragem com um exemplo, em seu artigo seminal, de que a especificacdo
aparentemente ldgica para o preco do risco de mercado, em um modelo desse tipo,
pode levar a resultados inconsistentes ¢ oportunidades de arbitragem. HIM (1992)
argumenta, entretanto, que, desde que, as especificagdes para a dindmica da taxa
de curto prazo (ou dos fatores) e para o preco do risco de mercado sejam
consistentes®’, modelos de ndo-arbitragem levam a ETTJ’s consistentes, ou seja,
ETTJ’s que ndo apresentam oportunidades de arbitragem e que, por isso, sdo
consistentes com algum modelo de equilibrio subjacente, ainda que ndo nos

interesse saber qual ¢ esse modelo exatamente.

% 0 termo “incluir” significa que as equagdes de apregamento dos zero-coupon e de seus
valores contingentes, obtidas a partir de um modelo de equilibrio podem ser obtidas através de um
modelo de ndo-arbitragem, desde que especifiquemos os processos estocasticos dos fatores do
modelo de ndo-arbitragem com base nos fatores que teriam sido obtidos através do modelo de
equilibrio.

27 No caso afim, por exemplo, essa consisténcia implica que o market price of risk tome
forma afim.
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Em nosso trabalho, vamos estimar modelos classicos de cada um dos ramos
da literatura. Vasicek ¢ o modelo classico da literatura de ndo-arbitragem e CIR ¢
o modelo classico da literatura de equilibrio. Entretanto, como os modelos de ndo-
arbitragem “incluem” os modelos de equilibrio, nas proximas se¢des em que
descrevemos a teoria por tras dos modelos, vamos nos limitar a descri¢ao da teoria

dos modelos de nao-arbitragem.

4.2.
Modelos de ndo-arbitragem

O arcabouco teorico utilizado na resolucdo dos modelos de nado-arbitragem
faz uso da moderna teoria de aprecamento de ativos em tempo continuo. Dado o
fato histérico que tal teoria se desenvolveu, muitas vezes, de forma desconectada
a partir de campos distintos do conhecimento, ela recebe algumas denominagdes
diferentes. Teoria de aprecamento de ativos por medida martingal equivalente em
tempo continuo, teoria de apregamento de ativos por neutralidade ao risco™ e/ ou
teoria de aprecamento de ativos por ndo-arbitragem. Apesar das denominagdes
distintas, o fundamental ¢ que, a nao ser por pequenas tecnicalidades que fogem
do escopo desse trabalho, a existéncia de uma medida martingal equivalente, a
existéncia de uma medida de probabilidade neutra ao risco e a inexisténcia de
arbitragem sdo totalmente equivalentes. Nessa se¢do, vamos nos focar na tradigao
da teoria que enfatiza a existéncia de uma medida de probabilidade neutra ao risco

como forma de apregar ativos.

4.3.
Aprecamento neutro ao risco

. . . . 2

Vamos tratar a teoria de aprecamento de ativos por neutralidade ao risco®
como uma caixa preta, atendo-nos somente as implicagdes fundamentais dessa
teoria para nossos propoésitos. Os capitulos 5 e 6 de Duffie (2001) sdo referéncia

para as principais demonstracdes dos mais importantes resultados da teoria.

¥ A razdo pela qual tal teoria ¢ chamada neutra ao risco advém do fato que sob a medida
equivalente, os investidores demandam como retorno esperado de qualquer ativo o retorno
esperado da taxa livre de risco. Ou seja, sob essa medida de probabilidade, esses investidores se
tornam “indiferentes” ao risco.

% A partir de agora, vamos nos referir a teoria como teoria de apregamento por neutralidade
ao risco, acreditamos que essa denominacdo seja a mais intuitiva.
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Os titulos zero-coupon sao aprecados usualmente através de uma medida de
probabilidade neutra ao risco — que chamaremos de Q. Como o nome sugere, sob
essa medida artificial de probabilidade, o aprecamento neutro ao risco de ativos ¢
valido. Isso significa que, sob essa medida, os investidores demandam o mesmo

retorno esperado de qualquer ativo na economia, independentemente de seu risco.

Sob a medida de probabilidade fisica, que chamaremos P, os agentes
demandam uma compensacdo pelo risco. Assim para ativos mais “arriscados”,
espera-se um retorno esperado maior. A medida de probabilidade fisica P ¢ a
medida de probabilidade que estd, de fato, ligada ao mundo real. Isso significa que
os dados que observamos no mundo real foram, ao menos por hipotese, de fato,
gerados a partir de processos ligados a medida P e, ndo a medida Q. A medida de
probabilidade neutra ao risco Q ¢ uma medida de probabilidade artificial, sendo
que o termo artificial significa que os processos sob essa medida ndao té€m
necessariamente relagdo com os processos que de fato se realizam no mundo real

(estes, como afirmado anteriormente, estdo ligados a medida fisica P).

Normalmente, as medidas de probabilidade P ¢ Q ndo coincidem, uma
excecdo ¢ observada quando temos agentes neutros ao risco na economia, afinal
com agentes neutros ao risco ndo ha compensagdo por risco no mundo real, e,
portanto, a medida P e a medida Q devem coincidir. A ligagdo entre P e Q ¢ dada
por uma funcdo de mudanga da medida de probabilidade, que estd intimamente

ligada a fun¢do que chamamos de preco do risco de mercado.

4.4.
Aprecamento de titulos zero-coupon

Em qualquer modelo teorico da ETTJ em tempo continuo, toma-se como
dado um processo para a taxa de juros de curto prazo que vamos denominar r; .

Essa taxa € a taxa livre de risco da economia. Se um investidor investe $1 emt a

3% Na verdade, em modelos multifatoriais, tomam-se como dadas as dinimicas dos
diferentes fatores da economia que se combinam, formando a taxa de juros de curto prazo. Em
modelos unifatoriais, o fator unico da economia ¢ a taxa de curto prazo e/ou livre de risco.
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essa taxa, e continua reinvestindo os ganhos, até o periodo T>t, entdo o investidor

tera como retorno desse investimento:

exp(J‘:” rdu) (7)

Considere um zero-coupon que paga $1 em T e vencimento no periodo T.

Em T, tal titulo valera obviamente $1, mas qual seu valor em um periodo

t<T?

Para chegar a essa resposta, repetimos o mais importante resultado da teoria

de aprecamento por neutralidade ao risco:

“A taxa de retorno esperada de qualquer ativo, sob a medida de
probabilidade neutra ao risco, ¢ igual a taxa de retorno esperada da taxa de juros

sem risco da economia, a taxa de curto prazo”.

A partir desse resultado, temos a igualdade abaixo:

e| L |—go [exp(j:”rudu)} (8)

t,r

onde,

1 , )
EtQ — |, € o retorno esperado, sob a medida Q, de um zero-coupon em t
pt,r

com prazo 7 ;

EQ exp(jtt+rrudu)}, ¢ o retorno esperado, sob a medida Q, de um

investimento no ativo livre de risco da economia., feito em t, ¢ mantido durante o

prazor.

Reajustando a expressdo acima, temos:
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P, = E2 | exp([raw*1| @)

A equagdo acima define a estrutura a termo teoérica dos pregos dos titulos

zero-coupon. Dado um determinado instante t, temos o valor de p,, que nos

fornece o prego, em t, do titulo que paga $1 em t+7. Variando-se 7, 0<7 <oo,
temos os pregos dos titulos para todos os vencimentos/ maturidades possiveis. A
partir do preco de um zero-coupon podemos obter a taxa de juros anualizada a que
o titulo é negociado e, assim, temos também a ETTJ tedrica, que é dada pela

equagao abaixo (vide equagao 3):

lo
o =22 1)

onde,

Y. € a taxa anualizada, em t, de um zero-coupon com vencimento t+7 ;
P, € 0 preco de um zero-coupon em t e com vencimento em t+7 ;

7, € 0 prazo, em unidades ano, do titulo.

A filosofia para a resolugdo de qualquer modelo derivado por nao-
arbitragem ¢ esta. Especifica-se uma equagdo para a taxa livre de risco da
economia (ou para os fatores) e resolve-se a expressao (9) ou, equivalentemente, a
expressdo (10). As caracteristicas diferenciadas de cada modelo surgem das
diferentes especificagdes para a taxa livre de risco (ou fatores) e das diferentes
especificagdes para o prego do risco de mercado que afeta a dindmica dos fatores
sob a medida neutra ao risco. Nos ultimos anos, a especificagdo mais popular
nessa literatura tem sido a especificagdo afim — que foi estudada por Duffie e Kan
(1996) . A razao do nome afim vem do fato que solucionando a expressdo (10), a

ETT]J ¢é dada como uma fungao afim dos fatores da economia, tomando a forma:

Y. =AO+BO-x (D)
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onde A(-)e B(:)sdo funcdes dos pardmetros dos fatores e do prego do risco

de mercado do modelo.

Uma das razdes da popularidade de tal especificagdo ¢ o fato de ela incluir
como casos particulares modelos classicos da literatura como Vasicek, CIR,
Merton e outros. Dada a natureza de caso geral do modelo afim, vamos estuda-lo
na se¢do 4.6. Assim como vamos estudar também os modelos que vamos estimar:
o modelo de Vasicek e o modelo de CIR. Mas, antes, aprofundamos as idéias

dessa se¢do com a apresentacao de um modelo genérico da ETTJ e sua solugdo.

4.5.
Um modelo genérico da ETTJ

Como introduzimos na se¢do anterior, um modelo da ETTJ se constitui de

trés ingredientes fundamentais:

A. uma especificacdo para a dindmica dos fatores da economia sob a medida
P ou a medida Q ;

B. Uma fungdo que tenha como inputs os fatores da economia e como
output a taxa livre de risco da economia;

C. uma fung¢do para a mudanga de medida de probabilidade que possibilite
“levar” os processos na medida de probabilidade fisica P para a medida de
probabilidade neutra ao risco Q - a mudanga de medida nos permite “levar” o
processo dos fatores para a medida P ou Q indiscriminadamente (a mudanga de
medida carrega uma estreita ligacdo com a variavel denominada preco do risco de

mercado, que mede a compensagao pelo risco);

No caso de modelos unifatoriais, o fator inico da economia ¢ a taxa livre de
risco e, assim, o ingrediente 2 acima ¢ a fun¢do de identidade ja que o Unico fator
da economia ¢ a propria taxa livre de risco. Em modelos multifatoriais, os varios

fatores se combinam através de uma fungdo para formar a taxa livre de risco.

Assim, um modelo genérico para a ETTJ toma a seguinte forma:
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A. A dinamica para os fatores X, da economia, X, < R" (n indica o nimero

r . 31 ~
de fatores), ¢ dada por um processo markoviano® que resolve a equagdo

diferencial estocastica abaixo:

dx, = s, (x)dt+ o, (x)dW,  (12)

onde:

4, (%), € o drift da equagdo acima (trata-se de um vetornx 1) ;

o,(X), € o termo difusdo da equagdo acima (trata-se de uma matriz n X n);
X, , € 0 vetor de fatores para essa economia (trata-se de um vetor n x 1);

W,, ¢ um vetor de n movimentos brownianos, sendo que todos sdo

ortogonais entre si.

O processo X, ¢ markoviano e homogéneo no tempo, pois £, (X,) € o,(X)
dependem exclusivamente do valor de X (markoviano) e ndo de seus valores
passados (markoviano). Além disso, o processo X, independe do valor de t, por

isso, ¢ chamado homogéneo no tempo. Em todos os modelos que estudamos nesse

trabalho, os fatores sdo ndo correlacionados, logo o, (X,)¢é sempre uma matriz

diagonal.

B. A taxa de juros livre de risco I, ¢ uma fungdo dos fatores da economia

X, , assim temos:

= 1(X) (13)

Algumas condigdes técnicas garantem que qualquer fung¢do que tenha como

pardmetro um processo de Ito também seja um processo de Ito. Assim [, que tem

como parametro o processo de Ito X, também € um processo de Ito.

31O processo de X, ¢ um processo de Ito. Ver Oksendal (1998) para referéncias sobre
processos de Ito.
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C. Fung¢do para a mudanca da medida de probabilidade entre P ¢ Q. Essa
fungdo captura o ajuste ao risco necessario para sairmos de um mundo com
aversdo ao risco para um mundo com neutralidade ao risco. A funcdo para a

mudanga de probabilidade ¢ caracterizada pela densidade de probabilidade &, A

equacdo diferencial estocéstica abaixo caracteriza essa densidade:

%wg(xt)dvvt (14)

t

S =1

Da equagao (3) temos:

log(E2 [exp( [ nx, )du)*l})

T

Yie = (15)

logo a solugdo Y, >, que nos fornece a ETTJ, é uma fungdo da taxa livre de
risco I, e, portanto, dos fatores X, da economia, mas para chegarmos a solucdo de
Y, . € necessario que calculemos o valor esperado, sob a medida neutra ao risco Q,

de uma expressdo que depende de X, . Para isso, temos que obter o processo X

sob a medida neutra ao risco.

A partir da definicdo para a densidade ¢, as condigdes de Novikov e o
teorema de Girsanov (ver apéndice D de Duffie (2001)) garantem que o processo
W," definido por

dW,” =dW, —o.(x) dt (16)

seja um movimento browniano sob a medida Q.

32 Essa densidade é um processo martingal estritamente positivo, garantindo que eventos
com probabilidade zero sob a medida P também tenham probabilidade zero sob a medida Q. Para
maiores detalhes sobre essa fung@o densidade ver o apéndice E de Duffie (2001).
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Substituindo (16) em (12), obtemos a dindmica dos fatores X, sob a medida

neutra ao risco Q:

dx, = s (x)dt+ o (x)dW,"  (17)

onde,

1 (X)) = (X)) =0 (X))o (&) )+ o (x)dW, € o drift do novo processo sob
Qe

a(x)=0.(x) éadifusio™.

Assim, as expressoes (13), (15) e (17) definem a ETTJ (y,,) no instante t

~ 35 .
como uma fun¢do dos fatores X, ™, em t, e do prazo para o qual se deseja calcular

a taxa do titulo zero-coupon, qual seja, t = (T-t). Equivalentemente, (9), (13) e
(17) definem a estrutura a termo dos pregos dos titulos zero-coupon. Temos que o
preco dos titulos ¢ uma funcao da taxa de curto prazo que por sua vez € uma

funcao dos fatores, ou seja:

P = P(R(X).7) = p(X,7)  (18)

Dadas algumas condigdes técnicas sobre a fungdo p, podemos pelo lema de
Ito’® obter a equacdo diferencial estocastica que descreve a dindmica de p. A
funcao p também sera um processo de Ito, markoviano e homogéneo no tempo. A

dinamica de p sera dada por:

dp(x,,7)

P(X,7) = py (%, D)dt+ o, (X, )W, (19)

33 Atencdo a mudanca de notacio Vit (= Yir (-),onde 7 =T —t.

30 fato da difusdo se manter igual ¢ conhecido como o Principio da Invaridncia. Ver
apéndice D de Duffie (2001).

35 Os fatores da economia sdo também chamados de estados da economia.

36 Para referéncia sobre calculo estocéstico, em particular, sobre o lema de Ito ver Oksendal
(1998).
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onde,

yx(x)+lt{a(x)a(x)'w} ¢ o drift
2 P(X,7)

2

PO BT
p,T) - P(XT)

My (X,7) =

da nova equagdo e p_(X,7), P, (X,7)ep, (X,7)denotam as derivadas parciais da

funcao p.

Intuitivamente a expressdo 9P(X.7) representa a variagdo instantdnea do
pP(x,7)

preco do titulo sobre o prego do titulo, ou seja, a variacao na taxa paga pelo titulo.

Sendo assim, g,(X,7) pode ser interpretado como a taxa esperada de retorno

instantanea, em t, do zero-coupon com prazo 1. Se estamos sob a medida neutra
ao risco Q, entdo, para que ndo exista oportunidade de arbitragem, a taxa esperada
de retorno instantanea de um titulo qualquer tem que ser igual a taxa livre de risco
instantanea da economia I,. Com esse argumento intuitivo, chega-se a condigdo
fundamental através da qual resolve-se a equagdo para o valor de p(t,7), qual
seja:

Hy (X, 7)=1(X) (20)

Além disso, sabemos que um titulo zero-coupon com prazo zero tem valor

igual a seu valor de face, ou seja, 1. Logo, para qualquer que seja X, temos:

p(x,0)=1 21)

Assim, as expressoes (19), (20) e (21) nos fornecem uma equagdo
diferencial parcial. Resolvendo-se essa equagdo obtém-se a solu¢do para o valor

de p(t,7), ou seja, obtém-se a estrutura a termo do prego dos titulos zero-coupon.

Utilizando-se a equagdo (10), obtém, entdo, a ETTJ. O sistema, a partir do qual se

obtém a ETTJ, ¢ dado por:
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_ pT(X,'[) px(xﬂr)I l ! pxx(X9 T) —
o(x.7) + o(x.7) yx(x)+2tr[a(x)a(x) —p(x,r) } r(x)
p(x,0)=1 (22)
__log(p,,)
t,r r

Algumas especificagdes paraX, geram solucdes analiticas fechadas

para p(X,7). Alguns modelos com solucdes analiticas fechadas sdo, por exemplo,
Vasicek e CIR. Outras especificagdes geram solugdes quase-fechadas como o
modelo afim de Duffie e Kan. Varias outras especificacdes ndo geram nem uma
coisa nem outra e sdo necessarios métodos numéricos’’ para a obtencio da

solugdo para p(X,7) ou, equivalentemente, a solugéo para y, .. A partir de agora,

vamos estudar formas funcionais especificas desse modelo geral. Em particular o

modelo afim de Duffie e Kan e dois de seus casos particulares: Vasicek e CIR.

4.6.
O modelo afim paraa ETTJ

Como afirmamos anteriormente, em um modelo para a ETTJ, as
especificagdes para a dindmica dos fatores e a especificagdo para o preco do risco

de mercado definem as caracteristicas dos modelos.

Considere a dindmica genérica para o processo dos fatores de uma economia

dada por:

dx, = s, (x)dt + o, (x)dW,  (23)

7 Wilmott (1998) ¢ uma referéncia para o estudo de métodos numéricos utilizados na
solugdo de equagdes diferenciais parciais.
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No modelo afim de n fatores, o valor drift e difusdo da equagdo acima so

D (xV -y
K2(x? —9?)
Hy (X) =
_K(n)(X(n) _9(”))_
dados por:
a® + BOXO 0 . 0
) (2)4(2)
2on 0 a'” + X
O-x (X) - 0
0 . 0 a™+BWx™
a(l) ﬂ(l) K.(l) 0(1)
a® B> pEe) 09| R
onde o = , p= , K= e 0= sdo os parametros a
a(n) ,B(n) K.(n) 9(”)

serem escolhidos para essa especificagao.

O preco do risco de mercado para modelo afim de n fatores ¢ dado por:

20 /a(1)+,b’(”x“) ,
A

@ [, 22

A7\ + X 40

o, = . ,onde A= ¢ o parametro a ser escolhido

ﬁ,(n) /a(n)_l_ﬂ(n)x(n)

nessa especificacao.

ﬂ(n)

A expressio AV \Ja® + fOxY ¢ o preco do risco de mercado associado ao

fator x".

Como vemos o drift ¢ o quadrado da difusdo sdao fungdes afins da variavel

de estado.

Além disso, a fungdo que determina a taxa livre de risco a partir dos fatores

também ¢ especificada de forma a ser afim nos fatores:
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=A+Bx (24

Solucionando a equacdo parcial diferencial (22) para esse modelo, obtém-se
como solucao para ETTJ uma expressdo, que também ¢ afim nos fatores da

economia, qual seja:

Y. =A(@)/t+B(r)/7-X (25)

onde A(r)e B(r)s3o solugdo de um sistema de equagdes diferenciais

ordinarias — conhecidas como equagdes de Ricatti - , dado por:

LO A -6 B -3 X 3 BB (" (o)
26)
di(” =B, +(x") B(Z‘)—%Zz B(r)B; ()" (o))’
T i

Onde: «” =K—\/a—x-}t~ﬂ e ki =K¢9+\/O'_X-/”t-a.

A solugdo para a ETTJ - y, . - ndo tem, nesse modelo afim, forma fechada.

Para calcularmos a taxa de um titulo zero-coupon - dados os parametros do
modelo, dada sua maturidade e dado o valor dos fatores da economia - ¢

necessario que calculemos o valor de A(r)e B(7r)numericamente por algum

método que ache solugdo para sistemas de equagdes diferenciais ordindrias. Essa ¢
a maior dificuldade em se estimar o modelo afim, pois é necessdrio implementar
algum método numérico que resolva o sistema (26) acima. Como veremos nas
proximas secdes, os casos particulares do modelo afim — Vasicek e CIR —

apresentam forma fechada para a solu¢do de A(r)e B(7), o que facilita bastante o

trabalho de estimagao.

Outra fung¢ao interessante advinda do modelo afim é o excesso de retorno

esperado de um titulo zero-coupon com prazo z (ver capitulo 3) sobre a taxa livre
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de risco. No modelo afim descrito acima, o retorno esperado instantaneo de um

zZero-coupon com prazo 7 , ¢ dado por:

Lot o YD)
p(t,z) OX

Hoen =T+ 0,0 =I+ Zﬂ’l(ai + X)B, (7)

(27)

Na expressdo acima, vemos com mais clareza porque o, ¢ chamado prego

I3

do risco de mercado. O retorno esperado instantaneo do titulo p(t,z) ¢
proporcional & quantidade de risco do titulo associada a variagdes inesperadas nos

GG
%,

fatores (por isso, também chamados de fatores de risco), quais sejam,

Mas essa quantidade de risco € multiplicada pelo fator o, que, intuitivamente

fornece o prego do risco em termos de rendimento adicional esperado requerido

(ou seja, o excesso de retorno esperado).

O excesso de retorno esperado instantaneo sobre a taxa livre de risco desse

titulo €, entdo, dado por:

1 op( ,
€ :mg—xt()axag = Zﬂf.(ai +GX)B(7) (28)

4.7.
O modelo de Vasicek paraa ETTJ

Vasicek ¢ um caso particular do modelo afim descrito na se¢ao anterior.

Nesse modelo os parametros «, £, Ao € Bo, descritos na secao anterior, assumem

valores especificos. Como o modelo de um fator ¢ uma simplificagdo do modelo

de dois fatores, apresentamos abaixo o modelo de dois fatores de Vasicek.

No modelo Vasicek os parametros o e f do modelo afim assumem valores

o 0
especificos, quais sejam, a=| | e f=
o 0
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Nesse caso, a dinamica do fator X, sob a medida fisica P, passa ser dada

por:

Xfl) o o ‘9(1)—Xfl) oV 0 Wt(l)
d _[’( K ]‘9(2)_)([(2) dt + 0 o? d w® (29)

Nesse caso, basta verificar que a relagdo entre o fator X, e a taxa livre de
risco I, ¢ dada pela relacdo:

= G0)

Uma caracteristica interessante dessa especificacdo ¢ que, no caso do

modelo de Vasicek com somente um fator x* =0, temos r, =x" , a taxa de
juros I, ¢ formada por um processo que tem tendéncia a sempre retornar a um

valor determinado & que é, por isso, interpretado como o valor de equilibrio para a

taxa de curto prazo/ livre de risco.

No caso do modelo de dois fatores, T,

. ¢ formada pela soma de dois

processos com essa caracteristica. A soma dos valores 8=6" +6? ¢ entio
interpretada como um valor de equilibrio para a taxa de curto prazo no caso de

dois fatores.

O valor incerteza de I, ¢ modelada através de um movimento browniano W;
e a intensidade dos choques sobre I, ¢ controlada pela matriz o que ¢ constante

ao longo do tempo- Ou seja, o processo da taxa I, ¢ homocedastico e a matriz de

volatilidade instantanea do processo ¢ dada por o .
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A variavel « controla a velocidade com que os fatores x!" e x!* retornam

ao seu valor de longo prazo, qual seja, 6" 6.

Valores positivos de x indicam que o processo tende de fato a reverter para

M (2)

seu valor de equilibrio e, portanto, X’ e X, sdo processos estacionarios € I, € um

processo estaciondrio.

Com k<0, o processo ¢ ndo-estaciondrio, uma propriedade bastante

indesejavel para a taxa de curto prazo da economia.

Dados os valores que a e assumem no modelo de Vasicek, a expressao

para o preco do risco de mercado ¢ dada por:
20
05 = |:/1(2) (3 1)

A resolucao do sistema de equagdes diferenciais ordinarias (26), nesse caso

especifico de Vasicek, tem solugdo fechada. Os valores de A e B sao dados por:

exp(y *(B(r)-(r) -0’ * B(T)z)}

4*

A7) = ln{

, para i=1,2 (32)

B(r) = [(1 —exp(—«x * T)):l
K

onde:

cV* 20 (g0
PG} _2*(/c“>)2 ’

0 =0" + para i=1,2.

Temos entao:
A(r)= A'(r)+ A’ (1)
(33)
B(r)=B'(r)+ B*(7)
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Repetimos a expressdo para a ETTJ, que ¢ dada, entdo, por:
Y. =A(@)/ 7+ B(7)/7-%
O excesso de retorno de titulo zero-coupon com prazo t ¢ dado, entdo, por:

&) = A0 "BY(0) + 206 PBO(2)  (34)

Agora, temos ainda mais claro do porqué o, =2 ser chamado preco do

risco de mercado. Afinal, como discutimos no capitulo 3, titulos com prazos mais
longos sdo mais arriscados que a taxa de livre de risco, por isso, espera-se que 0s
investidores demandem uma compensacao por esse risco. Uma das maneiras de se
medir essa compensagdo pelo risco ¢ o excesso de retorno que se espera que
titulos mais longos realizem sobre investimentos na taxa de curto prazo. Como
vemos, esse excesso de retorno ¢ obtido multiplicando-se o prego do risco de
mercado, ou seja, o preco de risco pela “quantidade de risco” que ¢ medido por

B(r) que mede a correlagdo do preco/ taxa do titulo zero-coupon com a

volatilidade associada ao fator X, .

O modelo de um fator de Vasicek ¢ obtido facilmente a partir da descrigao
do modelo de 2 fatores, bastando para isso que todas os parametros e variaveis

com indice (2) sejam igualadas a zero.

4.8.
O modelo de CIR paraa ETTJ

CIR ¢ outro caso particular do modelo afim descrito na se¢do anterior.
Como fizemos na secdo anterior, apresentamos o modelo de CIR de dois fatores, a

partir do qual pode-se facilmente inferir o modelo de um fator.

No modelo de CIR as variaveis e e do modelo afim assumem como

o 1
valores especificos o = e p=|_|.
o 1
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Nesse caso, a dinamica dos fatores passa ser dada por:

XV w80 =X o0 0 X Two
stm _[K K Jem_x{m dt+ 0 o @ d W:u) (35)

No modelo de CIR as variaveis Ag ¢ By também assumem valores

especificos, quais sejam:

Nesse caso, basta verificar que a relagdo entre o fator X, e a taxa livre de

risco I, ¢ a dada pela rela¢do de identidade:
=x"+x"  (36)

As interpretagdes para os valores de € e x sdo idénticas as interpretagdes
desses modelos no modelo de Vasicek. E interessante notar que o processo para os

fatores x" e x* ndo é mais homocedastico e, sim, heterocedéstico, dado o fato

J4

que a volatilidade instantanea de tais processos ¢ dada pela matriz

O.(l) Xt(l) 0

o o |aue depende do nivel dos fatores X" ex!” . Essa
0 o X

modifica¢do na equagio que define a dindmica de x{" e x*’ gera uma importante

restrigdo aos valores que X" e x* podem assumir. Os valores de X" e x* nunca

sdo negativos. Intuitivamente, isso ocorre pelo fato de que quando o valor de

U (2)

X" ex

brownianos sejam muito negativos, esse choque ¢ multiplicado pela raiz dos

estd proximo de zero, ainda que os choques advindos dos movimentos

fatores (que ¢ um niimero muito pequeno para X e X'” pequenos) se torna

bastante pequeno, impossibilitando que x{" e x* ultrapassem a fronteira do zero.
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Em poucas palavras, quando x" e x* estdo proximos a zero, os choques se
tornam extremamente pequenos. De fato, caso as varidveis assumam o valor zero,
os choques se extinguem e a unica for¢a agindo sobre os fatores ¢ a parte
deterministica da equagado (35) que “empurra” os fatores em direcdo aos valores

positivos de " e ', afastando-os novamente do zero.

Dados os valores que « e f assumem no modelo de CIR, a expressao para o

preco do risco de mercado ¢ dada por:

20 [x®
o, = % (37)

apIe) \/@

O interessante dessa especificagdo para o prego do risco de mercado ¢ o fato
de que o prémio de risco de mercado estd relacionado ao nivel dos fatores da
economia. Intuitivamente, temos que, em ambientes com taxas de curto prazo

altas, o prémio de risco ¢ mais alto.

A resolucdo do sistema de equacdes diferenciais ordinarias (26), nesse caso

especifico de CIR, tem solucdo fechada. Os valores de A e B sdo dados por:

ROy ) _
() 27/<i>e<fr‘”+ﬂ”+y<”)-<r/2) ’ 64(')2
AI (T):ln - - - i ;
(P + 20 +y0) @ =1+ 2y
, para 1=1,2.
().,
BV ()= — 2 =D :
(K(')—i-;t(')+]/('))~(ey(l)'r—1)+27<l)
(38)
onde:

1

_ o 212
7/(1) — |:(K.(I) +/1('))2 +20'(')2:| ? , parai=1,2.
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Temos entao:
A(r) = A'(r)+ A*(7)
(39)
B(r)=B'(r)+ B*(7)

Repetimos a expressdo para a ETTJ, que ¢ dada, entdo, por:

Y. =A)/ t+B(r)/ 7 X

O excesso de retorno de titulo zero-coupon com prazo t ¢ dado, entdo, por:

e — —ﬂ,(l)O'(l)Xl(l)B(l)(T) _ ﬂ(Z)G(Z)XI(Z)B(Z)(T) (40)

p(t,r) —

Como o preco do risco de mercado ¢ dependente do nivel dos fatores (de
risco), o excesso de retorno demandado ¢ também proporcional ao nivel dos

fatores da economia.

O modelo de um fator de CIR ¢ obtido facilmente a partir da descricdo do
modelo de 2 fatores, bastando para isso que todas os parametros e varidveis com

indice (2) sejam igualadas a zero.
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