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5
Métodos hibridos simplificados dos elementos de contorno

Neste capitulo, estao apresentados o método hibrido simplificado de
tensoes dos elementos de contorno (MHSTEC), o método hibrido simplifi-
cado de deslocamentos dos elementos de contorno (MHSDEC) e o método
hibrido de malha reduzida dos elementos de contorno (MHMREC).

5.1
Método hibrido simplificado de tensoes dos elementos de contorno

5.1.1
Equacoes matriciais que governam o problema

No método hibrido simplificado de tensoes dos elementos de contorno
(MSHTEC) [11], realizam-se as mesmas hipdteses de aproximagoes do
MHTEC, ou seja, aproximagoes de tensoes O'ij no dominio €2 e deslocamentos
u; no contorno I', como esquematizado na Figura 4.1.

Partindo do principio dos trabalhos virtuais e considerando que a
porcao do contorno I', sera identificada apenas apods a formulagao matricial

do problema, ou seja, I'; =T e ; = t;, tem-se que,

9] Q

r

Considerando as Equacoes (2-1) e (2-5), integrando o primeiro termo por

partes e aplicando o teorema da divergéncia, chega-se a

/ t! u;dl — / o, ; 0u;dQ = / b; Ou;dSY + / tiou;dl (5-2)
T Q Q

r

Realizando as aproximagoes pelas Equagoes (3-12) e (3-13) no con-
torno e pelas Equagoes (4-6) e (4-7) no dominio, considerando as Equagoes
(2-27) e (2-28), tem-se que

6y, (Hyn Pl — pn +p0) =0 (5-3)
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em que H,,, = H, p, = p e p?, = pP sdo dados pelas Equacoes (3-16)), (3-39)
e (3-40), respectivamente. Assim, para quaisquer dd,,, chega-se a Equagao
(4-22).

Além das aproximagoes ilustradas na Figura 4.1, também supde-se que
a Equacao (4-5), que expressa os deslocamentos no dominio nos métodos
hibridos dos elementos de contorno, também é valida no contorno. Assim,
para cada grau de liberdade n, sabendo que as fungoes u}, sao normalizadas,

tem-se que
dy —d = (U, + W Crp)pl, ou d—d° = (U"+WC)p* (54)

Nessa equacao, U}, = U* é uma matriz simétrica cujos elementos
sao os deslocamentos u},, avaliados nos graus de liberdade n. Como essas
funcoes sao singulares quando r = 0, os elementos de U* em que tais funcoes
estao sendo avaliadas no ponto de aplicacao de p* sao indeterminados. A
obtencao desses valores indeterminados é apresentada na préxima segao.

Pré-multiplicando a Equacao (5-4) por W7, considerando a Equacao

(3-51)) e isolando C., p,, chega-se a
Crp'=W!'(d-d") - W' U p* (5-5)

em que Ct = Cp, sao as constantes C,,, obtidas a partir do critério de
que a Equacao (4-5) deve ser também vélida no contorno.
Substituindo a expressao acima novamente na Equagao (5-4) e consi-

derando a Equagao (3-55), obtém-se
Py, U p* = Py (d — d”) (5-6)

O produto P3, U* é uma matriz singular que transforma forgas do
sistema interno em deslocamentos admissiveis.

As Equagoes (5-0) e (4-22) sao as expressoes matriciais que governam
o problema no MHSTEC, a partir das quais se deriva uma matriz de
rigidez na Secao 5.1.4. Na Figura 5.1, estao esquematizadas as relagoes de
transformacoes presentes no MHSTEC entre os parametros (d — dP), p*
e (p — pP). Também encontram-se representadas as bases ortonormais dos

espagos ortogonais complementares de tais parametros.
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Figura 5.1: Transformacoes entre os parametros presentes no MHSTEC

Comparando com as transformacoes presentes no MHTEC, esquema-
tizadas na Figura 4.2, nota-se que as equacoes que relacionam (d —dP) com
d* e p* com d* foram substituidas pela Equagao (5-6), que relaciona p*
com (d —dP).

5.1.2
Obtencao dos valores indeterminados de U* a partir de V

Seja V a base ortonormal das forcas desequilibradas do sistema
interno, cuja obtencao esta apresentada na Segao 4.2.4. A partir do critério
de que a matriz (U* + W C) nao deve transformar forgas desequilibradas

do sistema interno em deslocamentos na Equacao (5-4), chega-se a
(U"+WC)V=(UT+wWC)V=0 (5-7)

através da qual os elementos indeterminados de U* podem ser obtidos por
minimos quadrados, desde que C seja conhecida. A obtencao de C esta
apresentada na Secao 5.1.3.

Para problemas de potencial, a base V é um vetor e os valores
indeterminados de U* ocorrem em sua diagonal principal. Considerando,

entao, que U* pode ser decomposta como

U =Up+ Uy ou Ul =Up +Ulp,. (5-8)
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sendo que
. U, sem=mn
Ubpn = (. (5-9)
" 0 caso contrario
uma matriz diagonal formada pelos elementos indeterminados de U}, pode-
se, entao, reescrever a Equacao (5-7) como
Up,. Vo=—Wp Cry —=U¢p, )V = A, (5-10)

Para cada elemento m de A,,, sabendo que

UEMn Vo = Ul*)MM Ve = Uyt Vi (5‘11)
jd que Up, ¢ uma matriz diagonal, obtém-se

WMT‘ Crn - U* ) Vn
Ubin = _ OOty (5-12)

Vi

sendo que o indice M nao realiza soma implicita. Assim, desde que se conhega
V, os valores indeterminados de U* podem ser obtidos, para problemas de
potencial, pela Equagao (5-12)) .

Analogamente a obten¢ao dos valores indeterminados de F na Secao
4.2.2, para valores muito pequenos ou nulos de V nao é possivel obter os
valores de indeterminados de U* pela Equagao (5-12), pois o quociente desta
torna-se indeterminado, embora a Equacao (5-7) continue valida. Na Segao
5.2.6, é apresentada uma relacao alternativa a essa, a partir da qual os
elementos indeterminados de U* podem ser obtidos mesmo que V assuma
valores muito pequenos ou nulos.

De modo anélogo, pode-se obter expressoes similares para problemas

de elasticidade, para as quais também sao verificadas essas indeterminagoes.

5.1.3
Obtencao de C

As constantes C,, podem ser obtidas pela imposi¢ao da ortogonali-
dade entre a solugao fundamental u} e quaisquer deslocamentos de corpo
rigido ¢, dados por

& =ul Cp (5-13)

(3 m
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sendo (), constantes quaisquer. Esse critério pode ser aplicado no dominio

ou no contorno [§], em que as expressoes
/uf ¢ d2=0 ou (5-14)
Q
/u; &dl =0 (5-15)
r

devem ser satisfeitas, respectivamente.

5.1.3.1
Obtencao de C a partir do critério de ortogonalidade de deslocamentos
no dominio

A partir do critério de ortogonalidade expresso pela Equacao (5-14),

substituindo as Equacgoes (2-19) e (5-13), para quaisquer p?, e 5’m, chega-se

a
Q
Considerando
a=0Cq, = / wur dS) e (5-17)
Q
Co=0Cg, = / wp ul, dS) (5-18)
Q

na Equagao (5-16)), tem-se que
Ca =—(Cq) ' Cq (5-19)

em que Co = Cq, sao as constantes Cy,, obtidas a partir do critério
expresso na Equacgao (5-14). Sabendo que as tensdes correspondentes a
deslocamentos de corpo rigido o;; sao nulas e utilizando tensoes auxiliares

Oiim € 04y, Obtidas de a satisfazer as equagoes diferenciais

Ofimj = U, €m Qe (5-20)
0% = U em ) (5-21)

respectivamente, pode-se, através de integragoes por partes e aplicagoes do
teorema da divergéncia, reescrever as Equacoes (5-17) e (5-18)) em termos

das integrais no contorno [11]

Co.,. :/O';?;n njui dl’ e (5-22)
r


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210660-CA


PUC-RiIo - Certifica¢éo Digital N° 0210660-CA

Métodos hibridos simplificados dos elementos de contorno 66

Ch, = [ oty ar (5-23)
I

5.1.3.2
Obtencao de C a partir de critério do ortogonalidade de deslocamentos
no contorno

A partir do critério de ortogonalidade expresso pela Equagao (5-15),
de modo andlogo ao que foi apresentado para o critério de ortogonalidade
no dominio, chega-se a

Cr =—(Cr) " Cr (5-24)

em que Cr = Cr,  sao as constantes C, obtidas a partir do critério

expresso na Equagao (5-15) e

r=Cr, = /u:‘m ul, dl' e (5-25)
r

r=Cr = /ufr ug, dl’ (5-26)
r

Ainda nao foi estudado um critério de escolha entre as condicoes de
ortogonalidade no dominio e no contorno. No entanto, baseando-se em re-
sultados de exemplos numéricos, verificou-se que a condi¢ao de ortogonali-
dade no dominio e a condicao de ortogonalidade no contorno mostraram-se
as mais adequadas para problemas de elasticidade e potencial, respectiva-

mente.

5.1.4
Matriz de rigidez

Substituindo a expressao de p* da Equagao (5-6) na Equagao (4-22)),
chega-se a
KHST (d — db) =P — pb (5—27)

sendo
Kust = H (P, UV PY, (5-28)

a matriz de rigidez do MHSTEC.
Deseja-se, entdo, obter a inversa generalizada (Psy U*) (Y que realiza

a transformacao inversa

(P U") "V Py d’ = Py p’ (5-29)
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ou seja, que transforma deslocamentos admissiveis em for¢as equilibradas do
sistema interno. Entdo, a matriz (P, U*)(™Y pode ser obtida pela resolugio
do sistema restrito

Py, U* Py p* = Py, d*

(5-30)
PV p>k =0

para Py p*, chegando-se & inversa generalizada restrita ao seu préprio
espago [2]
(Py UM™Y =Py (Pw U" +Py)™"! (5-31)

sendo (P U* + Py) uma matriz nao-singular.

Desde que os elementos indeterminados de U* possam ser obtidos
com residuo nulo segundo o procedimento apresentado na Secao 5.1.2, a
Equacao (5-7) é vélida. Assim, considerando também as Equagoes (4-35) e

(3-67), pode-se reescrever a Equacao (5-28) como

Kust = H' (P U* + Py) ' Py, (5-32)

5.1.5
Propriedades de ortogonalidade e consisténcia das equacoes matriciais

As propriedades de ortogonalidade de H e p — p® estao apresentadas
nas Segoes3.5.11e[4.2.5.2. A consisténcia da Equagao (4-22)) esta apresentada
na Segao (4.2.5.4).

5.1.5.1
Propriedade de ortogonalidade de Ps;, U*

Desde que os elementos indeterminados de U* possam ser obtidos
com residuo nulo segundo o procedimento apresentado na Secao 5.1.2, pré-
multiplicando a Equagao (5-7) por Ps; e considerando a Equacao (3-57),
tem-se que

Pw UV =0 (5-33)

ou seja, a matriz Py, U* nao realiza transformagoes sobre forgas desequili-
bradas do sistema interno. Caso o residuo nao seja nulo, essa propriedade
tende a ser satisfeita como o aumento da discretizacao do contorno.

Considerando a Equagao (3-57), tem-se também que

U P& W =0 (5-34)
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5.1.5.2
Propriedades de ortogonalidade de Kygt

Considerando as Equagdes (3-57) e (3-66)), tem-se que

KHST W=0 e (5-35)
Khst W =0 (5-36)

ou seja, a matriz Kygt nao realiza transformacgoes sobre deslocamentos de

corpo rigido.

5.1.5.3
Consisténcia de Py, U* p* = Py, (d — dP)

Considerando a Equacao (3-57), tem-se que ambas as parcelas da

Equagao (5-6) sido ortogonais a W7 & esquerda.

5.1.5.4
Consisténcia de Kyst (d — dP) = (p — pP)

Considerando as Equagoes (5-36) e (4-47), tem-se que ambas as

parcelas da Equacao (5-27) sdo ortogonais a W7 & esquerda.

5.1.6
Avaliacao dos campos de deslocamentos e de tensoes no dominio

Os deslocamentos e tensoes no dominio nos métodos MHTEC e
MHSTEC podem ser calculados a partir das Equagoes (4-5) e (4-6), res-
pectivamente, em que p}, = p* pode ser obtido a partir da Equagao (4-21)
ou (4-22)) para o MHTEC e a partir da Equacao (4-22) ou (5-6). Tem-se,

entao, que

p*=FVH( - d" (5-37)
p'=H")"" (p-pP) (5-38)
p’ = (P U) " Py (d — d) (5-39)

sendo F(=V dada pela Equacio (4-40) e (P U*)(fl) dada pela Equacao
(5-31).

: -1) . . <
A inversa (HT)( ) ¢ a matriz que realiza a transformacio

H) Y (p—p°) =Py p* (5-40)
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ou seja, que transforma carregamento nodal equivalente em forcas equili-
bradas do sistema interno. Entao, considerando a Equacao (3-67), a matriz

(HT)(=Y pode se obtida pela resolucio do sistema restrito

HTPJ_ *:HT * _ b

Pvp* =0

para P{ p*, chegando-se & inversa generalizada restrita ao seu préprio
espaco [2]

H) Y = PL (HT + Py)~! (5-42)

sendo (H” + Pvy) uma matriz nao-singular.

Como a matriz inversa F(—Y j4 é obtida quando do célculo da matriz
de rigidez do MHTEC, utiliza-se a Equacao (5-37) para a obtencao de p*.
Analogamente, no MHSTEC utiliza-se a a Equagao (5-39).

Na Equagao (4-5), o produto C p* deve ser obtido pela Equacao (5-5).

Esse modo de avaliar deslocamentos e tensoes no dominio também
pode ser utilizado no MCCEC, sendo, entao, que tais campos nao sao
mais considerados satisfeitos exatamente em I', mas aproximadamente pelas
Equacoes (4-5) e (4-6). Nesse caso, as constantes C,, sao dadas pela
Equagao (3-32) e p* pela Equacao (5-38). Uma outra expressdo para p*

¢é apresentada na Secao 4.3.6

5.1.7
Obtencao dos valores indeterminados de F e U* a partir da relacao
HU*~F

Pré-multiplicando a Equacao (5-6) por H, considerando as Equagoes
(5-31)) e (3-66), tem-se que

HU*p*=H(d —d) (5-43)
Comparando com a Equagao (4-21), chega-se a expressao
HU =~ F (5-44)

através da qual, por minimos quadrados, pode-se obter os valores indeter-
minados das matrizes F e U*.
Para problemas de potencial, considerando a decomposi¢ao das ma-

trizes U* e F pelas Equagoes (5-8) e (4-24), pode-se reescrever a Equagao
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(5-44) como
an UEpm - FDnm = FCDnm - an Uéme = Aum (5‘45)

s . . . .
Para cada coluna m de A, j& que as matrizes Up, e Fp,, . sao diagonais,

tem-se que
U;gnM = 0t Unyas (5-46)
Fp, . = 0nnr Frin (5-47)
em que
1 —
5p = { sen =M N (5-48)
0 caso contrario

sendo que o indice » nao realiza soma implicita.
Entao, sabendo que H,,d,ns = H,n, pode-se reescrever a Equacao
(5-45)) como
Hunt Uypar — 9ot Frvine = A (5-49)

em que

Apn = FCDn,M - an Ué’D (5'50)

pM

Resolvendo por minimos quadrados para Uy, € Fuw, sabendo que

H, v 00 = Harnr, obtém-se o sistema de equagoes possivel e determinado

FMM _AMM

Assim, mesmo que V assuma valores muito pequenos ou nulos e os

_HMM 1

quocientes da Equagoes (4-28) e (5-12) se tornem indeterminados, pode-se
obter os elementos indeterminados de F e U* pela resolucao do sistema
de equagoes da Equagao (5-51). De modo andlogo, sistemas de equagdes
possiveis e determinados também podem ser obtidos para problemas de

elasticidade a partir da Equagao (5-44).

5.2
Método hibrido simplificado de deslocamentos dos elementos de con-
torno
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5.2.1
Equacoes matriciais que governam o problema

No método hibrido simplificado de deslocamentos dos elementos de

contorno (MSHDEC) [14]realizam-se as mesmas aproximagoes do MHDEC,
f

ou seja, aproximagoes de deslocamentos u; no dominio €2 e deslocamentos
u; e forcas de superficie ¢; no contorno I', como esquematizado na Figura
4.3.

Partindo da expressao do residuo ponderado dos deslocamentos no
contorno e considerando que a porcao do contorno I', serd identificada
apenas apés a formulacao matricial do problema, ou seja, I'y =T e t; = t;,

tem-se que
/ Sty (uf —u;)dl =0 (5-52)
r

Realizando as aproximagoes pelas Equagoes (3-12) e (3-13) no con-

torno e pela Equagao (4-5) no dominio, chega-se a

em que Gy, = G, R, = R e L, = L sao dadas pelas Equacoes
(3-17), (3-21) e (3-41)), respectivamente. Assim, para qualquer d0t;, chega-
se a Equagao (4-57) que, como ja apresentado para o MHDEC na Segao
4.3.1, pode ser reescrita como a Equacao (4-61) a partir do critério expresso
na Equacao (3-31).

Além das aproximagoes ilustradas na Figura 4.3, também supoe-se
que a Equagao (4-7), que expressa as forcas de superficie no dominio nos
métodos hibridos dos elementos de contorno, também é valida no contorno.

Assim, para cada grau de liberdade de forcas de superficie [, tem-se que
T ph, =t —t! ou T'p*=t—t° (5-54)

Nessa equacao, os elementos de 7};, = T* sao as forcas de superficie
tr . avaliadas nos graus de liberdade [. Como essas fungoes sao singulares
quando r = 0, os elementos de T* em que tais funcoes estao sendo avaliadas
no ponto de aplicacao de p* sao indeterminados. A obtencao desses valores
indeterminados é apresentada na préxima secao. Nota-se que a matriz T* é
retangular sempre que a técnica de adicao de graus de liberdade for utilizada
a fim de representar descontinuidades de fluxo normal e forcas de superficie
no contorno, para problemas de potencial e elasticidade, respectivamente.

Como na Equagao (4-61) apenas as forgas de superficie equilibradas

sao transformadas, pode-se também projeta-las na Equagao (5-54)), che-
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gando a

Py T*p* = P (t — tP) (5-55)

As Equagoes (5-55)), (4-61)) e (3-44) sao as expressoes matriciais que
governam o problema no MHSDEC, a partir das quais se deriva uma matriz
de rigidez na Sec¢ao 5.2.3.

Na Figural5.2), estao esquematizadas as relacoes de transformagoes pre-
sentes no MHSDEC entre os parametros Py, (d—dP), (p—pP), Pz (t — t°),
p" e d. Também encontram-se representadas as bases ortonormais dos

espagos ortogonais complementares de tais parametros.

carregamento
equivalente
em I’
b b
@-4) | Pp-p
1S
deslocamento 6 Z A% forca dfe
equivalente ’ espago superficie
em [’ complementar: em I’
b carregamento L b
d-d equivalente Pz (t-t7)
desequilibrado
w Z
espaco espago
g ar complementar:
complementar:
deslocamento for¢a dfi
de corpo superficie
rigido desequilibrada
_5\
~
1
<
~—
S MHSDEC
=%}
\
el
deslocamento
equivalente
em I’
d
Z forca em Q
espago
complementar: *
deslocamento P
equivalente de|
corpo rigido Y
espago
complementar:
forca
desequilibrada

Figura 5.2: Transformacgoes entre os parametros presentes no MHSDEC

Comparando as transformagcoes presentes no MHDEC, esquematiza-
das na Figura 4.4, nota-se que as equacoes que relacionam p* com d* e
P7 (t — t°) com d* foram substituidas pela Equacao (5-55), que relaciona
p* com Pz (t — t).
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5.2.2
Obtencao dos valores indeterminados de T* a partir de Y

Seja Y a base ortonormal das forgas desequilibradas do sistema
interno, cuja obtencao estd apresentada na Secgao 4.3.4. A partir do critério
de que a matriz T* nao deve transformar forcas desequilibradas do sistema
interno em forgas de superficie desequilibradas na Equagao (5-55), chega-se
a

T"Y =0 (5-56)

através da qual os elementos indeterminados de T* podem ser obtidos por
minimos quadrados.

Para problemas de potencial, a base Y é um vetor e cada linha de
T* possui um elemento indeterminado. Assim, em cada coluna de T* pode
haver um ou dois elementos indeterminados.

Considere que T* pode ser decomposta como

sendo que
. Ty, se l em referem ao mesmo né
Dy, = . (5-58)
" 0 caso contrario

¢ uma matriz formada pelos elementos indeterminados de T};,. Pode-se,

entdo, reescrever a Equacao (5-57) como
Tl*%m Y, = _TéDzm Y,, = A (5-59)

Para cada elemento  de A; e seu correspondente né M, sabendo que

Th, Yo =Tp, ., Y = Tin Yar (5-60)
obtém-se - v
* CD m m
oy = R (5-61)

sendo que os indices m e L nao realizam soma implicita. Assim, desde que
se conheca Y, os valores indeterminados de T* podem ser obtidos para
problemas de potencial pela Equacao (5-61).

Analogamente ao MHDEC, para valores nulos ou muito pequenos de Y
nao é possivel obter os valores de indeterminados de T* pela Equagcao (5-61)),

pois o quociente desta torna-se indeterminado, embora a Equacao (5-56)
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permaneca valida. Na Secao 5.2.6, é apresentada uma relagao alternativa
a essa, a partir da qual se espera que os elementos indeterminados de T*
possam ser obtidos mesmo que Y assuma valores muito pequenos ou nulos.

De modo anélogo, pode-se obter expressoes similares para problemas

de elasticidade, para as quais também sao verificadas essas indeterminagoes.

5.2.3
Matriz de rigidez

Isolando p* da Equacao (4-61), Pz (t — t°) na Equagio (5-55) e
substituindo na Equacao (3-44), chega-se a

Kpsp (d —d”) =p —p® (5-62)

onde
Kusp = LT Pz T (Pz GV PLL (5-63)

é a matriz de rigidez do MHDEC, para (P GT)V dada pela Equacio
(4-75).

Se os valores indeterminados de T* forem obtidos com residuo nulo
pela Equacao (5-56)) e considerando a Equagao (4-78), pode-se entao rees-

crever a Equacdo (5-63) como

Kusp = L7 P T* P2 [(GPL)V] PAL (5-64)

5.2.4
Propriedades de ortogonalidade e consisténcia das equacoes matriciais

As propriedades de ortogonalidade de G Py, LT P e p — pP estdo
apresentadas nas Se¢oes 3.5.2, 13.5.3 e3.5.4, respectivamente. A consisténcia

das Equagoes (4-61)) e (3-44) estao apresentadas nas Segoes [4.3.5.4 e [3.5.4.

5.2.4.1
Propriedade de ortogonalidade de T*

Desde que os elementos indeterminados de T* possam ser obtidos
com residuo nulo segundo o procedimento apresentado na Secao 5.2.2, a
Equacao (5-506) é valida, ou seja, a matriz T* nao realiza transformacoes
sobre for¢as desequilibradas do sistema interno. Caso o residuo nao seja nulo,
essa propriedade tende a ser satisfeita como o aumento da discretizagao do

contorno.
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5.2.4.2
Propriedades de ortogonalidade de Kysp

Considerando a Equagao (3-71), tem-se que

KHSD W=0 e (5-65)
Khisp W =0 (5-66)

ou seja, a matriz Kgsp nao realiza transformacoes sobre deslocamentos de

corpo rigido.

5.24.3
Consisténcia de Py T*p* = P (t — t°)

Considerando a Equacao (3-28)), tem-se que ambas as parcelas da

Equagao (5-55) sao ortogonais a ZT & esquerda.

5.2.4.4
Consisténcia de Kysp (d — d®) = (p — p?)

Considerando as Equagoes (5-66) e (3-74), tem-se que ambas as

parcelas da Equacao (5-62) sdo ortogonais a W7 & esquerda.

5.2.5
Avaliacao dos campos de deslocamentos e de tensoes no dominio

Como ja foi apresentado para o MHDEC, na Secao 4.3.6, os desloca-
mentos e tensoes no dominio podem ser calculados a partir das Equagoes
(4-86)) e (4-6), respectivamente, em que pf, = p* pode ser obtido pela
Equacao (4-88).

5.2.6
Obtencao dos valores indeterminados de F e T* a partir da relacao
GP;T*~F

Isolando P (t —tP) na Equacao (4-58) e comparando com a Equagao

(5-55)), chega-se & expressao

T ~ (GPL) F (5-67)
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ou seja,

GP;T*~F (5-68)

através da qual, por minimos quadrados, pode-se obter os valores indeter-
minados das matrizes F e T*.

Para problemas de potencial, considerando a decomposicao das matri-
zes F e T* pelas Equagoes (5-57) e (4-24) e chamando G Py = G , pode-se

reescrever a Equagao (5-68) como
GuTh, — Fpo = Fope, — GuTép, = Aum (5-69)

Para cada coluna m de Ay, jd que as matrizes Tp, e Fp,,, sdo diagonais,

tem-se que

T, = 510 T (5-70)
FDnM = 5nM FMM (5_71)

em que 0,y é dado pela Equagao (5-48) e

(5-72)

5 1 sel e @ referem-se ao mesmo grau de liberdade
Q = L.
9 0 caso contrario

sendo que o indice @ refere-se aos elementos indeterminados de 7 e

juntamente com wm, nao realiza soma implicita.

Entao, sabendo que énl g = énQ, pode-se reescrever a Equacao
(5-69) como
em que
AnM = FCDnM — Gnl TEDZM (5-74)

Resolvendo por minimos quadrados para 1§, e Fyu, sabendo que

Ghng Onm = G, obtém-se os sistemas de equacoes possiveis e determinados

FMM _AMM

7, que possuem somente um elemento indeterminado

énQ énQ —éMQ
—Guo 1

para as colunas m de 7}
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de indice correspondente @ e

G Gnor Gngi G, —Grg, T, 0 Groy Annt
G GnQx Gnga Gnas —Guay THm | = | Gngs Anm
—Gug, —Guq, 1 Fr — Ay
(5-76)

para as colunas m de T}, que possuem dois elementos indeterminados de
indices correspondentes @, e Q., 0s quais nao realizam soma implicita.
Assim, mesmo que Y assuma valores muito pequenos ou nulos e os
quocientes da Equagoes (4-63) e (5-61) se tornem indeterminados, espera-
se que os elementos indeterminados de F e T* possam ser obtidos pela
resolucao dos sistemas de equagoes nas Equacoes (5-75) e (5-76). No
entanto, como estd apresentado no Capitulo 6, essa relacao nao é verificada

numericamente.

5.3
Método hibrido de malha reduzida dos elementos de contorno

5.3.1
Equacoes matriciais que governam o problema

O método hibrido de malha reduzida dos elementos de contorno
(MHMREC) [14} [15] supde que as Equagoes (4-5) e (4-7), que expressam
os deslocamentos e as forcas de superficie no dominio nos métodos hibridos
dos elementos de contorno, também sao validas no contorno. Entao, como
apresentado nas Segoes 5.1.1 e 5.2.1), chega-se as Equagoes (5-6) e (5-55)).

Essas equagoes, juntamente com a Equacao (3-44), sao as expressoes
matriciais que governam o problema no MHMREC, a partir das quais se
deriva uma matriz de rigidez na Secao 5.3.3

Na Figura 5.3, estao esquematizadas as relagoes de transformacoes
presentes no MHMREC entre os parametros Py, (d — dP), (p — pP),
P (t —tP) e p*. Também encontram-se representadas as bases ortonormais

dos espacos ortogonais complementares de tais parametros.
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carregamento
equivalente
em [’
b b
@-d) P-P P p
_wt “Lip,
deslocamento é" - w 2(5 forca d.e
equivalente Q ’ espago & superficie
em I’ complementar: em I
carregamento L b
Pw (d - db) equivalente Pz (t -t )
desequilibrado
W Z
espaco espago
. complementar:
complementar:
deslocamento forca d?
de corpo superficie
rigido desequilibrada

MHMREC

forca em

espago
complementar:
forca
desequilibrada

Figura 5.3: Transformacoes entre os parametros presentes no MHMREC

Comparando as transformacoes presentes no MHSDEC, esquematiza-
das na Figura 5.2, nota-se que as equagoes que relacionam (d — dP) com d

e p* com d foram substituidas pela Equacio (5-6), que relaciona p* com d.

5.3.2
Obtencao dos valores indeterminados de U* e T* a partirde Ve Y

Os valores indeterminados de U* e T* podem ser obtidos a partir
do critério de que, como ja apresentado nas Segoes 5.1.2 e 5.2.2, a ma-
triz (U* + W C) nao deve transformar forgas desequilibradas do sistema
interno em deslocamentos na Equagao (5-4) e a matriz T* ndo deve trans-
formar forcas desequilibradas do sistema interno em forgas de superficie

desequilibradas na Equagao (5-54). Assim, pode-se utilizar as Equagoes

(U'+WC) V=0 ¢ T"V=0 ou (5-77)
(U"+WC)Y=0 ¢ T°Y =0 (5-78)

Para problemas de potencial, em que as bases V e Y sao vetores e

cada linha de U* e T* possuem um elemento indeterminado, chega-se a
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expressoes analogas as apresentadas nas Segoes 5.1.2 e [5.2.2/ que tornam-se
um quociente indeterminado para valores muito pequenos ou nulos de V ou
Y.

Nas Secoes 5.3.6/e¢5.3.7 sao apresentadas relagoes alternativas a essas,
a partir das quais se espera que os elementos indeterminados de U* e T*
possam ser obtidos mesmo que V e Y assumam valores muito pequenos ou

nulos.

5.3.3
Matriz de rigidez

Substituindo as expressoes de Pz (t — t°) da Equagao (5-55) e de p*
da Equacao (5-6) na Equagao (3-44)), chega-se a

Kumr (d —d®) =p — p° (5-79)

sendo
Kumr = L7 Pi: T* (P, UH TV PE, (5-80)

a matriz de rigidez do MHMREC.
A inversa generalizada (Ps, U*)(™Y, de modo andlogo ao apresentado
na Secao H.1.4' e a depender do critério escolhido na secao anterior, é dada

por

(P UHEY =Py (P U+ Py)! ou (5-81)
(P UH)D = Py (P, U + Py) ! (5-82)

sendo (P, U* + Py) e (Psy U* 4+ Py) matrizes nao-singulares.

Desde que os elementos indeterminados de U* e T* possam ser obtidos
com residuo nulo segundo os procedimentos apresentados na se¢ao anterior,
as Equagoes (5-77) ou (5-78) sao validas. Assim, considerando também as

Equacoes (4-35) e (3-33), pode-se reescrever a Equacao (5-80) como

Kumr = L' Pz T* (P U* + Py) ' Py, ou (5-83)
Kumgr = L' Pz T* (Py, U* + Py) ' Py (5-84)

5.3.4
Propriedades de ortogonalidade e consisténcia das equacoes matriciais

As propriedades de ortogonalidade de Py, U*, T*, LT P e p — pP

estao apresentadas nas Secoes 5.1.5.1), 5.2.4.1, 3.5.3/ e 3.5.4. A consisténcia
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das Equacoes (5-6)), (5-55) estao apresentadas nas Secoes [5.1.5.3 e 5.2.4.3.

5.3.4.1
Propriedades de ortogonalidade de Kyyr

Considerando as Equagoes (3-71)) e (3-57), tem-se que

KHMRW =0 e (5-85)
Kivpr W =0 (5-86)

ou seja, a matriz Kgngr nao realiza transformacoes sobre deslocamentos de

corpo rigido.

5.3.4.2
Consisténcia de Kgvr (d — db) =(p— p®)

Considerando as Equacgoes (5-86) e (3-74), tem-se que ambas as

parcelas da Equacao (5-79) sdo ortogonais a W7 & esquerda.

5.3.5
Avaliacao dos campos de deslocamentos e de tensoes no dominio

Os deslocamentos e tensoes no dominio podem ser calculados a partir
das Equagoes (4-5)) e (4-6), respectivamente, em que p;, = p* é dado por
Equacao (4-88). Na Equagao (4-5)), o produto C p* deve ser obtido a partir
da Equagao (5-5).

5.3.6
Obtencao dos valores indeterminados de U* a partir da relacao
P;LU* ~ GT

Pré-multiplicando a Equagao (5-6) por Pz L e considerando as
Equacoes (3-71) e (3-57), chega-se a
P;LU*p*=PzL(d—d") (5-87)

Comparando a equagdo acima com a Equacao (4-61), chega-se a
expressao

P,LU" ~P;G” (5-88)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210660-CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0210660-CA

Métodos hibridos simplificados dos elementos de contorno 81

através da qual, por minimos quadrados, pode-se obter os valores indeter-
minados da matriz U*.

Para problemas de potencial, considerando a decomposicao da matriz
U* pela Equacio (5-8) e chamando Pz L = L e GPy = G, pode-se

reescrever a Equagao (5-88) como
Ly Up =G — LiyUsp, = Am (5-89)

Para cada coluna m de A,,,, considerando a Equagao (5-46) e sabendo que

le OpM = El M, pode-se reescrever a equacao acima como
Ly Uy = A (5-90)
em que
Ang = Gan — Ly U, (5-91)

sendo que o indice M nao realiza soma implicita. Resolvendo por minimos

quadrados, chega-se a expressao

Line Gant — Liar Ly Uép,

_ (5-92)
LineLing

* —_—
UMM -

Assim, mesmo que V e Y assumissem valores muito pequenos ou
nulos, espera-se que os elementos indeterminados de U* possam ser obtidos
pela Equagao (5-92)). No entanto, como esta apresentado no Capitulo 6, essa

relacao nao é verificada numericamente.

5.3.7
Obtencao dos valores indeterminados de T* a partir da relacao
PLLT T ~ HT

Pré-multiplicando a Equacdo (5-54) por LT Pz e considerando a

Equagao (3-44), chega-se a
P;LU*p*=PzL(d—d") (5-93)

Comparando a equagao acima com a Equagao (4-22), chega-se a
expressao
L"P, T~ H” (5-94)

através da qual, por minimos quadrados, pode-se obter os valores indeter-

minados da matriz T*.
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Para problemas de potencial, considerando a decomposicao da matriz
T* pela Equacao (5-57) e chamando Pz L = L , pode-se reescrever a

Equacao (5-94) como
LTy, = Huym — Lin Tép, . = Aun (5-95)

Para cada coluna m de A,,,, considerando a Equagao (5-70) e sabendo que

Zln dig = ZQn, pode-se reescrever a equacao acima como
Lo, T(EM =A.u (5-96)

em que
Anrr = —Lin Tip,,, (5-97)

sendo que o indice @ refere-se aos elementos indeterminados de 7 e
juntamente com M, nao realiza soma implicita.

Entao, resolvendo a Equacao (5-96) por minimos quadrados para as
colunas m de T}, que possuem somente um elemento indeterminado de

indice correspondente @, chega-se a expressao

Ty = — (5-98)

e resolvendo, por minimos quadrados, para as colunas m de T}, que possuem
dois elementos indeterminados de indices correspondentes @, e Q., 0s quais

nao realizam soma implicita, chega-se ao sistema de equacoes possivel e

T Lo A,
T Laun Annt

Assim, mesmo que V e Y assumam valores nulos, espera-se que os

determinado

Lgin Loin  Lgin Loon

Lan LQQ” Lan Lan

elementos indeterminados de T* possam ser obtidos pelas Equagoes (5-98)
e (5-99). No entanto, como estd apresentado no Capitulo 6, essa relagao nao

¢é verificada numericamente.

5.3.8
Aplicacao do MHMREC

Para problemas de elastostatica e de potencial em regime permanente,

nao ha vantagens no uso desse método quando comparado com os demais


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210660-CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0210660-CA

Métodos hibridos simplificados dos elementos de contorno 83

apresentados, ja que envolve a integracao das matrizes H, G e L, além da
obtencgao de U* e T*.
No entanto, considere um problema de elastodinamica, governado pela

equacao diferencial

u
+b,=0 em Q (5-100)

sendo p a massa especifica do corpo e t o tempo. Considerando uma analise

no dominio da freqiiéncia, as funcoes u;,, da solugao fundamental para esse

tipo de problema pode ser expressa como

* _ * *

U, = Ug, +u, — em () (5-101)
.~ . " X

em que up  sao as fungoes singulares referentes ao problema estdtico e ],

sao funcoes polinomiais dependentes da freqiiéncia w.

Assim, as matrizes H e T* podem decompostas como

H=H, + Hy (5-102)
T" =Ty + T, (5-103)

Considere, entao, a resolucao desse problema pelo MHMREC. A

matriz de rigidez expressa na Equacao (5-80) pode ser reescrita como
Kiur = LT Py (Tj + Tf,) (Py, UY) T Py (5-104)

Apesar da relacao expressa na Equagao (5-94) se verificar numeri-
camente para T¢,, mostra-se invalida para T§. Assim, substituindo essa

relagdo para Ty na Equagao (5-104), chega-se a
Kumr = (Ho" + L' Py T(,) (Pyw U*)(_l) Psy (5-105)

Desse modo, para a anélise de um problema no dominio da freqiiéncia,
a utilizacdo da Equagao (5-105) em substitui¢ao a Equagao (5-104) elimina
a necessidade do calculo da matriz HZ, para cada w. Em substituicio, ji
que a matriz LT P ndo é dependente da freqiiéncia e portanto pode ser
calculada apenas uma vez, deve-se obter apenas a matriz T{,, a qual nao
envolve integracao nem singularidades e é obtida diretamente pela avaliagao

das fungoes t7, .
> il
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