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4
Métodos hibridos dos elementos de contorno

Neste capitulo, estao apresentados o método hibrido de tensoes dos
elementos de contorno(MHTEC) [4] e o método hibrido de deslocamentos
dos elementos de contorno(MHDEC) [6].

4.1
Aproximacoes no contorno e no dominio

Do mesmo modo que no MCCEC, nos métodos hibridos dos elementos
de contorno os deslocamentos e as forcas de superficie sao aproximados no
contorno I' pelas Equagoes (3-12)) e (3-13), respectivamente [12].

No dominio €2, a equacao diferencial que governa o problema, expressa
na Equagao (2-6), é aproximada por

fo_ b
Tjij = Ojij + Tjij

em () (4-1)

Assim, os deslocamentos, as tensoes e as forcas de superficie sao aproxima-

dos, respectivamente, por

wl = w44’ em Q (4-2)
alfj = o+ Ufj em (4-3)
th=t'+t® em T (4-4)

em que uf, o; e 7 constituem uma solugao particular qualquer da Equagao

(3-4) e uj, o}; e t7 sdo a solugao fundamental e as tensoes e forcas de su-
perficie correspondentes, dados pelas Equagoes (2-19) a (2-21), respectiva-

mente [12]. Tem-se, entao, que

szj = U;kjm P T U?j (4-6)
t] =t} + 1) (4-7)
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4.2
Método hibrido de tensoes dos elementos de contorno

4.2.1
Equacoes matriciais que governam o problema

No método hibrido de tensoes dos elementos de contorno (MHTEC)
f
ij
I', como esquematizado na Figura 4.1.

[4] aproximam-se tensoes ¢;; no dominio €2 e deslocamentos u; no contorno

¥ T I

Figura 4.1: Aproximagoes do método hibrido de tensoes dos elementos de

contorno

Sua formulacao origina-se da variacao do potencial de Hellinger-

Reissner

_HHR(UZ?;,ui) :/QUg(af;)dQ—l—/Q(afm+bz~)u,~dQ—/Ft{uidf

I's

em que U ¢ a energia de deformacio complementar. Esse potencial, funcao
dos campos de tensoes no dominio e deslocamentos no contorno, pode ser de-
rivado a partir da expressao da energia potencial total estacionaria generali-
zada através de integracao por partes e aplicacao do teorema da divergéncia,

satisfazendo previamente as Equacgoes (2-5) e (2-9) e considerando
UOC(O'ZJ;) = O-zfj €ij — UO(eij) em € (4—9)

sendo Up(e;;) a energia de deformacao.
Variando a Equagao (4-8) e considerando que a por¢ao do contorno I,

serd identificada apenas apds a formulacao matricial do problema, ou seja,
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=T et; =t;, tem-se que

_5HHR(g£,ui) —/5Uoc(ofj)dQ /5aﬂjude+
0

/( ]”+b)6uidQ—/5tzfu,»dF—/t{éuidF—i—/tiéuidP (4-10)
Q r r r

Sabendo que
SUS (of) = dolel, = solul (4-11)

v Z]

e realizando as aproximagoes pelas Equagoes (3-12) e (3-13) no contorno e
pelas Equagoes (4-5) a (4-7) no dominio, através de integracao por partes e
aplicagao do teorema da divergéncia, chega-se a expressao para o primeiro

termo integral da Equacao (4-10)

/ 5U0 ( )dQ - 6pm |:</ m uzn dl’ — / jzm] uzn dQ) +
r Q
(/ t Ui dF—/ ﬂm]um dQ) dfﬂ—
T Q
& ( / tr dl — / ﬂm]dQ)} (4-12)
T Q

Considerando as Equagoes (2-27) e (2-28)), chega-se entao a
[0S @) d2 = 605 (Fp b, + o ) (+-13)
Q

sendo
F=F,,= / o U dD +uy (4-14)
r

e H,,, dada pela Equagao (3-16)).

Para os demais termos da Equagao (4-10), obtém-se
/ S0l u; dQ — / 6tf u; dU = —6p%, Hyp (4-15)
r
/( ol i+ b;) du; dQ — /tféuzdF—(Sd (—Hypm p — 1°,) (4-16)
Q

r

sendo

’1\’1\

DPm tiuim dl' e (4-18)

(=

t2 gy, dT (4-19)

=
I

m
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carregamentos nodais equivalentes.

Assim, reescrevendo a Equagao (4-10)), chega-se a
_5HHR = 5p;<n [an p: - Hmn (dn _dzb)] +5dm [_Hnm p:; + (pm _plr)n)] (4_20)

da qual, aplicando-se o principio da estacionariedade do potencial, para

quaisquer 0p;, e dd,,, obtém-se

Fp*=H(d - d" (4-21)
H'p*=p-p® (4-22)

As Equagoes (4-21) e (4-22) sao as expressoes matriciais que governam
o problema no MHTEC, a partir das quais se deriva uma matriz de rigidez
na Secao 4.2.3.

A matriz F, simétrica por construcao, realiza uma transformacao de
flexibilidade sobre forcas equilibradas p* do sistema interno. Como ambas
as fungoes ¢} e uf, sdo singulares para r = 0, dado pela Equagao (2-31),
os elementos de F em que tais fungoes estao sendo avaliadas no ponto de
aplicacdo de p* sao indeterminados pela Equacao (4-14). A obtencao desses
valores é apresentada na proxima secao.

Na Figura 4.2, estao esquematizadas as relagoes de transformacgoes
presentes no MHTEC entre os parametros (d — dP), d*, p* e (p — p®).
Também encontram-se representadas as bases ortonormais dos espagos

ortogonais complementares de tais parametros.
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carregamento
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em I

b
pP-p
W
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complementar:
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deslocamento
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em [’
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Figura 4.2: Transformacgoes entre os parametros presentes no MHTEC

Nota-se que a Equagao (4-21) expressa uma relagao de compatibilidade
de deslocamentos, em que as matrizes H e F transformam valores em deslo-
camentos equivalentes d* de um sistema interno. A Equagao (4-22) expressa
uma relacao de equilibrio de forcas, em que a matriz H transforma forcas

equilibradas p* do sistema interno em carregamento nodal equivalente.

4.2.2
Obtencao dos valores indeterminados de F a partir de V

Seja V a base ortonormal das forcas desequilibradas p* do sistema
interno, j& apresentada na Secao 3.5.1. Considerando a Equacao (3-67) e a
simetria de F, para que a Equagao (4-21) seja consistente a esquerda tem-se
que

FV=F'V=0 (4-23)

ou seja, forcas desequilibradas do sistema interno nao devem ser transforma-

das em deslocamentos equivalentes do sistema interno. Assim, os elementos
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indeterminados de F podem ser obtidos pela resolugao da Equagao (4-23)
por minimos quadrados.

Para problemas de potencial, a base V é um vetor e os valores
indeterminados de F ocorrem em sua diagonal principal. Considerando,

entao, que F pode ser decomposta como

F = FD + FCD ou an = FDmn + FCDmn (4—24)
sendo que
F,, sem=mn
Fp,, = . (4-25)
0 caso contrario

é uma matriz diagonal formada pelos elementos indeterminados de F},,,

pode-se, entao, reescrever a Equacao (4-23) como
Fp,  V,=—Fcp, V,=A, (4-26)

Para cada elemento m de A,,, sabendo que

FDMn VTL = FDMM VM = FMM VM (4—27)
jad que Fp, . é uma matriz diagonal, obtém-se
F |78
Vi

sendo que o indice M nao realiza soma implicita. Assim, desde que se conhega
V., os valores indeterminados de F para problemas de potencial podem ser
obtidos pela Equagao (4-28) .

No entanto, V), pode adquirir valores muito pequenos ou nulos nos
graus de liberdade m posicionados em concavidades e em contornos internos
de dominios multiplamente conexos. Nesses casos, verifica-se que tanto
Ay como V) sao muito pequenos ou nulos e portanto, o quociente da
Equacao (4-28) torna-se indeterminado, impossibilitando entao a obtengao
dos elementos F)yys por essa expressao, apesar da Equagao (4-23) continuar
valida. Esta indeterminacao também pode ocorrer em alguns problemas
envolvendo material com gradagao funcional, em que Vj; troca de sinal
ao longo do contorno e portanto, também pode apresentar valores muito
pequenos ou nulos.

De modo analogo ao apresentado, pode-se obter expressoes similares
a Equacao (4-28) para problemas de elasticidade, para as quais também sao

verificadas essas indeterminagoes.
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Na Secao 5.1.7, é apresentada uma relacao alternativa a Equagao
(4-23)), a partir da qual os elementos indeterminado de F podem ser obtidos

mesmo quando existem valores muito pequenos ou nulos em V.

4.2.3
Matriz de rigidez

Substituindo a expressao de p* da Equacao (4-21) na Equacao (4-22),
chega-se a
Kgr (d —dP) =p — p° (4-29)

sendo

Kyr = H'FCVH (4-30)

a matriz de rigidez do MHTEC, simétrica por construcdo. A matriz F(=1 é
obtida a seguir.
Considere V. = V,,, uma base ortonormal do espaco das forcas

desequilibradas do sistema interno, tal que
Vv =1 (4-31)

Pode-se, portanto, definir um projetor ortogonal idempotente tinico para o

espago das forgas desequilibradas do sistema auxiliar

Py =VV’ (4-32)

de propriedades conhecidas
Pyv Py =Py (4-33)
PyV=YV (4-34)

Supondo o espago das forgas equilibradas ortogonal e complementar ao

espaco das forcas desequilibradas, tem-se que
Py=1-Py=1-VV7’ (4-35)

sendo Py o projetor ortogonal do espaco das forgas equilibradas do sistema

interno, de propriedades conhecidas

Py Py = Py (4-36)
PyV=0 (4-37)
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Deseja-se, entdo, obter a inversa generalizada F(-Y que realiza a

transformacao inversa
FVd* = Py p* (4-38)

ou seja, que transforma deslocamentos equivalentes em forgas equilibradas

(-1

no sistema interno. Entdo, a matriz F(-Y pode ser obtida pela resolucio do

sistema restrito

(4-39)

FPLp' =d
Pyp =0

para Py p*, chegando-se & inversa generalizada restrita ao seu préprio
espaco

FU = PL (FPy + Py) ! (4-40)

ou inversa de Bott-Duffin [2], sendo (F Py + Py) uma matriz simétrica
positiva definida.

Desde que os elementos indeterminados de F possam ser obtidos
segundo os procedimentos apresentados na Secao 4.2.2, a Equacao (4-23)
é valida. Assim, considerando também as Equacoes (4-35) e (3-67), pode-se

reescrever a Equagao (4-30) como

Kuyr = HY (F+Py) 'H (4-41)

4.2.4
Obtencao da base de forcas desequilibradas do sistema interno V

Como ja apresentado na Secao 3.5.1, a base do espago das forcas V
do sistema interno pode ser obtida a partir da Equagao (3-67), ou seja, pela
obtencao do espaco nulo de H”.

Supondo que os parametros p e pP representam as mesmas grandezas

fisicas que p*, tem-se que

posto(V) = posto(W) (4-42)

sendo V uma base qualquer, nao necessariamente normalizada do espaco
das forcas desequilibradas do sistema interno. Assim, supondo também que
as bases ortonormais V e W pertencem a espacos nao-ortogonais, pode-se
obter W pela projecao V no espaco dos deslocamentos de corpo rigido, ou
seja,

PwV =W (4-43)

Entao, considerando também a Equacao (3-67), a base \Y pode ser obtida
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pela resolugao do sistema de equacgoes
H' +Pw)V =W (4-44)

sendo (H” + Pyw) uma matriz nao-singular. A base V pode entdo também

ser obtida pela normalizacao de V.

4.2.5
Propriedades de ortogonalidade e consisténcia das equacoes matriciais

As propriedades de ortogonalidade de H estao apresentadas na Secao
3.5.1, nas Equacoes (3-66)) e (3-67).

4.2.5.1
Propriedade de ortogonalidade de F

Desde que os elementos indeterminados de F possam ser obtidos
com residuo nulo segundo o procedimento apresentado na Segao 4.2.2 a
propriedade de ortogonalidade expressa na Equagao (4-23)) é valida, ou seja,
a matriz simétrica F nao realiza transformagoes sobre forcas desequilibradas
do sistema interno. Caso o residuo nao seja nulo, essa propriedade tende a

ser satisfeita como o aumento da discretizagao do contorno.

4.2.5.2
Propriedades de ortogonalidade de Kyt e p — pP

Considerando a Equagao (3-66) na Equacao (4-30), tem-se que

KHT W=0 e¢ (4—45)
KLirW=0 (4-46)

ou seja, a matriz Kgr nao realiza transformacoes sobre deslocamentos de
corpo rigido.

Supondo que os carregamentos nodais equivalentes p e pP sao obtidos
pelas Equagoes (4-18) e (4-19) a partir de forgas de superficie autoequili-
bradas, tem-se que

(p—p")TW =0 (4-47)
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4.2.53
Consisténcia de Fp* = H (d — d)

Considerando a propriedade de ortogonalidade de F apresentada na
Secao 4.2.5.1 e a Equagao (3-67), tem-se que ambas as parcelas da Equagao
(4-21)) sao ortogonais a VT & esquerda se o residuo da Equagao (4-23) for

nulo.

4254
Consisténcia de H  p* = p — p®

Considerando as Equagoes (2-17) e (4-47), tem-se que ambas as

parcelas da Equacao (4-22) sdo ortogonais a W7 & esquerda.

4.2.5.5
Consisténcia de Kyt (d — dP) = (p — pP)

Considerando as Equagoes (4-45) a (4-47), tem-se que ambas as

parcelas da Equacao (4-29) sdo ortogonais a W7 & esquerda.

4.2.6
Avaliacao dos campos de deslocamentos e de tensdoes no dominio

A obtengao de deslocamentos e tensdes no dominio no MHTEC é feita

de modo analogo ao MHSTEC e esta apresentada na Secao 5.1.6.

4.3
Método hibrido de deslocamentos dos elementos de contorno

4.3.1
Equacoes matriciais que governam o problema

No método hibrido de deslocamentos dos elementos de contorno
f

(MHDEC) [6], aproximam-se deslocamentos u; no dominio 2 e desloca-
mentos u; e forcas de superficie ¢; no contorno I', como esquematizado na

Figura 4.3l
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uﬂl
o
U

Figura 4.3: Aproximagoes do método hibrido de deslocamentos dos elemen-

tos de contorno

Sua formulagao origina-se da variagao do potencial

HHD(u{,ui,ti):/Uo(e{j)da—/biu{dﬂ—/ tiu; dT —

Q Q o
/ ti (ul —w;)dl (4-48)
r

em que Uy é a energia de deformacao.
Variando a Equagao (4-48)) e considerando que a por¢ao do contorno
I', sera identificada apenas apods a formulagao matricial do problema, ou

seja, I'y =T e t; = t;, tem-se que

Q Q r

- / t; oul dU (4-49)
r

Sabendo que
(5U0(elfj) = szjéelfj = Ufjéulf’j (4-50)

e realizando as aproximagoes pelas Equagoes (3-12) e (3-13) no contorno e
pelas Equagoes (4-5) a (4-7) no dominio, através de integracao por partes e

aplicacao do teorema da divergéncia, chega-se a
/ U (el;) 2 — / b du] dQ =
Q Q

vt [( R dﬂ) Pt
N Q
(/ ti (ul, +ul. Crp) dF) tf +cf (/ tr dl' — / O’;n7de):| (4-51)
T r Q

Do mesmo modo que no MCCEC, a Equagao (3-10) também néo é valida

e nao pode ser desprezada pois, devido a aproximacao do campo de forgas
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de superficie, existem forcas desequilibradas que realizam trabalho sobre
deslocamentos de corpo rigido.

Considerando as Equagoes (2-27) e (2-28)), chega-se a
/ U (el;) d2 — / by 6ul dQ = 6p7, [Fom pE + (Gt 4 Conr Rut) 1] (4-52)
Q Q
sendo F,,, =F, G,y = G e R, = R dadas pelas Equacoes (4-14)), (3-17) e

(3-21)), respectivamente.

Para as demais parcelas da Equagao (4-49), obtém-se

/ 6t (uf — ) dT = 681 [(Gom + Rox Coo) g — L (s — )]
T

(4-53)
/ti (5u{ dl' = 5]9:1 (Gml —+ Cmr er) tl (4—54)
r
sendo L, = L dada pela Equagao (3-41).
Assim, reescrevendo a Equagao (4-49), chega-se a
5HHD - 5p:n [an p:(L - (Gml + Cmr er) (tl - t?)] +
5t1 [(Gim + Rir Crn) Dl — Lign (dyy — d5,)] (4-55)

da qual, aplicando-se o principio da estacionariedade do potencial, para

quaisquer 0p;, e 0t;, obtém-se

Fp*=(G+C'R")(t —t") (4-56)
(GT +RC)p* =L(d —d) (4-57)

A Equagao (4-56)) expressa uma relagao de compatibilidade de deslo-
camentos, em que as matrizes F e (G+C7T RT) transformam valores em des-
locamentos equivalentes d* do sistema interno. A Equagao (4-57) também
expressa uma relagao de compatibilidade de deslocamentos, em que as ma-
trizes (GT + R C) e L transformam valores em deslocamentos equivalentes
d do sistema auxiliar.

De modo andlogo ao apresentado na Secao 3.2 para o MCCEC, a
partir do critério dado pela Equacao (3-31) obtém-se a Equagao (3-32) para
as constantes C, a partir da qual pode-se reescrever as Equagoes (4-56) e
(4-57) como

Fp* =GPy (t —t°) (4-58)
P,G'p*=L(d—d") (4-59)
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Considerando que apenas forgas de superficie desequilibradas sao trans-
formadas nas equacoes acima, aplicando o principio da contragradiéncia na

Equacao (3-44), chega-se a

d=PzL(d-d" (4-60)
Assim, pode-se pré-multiplicar a Equagao (4-59) por Pz, chegando a
P; G p* =Pz L(d—d" (4-61)

As Equagoes (4-58), (4-61) e (3-44) sao as expressoes matriciais que
governam o problema no MHDEC, a partir das quais se deriva uma matriz
de rigidez na Secgao 4.3.3.

Na Figura 4.4, estao esquematizadas as relagoes de transformacoes
presentes no MHDEC entre os parametros (d — dP), d*, p* e (p — p®).
Também encontram-se representadas as bases ortonormais dos espagos

ortogonais complementares de tais parametros.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0210660-CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 0210660-CA

Métodos hibridos dos elementos de contorno 54
carregamento
equivalente
em I’
b _ b
Kd _d) pP-pP D- p’
XLX\D =7 Tp
~
deslocamento é’ Z w ‘e for¢a de
equivalente ‘ €spaco & superficie
em I’ < complementar: em I
carregamento "
d-d° equivalente Pz (t- tb)
desequilibrado
\'4 Z
espago
espago
. complementar:
complementar: h 1
deslocamento or¢a de
de corpo superficie
rigido desequilibrada
g =
1
I
e Nad
~ AN
= MHDEC &
o O
\ I
R X
deslocamento deslocamento
equivalente equivalente
em I’ em
d d*

i/ Y
espago espago
complcmcntar: Q* Complcnlcntar;
deslocamento * ¢€ deslocamento
equivalente de| & equivalente de|
corpo rigido corpo rigido

espago
complementar:
forca
desequilibrada

Figura 4.4: Transformacoes entre os parametros presentes no MHDEC

4.3.2

Obtencao dos valores indeterminados de F a partir de Y

Seja Y a base ortonormal das forgas desequilibradas do sistema
interno, ja apresentada na Secao 3.5.2. De modo andlogo ao apresentado
na Secao 4.2.2, considerando a Equagao (3-69) e a simetria de F, para que

a Equagao (4-58)) seja consistente tem-se que

FY=F'Y=0 (4-62)
ou seja, forgas desequilibradas nao devem ser transformadas em desloca-
mentos equivalentes no sistema interno.

Assim, os elementos indeterminados de F podem ser obtidos pela
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resolugao da Equagao (4-62) por minimos quadrados, chegando a

F Y,
Fypy = -2 (4-63)
M

para problemas de potencial, sendo que o indice m nao realiza soma
implicita.

Analogamente ao MHTEC, para valores nulos ou muito pequenos de Y
nao é possivel obter os valores de indeterminados de F pela Equagao (4-62).
Na Secao 5.2.6, é apresentada uma relagao alternativa a essa, a partir da
qual se espera que os elementos indeterminados de F possam ser obtidos

mesmo que Y assumam valores muito pequenos ou nulos.

4.3.3
Matriz de rigidez

Isolando Py (t —tP) da Equacdo (4-58), p* da Equagao (4-61) e
substituindo na Equacao (3-44), chega-se a
Kup (d —d”) =p —p® (4-64)
sendo
Kup = L7 PL (GP3) " VF (P GV P L (4-65)

a matriz de rigidez do MHDEC, em que (G Pz)™Y ¢ obtida pela resolucao

do sistema restrito da Equacao (3-48), que resulta na inversa dada pela

Equagdo (3-49) para o caso em que G Pz é uma matriz quadrada.
Considere, entao, que Y = Y,,, é uma base ortonormal do espaco das

forcas desequilibradas do sistema auxiliar, tal que
Y'Y =1 (4-66)

Pode-se, portanto, definir um projetor ortogonal idempotente inico para o

espago das forgas desequilibradas do sistema interno
Py=YY" (4-67)
de propriedades conhecidas

Py Py =Py (4-68)
PyY=Y (4-69)
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Supondo o espago das forcas equilibradas ortogonal e complementar ao

espaco das forcas desequilibradas, tem-se que
Py=1-Py=1-YY" (4-70)

sendo P3 o projetor ortogonal do espaco das forcas equilibradas do sistema

interno, de propriedades conhecidas

Py Py = Py (4-71)
PyY=0 (4-72)

Deseja-se, entdo, obter a inversa generalizada (P3 GT)=V que realiza

a transformacao inversa
(PzG")"Va =Py p’ (4-73)

ou seja, que transforma deslocamentos equivalentes em forcas equilibradas
no sistema interno. Entao, considerando as Equagoes (4-70) e (3-69), a

matriz (P% GT)=Y pode ser obtida pela resolucio do sistema restrito

{ P;GTPy{p =P5G p" =d (74)

PYp*:O

para Py p*. Caso Pz GT seja uma matriz quadrada, chega-se & inversa

generalizada restrita ao seu préprio espago [2]
Pz GH)"Y =Py (P GT + Py)! (4-75)

sendo (Pz G + Py) uma matriz nao-singular.

Desde que os elementos indeterminados de F possam ser obtidos
com residuo nulo segundo os procedimentos apresentados na Secao 4.3.2,
a Equagao (4-62) é valida. Assim, considerando também a Equacao (3-27),

pode-se reescrever a Equagao (4-65) como
Kup = LTPZ (GP; + Pz) 'F(P;GT + Py) ' Pz L (4-76)

Apesar de
(Pz GT)Y £ [(GPg) ] (4-77)

pode-se provar que

— 1T
(PzGT)"V Pz =Py [(GPZ)Y)] (4-78)
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e portanto, desde que a Equagao (4-62) seja valida, pode-se reescrever a

Equacao (4-65) como

_ _1)T
Kup = L' Pz (GPz) " VF[(GPz)" V] Pz L (4-79)

4.3.4
Obtencao da base de forcas desequilibradas do sistema auxiliar Y

Como ja apresentado na Secao 3.5.2, a base do espaco das forcas Y
do sistema interno pode ser obtida a partir da Equagao (3-69), ou seja, pela
obtencao do espaco nulo de P GT.

De modo anélogo ao apresentadado para o MHTEC, supondo que os
parametros p e pP representam as mesmas grandezas fisicas que p*, tem-se
que

posto(Y) = posto(W) (4-80)
sendo Y uma base qualquer, nao necessariamente normalizada, do espaco
das forcas desequilibradas do sistema interno. Assim, supondo também que
as bases ortonormais Y e W pertencem a espacgos nao-ortogonais, pode-se
obter W pela projecao Y no espaco dos deslocamentos de corpo rigido, ou
seja,

PwY =W (4-81)

Entao, considerando a Equagao (3-69), a base Y pode ser obtida pela

resolucao dos sistemas de equacoes

PLGT+Pw)Y=W e (4-82)
(GPLG"+Pw)Y =W (4-83)

para os casos em que Pz GT é uma matriz quadrada e retangular, res-
pectivamente, sendo as matrizes (Pz GT + Pw) e (G Pz GT + Pw) néo-

singulares. A base Y pode entao também ser obtida pela normalizagao de

Y.
Como na Equacao (4-83)) estd implicita a Equacao (3-69), resolvida
por minimos quadrados, a base Y resultante é uma aproximacao da base

resultante da obtencao do espaco nulo de Pz GT.
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4.3.5
Propriedades de ortogonalidade e consisténcia das equacoes matriciais

As propriedades ortogonais de G Py e LT Py estdo apresentadas
nas Segoes [3.5.2 e [3.5.3, nas Equagoes (3-68) a (3-71). A propriedade de
ortogonalidade de (p — pP) encontra-se apresentada na Equacio (3-74) da
Secao 3.5.4.

4.35.1
Propriedade de ortogonalidade de F

De modo analogo ao MHTEC, desde que os elementos indeterminados
de F possam ser obtidos com residuo nulo segundo o procedimento apresen-
tado na Secao 4.3.2, a propriedade de ortogonalidade expressa na Equagao
(4-62)) é vélida, ou seja, a matriz simétrica F nao realiza transformacoes so-
bre forcas desequilibradas do sistema interno. Caso o residuo nao seja nulo,
essa propriedade tende a ser satisfeita como o aumento da discretizagao do

contorno.

4.3.5.2
Propriedades de ortogonalidade de Kyp

Considerando a Equagao (3-71) na Equacao (4-65), tem-se que

KHD W=0 ¢ (4—84)
KipW=0 (4-85)

ou seja, a matriz Kgp nao realiza transformagoes sobre deslocamentos de

corpo rigido.

4.3.5.3
Consisténcia de Fp* = G Py (t — tP)

Considerando a propriedade ortogonal de F apresentada na Secao
4.3.5.1le a Equacao (3-69), tem-se que ambas as parcelas da Equagao (4-58)

sdo ortogonais a Y7 & esquerda se o residuo da Equacao (4-62) for nulo.
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4354
Consisténcia de P; G” p* = P L (d — dP)

Considerando a Equacao (3-28)), tem-se que ambas as parcelas da

Equagao (4-61) sdao ortogonais a ZT & esquerda.

4.3.5.5
Consisténcia de Kyp (d — d®) = (p — p?)

Considerando as Equagoes (4-85) e (3-74), tem-se que ambas as

parcelas da Equacao (4-64) sido ortogonais a W7 & esquerda.

4.3.6
Avaliacao dos campos de deslocamentos e de tensoes no dominio

No MHTEC, as tensoes O'Z-fj sao aproximadas no dominio e portanto, os
deslocamentos correspondentes u{ sao obtidos a menos de uma constante
de corpo rigido, referente a solucao da equacao diferencial do problema.
No entanto, no MHDEC, os deslocamentos uf ja sao aproximados no
dominio e portanto, ndo é necessaria a consideragao da parcela referente
a deslocamentos de corpo rigido na Equagao (4-5). Assim, os deslocamentos

no dominio podem ser obtidos por

uf =l i, + (4-86)

e as tensoes correspondentes a partir da Equacao (4-6), sendo que p!, = p*

pode ser obtido a partir da Equacao (4-58) ou (4-61)). Tem-se, entao, que

p* =F"VGPL(t—tP) ou (4-87)
p* = (PzG")"VPzL(d~d") (4-83)

sendo (Pz GT)(=Y dada pela Equacdo (4-75) e F(=V a matriz que realiza a
transformacao inversa
F-Vd* = P{p* (4-89)

ou seja, que transforma deslocamentos equivalentes em forcas equivalentes
no sistema interno. De modo anédlogo ao apresentado na Secao 4.2.3 para o
MHTEC, tem-se que

F=Y = Py (FPy + Py) ™! (4-90)
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sendo (F Py + Py) uma matriz nao-singular. Se os valores indeterminados
de F forem obtidos com residuo nulo pela Equagao (4-62)), pode-se entéao

reescrever a, equagao acima como
FY =Py (F+Py)! (4-91)

Como a matriz inversa (Pg GT)(=Y j4 é obtida quando do célculo da
matriz de rigidez, utiliza-se a Equacao (4-88)) para a obtengao de p*.
A Equagao (4-88)) pode ser usada também na obtencao de desloca-

mentos e tensoes no dominio do MCCEC apresentada na Se¢ao 4.2.6.
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