
4
Métodos h́ıbridos dos elementos de contorno

Neste caṕıtulo, estão apresentados o método h́ıbrido de tensões dos

elementos de contorno(MHTEC) [4] e o método h́ıbrido de deslocamentos

dos elementos de contorno(MHDEC) [6].

4.1
Aproximações no contorno e no doḿınio

Do mesmo modo que no MCCEC, nos métodos h́ıbridos dos elementos

de contorno os deslocamentos e as forças de superf́ıcie são aproximados no

contorno Γ pelas Equações (3-12) e (3-13), respectivamente [12].

No domı́nio Ω, a equação diferencial que governa o problema, expressa

na Equação (2-6), é aproximada por

σf
ji,j = σ∗ji,j + σb

ji,j em Ω (4-1)

Assim, os deslocamentos, as tensões e as forças de superf́ıcie são aproxima-

dos, respectivamente, por

uf
i = u∗i + ub

i em Ω (4-2)

σf
ij = σ∗ij + σb

ij em Ω (4-3)

tfi = t∗i + tbi em Γ (4-4)

em que ub
i , σb

ij e tbi constituem uma solução particular qualquer da Equação

(3-4) e u∗i , σ∗ij e t∗i são a solução fundamental e as tensões e forças de su-

perf́ıcie correspondentes, dados pelas Equações (2-19) a (2-21), respectiva-

mente [12]. Tem-se, então, que

uf
i = u∗im p∗m + ur

ir Crm p∗m + ub
i (4-5)

σf
ij = σ∗ijm p∗m + σb

ij (4-6)

tfi = t∗im p∗m + tbi (4-7)
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4.2
Método h́ıbrido de tensões dos elementos de contorno

4.2.1
Equações matriciais que governam o problema

No método h́ıbrido de tensões dos elementos de contorno (MHTEC)

[4] aproximam-se tensões σf
ij no domı́nio Ω e deslocamentos ui no contorno

Γ, como esquematizado na Figura 4.1.
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Figura 4.1: Aproximações do método h́ıbrido de tensões dos elementos de

contorno

Sua formulação origina-se da variação do potencial de Hellinger-

Reissner

− ΠHR(σf
ij, ui) =

∫

Ω

UC
0 (σf

ij) dΩ +

∫

Ω

(σf
ji,j + bi) ui dΩ−

∫

Γ

tfi ui dΓ

+

∫

Γσ

t̄i ui dΓ (4-8)

em que UC
0 é a energia de deformação complementar. Esse potencial, função

dos campos de tensões no domı́nio e deslocamentos no contorno, pode ser de-

rivado a partir da expressão da energia potencial total estacionária generali-

zada através de integração por partes e aplicação do teorema da divergência,

satisfazendo previamente as Equações (2-5) e (2-9) e considerando

UC
0 (σf

ij) = σf
ij εij − U0(εij) em Ω (4-9)

sendo U0(εij) a energia de deformação.

Variando a Equação (4-8) e considerando que a porção do contorno Γu

será identificada apenas após a formulação matricial do problema, ou seja,
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Γσ ≡ Γ e t̄i ≡ ti, tem-se que

− δΠHR(σf
ij, ui) =

∫

Ω

δUC
0 (σf

ij) dΩ +

∫

Ω

δσf
ji,j ui dΩ +

∫

Ω

(σf
ji,j + bi) δui dΩ−

∫

Γ

δtfi ui dΓ−
∫

Γ

tfi δui dΓ +

∫

Γ

ti δui dΓ (4-10)

Sabendo que

δUC
0 (σf

ij) = δσf
ijε

f
ij = δσf

iju
f
i,j (4-11)

e realizando as aproximações pelas Equações (3-12) e (3-13) no contorno e

pelas Equações (4-5) a (4-7) no domı́nio, através de integração por partes e

aplicação do teorema da divergência, chega-se à expressão para o primeiro

termo integral da Equação (4-10)

∫

Ω

δUC
0 (σf

ij) dΩ = δp∗m

[(∫

Γ

t∗im u∗in dΓ−
∫

Ω

σ∗jim,j u∗in dΩ

)
p∗n+

(∫

Γ

t∗im uin dΓ−
∫

Ω

σ∗jim,j uin dΩ

)
db

n+

cr
i

(∫

Γ

t∗imdΓ−
∫

Ω

σ∗jim,jdΩ

)]
(4-12)

Considerando as Equações (2-27) e (2-28), chega-se então a

∫

Ω

δUC
0 (σf

ij) dΩ = δp∗m(Fmn p∗n + Hmn db
n) (4-13)

sendo

F ≡ Fmn =

∫

Γ

t∗im u∗in dΓ + u∗mn (4-14)

e Hmn dada pela Equação (3-16).

Para os demais termos da Equação (4-10), obtém-se

∫

Ω

δσf
ji,j ui dΩ−

∫

Γ

δtfi ui dΓ = −δp∗m Hmn dn (4-15)
∫

Ω

(σf
ji,j + bi) δui dΩ−

∫

Γ

tfi δui dΓ = δdm (−Hnm p∗n − pb
m) (4-16)

∫

Γ

ti δui dΓ = δdm pm (4-17)

sendo

pm =

∫

Γ

ti uim dΓ e (4-18)

pb
m =

∫

Γ

tbi uim dΓ (4-19)
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carregamentos nodais equivalentes.

Assim, reescrevendo a Equação (4-10), chega-se a

−δΠHR = δp∗m [Fmn p∗n−Hmn (dn−db
n)]+δdm [−Hnm p∗n+(pm−pb

m)] (4-20)

da qual, aplicando-se o prinćıpio da estacionariedade do potencial, para

quaisquer δp∗m e δdm, obtém-se

Fp∗ = H (d− db) (4-21)

HT p∗ = p− pb (4-22)

As Equações (4-21) e (4-22) são as expressões matriciais que governam

o problema no MHTEC, a partir das quais se deriva uma matriz de rigidez

na Seção 4.2.3.

A matriz F, simétrica por construção, realiza uma transformação de

flexibilidade sobre forças equilibradas p∗ do sistema interno. Como ambas

as funções t∗im e u∗in são singulares para r = 0, dado pela Equação (2-31),

os elementos de F em que tais funções estão sendo avaliadas no ponto de

aplicação de p∗ são indeterminados pela Equação (4-14). A obtenção desses

valores é apresentada na próxima seção.

Na Figura 4.2, estão esquematizadas as relações de transformações

presentes no MHTEC entre os parâmetros (d − db), d∗, p∗ e (p − pb).

Também encontram-se representadas as bases ortonormais dos espaços

ortogonais complementares de tais parâmetros.
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Figura 4.2: Transformações entre os parâmetros presentes no MHTEC

Nota-se que a Equação (4-21) expressa uma relação de compatibilidade

de deslocamentos, em que as matrizes H e F transformam valores em deslo-

camentos equivalentes d∗ de um sistema interno. A Equação (4-22) expressa

uma relação de equiĺıbrio de forças, em que a matriz HT transforma forças

equilibradas p∗ do sistema interno em carregamento nodal equivalente.

4.2.2
Obtenção dos valores indeterminados de F a partir de V

Seja V a base ortonormal das forças desequilibradas p∗ do sistema

interno, já apresentada na Seção 3.5.1. Considerando a Equação (3-67) e a

simetria de F, para que a Equação (4-21) seja consistente à esquerda tem-se

que

FV = FT V = 0 (4-23)

ou seja, forças desequilibradas do sistema interno não devem ser transforma-

das em deslocamentos equivalentes do sistema interno. Assim, os elementos
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indeterminados de F podem ser obtidos pela resolução da Equação (4-23)

por mı́nimos quadrados.

Para problemas de potencial, a base V é um vetor e os valores

indeterminados de F ocorrem em sua diagonal principal. Considerando,

então, que F pode ser decomposta como

F = FD + FCD ou Fmn = FDmn + FCDmn (4-24)

sendo que

FDmn =

{
Fmn se m = n

0 caso contrário
(4-25)

é uma matriz diagonal formada pelos elementos indeterminados de Fmn,

pode-se, então, reescrever a Equação (4-23) como

FDmn Vn = −FCDmn Vn = Am (4-26)

Para cada elemento M de Am, sabendo que

FDMn
Vn = FDMM

VM = FMM VM (4-27)

já que FDmn é uma matriz diagonal, obtém-se

FMM = −FCDMn
Vn

VM

(4-28)

sendo que o ı́ndice M não realiza soma impĺıcita. Assim, desde que se conheça

V, os valores indeterminados de F para problemas de potencial podem ser

obtidos pela Equação (4-28) .

No entanto, VM pode adquirir valores muito pequenos ou nulos nos

graus de liberdade M posicionados em concavidades e em contornos internos

de domı́nios multiplamente conexos. Nesses casos, verifica-se que tanto

AM como VM são muito pequenos ou nulos e portanto, o quociente da

Equação (4-28) torna-se indeterminado, impossibilitando então a obtenção

dos elementos FMM por essa expressão, apesar da Equação (4-23) continuar

válida. Esta indeterminação também pode ocorrer em alguns problemas

envolvendo material com gradação funcional, em que VM troca de sinal

ao longo do contorno e portanto, também pode apresentar valores muito

pequenos ou nulos.

De modo análogo ao apresentado, pode-se obter expressões similares

à Equação (4-28) para problemas de elasticidade, para as quais também são

verificadas essas indeterminações.
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Na Seção 5.1.7, é apresentada uma relação alternativa à Equação

(4-23), a partir da qual os elementos indeterminado de F podem ser obtidos

mesmo quando existem valores muito pequenos ou nulos em V.

4.2.3
Matriz de rigidez

Substituindo a expressão de p∗ da Equação (4-21) na Equação (4-22),

chega-se a

KHT (d− db) = p− pb (4-29)

sendo

KHT = HT F(−1) H (4-30)

a matriz de rigidez do MHTEC, simétrica por construção. A matriz F(−1) é

obtida a seguir.

Considere V ≡ Vmr uma base ortonormal do espaço das forças

desequilibradas do sistema interno, tal que

VT V = I (4-31)

Pode-se, portanto, definir um projetor ortogonal idempotente único para o

espaço das forças desequilibradas do sistema auxiliar

PV = VVT (4-32)

de propriedades conhecidas

PV PV = PV (4-33)

PV V = V (4-34)

Supondo o espaço das forças equilibradas ortogonal e complementar ao

espaço das forças desequilibradas, tem-se que

P⊥
V = I−PV = I−VVT (4-35)

sendo P⊥
V o projetor ortogonal do espaço das forças equilibradas do sistema

interno, de propriedades conhecidas

P⊥
V P⊥

V = P⊥
V (4-36)

P⊥
V V = 0 (4-37)
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Deseja-se, então, obter a inversa generalizada F(−1) que realiza a

transformação inversa

F(−1) d∗ = P⊥
V p∗ (4-38)

ou seja, que transforma deslocamentos equivalentes em forças equilibradas

no sistema interno. Então, a matriz F(−1) pode ser obtida pela resolução do

sistema restrito {
FP⊥

V p∗ = d∗

PV p∗ = 0
(4-39)

para P⊥
V p∗, chegando-se à inversa generalizada restrita ao seu próprio

espaço

F(−1) = P⊥
V (FP⊥

V + PV)−1 (4-40)

ou inversa de Bott-Duffin [2], sendo (FP⊥
V + PV) uma matriz simétrica

positiva definida.

Desde que os elementos indeterminados de F possam ser obtidos

segundo os procedimentos apresentados na Seção 4.2.2, a Equação (4-23)

é válida. Assim, considerando também as Equações (4-35) e (3-67), pode-se

reescrever a Equação (4-30) como

KHT = HT (F + PV)−1 H (4-41)

4.2.4
Obtenção da base de forças desequilibradas do sistema interno V

Como já apresentado na Seção 3.5.1, a base do espaço das forças V

do sistema interno pode ser obtida a partir da Equação (3-67), ou seja, pela

obtenção do espaço nulo de HT .

Supondo que os parâmetros p e pb representam as mesmas grandezas

f́ısicas que p∗, tem-se que

posto(Ṽ) = posto(W) (4-42)

sendo Ṽ uma base qualquer, não necessariamente normalizada do espaço

das forças desequilibradas do sistema interno. Assim, supondo também que

as bases ortonormais V e W pertencem a espaços não-ortogonais, pode-se

obter W pela projeção Ṽ no espaço dos deslocamentos de corpo ŕıgido, ou

seja,

PW Ṽ = W (4-43)

Então, considerando também a Equação (3-67), a base Ṽ pode ser obtida
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pela resolução do sistema de equações

(HT + PW) Ṽ = W (4-44)

sendo (HT + PW) uma matriz não-singular. A base V pode então também

ser obtida pela normalização de Ṽ.

4.2.5
Propriedades de ortogonalidade e consistência das equações matriciais

As propriedades de ortogonalidade de H estão apresentadas na Seção

3.5.1, nas Equações (3-66) e (3-67).

4.2.5.1
Propriedade de ortogonalidade de F

Desde que os elementos indeterminados de F possam ser obtidos

com reśıduo nulo segundo o procedimento apresentado na Seção 4.2.2, a

propriedade de ortogonalidade expressa na Equação (4-23) é válida, ou seja,

a matriz simétrica F não realiza transformações sobre forças desequilibradas

do sistema interno. Caso o reśıduo não seja nulo, essa propriedade tende a

ser satisfeita como o aumento da discretização do contorno.

4.2.5.2
Propriedades de ortogonalidade de KHT e p− pb

Considerando a Equação (3-66) na Equação (4-30), tem-se que

KHT W = 0 e (4-45)

KT
HT W = 0 (4-46)

ou seja, a matriz KHT não realiza transformações sobre deslocamentos de

corpo ŕıgido.

Supondo que os carregamentos nodais equivalentes p e pb são obtidos

pelas Equações (4-18) e (4-19) a partir de forças de superf́ıcie autoequili-

bradas, tem-se que

(p− pb)T W = 0 (4-47)
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4.2.5.3
Consistência de Fp∗ = H (d− db)

Considerando a propriedade de ortogonalidade de F apresentada na

Seção 4.2.5.1 e a Equação (3-67), tem-se que ambas as parcelas da Equação

(4-21) são ortogonais a VT à esquerda se o reśıduo da Equação (4-23) for

nulo.

4.2.5.4
Consistência de HT p∗ = p− pb

Considerando as Equações (2-17) e (4-47), tem-se que ambas as

parcelas da Equação (4-22) são ortogonais a WT à esquerda.

4.2.5.5
Consistência de KHT (d− db) = (p− pb)

Considerando as Equações (4-45) a (4-47), tem-se que ambas as

parcelas da Equação (4-29) são ortogonais a WT à esquerda.

4.2.6
Avaliação dos campos de deslocamentos e de tensões no doḿınio

A obtenção de deslocamentos e tensões no domı́nio no MHTEC é feita

de modo análogo ao MHSTEC e está apresentada na Seção 5.1.6.

4.3
Método h́ıbrido de deslocamentos dos elementos de contorno

4.3.1
Equações matriciais que governam o problema

No método h́ıbrido de deslocamentos dos elementos de contorno

(MHDEC) [6], aproximam-se deslocamentos uf
i no domı́nio Ω e desloca-

mentos ui e forças de superf́ıcie ti no contorno Γ, como esquematizado na

Figura 4.3.
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Figura 4.3: Aproximações do método h́ıbrido de deslocamentos dos elemen-

tos de contorno

Sua formulação origina-se da variação do potencial

ΠHD(uf
i , ui, ti) =

∫

Ω

U0(ε
f
ij) dΩ−

∫

Ω

bi u
f
i dΩ−

∫

Γσ

t̄i ui dΓ−
∫

Γ

ti (u
f
i − ui) dΓ (4-48)

em que U0 é a energia de deformação.

Variando a Equação (4-48) e considerando que a porção do contorno

Γu será identificada apenas após a formulação matricial do problema, ou

seja, Γσ ≡ Γ e t̄i ≡ ti, tem-se que

δΠHD(uf
i , ui, ti) =

∫

Ω

δU0(ε
f
ij) dΩ−

∫

Ω

bi δu
f
i dΩ−

∫

Γ

δti (u
f
i − ui) dΓ

−
∫

Γ

ti δu
f
i dΓ (4-49)

Sabendo que

δU0(ε
f
ij) = σf

ijδε
f
ij = σf

ijδu
f
i,j (4-50)

e realizando as aproximações pelas Equações (3-12) e (3-13) no contorno e

pelas Equações (4-5) a (4-7) no domı́nio, através de integração por partes e

aplicação do teorema da divergência, chega-se a

∫

Ω

δU0(ε
f
ij) dΩ−

∫

Ω

bi δu
f
i dΩ =

δp∗m

[(∫

Γ

t∗in u∗im dΓ−
∫

Ω

σ∗jin,j u∗im dΩ

)
p∗n+

(∫

Γ

til (u
∗
im + ur

ir Crm) dΓ

)
tbl + cr

i

(∫

Γ

t∗indΓ−
∫

Ω

σ∗jin,jdΩ

)]
(4-51)

Do mesmo modo que no MCCEC, a Equação (3-10) também não é válida

e não pode ser desprezada pois, devido à aproximação do campo de forças
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de superf́ıcie, existem forças desequilibradas que realizam trabalho sobre

deslocamentos de corpo ŕıgido.

Considerando as Equações (2-27) e (2-28), chega-se a

∫

Ω

δU0(ε
f
ij) dΩ−

∫

Ω

bi δu
f
i dΩ = δp∗m [Fnm p∗n + (Gml + Cmr Rrl) tbl ] (4-52)

sendo Fnm ≡ F, Gml ≡ G e Rrl ≡ R dadas pelas Equações (4-14), (3-17) e

(3-21), respectivamente.

Para as demais parcelas da Equação (4-49), obtém-se

∫

Γ

δti (u
f
i − ui) dΓ = δtl [(Glm + Rlr Crm) p∗m − Llm (dm − db

m)]

(4-53)∫

Γ

ti δu
f
i dΓ = δp∗m (Gml + Cmr Rrl) tl (4-54)

sendo Llm ≡ L dada pela Equação (3-41).

Assim, reescrevendo a Equação (4-49), chega-se a

δΠHD = δp∗m [Fnn p∗n − (Gml + Cmr Rrl) (tl − tbl )] +

δtl [(Glm + Rlr Crm) p∗m − Llm (dm − db
m)] (4-55)

da qual, aplicando-se o prinćıpio da estacionariedade do potencial, para

quaisquer δp∗m e δtl, obtém-se

Fp∗ = (G + CT RT ) (t− tb) (4-56)

(GT + RC)p∗ = L(d− db) (4-57)

A Equação (4-56) expressa uma relação de compatibilidade de deslo-

camentos, em que as matrizes F e (G+CT RT ) transformam valores em des-

locamentos equivalentes d∗ do sistema interno. A Equação (4-57) também

expressa uma relação de compatibilidade de deslocamentos, em que as ma-

trizes (GT + RC) e L transformam valores em deslocamentos equivalentes

d̃ do sistema auxiliar.

De modo análogo ao apresentado na Seção 3.2 para o MCCEC, a

partir do critério dado pela Equação (3-31) obtém-se a Equação (3-32) para

as constantes C, a partir da qual pode-se reescrever as Equações (4-56) e

(4-57) como

Fp∗ = GP⊥
Z (t− tb) (4-58)

P⊥
Z GT p∗ = L (d− db) (4-59)
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Considerando que apenas forças de superf́ıcie desequilibradas são trans-

formadas nas equações acima, aplicando o prinćıpio da contragradiência na

Equação (3-44), chega-se a

d̃ = P⊥
Z L (d− db) (4-60)

Assim, pode-se pré-multiplicar a Equação (4-59) por P⊥
Z , chegando a

P⊥
Z GT p∗ = P⊥

Z L (d− db) (4-61)

As Equações (4-58), (4-61) e (3-44) são as expressões matriciais que

governam o problema no MHDEC, a partir das quais se deriva uma matriz

de rigidez na Seção 4.3.3.

Na Figura 4.4, estão esquematizadas as relações de transformações

presentes no MHDEC entre os parâmetros (d − db), d∗, p∗ e (p − pb).

Também encontram-se representadas as bases ortonormais dos espaços

ortogonais complementares de tais parâmetros.
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Figura 4.4: Transformações entre os parâmetros presentes no MHDEC

4.3.2
Obtenção dos valores indeterminados de F a partir de Y

Seja Y a base ortonormal das forças desequilibradas do sistema

interno, já apresentada na Seção 3.5.2. De modo análogo ao apresentado

na Seção 4.2.2, considerando a Equação (3-69) e a simetria de F, para que

a Equação (4-58) seja consistente tem-se que

FY = FT Y = 0 (4-62)

ou seja, forças desequilibradas não devem ser transformadas em desloca-

mentos equivalentes no sistema interno.

Assim, os elementos indeterminados de F podem ser obtidos pela
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resolução da Equação (4-62) por mı́nimos quadrados, chegando a

FMM = −FCDMn
Yn

YM

(4-63)

para problemas de potencial, sendo que o ı́ndice M não realiza soma

impĺıcita.

Analogamente ao MHTEC, para valores nulos ou muito pequenos de Y

não é posśıvel obter os valores de indeterminados de F pela Equação (4-62).

Na Seção 5.2.6, é apresentada uma relação alternativa a essa, a partir da

qual se espera que os elementos indeterminados de F possam ser obtidos

mesmo que Y assumam valores muito pequenos ou nulos.

4.3.3
Matriz de rigidez

Isolando P⊥
Z (t− tb) da Equação (4-58), p∗ da Equação (4-61) e

substituindo na Equação (3-44), chega-se a

KHD (d− db) = p− pb (4-64)

sendo

KHD = LT P⊥
Z (GP⊥

Z)(−1) F (P⊥
Z GT )(−1) P⊥

Z L (4-65)

a matriz de rigidez do MHDEC, em que (GP⊥
Z)(−1) é obtida pela resolução

do sistema restrito da Equação (3-48), que resulta na inversa dada pela

Equação (3-49) para o caso em que GP⊥
Z é uma matriz quadrada.

Considere, então, que Y ≡ Ymr é uma base ortonormal do espaço das

forças desequilibradas do sistema auxiliar, tal que

YT Y = I (4-66)

Pode-se, portanto, definir um projetor ortogonal idempotente único para o

espaço das forças desequilibradas do sistema interno

PY = Y YT (4-67)

de propriedades conhecidas

PY PY = PY (4-68)

PY Y = Y (4-69)
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Supondo o espaço das forças equilibradas ortogonal e complementar ao

espaço das forças desequilibradas, tem-se que

P⊥
Y = I−PY = I−Y YT (4-70)

sendo P⊥
Y o projetor ortogonal do espaço das forças equilibradas do sistema

interno, de propriedades conhecidas

P⊥
Y P⊥

Y = P⊥
Y (4-71)

P⊥
Y Y = 0 (4-72)

Deseja-se, então, obter a inversa generalizada (P⊥
Z GT )(−1) que realiza

a transformação inversa

(P⊥
Z GT )(−1) d∗ = P⊥

Y p∗ (4-73)

ou seja, que transforma deslocamentos equivalentes em forças equilibradas

no sistema interno. Então, considerando as Equações (4-70) e (3-69), a

matriz (P⊥
Z GT )(−1) pode ser obtida pela resolução do sistema restrito

{
P⊥

Z GT P⊥
Y p∗ = P⊥

Z GT p∗ = d̃

PY p∗ = 0
(4-74)

para P⊥
Y p∗. Caso P⊥

Z GT seja uma matriz quadrada, chega-se à inversa

generalizada restrita ao seu próprio espaço [2]

(P⊥
Z GT )(−1) = P⊥

Y (P⊥
Z GT + PY)−1 (4-75)

sendo (P⊥
Z GT + PY) uma matriz não-singular.

Desde que os elementos indeterminados de F possam ser obtidos

com reśıduo nulo segundo os procedimentos apresentados na Seção 4.3.2,

a Equação (4-62) é válida. Assim, considerando também a Equação (3-27),

pode-se reescrever a Equação (4-65) como

KHD = LT P⊥
Z (GP⊥

Z + PZ)−1 F (P⊥
Z GT + PY)−1 P⊥

Z L (4-76)

Apesar de

(P⊥
Z GT )(−1) 6= [(GP⊥

Z)(−1)]
T

(4-77)

pode-se provar que

(P⊥
Z GT )(−1) P⊥

Z = P⊥
Y [(GP⊥

Z)(−1)]
T

(4-78)
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e portanto, desde que a Equação (4-62) seja válida, pode-se reescrever a

Equação (4-65) como

KHD = LT P⊥
Z (GP⊥

Z)(−1) F [(GP⊥
Z)(−1)]

T
P⊥

Z L (4-79)

4.3.4
Obtenção da base de forças desequilibradas do sistema auxiliar Y

Como já apresentado na Seção 3.5.2, a base do espaço das forças Y

do sistema interno pode ser obtida a partir da Equação (3-69), ou seja, pela

obtenção do espaço nulo de P⊥
Z GT .

De modo análogo ao apresentadado para o MHTEC, supondo que os

parâmetros p e pb representam as mesmas grandezas f́ısicas que p∗, tem-se

que

posto(Ỹ) = posto(W) (4-80)

sendo Ỹ uma base qualquer, não necessariamente normalizada, do espaço

das forças desequilibradas do sistema interno. Assim, supondo também que

as bases ortonormais Y e W pertencem a espaços não-ortogonais, pode-se

obter W pela projeção Ỹ no espaço dos deslocamentos de corpo ŕıgido, ou

seja,

PW Ỹ = W (4-81)

Então, considerando a Equação (3-69), a base Ỹ pode ser obtida pela

resolução dos sistemas de equações

(P⊥
Z GT + PW) Ỹ = W e (4-82)

(GP⊥
Z GT + PW) Ỹ = W (4-83)

para os casos em que P⊥
Z GT é uma matriz quadrada e retangular, res-

pectivamente, sendo as matrizes (P⊥
Z GT + PW) e (GP⊥

Z GT + PW) não-

singulares. A base Y pode então também ser obtida pela normalização de

Ỹ.

Como na Equação (4-83) está impĺıcita a Equação (3-69), resolvida

por mı́nimos quadrados, a base Y resultante é uma aproximação da base

resultante da obtenção do espaço nulo de P⊥
Z GT .
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4.3.5
Propriedades de ortogonalidade e consistência das equações matriciais

As propriedades ortogonais de GP⊥
Z e LT P⊥

Z estão apresentadas

nas Seções 3.5.2 e 3.5.3, nas Equações (3-68) a (3-71). A propriedade de

ortogonalidade de (p − pb) encontra-se apresentada na Equação (3-74) da

Seção 3.5.4.

4.3.5.1
Propriedade de ortogonalidade de F

De modo análogo ao MHTEC, desde que os elementos indeterminados

de F possam ser obtidos com reśıduo nulo segundo o procedimento apresen-

tado na Seção 4.3.2, a propriedade de ortogonalidade expressa na Equação

(4-62) é válida, ou seja, a matriz simétrica F não realiza transformações so-

bre forças desequilibradas do sistema interno. Caso o reśıduo não seja nulo,

essa propriedade tende a ser satisfeita como o aumento da discretização do

contorno.

4.3.5.2
Propriedades de ortogonalidade de KHD

Considerando a Equação (3-71) na Equação (4-65), tem-se que

KHD W = 0 e (4-84)

KT
HD W = 0 (4-85)

ou seja, a matriz KHD não realiza transformações sobre deslocamentos de

corpo ŕıgido.

4.3.5.3
Consistência de Fp∗ = GP⊥

Z (t− tb)

Considerando a propriedade ortogonal de F apresentada na Seção

4.3.5.1 e a Equação (3-69), tem-se que ambas as parcelas da Equação (4-58)

são ortogonais a YT à esquerda se o reśıduo da Equação (4-62) for nulo.
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4.3.5.4
Consistência de P⊥

Z GT p∗ = P⊥
Z L (d− db)

Considerando a Equação (3-28), tem-se que ambas as parcelas da

Equação (4-61) são ortogonais a ZT à esquerda.

4.3.5.5
Consistência de KHD (d− db) = (p− pb)

Considerando as Equações (4-85) e (3-74), tem-se que ambas as

parcelas da Equação (4-64) são ortogonais a WT à esquerda.

4.3.6
Avaliação dos campos de deslocamentos e de tensões no doḿınio

No MHTEC, as tensões σf
ij são aproximadas no domı́nio e portanto, os

deslocamentos correspondentes uf
i são obtidos a menos de uma constante

de corpo ŕıgido, referente à solução da equação diferencial do problema.

No entanto, no MHDEC, os deslocamentos uf
i já são aproximados no

domı́nio e portanto, não é necessária a consideração da parcela referente

a deslocamentos de corpo ŕıgido na Equação (4-5). Assim, os deslocamentos

no domı́nio podem ser obtidos por

uf
i = u∗im p∗m + ub

i (4-86)

e as tensões correspondentes a partir da Equação (4-6), sendo que p∗m ≡ p∗

pode ser obtido a partir da Equação (4-58) ou (4-61). Tem-se, então, que

p∗ = F(−1) GP⊥
Z (t− tb) ou (4-87)

p∗ = (P⊥
Z GT )(−1) P⊥

Z L (d− db) (4-88)

sendo (P⊥
Z GT )(−1) dada pela Equação (4-75) e F(−1) a matriz que realiza a

transformação inversa

F(−1) d∗ = P⊥
Y p∗ (4-89)

ou seja, que transforma deslocamentos equivalentes em forças equivalentes

no sistema interno. De modo análogo ao apresentado na Seção 4.2.3 para o

MHTEC, tem-se que

F(−1) = P⊥
Y (FP⊥

Y + PY)−1 (4-90)
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sendo (FP⊥
Y + PY) uma matriz não-singular. Se os valores indeterminados

de F forem obtidos com reśıduo nulo pela Equação (4-62), pode-se então

reescrever a equação acima como

F(−1) = P⊥
Y (F + PY)−1 (4-91)

Como a matriz inversa (P⊥
Z GT )(−1) já é obtida quando do cálculo da

matriz de rigidez, utiliza-se a Equação (4-88) para a obtenção de p∗.

A Equação (4-88) pode ser usada também na obtenção de desloca-

mentos e tensões no domı́nio do MCCEC apresentada na Seção 4.2.6.
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