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Consideracoes tedricas iniciais

Neste trabalho, as formulacoes de cada método estao apresentadas nos
capitulos subseqiientes para problemas de elasticidade, sendo que alguns
topicos estao desenvolvidos para problemas de potencial. Assim, a fim de
se estabelecer a nomenclatura utilizada, as relacoes basicas desses tépicos
estao apresentadas na Secao 2.1. As aplicagoes numéricas apresentadas sao
somente para problemas de potencial e acustica.

A Secao 2.2 trata da discretizagdo do contorno e da técnica utilizada
nas aplicagoes numéricas do Capitulo 6/ para a representacao de valores
descontinuos de fluxo normal.

Na Secao 2.3 é apresentada a solucao fundamental, utilizada como
fator de ponderacao no método convencional dos elementos de contorno
e como funcao de interpolacao nos métodos hibridos dos elementos de

contorno.

2.1
Relacoes basicas das teorias da elasticidade e do potencial

2.1.1
Relacoes basicas da teoria elastostatica linear

Seja um corpo elastico, ilustrado na Figura 2.1, sujeito a forcas de
massa b; no dominio Q e prescricoes de forcas de superficie t; em T, e

deslocamentos u; em I',,.
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Figura 2.1: Corpo elastico submetido a forcas de massa, forcas de superficie

e deslocamentos prescritos

Para pequenos deslocamentos, a relacao entre deformacoes e desloca-
mentos é dada por
Eij = % ( i,j + Ujﬂ') em Q (2—1)
em que €; ¢ o tensor de deformagoes, u; ¢ o campo de deslocamentos e os
indices ¢ e j referem-se as dire¢oes coordenadas do sistema.
Para material isotropico linearmente elastico, a relagao constitutiva é
expressa por

Oij = Dijkp €kp €IN Q (2—2)

em que o0;; ¢ o tensor de tensoes e D;jy, € 0 tensor de constantes elasticas,

dado por
2G v

e

D ij Okp + G (03 05p + i O ) (2-3)

sendo G o médulo de elasticidade transversal, v o coeficiente de Poisson e

d;; o delta de Kronecker, definido por

1 L
51‘]‘:{ set =] (2-4)

0 caso contrario

A partir do equilibrio de momentos, considerando a inexisténcia de

momentos de massa, chega-se a propriedade de simetria do tensor de tensoes
05 = 0j; €I Q (2—5)

e a partir do equilibrio de forgas, a equacao diferencial que governa o
problema
03ji.j + bz =0 em £ (2—6)

Considerando as Equagoes (2-1) e (2-5), pode-se reescrever a Equacao (2-2))
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COImo
Oi5 = Dijkp Uk.,p (2‘7)

No contorno I' =T, + ', as forcas de superficie ; sao expressas por
ti =04 1; €m r (2—8)

em que 7; sao os cossenos diretores do vetor 77, normal a superficie, como
pode ser observado na Figura 2.1. Além disso, considerando as condigoes de

contorno, tem-se a relacao de compatibilidade de deslocamentos
U; = ﬂi em Fu (2_9)

e a relacao de equilibrio de forcas de superficie

ti = tz em Fa (2—10)

2.1.2
Relacoes basicas da teoria de potencial em regime permanente

Seja um corpo homogeéneo, ilustrado na Figura 2.2, sujeito a uma fonte
interna () no dominio 2 e prescrigoes de fluxo normal g, em I'; e potencial

uem I'y,.

Figura 2.2: Corpo homogéneo submetido a uma fonte interna, fluxo normal

e potencial prescritos

Para material isotrépico, o fluxo ¢;, na direcao i, é dado por
¢ =—ku; em Q (2-11)

em que u € o potencial e k é a constante de condutividade do material.
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A partir do equilibrio, chega-se a equacao diferencial que governa o
problema
Gi+Q=0 em Q (2-12)

que pode ser reescrita na forma da equacao de Poisson
ui;+—=0 em € (2-13)

No contorno I' =T', + T'y, o fluxo g,, normal & superficie, é expresso
por

o = —q;m; em T’ (2-14)

Além disso, considerando as condigoes de contorno, tem-se a relacao de

compatibilidade de potencial
u=u em I, (2-15)
e a relacao de equilibrio de fluxo normal

G =¢qn em I (2-16)

2.2
Discretizacao do contorno

Nos métodos dos elementos de contorno, os campos de deslocamentos

u; e as forcas de superficie t; sao aproximados no contorno I' por

Ui = Wipy Ay (2-17)
t,=tutl (2_18)

em que u;,, e t; sao funcoes que interpolam os valores nodais de deslocamen-
tos d,, e de forcas de superficie ¢;, respectivamente [1, 3]. Nessas equagoes,
o indice 7 refere-se as direcoes coordenadas do sistema e os indices m e [ aos
graus de liberdade de deslocamentos e de forcas de superficie do problema,
respectivamente. Geralmente, utilizam-se funcoes u;,, e t; iguais e mesmo
nimero de parametros d,, e t;.

Sabe-se que a discretizagao convencional no contorno nao é capaz de
representar valores descontinuos de fluxo normal e forcas de superficie em
problemas de potencial e elasticidades, respectivamente. Essas descontinui-
dades podem ocorrer em locais de mudanga na diregao do vetor normal ao

contorno, interface de meios distintos e mudanca nas condigoes de contorno.
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Algumas técnicas empregadas para superar essa dificuldade de repre-
sentacao sao a utilizagdo de elementos nao-conformes (descontinuos e semi-
descontinuos) e nés duplos [1, 3]. Nos exemplos numéricos do Capitulo 6,
utiliza-se a técnica de adi¢ao de graus de liberdade de fluxo normal e forgas
de superficie nos nds em que se deseja representar descontinuidades [9, [7].
Dessa forma, algumas matrizes das formulagoes de contorno resultam na
forma retangular, ja que o nimero de parametros de fluxo normal e forgas
de superficie é maior que o de potencial e deslocamentos para problemas de
potencial e elasticidade, respectivamente.

Em problemas bidimensionais de potencial, por exemplo, os parametros
de potencial d,, permanecem como atributos nodais mas um ou ambos os
parametros de fluxo normal g,, dos nés extremos dos elementos sao consi-
derados atributos do elemento. Assim, os nés de interface entre elementos
adjacentes podem ter dois parametros de fluxo normal, gne, € gnq,, refe-
rentes aos elementos a sua esquerda e sua direita, respectivamente. Nesses
casos, os elementos adjacentes compartilham o mesmo valor para interpolar
o campo de potencial u© mas valores distintos para interpolar o fluxo normal
¢n, permitindo, portanto, descontinuidades neste mas nao naquele.

A prescrigao de valores no contorno deve ser realizada de modo que
para cada né apenas um parametro permanega incégnito. Para nés em que
existem dois parametros g¢,,, as possiveis combinagoes de prescri¢oes de
valores nodais no contorno estao apresentadas na Tabela 2.1, em que u,
(ne € (na Sa0 parametros nodais de deslocamentos, fluxo normal a esquerda

e fluxo normal a direita, respectivamente.

Parametros prescritos | Parametros incognitos
U q=0ne=And
U € Gne Gnd
U € dnd Gne
Gne © Qnd u

Tabela 2.1: Combinagoes possiveis de prescricoes de valores nodais

2.3
Solucao fundamental

Considera-se como solugao fundamental o campo de deslocamentos
devido a atuagao de uma forca concentrada qualquer p, nos nés do contorno
discretizado para cada direcao coordenada, como ilustrado na Figura 2.3,

obtidos a menos de constantes referentes a movimentos de corpo rigido [12].
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Figura 2.3: Corpo submetido a uma forca nodal concentrada qualquer

Pode ser expressa por
U = Uy + €] = Ul P 0, Gy em Q(219)

em que ¢} e C,, sao constantes, u;,, sao fungoes de interpolacao singulares e
u;. sao fungoes de interpolacao referentes a deslocamentos de corpo rigido.
O indice subscrito i refere-se as direcoes coordenadas do sistema e m a
uma direcao coordenada num dado ponto nodal do contorno. Os indices
superescritos * e r referem-se a solugao fundamental e aos deslocamentos
de corpo rigido, respectivamente. A primeira parcela da soma da Equacao
(2-19) ¢é constituida por deslocamentos devidos a for¢a concentrada e
constantes de deslocamentos de corpo rigido, estas resultantes da obtencao
das funcoes u},,. J&4 a segunda parcela da soma é constituida apenas por
deslocamentos de corpo rigido.

Considerando as Equacoes (2-7) e (2-8)), as tensoes referentes a solucao

fundamental sao expressas por

a;j — Ufjm Py = Dijp UZm,p py, em € (2-20)

e as forcas de superficie por

b = i P = Ojim i Py €m T (2-21)

Essa é uma representacao mais geral do que a usualmente apresen-
tada nos métodos de elementos de contorno, em que se considera a forga
concentrada com intensidade unitaria e as constantes ¢, nulas. No método
convencional dos elementos de contorno, a solugao fundamental é utilizada
como fator de ponderacao e nos métodos hibridos dos elementos de contorno,
como funcgao de interpolacgao.

A seguir, a obtencao das fungoes u},, e u},. estd resumidamente apre-
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sentada. As constantes C,,, sao consideradas de modos distintos em cada

método e portanto sao discutidas quando da apresentacao das formulagoes.

2.3.1
Obtencao das fungoes de interpolacao singulares

As fungoes de interpolagao singulares u}, sao obtidas de modo que a
solucao fundamental satisfaca a equagao diferencial que governa o problema
de um corpo submetido a uma forga concentrada qualquer p, [1, 3], dada
por

05 T Dim Dy, = (05 + Dim) pr, =0 em (2-22)

em que 4;, é a funcao singular de Dirac, definida por

oo se i e m referem-se a mesma direcao coordenada
JAVIES . (2-23)
0 caso contrario
e para a qual se conhece a propriedade
/ Aip d2 = 6, (2-24)
Q

em que d;, ¢ uma generalizagao do delta de Kronecker d;; e é definido por

5, = { 1 se i e m referem-se a mesma direcao coordenada (2-25)
0 caso contrario
Entao, para qualquer p;,, tem-se que
Otim; + Dim =0 (2-26)
/Qa;im,j dQ) = —bim (2-27)

Aplicando o teorema da divergéncia e considerando a Equacao (2-21)), tem-

se também que
/ £ dr = —,, (2-28)
r

para um contorno I' que circunscreva o ponto de aplicagao da forca py, .
Para problemas tridimensionais de elastostatica, considerando mate-

rial isotropico, tem-se que

. 1
u:
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e para problemas de estado plano de deformacoes,

. 1
ul = —m (3 —4v)In(r) by, — 7 7 1] (2-30)

em que

N

(2-31)

ri=x;—x" e r=(rr;)

sendo r a distancia a uma for¢a concentrada p}, aplicada no ponto de
coordenadas z]".
Para problemas tridimensionais de potencial, considerando material

homogéneo e regime permanente, tem-se que

1
o= 2-32
Him dkmr ( )
e para bidimensionais,
In(r)
== 2-33

2.3.2

Obtencao das funcoes de interpolacao referentes apenas aos deslocamentos

de corpo rigido

E conveniente considerar u;. fungoes de interpolagao normalizadas de
modo que, quando avaliadas no contorno I' para cada grau de liberdade
m, resultem numa base ortonormal de deslocamentos de corpo rigido
Wi = W. Tal conveniéncia é melhor compreendida quando da obtencao
de resultados em pontos internos nos métodos hibridos de elementos de
contorno, por exemplo.

Supondo que essas funcoes normalizadas u], = u® possam ser obtidas
a partir de funcoes arbitrarias de deslocamentos de corpo rigido @), = a*

pela expressao

u, =u;,. T,s ou u"=u"T (2-34)

Para cada grau de liberdade m do contorno chega-se a
Wy =U" T, ou W=TU"T (2-35)

Pré-multiplicando por W7 e sabendo que W W = I, sendo I a matriz

identidade, chega-se a

T=(WTU"! (2-36)

Assim, conhecidas as fungoes arbitrarias 4}, e a base ortonormal W,,,., pode-

se obter T, e u],.
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Para problemas de elastostatica em estado plano de deformacgoes,
pode-se utilizar como funcgoes arbitrarias de deslocamentos de corpo rigido
10 —T9

=0 = 2-37
; o1 (2:37)

N
Il

e para problemas bidimensionais de potencial,

i

i =0 = [ | ] (2-38)
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