
Maria Fernanda Figueiredo de Oliveira

Métodos de elementos de contorno convencional,
h́ıbridos e simplificados

Dissertação de Mestrado

Dissertação apresentada ao Programa de Pós–graduação
em Engenharia Civil da PUC–Rio como requisito parcial
para obtenção do t́ıtulo de Mestre em Engenharia Civil.
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Resumo

Oliveira, Maria Fernanda Figueiredo de; Dumont, Ney Augusto.
Métodos de elementos de contorno convencional, h́ıbridos
e simplificados. Rio de Janeiro, 2004. 119p. Dissertação de Mes-
trado — Departamento de Engenharia Civil, Pontif́ıcia Universi-
dade Católica do Rio de Janeiro.

Apresentam-se as formulações, consolidando a nomenclatura e os principais

conceitos dos métodos de elementos de contorno: convencional (MCCEC),

h́ıbrido de tensões (MHTEC), h́ıbrido de deslocamentos (MHDEC) e h́ıbrido

simplificado de tensões (MHSTEC). É proposto o método h́ıbrido sim-

plificado de deslocamentos (MHSDEC), em contrapartida ao MHSTEC,

baseando-se nas mesmas hipóteses de aproximação de tensões e deslocamen-

tos do MHDEC e supondo que a solução fundamental em termos de tensões

seja válida no contorno. Como decorrência do MHSTEC e do MHSDEC, é

apresentado também o método h́ıbrido de malha reduzida dos elementos de

contorno (MHMREC), com aplicação computacionalmente vantajosa a pro-

blemas no domı́nio da freqüência ou envolvendo materiais não-homogêneos.

A partir da investigação das equações matriciais desses métodos, são iden-

tificadas quatro novas relações matriciais, das quais uma verifica-se como

válida para a obtenção dos elementos das matrizes de flexibilidade e de

deslocamento que não podem ser determinados por integração ou avaliação

direta. Também é proposta a correta consideração, ainda não muito bem

explicada na literatura, de que forças de superf́ıcie devem ser interpoladas

em função de atributos de superf́ıcie e não de atributos nodais. São apresen-

tadas aplicações numéricas para problemas de potencial para cada método

mencionado, em que é verificada a validade das novas relações matriciais.

Palavras–chave
Elementos de Contorno; Métodos Variacionais; Matrizes Inversas Ge-

neralizadas.
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Abstract

Oliveira, Maria Fernanda Figueiredo de; Dumont, Ney Au-
gusto (Advisor). Conventional, Hybrid and Simplified Boun-
dary Element Methods. Rio de Janeiro, 2004. 119p. MSc. Dis-
sertation — Departamento de Engenharia Civil, Pontif́ıcia Univer-
sidade Católica do Rio de Janeiro.

A consolidated, unified formulation of the conventional (CCBEM), hy-

brid stress (HSBEM), hybrid displacement (HDBEM) and simplified hy-

brid stress (SHSBEM) boundary element methods is presented. As a coun-

terpart of SHSBEM, the simplified hybrid displacement boundary element

method (SHDBEM) is proposed on the basis of the same stress and displa-

cement approximation hypotheses of the HDBEM and on the assumption

that stress fundamental solutions are also valid on the boundary. A combi-

nation of the SHSBEM and the SHDBEM gives rise to a provisorily called

mesh-reduced hybrid boundary element method (MRHBEM), which seems

computationally advantageous when applied to frequency domain problems

or non-homogeneous materials. Four new matrix relations are identified,

one of which may be used to obtain the flexibility and displacement matrix

coefficients that cannot be determined by integration or direct evaluation.

It is also proposed the correct consideration, still not well explained in the

technical literature, that traction forces should be interpolated as functi-

ons of surface and not of nodal attributes. Numerical examples of potential

problems are presented for each method, in which the validity of the new

matrix relations is verified.

Keywords
Boundary Elements; Variational Methods; Generalized Inverse Matri-

ces.
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3 Método convencional consistente dos elementos de contorno 26
3.1 Identidade de Somigliana 26
3.2 Equações matriciais que governam o problema 28
3.3 Matriz de rigidez 33
3.3.1 Inversa generalizada da matriz GP⊥

Z quadrada 34
3.3.2 Inversa generalizada da matriz GP⊥

Z retangular 34
3.4 Obtenção da base das forças de superf́ıcie desequilibradas Z 36
3.5 Propriedades de ortogonalidade e consistência das equações matriciais 36
3.5.1 Propriedades de ortogonalidade de H 37
3.5.2 Propriedades de ortogonalidade de GP⊥

Z 37
3.5.3 Propriedades de ortogonalidade de LT P⊥

Z 37
3.5.4 Propriedades de ortogonalidade de KCC e (p− pb) 38
3.5.5 Consistência de H (d− db) = GP⊥

Z (t− tb) 38
3.5.6 Consistência de KCC (d− db) = (p− pb) 38
3.6 Avaliação dos campos de deslocamentos e de forças de superf́ıcie
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