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Apéndice

8.1.

Introducao

Neste apéndice apresentam-se 0s programas para o calculo das matrizes de
rigidez, o célculo dos autovalores e o meétodo utilizado para o calculo dos
caminhos pos-criticos a partir das equacgdes ndo-lineares de equilibrio.

Apresentam-se também todos os célculos referentes aos exemplos

apresentados no Capitulo 5.

8.2.

Programas

Programa I.1 - Calculo das matrizes de rigidez da coluna, dos autovalores para o

caso linear e equacdes ndao-lineares de equilibrio considerando-se o campo de

deslocamentos (3.29) - Apoios Discretos.

> restart:with(linalg):with(plots):with(LinearAlgebra):

Véariaveis do Programa

># N - NOmero de termos considerados na expansao modal ( nUmero de graus de
liberdade)

> #wt - Campo de deslocamentos

> # a||li - Amplitude do deslocamento - Para o célculo dos autovalores esse termo €

tirado da expressdao do campo de deslocamentos e executa-se o0 programa
normalmente.

> #m - NUumero de apoios laterais

> wt:=0:N:=15:

>forifrom1by1toNdo

> wt|i(xi):=a]|i*(-I*Pi*xi+i*Pi*(2+(- 1)) *XxiN2-i*Pi*(1+(-1)M)*xi**3+sin(i*Pi*xi)):
> dwt||i(xi):=diff(wt]]i(xi),xi):ddwt|[i(xi):=diff (wt]]i(xi),xi$2):

> wt=wtwt]|i(xi):

> end do:
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Gréfico das Funcdes para N=1,2e 3
>plot([wtl(xi),wt2(xi),wt3(xi),wt(xi)],xi=0..1,color=[red,blue,black,green],

style=[point,line,line,line]);

i
e e LAy T N

0.87

0
-0.51

Integracdo ao Longo da Barra para Obtencdo das Matrizes de Rigidez Elastica e

Rigidez Geométrica

As matrizes de rigidez elastica K (no caso representada por Kf, para lembrar a
energia de flexdo), rigidez geométrica (das tensdes) Kg, podem ser obtidas
respectivamente, das energias de deformacdo e das tensBes para a carga de

direcdo constante= trabalho das cargas V3.

A variagdo do array é de acordo com o0 numero de graus de liberdade
considerados.

>KGt:=array(1..N,1..N):KGtn:=array(1..N,1..N):KFt:=array(1..N,1..N):KFtn:=array(1..N, 1..
N):Mt:=array(1..N,1..N):

> forifrom1by1toNdo

> forjfrom1by1toNdo

> #Energia da Forga axial

> KGt[i,jl:=int(1/2*dwt]|i(xi)*dwt]|]j(xi),xi=0..1);  #Parcela quadratica
> KGtn[i,jl:=int(1/8*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi),xi=0..1);
> #Energia de Flexao
> KFt[i,jJ:=int(1/2*ddwt]]i(xi)*ddwt||j(xi),xi=0..1); #Parcela Quadratica
>
KFtn[i,j]:=int(1/2*ddwt||i(xi)*ddwt]||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)+1/8*ddwt|i(xi)*dd
wit|[j(xi)*dwt]|i(xi)*dwet|[j(xi)*dwet]|i(xi)*dwt]|j(xi),xi=0..1):
> od:

> od:
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Célculo da energia de deformacao dos estribos, autovalores e equagdes ndo-lineares de
equilibrio

> for Nmolas from 1 by 1 to 5 do

> KFtm||Nmolas:=array(1..N,1..N):

> forifrom1by1toNdo

> forjfrom 1 by 1 to N do

> KFtm||Nmolasi,j]:=0;
> od:
> od

> for m from 1 to Nmolas do

> xm||m:=1/(Nmolas+1)*m;
> forifrom1 by 1toNdo
> forjfrom1 by 1to N do
>

KFtm||Nmolas]i,jl:=KFtm||Nmolas][i,jl+eta*1/2*subs(xi=xm]||m,wt|]i(xi))*subs(xi

=xm||m,wt|[j(xi));
> od:
> od:
> od:

>  #Parcela quadratica do funcional

> KFtQJ||Nmolas:=evalm(KFt+KFtm]||Nmolas);

> A||Nmolas:=multiply(inverse(KGt),KFtQ||Nmolas):
> Gammal|Nmolas:=eigenvals(A||[Nmolas);

> Autov||[Nmolas:=[eigenvectors(A||[Nmolas)];

> KGtNL:=evalm(KGt+KGtn);

> KFt2||Nmolas:=evalm(KFtQ||Nmolas+KFtn):

> EPT||Nmolas:=evalm(KFt2||Nmolas-Gamma*KGtNL);
> #Equacbes ndo-lineares de Equilibrio

>  forffrom 1to N do

> EqL||[Nmolas||f:=0;

> od:

> forgfrom1ltoNdo

> for h from 1 to N do

> EqL||[Nmolas||g:=EqL|[Nmolas||g+diff(EPT||Nmolas[g,h],al|g);

> od:
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> od:

> od:

Programa 1.2 - Calculo das matrizes de rigidez da coluna, dos autovalores para o
caso linear e das equacdes néo-lineares de equilibrio considerando-se o campo de

deslocamentos (3.28) e apoios Discretos

> restart:with(linalg):with(plots):with(LinearAlgebra):

> wt:=0:N:=15:

> forifrom1by1toNdo

> wi||i(xi):=1/2*a]|i*(1-cos(2*Pi*i*xi)):

> dwtli(xi):=diff(wt]|i(xi),xi):ddwt][i(xi):=diff (wt]]i(xi),xi$2):

> wt:=wt+wt] [i(xi):

> end do:

Graficos das Funcdes para N=1, 2 e 3
>plot([wtl(xi),wt2(xi),wt3(xi),wt(xi)],xi=0..1,color=[red,blue,black,green],

style=[point,line,line,line]);

2_

1.8

Kl

A partir deste ponto, o trecho do programa para o calculo das matrizes de rigidez,

dos autovalores e das equac8es nao-lineares de equilibrio € o mesmo do

Programa l.1.
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Programa |.3 - Calculo das matrizes de rigidez da coluna sobre base elastica, dos
autovalores para o caso linear e das equacOes nao-lineares de equilibrio
considerando-se o campo de deslocamentos (3.28).

> restart:with(linalg):with(plots):with(LinearAlgebra):

> wt:=0:N:=6:

> forifrom1by1toNdo

> wili(xi):=1/2*a]|i*(1-cos(2*Pi*i*xi)):

> dwt|]i(xi):=diff(wt][i(xi),xi):ddwt]]i(xi):=diff(wt]|i(xi),xi$2):

> wt=wi+wt]|i(xi):

> end do:

Integracdo ao Longo da Barra para Obtencdo das Matrizes de Rigidez Elastica e

Rigidez Geométrica

> N:=1:

KGt:=array(1..N,1..N):KGtn:=array(1..N,1..N):KFt:=array(1..N,1..N):KFtn:=array(1..N,1..N)

:Mt:=array(1..N,1..N):

> forifrom 1 by 1 to N do

> forjfrom1by1toNdo

> # Energia da Forca Axial

> KGt[i,j]:=int(1/2*dwt|]i(xi)*dwt||j(xi),xi=0..1); # Parcela Quadratica

> KGtn[i,j]:=int(1/8*dwt]||i(xi)*dwt][j(xi)*dwt||i(xi)*dwt|]j(xi),xi=0..1); #Parcela N&o-
Linear

> #Energia de Flex&o

> KFt[i,j]:=int(1/2*ddwt]||i(xi)*ddwt||j(xi),xi=0..1); # Parcela Quadratica

KFtn[i,j]:=int(1/2*ddwt||i(xi)*ddwt]||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)+1/8*ddwt|i(xi)*dd
wi||j(xi)*dwt]]i(xi)*dwt][j(xi)*dwt]||i(xi)*dwt]||j(xi),xi=0..1); #Parcela Nao-Linear
> od:
> od:
Incluséo da base elastica
> KFtm:=array(1..N,1..N):
> forifrom1by1toNdo
>  forjfrom1by1toNdo
> KFtm[i,j]:=int(eta*1/2*subs(L=1,wt||i(xi))*subs(L=1,wt||j(xi)),xi=0..1):
>

od:

V

od:

\Y

print(KFtm):
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\Y

KFtQ:=evalm(KFt+KFtm):

\%

A:=multiply(inverse(KGt),KFtQ);

Gamma:=eigenvals(A);

vV Vv

Autov:=eigenvectors(A):
KGINL:=evalm(KGt+KGtn):
KFt2:=evalm(KFtQ+KFtn):
EPT:=evalm(KFt2-lambda*KGtNL):

\%

\%

\%

#Equacdes nao-lineares de Equilibrio

vV Vv

for f from 1 to N do
EqL||f:=0;

> od:

\

\Y

for g from 1 to N do

\%

for h from 1 to N do
EqL||g:=EqL||g+diff(EPT[g,h],al|g):
> od:

> od:

\Y

Programa 1.4 - Célculo das matrizes de rigidez da coluna sobre base elastica, dos
autovalores para o0 caso linear e das equacOes nao-lineares de equilibrio
considerando-se para o campo de deslocamentos uma combinacdo de func¢des
simétricas e antissimétricas.

> restart:with(linalg):with(plots):with(LinearAlgebra):

> wt:=0:N:=6:

> forifrom1by1toNdo

> wi|[i(xi):=a|[i*(-i*Pi*Xi+i*Pi*(2+(-1)N)*XiN2-i*Pi*(1+(-1)Ni)*xi**3+sin(i*Pi*xi)):

> dwitl]i(xi):=diff(wt]|i(xi),xi):ddwt][i(xi):=diff (wt]]i(xi),xi$2):

> wt:=wt+wt][i(xi):

> end do:

A partir deste ponto, o trecho do programa para o calculo das matrizes de rigidez,
dos autovalores e das equacdes ndo-lineares de equilibrio € o mesmo do

Programa [.3.
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Programa 1.5 - Célculo das matrizes de rigidez da coluna sobre base elastica, dos

autovalores para o0 caso linear e das equacfes nao-lineares de equilibrio

considerando-se uma imperfeicdo geométrica inicial para o campo de

deslocamentos uma combinacéo de fun¢8es simétricas e antissimétricas, campo

de deslocamentos (3.29).

> restart:with(linalg): with(plots):

> wt:=0:N:=3:

> forifrom1by1toNdo

>

>

>

>

>

wit|i(xi):=a||i*(-FPi*Xi+i*Pi*(2+(-1) M) *xiN2-*Pi* (1+(-1)M)*xi**3+sin(i*Pi*xi)):
dwt][i(xi):=diff(wt|]i(xi),xi):ddwt]]i(xi):=diff(wt]]i(xi),xi$2):
wto||i(xi):=ao||i*(-I*Pi*xi+i*Pi*(2+(- 1)) *xi*2-i*Pi*(1+(-1)Ni)*xi**3+sin(i*Pi*xi)):
dwtol]i(xi):=diff(wto]|i(xi),xi):ddwto|i(xi):=diff(wto]|i(xi),xi$2):

wt:=wit+wt]|i(xi)+wto|]i(xi):

> end do:

Integracdo ao Longo da Barra para Obtencdo das Matrizes de Rigidez Elastica e

Rigidez Geométrica

KGt:=array(1..N,1..N):KGtn:=array(1..N,1..N):KFt:=array(1..N,1..N):KFtn:=array(1..N,1..N)
:Mt:=array(1..N,1..N):
> forifrom1by1toNdo

>

>

>

forjfrom 1 by 1 to N do

#Energia da Forca Axial

KGt][i,j]:=int(1/2*dwt]|[i(xi)*dwt||j(xi)+dwt||i(xi)*dwto][j(xi),xi=0..1); # Parcela Quadratica

KGtnl[i,jJ:=int(1/8*dwt]|i(xi)*dwt|[j(xi)*dwt|[i(xi)*dwt][j(xi)+1/2*dwt||i(xi)*dwt|]j(xi)*dwt|i(xi) *dwto]|j
(xi)+3/4*dwt||i(xi)*dwt]|j(xi)*dwtol|i(xi)*dwto][j(xi)+1/2*dwt]i(xi)*dwto||j(xi)*dwto]|i(xi) *dwto||j(xi)
Xi=0..1); #Parcela Nao-Linear

#Energia de Flexao

KFt[i,jl:=int(1/2*ddwt]|i(xi)*ddwt|]j(xi),xi=0..1); # Parcela Quadratica

KFtn[i,j]:=int(L/2*(ddwt][i(xi)*ddwt] [j(xi)*dwt][i(xi)*dwt|[j(xi)+ L/4*ddw][i(xi)*ddwt| [j(xi)*
dwt][i(xiy*dw] [j(xi)*dwt][i(xiy*dwt][j(xi)+dwto]|i(xi)*dwto| [j(xi)*ddwt][i(xi)*ddwt][j(xi)+1/4
*dwtol [i(xi)*dwto|[j(xi)*dwto] [i(xi)*dwto] |j (xiy*ddwt][i(xiy*ddwt|[j(xi)+ 1/4*dwt||i(xi)*dwt] |
(xi)*dwi] [i(xi)*dw] [j(xi)*ddwto] [i(xi)*ddwto] [j(xi)+dwt][i (xi)*dwt] |j(xi)*dwt][i(xi)*ddw] [j(xi
Y*ddwi][i(xi)*dwto][j(xi)-+dwt][i(xi)*dwt][j(xi)*dwt][i(xi)*ddwto|[j(xi)*ddwto||i(xi)*dwto|[j(xi
)+2*dwt][i(xi)*ddwt|[j(xi)*ddwt]|i(xi)*dwto| [j(xi)-+dwt][i(xi)*dwto] |j(xi)*dwto] |i(xi)*dwtoj(
xiy*ddwt][i(xiy*ddwi][j(xi)+3/2*dwt]|i(xiy*dwt][j(xi)*ddw][i (xi)*ddwt][j(xi) *dwtol|i(xi) *dwto
(i) -+ L/2*chwit] (i) *dwt] [j(xi) *dwit | [i(xiy *dwi [ iy *ddwt] i(xi) *d dwto [j(xi)+dwt] i(xi)*dw]
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194

li(xiy*dwtoli(xi)*dwto][j(xiy*ddwto][i(xi)*ddwto] [j(xi)+ddwt][i(xi)*dwt]j(xi)*dwt] [i(xi)*ddw
to][j(xi)+2*dw][i(x)*dwt] [(xiy*dw][i(xi)*ddwt|[j(xi)*dwto] [i(xi)*ddwto|[j(xi)+2*ddwt][i(xi)*
dw][j(xi)*dwto|[i(xiy*ddwto|[j(xi)+5/2*dwt][i(xi)*dw][j(xi)*ddwt][i(xi)*dwto] [j(xi)*dwto|i(
xiy*ddwto] |j(xi)+dw][i(xiy*dwto][j(xi)*dwto] |i(xi)*dwto] |j(xi)*ddw][i(xi)*ddwto] |j(xi)),xi=0

..1); #Parcela N&ao-Linear
od:

> od:

Inclusdo da base elastica

>

V

\Y

\Y

v V V V V V

vV V V

\%

KFtm:=array(1..N,1..N):
forifrom1 by 1toNdo

forjfrom 1 by 1 to N do

KFtm[i,j]:=int(1/2*eta* (wt|[i(xi)*wi][j(xi)+2*wto][i(xi)*wt|[j(xi)+wto] [i(xi)*wto][j(xi)),xi=0

.1);

od:
od:
print(KFtm);
KFtQ:=evalm(KFt+KFtm):
A:=multiply(inverse(KGt),KFtQ):
#Gamma:=eigenvals(A):
#Autov:=eigenvectors(A):

KGtNL:=evalm(KGt+KGtn):
KFt2:=evalm(KFtQ+KFtn):
EPT:=evalm(KFt2-lambda*KGtNL):

#Equacdes de Equilibrio
for ffrom 1 to N do
EqL||f:=0;
od:
for g from 1 to N do
for h from 1 to N do

EqL||g:=EqL||g+diff(EPT[g,h],a||9):

od:
od:
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Programa 1.6- Para se considerar apenas funcdes simétricas no programa 1.5,
basta alterar o trecho correspondente ao campo de deslocamentos como a seguir.
> restart:with(linalg):with(plots):with(LinearAlgebra):

> wt:=0:N:=3;

>forifrom1by1toNdo

\Y

wi||i(xi):=1/2*(1-cos(2*Pi*i*xi)):wto||i(xi):=1/2*(1-cos(2*Pi*i*xi)):
> dwt]i(xi):=diff(wt]|i(xi),xi):ddwt]|i(xi):=diff(wt][i(xi),xi$2):

> dwtolli(xi):=diff(wto]|i(xi),xi):ddwtol|i(xi):=diff(wto||i(xi),xi$2):

> wt=wt+wt||i(xi)+wto]]i(xi):

> end do:

Programa |.7- Para considerar-se o caso de emendas das barras da armadura,

considerou-se um modelo, onde a coluna é engastada e livre. Assim, calcula-se a
matriz A para o calculo dos pontos (F,n) e assim através da solucédo do problema

de autovalores pode-se conhecer estes pontos.
> restart:with(linalg):with(plots):with(LinearAlgebra):
> wt:=0:N:=6:

> forifrom1by1toNdo

\Y

wi||i(xi):=(1-cos((2*i-1)*Pi*xi/2)):

> dwt|[i(xi): =diff(wt][i(xi), xi):ddwt][i(xi):=diff(wt]Ji(xi) xi$2):
> wt=wt+wt||i(xi):

> end do:

Integracdo ao Longo da Barra para Obtencdo das Matrizes de Rigidez Elastica e Rigidez

Geométrica
>KGt:=array(1..N,1..N):KGtn:=array(1..N,1..N):KFt:=array(1..N,1..N):KFtn;=array(1..N, 1..
N):Mt:=array(1..N,1..N):

> forifrom 1 by 1to N do

> forjfrom1by1ltoNdo

> # Energia da Forga Axial

> KGt[i,j]:=int(1/2*dwt]|i(xi)*dwt|[j(xi),xi=0..1); # Parcela Quadratica

> KGtnl[i,j]:=int(1/8*dwt]|i(xi)*dwt||j(xi)*dwt]|[i(xi)*dwt]||j(xi),xi=0..1); #Parcela N&o-Linear
#Energia de Flexao

> KF[i,jl:=int(1/2*ddwt]|i(xi)*ddwt||j(xi),xi=0..1); # Parcela Quadréatica

\

KFtn[i,j]:=int(1/2*ddwt]|[i(xi)*ddwt]|j(xi)*dwt|[i(xi)*dwt]|j(xi)+1/8*ddwt]||i(xi)*ddwt||j(xi)*d
wi| [i(xi)*dwt||j(xi)*dwt]|[i(xi)*dwt|]j(xi),xi=0..1); #Parcela N&o-Linear
> od:

> od:
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Inclusdo da Base elastica (apoios laterais distribuidos de forma continua)
KFtm:=array(1..N,1..N):
forifrom1 by 1toNdo
forjfrom 1 by 1 to N do
KFtm[i,j]:=int(eta*1/2*wt||i(xi)*wt][j(xi),xi=0..1):

>

vV V V V V V

\

Considerando-se seis modos na expansdo modal, chega-se a seguinte matriz

od:
od:

KFtQ:=evalm(KFt+KFtm):
A:=multiply(inverse(KGt),KFtQ);

caracteristica para o calculo dos autovalores.

16[ﬁ+—“ (Sn_s)]
64 4 8(-4+3m)n  8(-12+5m)n  8(-12+7m)n 8(-20+9m)n 8(-20+1lm)n
T[2 3 T[3 5 ﬂ:3 7 n:3 9 n:3 11 T[3
4
16 8ln n(9n+8)
8(—4+3mn 64 12n 8(4+15m)n  8(20+21m)n  8(4+9mn  8(28+33mn
27 ns 9 n2 13571:3 18971:3 81 n3 2971[3
4
[6257: T](15TC—8)]
8(-12+5n)n 8(4+15m)n 64 207 8(—4+35m)n 8(-28+45m)n 8(-12+55n)n
125 T[3 375 Tt3 25 T[2 875 T[3 11257'{3 1375Tt3
4
2401 n(21n+8)
8(-12+7n)n 8(20+21mx)ny 8(-4+35m)n 64 287 8(4+63m)n 8(36+77m)n
343 n3 10291'[3 17151'[3 49 nz 3087 ﬂ:3 3773113
4
6561n  n(27n-8)
8(-20+9nm)n 8(4+9m)n 8(-28+451)n 8(4+631m)n 64 36 8(—4+991)n
729113 729113 36451[3 510311;3 81 nz 80191[3

8(-20+11m)n

8(28+33m)n 8(-12+55m)n 8(36+77m)n 8(-4+99m)n [ 64

1464111;4 n(33n+8)]
T 4an

1331 Tt3

39937:3 665571:3 9317113 119791‘:3

121 nz
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A partir da obtencdo da matriz A, pode-se gerar os pontos (I'x7) a partir da

seguinte subrotina:

> restart:with(linalg):with(plots):with(codegen,fortran):
> A = matrix([[16/Pi"2*(1/64*Pi~4+1/4*eta*(3*Pi-8)/Pi), 8/3/Pi"3*(-4+3*Pi)*eta, 8/5/Pi"3*(-
12+5*Pi)*eta, 8/7/Pi"3*(-12+7*Pi)*eta, 8/9/Pi"3*(-20+9*Pi)*eta, 8/11/Pi"3*(-
20+11*Pi)*eta], [8/27/Pi"3*(-4+3*Pi)*eta, 16/9/Pi"2*(81/64*Pi*4+1/12*eta*(9*Pi+8)/Pi),
8/135/Pi"3*(4+15*Pi)*eta, 8/189/Pi"3*(20+21*Pi)*eta, 8/81/Pi*3*(4+9*Pi)*eta,
8/297/Pi"3*(28+33*Pi)*eta], [8/125/Pi*3*(-12+5*Pi)*eta, 8/375/Pi*3*(4+15*Pi)*eta,
16/25/Pin2*(625/64*Pir4+1/20*eta*(15*Pi-8)/Pi), 8/875/Pi"3*(-4+35*Pi)*eta,
8/1125/Pi"3*(-28+45*Pi)*eta, 8/1375/Pi"3*(-12+55*Pi)*eta], [8/343/Pi"3*(-12+7*Pi)*eta,
8/1029/Pi"3*(20+21*Pi)*eta, 8/1715/Pi"3*(-4+35*Pi)*eta,
16/49/Pi"2*(2401/64*Pi~4+1/28*eta*(21*Pi+8)/Pi), 8/3087/Pi"3*(4+63*Pi)*eta,
8/3773/Pi"3*(36+77*Pi)*eta], [8/729/Pi"3*(-20+9*Pi)*eta, 8/729/Pi"3*(4+9*Pi)*eta,
8/3645/Pi"3*(-28+45*Pi)*eta, 8/5103/Pi*3*(4+63*Pi)*eta,
16/81/Pin2*(6561/64*Pi~4+1/36*eta*(27*Pi-8)/Pi), 8/8019/Pir3*(-4+99*Pi)*eta],
[8/1331/Pi*3*(-20+11*Pi)*eta, 8/3993/Pi"3*(28+33*Pi)*eta, 8/6655/Pi"3*(-12+55*Pi)*eta,
8/9317/Pi"3*(36+77*Pi)*eta, 8/11979/Pi"3*(-4+99*Pi)*eta,
16/121/Pi"2*(14641/64*Pir4+1/44*eta*(33*Pi+8)/Pi)]]):
> for i from 0 by 1 to 600000 do
> b:=subs(eta=i,evalm(A));
> Gammalli:=evalf(Eigenvals(b));
> od:
> arg:="c:\\salete\\tesedoctor\\resultados\\casocont\\emenda.dat:
> fd:=fopen(arq,APPEND):
> for i from 0 by 1 to 600000 do
>

fprintf(arq,"%d,%.10f,%.10f,%.10f,%.10f,%.10f,%.10f",i, Gamma||i[1], Gamma||i[2], Ga

mma||i[3],Gamma||i[4],Gamma||i[5], Gamma||i[6]):
> fprintf(arg,’\n°):
> od:

> fclose(arq):
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8.3
Célculo do Diametro e Espacamento entre Estribos para Diversos
Arranjos das Armaduras na Secao Transversal

Apresenta-se alguns testes realizados no Mathcad 11 para se calcular o
didmetro e espacamento entre estribos em pilares descritos nos trabalhos
de Queiroga(1999) e Sheikh & Uzumeri (1980)

a) Queiroga (1999)
Exemplol : Pilar P1, P4 e P6
Propriedades da Barra e seus Carregamentos:

E Médulo de Young do Material N/mm?2
fy Resisténcia de escoamento do aco N/mm2
| Momento de Inércia da Secdo Reta mm4
L Comprimento da barra mm
b Distéancia entre duas pernas de estribos mm
s Espagamento entre estribos mm
& Diametro da armadura longitudinal mm
A Diametro da armadura transversal mm
A Aréa da sec¢do da armadura longitudinal mm2
P, Carga de esmagamento N
P, Carga de flambagem N
I Parametro adimensional de carga
1 Parametro adimensional da rigidez dos estribos
Par=¢4t/S
fy := 502 d:=125  L:=120C E -— 21000C As := 125
Py = i-As
1.15

4
Py =5.45652x 10

b:=200-26.3-125-2.175

b =139.9
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Calculo dos valores de ¢ e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,2Py,
y=1.2

Pcr == y-Py

Pcr = 6.54783 x 104

I1:=Pcr LZ
o c ¢4 I1=18.39079 Equivalea 71 :=149.104z
3 4
par = -1 b4
L4 par = 4.80682
P1
s :=15C

4
#i=pars ¢ = 5.18188

P4
s:=10C
4
A=+ par-s & =4.68236
P6
s:=50
4
A=y par- ¢ = 3.93738

Teste para um valor de s=200 mm

s := 20C
¢ =\ pars
TVP ¢ = 5.56829

Para o diametro dos estribos, $t=6,3 mm tem-se o seguinte espagcamento

4 :=6.3

par s =327.72088

Calculo dos valores de ¢t e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,5Py,

y:=1.5
Pcr := »-Py

CalculodeI'1
2

/1 :=Pcr-

c ¢4 I'1=2298848 Equivalea 71 :=242.8594
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200

par = A0 par = 7.8293

Calculo do diametro dos estribos dado o espagcamento entre estribos

P1

s:=15C

#:= \pars

P4
s:=10C

#:=\pars

¢ =5.85401

4 = 5.2897

s:=50

d = 4\/ par-s

Teste com um valor de s=200 mm
s:=20C

d = 4\/ par-s

& = 4.44809

4 = 6.29055

Para o didametro dos estribos, ¢t=6,3 mm tem-se o seguinte espagamento

#:=6.3

¢t4

§i=—

par s = 201.20514

Consideracdo das emendas

Para a emenda na secdo, considera-se a armadura com uma extremidade livre e assim,
os valores de n correspondem a valores muito maiores para cada valor de I'y

calculado

Calculo dos valores de ¢t e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,2Py

y=12
Pcr := »-Py
2
M=Por——  1-1839079 Equivalea
E-d
3 4
par = 1124 par = 18.25645
4
L
P1

s:=15C

7l :=566.3021
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d = 4\/ par-s & =7.23397
P4

s:=10C

4

A=+ par-s ¢ =6.53663
P6

s:=50

N

S vpars ¢4 = 5.49663

Teste para um valor de s=200 mm
s :=20C
¢ = 4\/ par-s d=7.77341
Para o didametro dos estribos, ¢t=6,3 mm tem-se o seguinte espagamento

#:=6.3

e

> par s = 86.28709

Para o didametro dos estribos, ¢t=6,3 mm tem-se o seguinte espagamento

#:=6.3
4
st s_86.28700
par

Calculo dos valores de ¢t e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,5Py

y=15
Pcr := »-Py
CalculodeT1
2
I1:=Per— I =22.98848 Equivale a 7l = 790.807%
E-d
3 4
par = LA par — 25.49405
4

Calculo do diametro dos estribos dado o espagamento entre estribos
P1
s :=15C
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¢ = 4\/ pars ¢4 =7.8638

P4
s:=10C

= pars ¢ = 7.10575
P6

s:=50

d = 4\/ par-s d =5.9752

Teste para um valor de s=200 mm
s:=20C

4= Y par & = 8.4502

Para o didametro dos estribos, $t=6,3 mm tem-se 0 seguinte espagamento
#:=6.3

par §=61.79073

Flambagem ocorrendo entre dois estribos consecutivos

Os valores de "1 para que a flambagem ocorra entre dois estribos consecutivos dependera
darelacdoentreL es

P1
s:=15C
4
5 4"
E.;Z' .a)
Pcr
Per = —m—+ yi=—  y=2.02316
s? Py
3,2
n== I'l=31.00628 Equivalea 71 :=443.197¢
2
64-s
4
oar = ;71-b3-¢| par = 14.28782
L4

¢ = 4\/ par-s ¢ = 6.804

Consideracdo das emendas na se¢édo

3 .
= ~L2 I'1=31.00628 Equivalea #71:=1195.672

64.5°
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par = 1224 par = 38.54608

&= m ¢ = 8.72003

Teste para s=200 mm

nl:=131.1927

s :=20C
4
£t \
iy _Por
Por i=~——= 7=y 7=1.13803
S
3,2
n== I1=17.44103 Equivale a
2
64-s
3 4
par = 22 ar — 420039
4

L
¢ = 4\/ par-s ¢ = 5.39296

Consideracdo das emendas

3 2
n==t I1=17.44103 Equivale a
2
64-s
4
ar i b par = 16.80322
4

= pars & = 7.61387

nl :=521.223¢

P4
s:=10C
4
E 3 4 \
a) Pcr
Per yi=— y=455211
. 2 Py
S
3 L2
n== I1=69.76412 Equivalea 71 :=1890.104:
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3 4
par := 7b -4
L4 par = 60.9332
d = 4\/ par-s ¢ =8.83514
Consideracdo das emendas na se¢do
773 L2
Il:= > I1=69.76412 Equivalea  7l:=3206.77
64-s
3 4
par = -1 b™-d
4 par = 103.37988
4
d =/ par-s ¢ =10.08345
P6
s:=50
4
3 g
E.;Z' .a)
Pcr = Pcr
yi=— y=18.20845
S Py
3
e V4 -L2
6452 I1=279.05649 Equivale a 7t = 10200.52
4
b g
par ;= ——— par = 328.84445
4
L
# =\ pars
=V ¢4 = 11.32375
Consideracdo das emendas
7r3 L2
Il:= . I'1=279.05649 Equivalea  7l:=14166.67
64-s
3 4
par = 1124 par = 456.70523
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& = Y pars 4 = 12.29282

b. Sheikh & Uzumeri (1980)
Pilar 4A1-13
fy:=436 4:=222  L:=121¢ b:=244.8 Er:=2740C As:=387.1 Et:=500C
Py := fy-As

5
Py =1.6955x 10

Calculo dos valores de ¢ e s, considerando-se a carga de flambagem Per=1,2Py,

y:=1.2
Pcr := y-Py
2
Il :=Pcr- . .
o crgt 1= 4542799 Equivalea 71 == 943.708¢
r.
6 y1-Er-b- 4
par = — 1= =008 par = 0.83556
Et.L?
Calculo do diametro dos estribos dado o espagcamento entre estribos
s:=57.1

4= %/m ¢ =6.90728

Para o didametro dos estribos, ¢t=4,76 mm tem-se 0 seguinte espagcamento
¢ =476

e

S par s =27.11664

Calculo dos valores de ¢t e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,5Py

y=15
Pcr := »-Py
CélculodeT'1
2

M =Por—— 1-5678498 Equivalea n1:=1381.27¢

Er-d

6. y1-Er-b- 4

par = — == par = 1.22298

Et.L?

Calculo do diametro dos estribos dado o espagcamento entre estribos
s:=57.1
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¢ = 2\/ par-s ¢ = 8.35658

Para o didametro dos estribos, ¢t=4,76 mm tem-se 0 seguinte espagcamento
¢ =476

re

S par s = 18.52649

Consideracdo das emendas
Para a emenda na secdo, considera-se a armadura com uma extremidade livre e
assim, os valores de m1 correspondem a valores muito maiores para cada valor de

I'; calculado

Calculo dos valores de ¢t e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,2Py

y=172
Pcr :=1.2-Py
2
Il :=Pcr- 2 I'l =45.42799Equivale a 71 :=1939.24¢
Er-d
4
_ 67L-Erb-d
par = 2 par = 1.71701
Et-L
s:=57.1
Pcr:=1.2-Py

d = 2\/ par-s ¢ =9.90158
Para o didametro dos estribos, ¢t=4,76 mm tem-se 0 seguinte espagcamento

4 :=4.76

e

par

S:= s =13.19596

Calculo dos valores de ¢t e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,5Py

y:=15

Pcr := »-Py

1 = Per- ’ 1 - 5678498 EOUIVAlea 7l :=2529.641
Er~¢|4 A

par := SyLErbd par = 2.23975

..t
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Calculo do diametro dos estribos dado o espagamento entre estribos

s:=57.1
2
¢ = par-s ¢ =11.30883

Para o diametro dos estribos, ¢t=4,76 mm tem-se 0 seguinte espagcamento
d =476

2
st s=10.11614
par

Flambagem ocorrendo entre dois estribos consecutivos

Os valores de "1 para que a flambagem ocorra entre dois estribos consecutivos dependera
darelacdoentreL es

s:=57.1
4
Er. 2
) 64 ) Pcr
Pcr = ———— yi=— y=44.70245
s? Py
3,2
n== I1=220.80293 Equivalea 1 :=7864.583¢
2
64-s
6 y1-Er-b- 4
par = —1—=C2 % par = 6.96331
Et.L?

Calculo do diametro dos estribos dado o espagamento entre estribos

s:=57.1

¢ = 2\/ par-s ¢ =19.94004

Consideracdo das emendas

3
I T ~L2
= I1=220.802903 Equivalea 71 :=11088.54
64-s
6 y1-Er-b- 4
par = — 1= =008 par = 9.81781
Et.L?

Calculo do diametro dos estribos dado o espagcamento entre estribos

s:=57.1
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o =2l par-s 4 = 23.67693
Pilar 2A5-14 e 2A6-15
fy:=404 4:=1587 L:=121¢ b:=251.12 Er:=2390C As:=197.81 Et:=500C
Py := fy-As
4
Py = 7.99152x 10

Calculo dos valores de ¢t e s, considerando-se a carga de flambagem Per=1,2Py,

y=1.2
Pcr .= y-Py
2
Il :=Pcr- .
o r g I1=93.99671 Equivalea 71 :=2848.95
r-
6 y1-Er-b-d”

ar = 77—4 par = 0.58946

Et.L

Caélculo do diametro dos estribos dado o espagamento entre estribos
Corpo de prova - 2A5-14
s:=76.2

d:= 2\/ par-s d =6.70201
Para o didametro dos estribos, ¢1=9,52 mm tem-se 0 seguinte espagcamento

¢ :=9.52
¢t2

*TTar  s=153.75117

Corpo de prova - 2A6-15
s:=35

&= 2\/ par-s ¢ = 4.54215

Para o didametro dos estribos, ¢1=6,35 mm tem-se 0 seguinte espagcamento

4 :=6.35

¢t2

§i=—

Calculo dos valores de ¢ e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,5Py
y=15
Pcr := »-Py
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CélculodeT'1
2
1 = Per- I1=117.49589 Equivale a
Er. ¢|4 7l :=3776.041
6. y1-Er-b- 4
par = — 1= =008 par = 0.78128
Et.L*

Calculo do diametro dos estribos dado o espagamento entre estribos
Corpo de prova - 2A5-14
$:=76.2

= %/m ¢ =7.7158
Para o didametro dos estribos, ¢t=9,52 mm tem-se 0 seguinte espagcamento
¢ :=9.52
s:= ”I—Z s = 116.00229
par
Corpo de prova - 2A6-15
s:=35
= %/m ¢ = 5.22923
Para o didametro dos estribos, ¢t=6,35 mm tem-se 0 seguinte espagcamento
¢ = 6.35

s-t  <_5161074

Consideracdo das emendas
Para a emenda na secdo, considera-se a armadura com uma extremidade livre e
assim, os valores de n1 correspondem a valores muito maiores para cada valor de

I'; calculado
Calculo dos valores de ¢t e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,2Py
y=12
Pcr:=1.2-Py
2

I1:=Per—— [1=93.99671 Equivale a 71 :=4458.32812¢

Er-d

6 y1-Er-b- 4
par = —1=C2 % par = 0.92245

..t
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Célculo do diametro dos estribos dado o espacamento entre estribos
Corpo de prova - 2A5-14
§:=76.2

& = 3 pars 4 - 8.38395

Para o diametro dos estribos, $t=9,52 mm tem-se o seguinte espagamento
¢ :=9.52

rs

= oar s = 98.2497

Corpo de prova - 2A6-15
s:=35

& = 3 pars 4 = 5.68205
Para o diametro dos estribos, ¢t=6,35 mm tem-se o seguinte espagamento

4 :=6.35

rs

S par s = 43.71241

Calculo dos valores de ¢ e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,5Py,

y=15
Pcr .= y-Py
CalculodeI'l
2
11 :=Pcr- .
o e g I1=117.49589 Equivalea 71 :=5692.70833
r-
6 y1-Er-b- 4
par = —1=C2 % par =1.17785
Et.L?

Calculo do diametro dos estribos dado o espagcamento entre estribos
Corpo de prova - 2A5-14
$:=76.2

&= %/m ¢ =9.47376
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Para o didametro dos estribos, ¢t=9,52 mm tem-se 0 seguinte espagcamento
¢ :=9.52

¢:2

§i=—"—

par s =76.9457

Corpo de prova - 2A6-15
s:=35

4 = pars & = 6.42065

Para o didmetro dos estribos, ¢1=6,35 mm tem-se 0 seguinte espagcamento
¢ :=6.35

&

= oar s = 34.23402

Flambagem ocorrendo entre dois estribos consecutivos - 2A5-14

Os valores de I'1 para que a flambagem ocorra entre dois estribos consecutivos dependera
darelagdoentreL es

§:=76.2
4
3 4"
E.7Z' .a)
Pcri=———= Pcr
2 yi=— y=13.90776
S Py
e 773~L2
. 64 2 I'l=123.98442 Equivale a nl :=4026.037
S
4
par = 6-71-Er-b-d
o ar = 0.83301
Et-L4 P

Caélculo do diametro dos estribos dado o espagamento entre estribos

(’i::m ¢ =7.96713
Consideracdo das emendas
7l := 6041.6€

4
6. LErbd

..t

par par = 1.25005
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Calculo do diametro dos estribos dado um certo espacamento entre estribos

&= 2\/ par-s ¢ =9.7598

Flambagem ocorrendo entre dois estribos consecutivos - 2A6-15

Os valores de I'1 para que a flambagem ocorra entre dois estribos consecutivos
dependerd da relacdo entre L e s

s:=3E
E- g —
Pcr = —64) Pcr
2 yi=— y=65.92209
S Py
3
I 4 ‘L2
o 64 2 71 =587.68008 Equivale a nl :=22455.77
-S
ar 8 m-Erb-g”
- ar = 4.64621

Et-L4 P

Calculo do diametro dos estribos dado o espagamento entre estribos

o %/m ¢ = 12.75215
Consideracdo das emendas
71 :=30313.692

6 771-Er-b-¢|4
par:= 4 par = 6.27205
Et-L
Calculo do diametro dos estribos dado um certo espacamento entre estribos
&= 2\/ par-s ¢ =14.81627
Pilar 4B3-19, 4B4-20 E 4B6-21

fy:=392 4:=19.05 L:=121€b:=247.95 Er:=1930C As:=285.02 Et:=500C
Py := fy-As

5
Py =1.11728x 10

Calculo dos valores de ¢t e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,2Py
y=12
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Pcr := »-Py

2
/1 :=Pcr-

erg? I1=7838137 Equivalea 7l :=2229.162
r.

4
4-n1-Er-b-
ar=— 1= =T0F 4

ar = 0.509
EL? P

Célculo do diametro dos estribos dado o espacamento entre estribos
Corpo de prova - 4B3-19
s:=101.€

& = 3 pars 4 =7.19128

Para o diametro dos estribos, ¢t=7,94 mm tem-se 0 seguinte espagcamento
d:=7.94

re

S par s = 123.85766

Corpo de prova - 4B4-20

s:=38.1

&= pars & = 4.40374

Para o didametro dos estribos, ¢t=4,76 mm tem-se 0 seguinte espacamento
¢ :=4.76

re

= par s = 44.51391

Corpo de prova - 4B6-21

s:=47.7
d = 2\/ par-s d=4.9274

Para o diametro dos estribos, ¢1=6,35 mm tem-se 0 seguinte espagcamento

4 = 6.35
2
sot s_79.21899
par

Calculo dos valores de ¢t e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,5Py
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y=15
Pcr := »-Py
CélculodeT1
2
11 :=Pcr- 2 I1=97.97671 Equivale a 71 = 3005.2031
Er-d
4
4-nl-Er-b-d
par = —4 par = 0.6862
Et-L

Calculo do diametro dos estribos dado o espagamento entre estribos
Corpo de prova - 4B3-19
s:=101.6

4 = pars 4 = 8.34972

Para o diametro dos estribos, ¢t=7,94 mm tem-se o seguinte espagamento
#:=7.94

par s =91.87359
Corpo de prova - 4B4-20

s:=38.1
d:= 2\/ par-s 4 =5.11314

Para o diametro dos estribos, ¢t=4,76 mm tem-se o seguinte espagamento
¢ =476

ra

= par s = 33.01897

Corpo de prova - 4B6-21
s:=47.7
& = 3 pars 4 = 5.72116
Para o didmetro dos estribos, $t=6,35 mm tem-se o seguinte espagamento

¢4 = 6.35

e

S par s = 58.76207
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Consideracéo das emendas
Para a emenda na sec¢do, considera-se a armadura com uma extremidade livre e
assim, os valores de n1 correspondem a valores muito maiores para cada valor de

"1 calculado )
Calculo dos valores de ¢t e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,2Py,
y=1.2
Pcr:=1.2-Py
2
Il :=Pcr: .
o I Equivalea 71 :=3657.292
r-
4
4-n1-Er-b-
par := ’7—4"1 par = 0.8351
Et-L

Célculo do diametro dos estribos dado o espacamento entre estribos
Corpo de prova - 4B3-19
s:=101.6

d:= 2\/ par-s d=9.21117

Para o didametro dos estribos, $t=7,94 mm tem-se o seguinte espagcamento
#:=7.94

re

S par s = 75.49268

Corpo de prova - 4B4-20
s:=38.1
& = 2 par-s & = 5.64067

Para o didametro dos estribos, ¢t=4,76 mm tem-se o seguinte espagamento

d:=4.76

re

S:=
par §=27.13175

s:=47.7

d = 2\/ par-s a4 =6.31142


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9816229/CA


Apéndice 216

PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9816229/CA

Corpo de prova - 4B6-21

Para o didmetro dos estribos, $t=6,35 mm tem-se o seguinte espagcamento
¢ = 6.35

e

> par s = 48.2849

Calculo dos valores de ¢ e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,5Py,

y=15
Pcr := Py

CalculodeI'1

2
11 :=Pcr-

rg’ r=97.97671 Equivalea 7l :=4681.771
r-

4
4-171-Er-b-
ar = 22007 d

ar = 1.06902
et.L? P

Célculo do diametro dos estribos dado o espacamento entre estribos
Corpo de prova - 4B3-19
s:=101.6

d:= 2\/ par-s #4=10.42174

Para o didametro dos estribos, ¢t=7,94 mm tem-se 0 seguinte espagcamento
d:=7.94

2
4
par s =58.97315

S:=
Corpo de prova - 4B4-20
s:=38.1

& = 3 pars # = 6.38199

Para o diametro dos estribos, ¢t=4,76 mm tem-se 0 seguinte espagcamento
¢ =476

e

par

S:= s =21.1947
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Corpo de prova - 4B6-21
s:=47.7
¢ = 2\/ par-s ¢ = 7.14089

Para o didametro dos estribos, ¢t=6,35 mm tem-se 0 seguinte espagcamento

4= 6.35
2
st s_37.71905
par

Flambagem ocorrendo entre dois estribos consecutivos - 4B3-19

Os valores de I'1 para que a flambagem ocorra entre dois estribos consecutivos
dependeré da relacdo entre L e s

s:=101.6
4
3 gt
E.;Z' - — P
64 ) yi=—L 116177
Pcri=~—— £ P
S
3,2
n== I1=69.74124 Equivalea 71 :=1890.61¢
2
64-s
4 p1-Erb-d”
par := — =% par = 0.4317

Et.L?
Calculo do diametro dos estribos dado um certo espacamento entre estribos

4= %/m ¢ =6.62273
Consideracdo das emendas
7l :=3207.812F

4
_ 4-7LErbd

par par = 0.73246

Et.L?
Calculo do diametro dos estribos

d = 2\/ par-s ¢ = 8.6266
Flambagem ocorrendo entre dois estribos consecutivos - 4B4-20

Os valores de "1 para que a flambagem ocorra entre dois estribos consecutivos dependera

darelagdoentreL es
s:=38.1

(E,ﬁ s

o Pcr
64 ) =L y = 82.61473
2 Py
S

Pcr =
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3.2
==t I1=49593768 Equivalea 71 :=18818.32
6452
A4 p1-Erb-d”
par = — 1= =008 par = 4.29692
Et.L?

Calculo do diametro dos estribos dado o espagcamento entre estribos

2
¢ = par-s ¢ =12.79503
Consideracao das emendas

7l = 25520.8¢
4
_ 4-1-Erb-d
par = 2 par = 5.82735
Et-L

Calculo do diametro dos estribos
d = 2\/ par-s ¢ = 14.90041

Flambagem ocorrendo entre dois estribos consecutivos - 4B6-21

Os valores de "1 para que a flambagem ocorra entre dois estribos consecutivos dependera

darelagdoentreL es

s:=47.7
4
3 gt
E-z a) _ Per
pors04) y== y-5270729
2 y
S
3,2
n== 1 =316.40278 Equivale a 71 := 11692.7¢
6452
4 p1-Erb-g”
par = — =02 har = 2.66989
Et.L?

Calculo do diametro dos estribos dado o espagcamento entre estribos

4o %/m ¢ =11.28511
Consideracdo das emendas
7l == 16147.02€

4
par = FVECDA 368697
Et.L?

, ‘n . 2
Célculo do diametro dos estribos d:=1pars ¢ =13.26153
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- Verificag&o do Pilar de Concreto Armado Apresentado no item 5.7

Propriedades da Barra e seus Carregamentos:

fok Resisténcia de escoamento do aco
fyk Resisténcia de escoamento do aco
L Comprimento livre da coluna
B Menor dimensao da se¢ao
H Maior dimenséo da secédo
s Espagamento entre estribos
o Diametro da armadura longitudinal
o Diametro da armadura transversal
Ag Aréa da secdo da armadura longitudinal
c Cobrimento
fyk := 50( fok = 2C ¢ :=0.0¢ L:=3F
fcd = fek fcd = 14.2857143 fyk
=12 cd =14 fyd:=—r-  fyd= 4347826087

Adotou-se a seguinte secdo B=0,25 m e h=1,10 m

B :=0.2¢ h:=1.1(
Ac :=0.251.1(

Ac =0.275

As = 4.4233625x 10~

Mpa

Mpa

m

m2
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Carga maxima em tf

Nd := 60C

Valores limites para armaduras longitudinais de Pilares de acordo com o item 17.3.5.3 da
NBR 6118-2003

Valores minimos: Asmin>=0,004Ac em m2

Asmin = 2.07x 10~ 2

Asmin :=0.004-Ac

Asmin =1.1x 10 8

Taxa de armadura de acordo com o item 17.3.5.3.1 da NBR 6118-2003

0.15-Nd
pmin .= ———
fyd-100-Ac

pmin = 7.5272727x 10 °

B As-100
- Ac

pS:

ps = 1.6084954 Ok

Armadura Transversal de acordo com o item 18.4.3 da NBR 6118-2003
¢t == 0.006:

s:=0.1¢

Distribuicgéo transversal de acordo com o item 18.4.2.2

Espacamento entre as faces das barras longitudinais

_h-2:(c+¢) - 114
B 10
sl = 0.08514

sl:
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- Célculo do Diametro e Espagamento entre Estribos- item 5.7

Apresenta-se alguns testes para se calcular o didmetro e espacamento entre estribos em
um pilar de concreto armado.

Propriedades da Barra e seus Carregamentos:

E Modulo de Young do Material N/mm?2
fy Resisténcia de escoamento do aco N/mm?2
| Momento de inércia mm4
L Comprimento da barra mm
b Vo livre de flexao mm
s Espagamento entre estribos mm
o Diametro da armadura longitudinal mm
Ot Diametro da armadura transversal mm
A Aréa da secdo da armadura longitudinal ~ mm?2
N
P, Carga de esmagamento
P Carga de flambagem N
CI
r Parametro adimensional de carga
n1 Parametro adimensional da rigidez dos estribos
Par=¢4/S
fy := 43t o= 1€ L := 350( E := 21000( As :=20(

b :=1100— ¢l — 2-(30) — 2:(5)

b = 1.014x 10°
Py :=fy-As

Py = 8.7x 10*
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Caso 1

Calculo dos valores de ¢t e S, considerando-se a carga de flambagem P¢y=1,2Py,
y:=1z

Pcr :=vy-Py
5
Pcr=1.044x 10

2
L
I'l:=Pcrr——
4

e 1=9292603 Equivalea n1:=2802.0¢

4

e 19211-b°-¢ ;

- 4 par = 6.37929x 10
3841

s :=19(C

4
d=ypars ¢t = 33.18039

s :=15(
it = Vpar-s it = 31.27633
s :=5C
¢t = 4\/ ar-s
= VP ot = 23.76488

Para o diametro dos estribos, $t=6,3 mm tem-se o seguinte espagamento

ot = 6.

¢t4

S i =—
par s = 0.24694

Caso 2
b := 507

3 4
192n1-b™
ar = 292nLb

83.33 L4 par = 367.46164
s :=19(
¢t = A\l/m
¢t = 16.25517
s :=15(

¢t = 4\/ par-s ¢t = 15.32237
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s :=5C
ot = Vpar-s it = 11.64248

Para o didametro dos estribos, $t=6,3 mm tem-se 0 seguinte espagamento

dt == 6.2

par s = 4.28697

Caso 3
b :=304.. a:=101..

3 4
192nla-
ar = 222nta i

oLt par = 40.82744
s = 19
o= 4\/ ar-s

= VP it = 9.38483
s = 15(
it :=\[par-s it = 8.84628
s :=5(C

4
@t = pars ot = 6.72172

Para o didametro dos estribos, ¢1=6,3 mm tem-se o seguinte espagamento

ft:=6.5

¢t4

S =
par s = 38.58425

Considerando-se apenas modos de deformagdo simétricos se tem os seguintes resultados

nl = 4472.3¢

3 4
192nla -
ar = — -2 ¢ 4

6Lt

par = 65.16453

s :=19(

¢t = 4\/ par-s ¢t = 10.54851
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s = 15(
ot = Vpar-s it = 9.94319
s :=5C
¢t = 4\/ ar-s

= VP @ = 7.55519

Para o diametro dos estribos, ¢t=6,3 mm tem-se o seguinte espagamento

¢t =61
4
s &
' par s =24.17413
Caso 4
b := 202.¢
4
ar .= —Tll'b3'(|i
par = L4 par = 16.29113
s :=19(
gt = 4\/ ar-s
=VP ot = 7.45892
s = 15(
it = \pars @t = 7.0309
s :=5(C
¢t = 4\/ ar-s
=VP ot = 5.34233

Para o diametro dos estribos, $t=6,3 mm tem-se o seguinte espagamento

¢t :=6.2

¢t4

§i=—
par s = 96.69654
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Caso 5

b :=507 a:=4¢

Calculo dos valores de ¢ e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,2Py
y=1z
Pcr := »-Py

5
Pcr = 1.044x 10

2
L .
Il := PCI"—4 Il =92.92603 Equwale a nl:=2802.0t
E-d

o o 192 d* 1023 (1303 1 528220  640a° - 144a.b2)]

3-L4

3b
par = 289.93988
s:=19C
4
¢ = par-s ¢ = 15.32023
s :=15C

¢ = 4\/ par-s ¢ =14.44108

s:=5C

&= m 4 =10.97285

Para o didametro dos estribos, ¢t=6,3 mm tem-se o seguinte espagamento

¢ =6.C

e

par

S:=

s =5.43318
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b :=507 a:=4¢

ar = 92 771‘¢4-[33‘(21~b3 +192b-a° - 128a° 108b2«a)]

3-L4

6-b
par = 48.35486

s :=19(

¢ = 4\/ par-s & =9.79035

s :=15(

¢ = 4\/ par-s ¢ =9.22854

s :=10C

¢ = 4\/ par-s ¢ = 8.33892

s:=5C
4
¢ = par-s & =7.01217

Para o didametro dos estribos, ¢t=6,3 mm tem-se o seguinte espagamento

d=6.C
4

s— b 3257782
par

Considerando-se y=1,0 tem-se 0s seguintes resultados para este caso
y=1.

Pcr := »-Py

Pcr =8.7x 104
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2
L .
Il := PCI"—4 Il =77.43835 Equwale a nl:=2193.2
E-d

ar = 92 771‘¢4-[33‘(21~b3 +192b-a° - 128a° 108b2«a)]

3-L4

6-b

par = 37.84911
s :=19(

¢ = 4\/ par-s ¢ =9.20878

s :=15C
4
¢ = par-s ¢ = 8.68034

s :=10C

¢ = 4\/ par-s & =7.84357

¢ = 4\/ par-s ¢ = 6.59563

Para o didametro dos estribos, ¢t=6,3 mm tem-se o seguinte espagamento

S:= 4 s = 41.62043
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5l = 2802.0¢

4
2914 -b3

par :=
4 par = 15.24656

L
s :=19(

4
#:=pars ¢ = 7.33637
s 1= 15

¢ = \pars & - 6.91538

s:=5C

4
#i=par-s & = 5.25455

Para o diametro dos estribos, $t=6,3 mm tem-se 0 seguinte espagamento

d=6.:
¢t4
si=-— s 10330144 poderia utilizar apenas dois estribos
pa S suplementares neste caso
d:=t
4
A
~ par s = 40.99286

Célculo para menor rigidez para o maior vao de flexédo

b :=42C a:=4¢

4
o loznd" 2%(2b - 3.3)]

p par = 6.37088
6-b-L
s 1= 19C
4
di=ypar- & = 5.89846
s := 15

&= i‘r/m ¢ = 5.55997
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s:=5C
4
#:=V par:s & = 4.22467
y=1,0 71:=2193.2¢ b :=18¢ a = 4€
ar = 2 p-d
par = 4 par = 11.93403
s:= 19
4
A=V pars 4 = 6.90057
s := 15

¢ =\ pars 4 = 6.50459

¢ = 4.94242

Para o diametro dos estribos, ¢t=6,3 mm tem-se o seguinte espagamento

d=6.:
4
oot
" par s = 132.0003
d:=E
4
s A
 par s =52.37123
Caso 8

Para 0 menor lado - y=1,2 71 :=2802.0¢ b := 16¢

4
b3. nl-d
par = —4 par = 5.39784
L

s :=19(

4
¢:i= par-s 4 = 5.65905

s :=15(

d:= 4\/ par-s ¢ =5.3343
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¢ =4.05319

Para o vao entre estribos suplementares - y=1,2
b :=33¢ a:=4¢

ar = 192 ’71‘¢|4'|:613-(2-b _ 3-a)]

4 par = 6.06705
6-b-L

s:=19(

4
#:= par-s ¢4 = 5.82684

s 1= 15(
d = 4\/ par-s & =5.49246
s:=5C
4
#i=par-s 4 = 417337

Para o didmetro dos estribos, ¢1=6,3 mm tem-se o seguinte espagamento

4 =65

par s = 259.64793

par s = 103.01553

Utilizando-se uma rigidez efetiva no lugar e chamando K a rigidez considerando-se 0s
estribos suplementares e Kses a rigidez sem estribos suplementares tem-se que a
rigidez média fica

v=1,2 b:=341.3 a = 4€ bl := 101

4
192 71

par :=

3b 27.b1 4
+ -L
Sb-3a) (p1%+ 3b1%a-0a2b1?+ 18501 - s1a%)
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par = 12.1499
s :=19(C
4

#:=+ par-s ¢4 = 6.93157

s :=15(

d = 4\/ par-s ¢ =6.5338

& = 4.96462
Para o diametro dos estribos, ¢t=6,3 mm tem-se o seguinte espagamento

d:=6.5

s = 129.65507

s = 51.44076

Para o valor de y=1,0

b :=33¢ a=4¢ nl :=2193.2!

102142520 - 3.8)]

par : p par = 4.7489
6-b-L
s :=19(
&= 4\/ ar-s
Ty pars ¢4 = 5.48071
s :=15(
¢ = pars 4 = 5.1662
s:=5C
¢t = 4 ar-<
Svpars 4 = 3.92546
Para o didametro dos estribos, ¢t=6,3 mm tem-se o seguinte espagamento
d=6: 4

¢

§i=——

par
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s =331.71823
d:=t
4
ot
~ par s = 131.60948

Considerando-se a rigidez média da base eléastica b1 :=101¢

4
192714

par :=

3b 27.1 4
+ L
320 -3a) (b1%s 3b1%a_9a2p1? 1 18a%h1 _ 81a%)

par = 9.48646

5= 19C
d=\pars  4=651575

s :=15(

&= 4\/ par-s ¢ =6.14184

s:=5(

4
d:=+ par-s & = 4.66679

Para o diametro dos estribos, ¢t=6,3 mm tem-se o seguinte espagamento

d:=6.C

s = 166.05736

s = 65.88339
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8.4.
Calculo da Flexibilidade dos Estribos para o Calculo da Rigidez (K)

Célculo analitico da flexibilidade de uma viga fixa nas extremidades. Os
resultados das flexibilidades séo divididos pela rigidez a flexdo El. A rigidez K foi
calculada utilizando-se a expressdo F=Kxd. Estes valores foram utilizados no
Capitulo 5.

a) Uma barra localizada no meio do vdo como no exemplo de Queiroga
(1999) e 0 Caso 4

> restart:with(linalg):

> M1:=P/2*x-Ma:

> M2:=M1-P*(x-a):

> eql:=int(-M1,x)+Cl:eq2:=int(eql,x)+C2:

> eq3:=int(-M2,x)+C3:eq4:=int(eq3,x)+C4:

Condicdes de contorno

> subs(x=0,eq2):

Logo C2=0

> C2:=0:

> subs(x=0,eql):

Logo C1=0

>C1:=0:

em x=a

> C3:=solve(subs(x=a,eq3-eql),C3):

> C4:=solve(subs(x=a,eq4-eq2),C4):

Em x=a+b V=0 V'=0

> Ma:=solve(subs(x=2*a,eq4), Ma):

>va:=subs(x=a,eq2):v2a:=evalf(expand(subs(x=2*a,eq4)));
v2a :=0.

>val:=subs([a=b/2,b=b/2],va);

-1 o
val = 192P b

b) Viga fixa nas extremidades com trés cargas concentradas como no caso 7
> restart:with(linalg):

> M1:=3*P/2*x-Ma:
> M2:=M1-P*(x-a):
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> M3:=M2-P*(x-2*a):

> M4:=M3-P*(x-3*a):

> eql:=int(-M1,x)+Cl:eq2:=int(eql,x)+C2:
> eq3:=int(-M2,x)+C3:eq4:=int(eq3,x)+C4:
> eq5:=int(-M3,x)+C5:eq6:=int(eq5,x)+C6:
> eq7:=int(-M4,x)+C7:eq8:=int(eq7,x)+C8:
Condigbes de contorno

> subs(x=0,eq2):

Logo C2=0

>C2:=0:

> subs(x=0,eql):

Logo C1=0

>C1:=0:

em x=a

> C3:=solve(subs(x=a,eq3-eql),C3):

> C4:=solve(subs(x=a,eq4-eq2),C4):

Em x=2a

> Ch:=solve(subs(x=2*a,eq5-eq3),C5):

> C6:=solve(subs(x=2*a,eq6-eq4),C6):
Em x=3a

> C7:=solve(subs(x=3*a,eq7-eq5),C7):

> C8:=solve(subs(x=3*a,eq8-eq6),C8):
Em x=4*a V=0 V'=0

> Ma:=solve(subs(x=4*a,eq8), Ma):

>

>
va:=subs(x=a,eq2);v2a:=subs(x=2*a,eq4);v3a:=subs(x=3*a,eq6);vd4a:=subs(x=4*a,eq
8);

v2a:=—-Pa®

~35 .3
v3a.—8Pa

vda =0

>v:=subs(a=b/4,v2a);
1

3
—96Pb

Ve

¢) Viga fixa nas extremidades com trés cargas concentradas como no caso 2

> restart:
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> M1:=2*P*x-Ma:

> M2:=M1-P*(x-a):

> M3:=M2-P*(x-2*a):

> M4:=M3-P*(x-3*a):

> M5:=M4-P*(x-4*a):

> eql:=int(-M1,x)+Cl:eq2:=int(eql,x)+C2:
> eq3:=int(-M2,x)+C3:eq4:=int(eq3,x)+C4:
> eq5:=int(-M3,x)+C5:eq6:=int(eq5,x)+C6:
> eq7:=int(-M4,x)+C7:eq8:=int(eq7,x)+C8:

> eq9:=int(-M5,x)+C9:eq10:=int(eq9,x)+C10:

Condicdes de contorno

> subs(x=0,eq2):

Logo C2=0

>C2:=0:

> subs(x=0,eql):

Logo C1=0

>C1:=0:

em x=a

> C3:=solve(subs(x=a,eq3-eql),C3):

> C4:=solve(subs(x=a,eq4-eq2),C4):
Em x=2a

> Ch:=solve(subs(x=2*a,eq5-eq3),C5):
> C6:=solve(subs(x=2*a,eq6-eq4),C6):
Em x=3a

> C7:=solve(subs(x=3*a,eq7-eq5),C7):
> C8:=solve(subs(x=3*a,eq8-eq6),C8):
Em x=4a

> C9:=solve(subs(x=4*a,eq9-eq7),C9):
> C10:=solve(subs(x=4*a,eq10-eq8),C10):
Em x=5a

> Ma:=solve(subs(x=5*a,eq10), Ma):

va:=subs(x=a,eq2);v2a:=subs(x=2*a,eq4);v3a:=subs(x=3*a,eq6);vd4a:=subs(x=4*a,eq

8);vba:=subs(x=5%*a,eq10);
2

va:=-Pa®

3

3
v2a .—E
3
v3a .—é

vda = 3

Pa®

Pal

Zp
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v5a =0

> v:=subs(a=b/5,v2a);

— 3 .
V=507 0

d) Viga fixa nas extremidades com nove cargas concentradas como no caso 1

> restart:

> M1:=9*P*x/2-Ma:

> M2:=M1-P*(x-a):

> M3:=M2-P*(x-2*a):

> M4:=M3-P*(x-3*a):

> M5:=M4-P*(x-4*a):

> M6:=M5-P*(x-5*a):

> M7:=M6-P*(x-6*a):

> M8:=M7-P*(x-7*a):

> M9:=M8-P*(x-8*a):

> M10:=M9-P*(x-9*a):

> eql:=int(-M1,x)+Cl:eq2:=int(eql,x)+C2:

> eq3:=int(-M2,x)+C3:eq4:=int(eq3,x)+C4:

> eq5:=int(-M3,x)+C5:eq6:=int(eq5,x)+C6:

> eq7:=int(-M4,x)+C7:eq8:=int(eq7,x)+C8:

> eq9:=int(-M5,x)+C9:eq10:=int(eq9,x)+C10:
>eqll:=int(-M6,x)+C11l:eql2:=int(eqll,x)+C12:
> eql3:=int(-M7,x)+C13:eq14:=int(eq13,x)+C14:
> eq15:=int(-M8,x)+C15:eq16:=int(eq15,x)+C16:
>eql7:=int(-M9,x)+C17:eq18:=int(eq17,x)+C18:
> eq19:=int(-M10,x)+C19:eq20:=int(eq19,x)+C20:
Condicdes de contorno

> subs(x=0,eq2):

Logo C2=0

>C2:=0:

> subs(x=0,eql):

Logo C1=0

>C1:=0:

em x=a

> C3:=solve(subs(x=a,eq3-eql),C3):

> C4:=solve(subs(x=a,eq4-eq2),C4):

Em x=2a

> Ch:=solve(subs(x=2*a,eq5-eq3),C5):

> C6:=solve(subs(x=2*a,eq6-eq4),C6):
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Em x=3a

> C7:=solve(subs(x=3*a,eq7-eq5),C7):
> C8:=solve(subs(x=3*a,eq8-eq6),C8):

Em x=4a

> C9:=solve(subs(x=4*a,eq9-eq7),C9):
> C10:=solve(subs(x=4*a,eql10-eq8),C10):

Em x=5a

> Cll:=solve(subs(x=5*a,eqll-eq9),C11):
> Cl12:=solve(subs(x=5*a,eq12-eq10),C12):

Em x=6a

> C13:=solve(subs(x=6*a,eq13-eql11),C13):
> Cl4:=solve(subs(x=6*a,eql4-eql2),C14):

Em x=7a

> C15:=solve(subs(x=7*a,eq15-eq13),C15):
> Cl6:=solve(subs(x=7*a,eql16-eql4),C16):

Em x=8a

> Cl7:=solve(subs(x=8*a,eql7-eql5),C17):
> C18:=solve(subs(x=8*a,eq18-eq16),C18):

Em x=9a

> C19:=solve(subs(x=9*a,eq19-eql17),C19):
> C20:=solve(subs(x=9*a,eq20-eq18),C20):

Em x=10*a V=0 V'=0

> Ma:=solve(subs(x=10*a,eq20), Ma):

va:=subs(x=a,eq2);v2a:=subs(x=2*a,eq4);v3a:=subs(x=3*a,eq6);v4a:=subs(x=4*a,eq

8);vba:=subs(x=5%*a,eql10);v6a:=subs(x=6*a,eql2);v7a:=subs(x=7*a,eql4);v8a:=subs

(x=8*a,eq16);v9a:=subs(x=9*a,eq18);v10a:=subs(x=10%*a,eq20);

27
=—Pal
va:="-Pa
32 3
v2a.—3Pa
v3a::£7Pa3

8
vda:=24P a°

625,
vba = 21 Pa

v6a:=24P a°

v7a ::EP as

8

=325 3
v8a = 3 Pa
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27
via:=—Pa®

vl0a:=0

>v:=subs(a=b/10,v5a);

— 5 3
v.—192Pb

e) Viga fixa nas extremidades com duas cargas no vao como no caso 3

> restart:

> M1:=P*x-Ma:

> M2:=M1-P*(x-a):

> M3:=M2-P*(x-2*a):

> eql:=int(-M1,x)+Cl:eq2:=int(eql,x)+C2:
> eq3:=int(-M2,x)+C3:eq4:=int(eq3,x)+C4:
> eq5:=int(-M3,x)+C5:eq6:=int(eq5,x)+C6:
Condicdes de contorno

> subs(x=0,eq2):

Logo C2=0

>C2:=0:

> subs(x=0,eql):

Logo C1=0

>C1:=0:

em x=a

> C3:=solve(subs(x=a,eq3-eql),C3):

> C4:=solve(subs(x=a,eq4-eq2),C4):

Em x=2a

> Cbh:=solve(subs(x=2*a,eq5-eq3),C5):

> C6:=solve(subs(x=2*a,eq6-eq4),C6):

> Ma:=solve(subs(x=3*a,eq6), Ma):

> va:=subs(x=a,eq2);v2a:=subs(x=2*a,eq4);v3a:=subs(x=3*a,eqb);

._1 3
va.—6Pa

1
2a:=-Pa®
v2a:= Pa

v3a:=0
> subs(a=b/3,va);
1

Y pp3
162P b

) Viga fixa nas extremidades com quatro cargas no vao

> restart: with(linalg):
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> M1:=2*P*x-Ma:

> M2:=M1-P*(x-a):

> M3:=M2-P*(x-2*a):

> M4:=M3-P*(x-3*a):

> M5:=M4-P*(x-4*a):

> eql:=int(-M1,x)+Cl:eq2:=int(eql,x)+C2:
> eq3:=int(-M2,x)+C3:eq4:=int(eq3,x)+C4:
> eq5:=int(-M3,x)+C5:eq6:=int(eq5,x)+C6:
> eq7:=int(-M4,x)+C7:eq8:=int(eq7,x)+C8:

> eq9:=int(-M5,x)+C9:eq10:=int(eq9,x)+C10:

Condicdes de contorno

> subs(x=0,eq2):

Logo C2=0

>C2:=0:

> subs(x=0,eql):

Logo C1=0

>C1:=0:

em x=a

> C3:=solve(subs(x=a,eq3-eql),C3):

> C4:=solve(subs(x=a,eq4-eq2),C4):

> Ch:=solve(subs(x=2*a,eq5-eq3),C5):
> C6:=solve(subs(x=2*a,eq6-eq4),C6):
> C7:=solve(subs(x=3*a,eq7-eq5),C7):
> C8:=solve(subs(x=3*a,eq8-eq6),C8):

> C9:=solve(subs(x=4*a,eq9-eq7),C9):
> C10:=solve(subs(x=4*a,eql10-eq8),C10):

> Ma:=solve(subs(x=5*a,eq10), Ma):

va:=subs(x=a,eq2);v2a:=subs(x=2*a,eq4);v3a:=subs(x=3*a,eq6);vd4a:=subs(x=4*a,eq

8);vba:=subs(x=5%*a,eq10);
2

va:=—Pa®

3

vcZa.=-Pa

3

vda:=-Pa®

2
4a:=_Pa’
vda:=2Pa

vba =0
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g) Viga fixa nas extremidades com cinco cargas no vao
> restart:

> M1:=5/2*P*x-Ma:

> M2:=M1-P*(x-a):

> M3:=M2-P*(x-2*a):

> M4:=M3-P*(x-3*a):

> M5:=M4-P*(x-4*a):

> M6:=M5-P*(x-5*a):

> eql:=int(-M1,x)+Cl:eq2:=int(eql,x)+C2:
> eq3:=int(-M2,x)+C3:eq4:=int(eq3,x)+C4:
> eq5:=int(-M3,x)+C5:eq6:=int(eq5,x)+C6:
> eq7:=int(-M4,x)+C7:eq8:=int(eq7,x)+C8:
> eq9:=int(-M5,x)+C9:eq10:=int(eq9,x)+C10:
>eqll:=int(-M6,x)+C11:eql2:=int(eqll,x)+C12:
Condicdes de contorno

> subs(x=0,eq2):

Logo C2=0

>C2:=0:

> subs(x=0,eql):

Logo C1=0

>C1:=0:

em x=a

> C3:=solve(subs(x=a,eq3-eql),C3):

> C4:=solve(subs(x=a,eq4-eq2),C4):

Em x=2a

> Cb5:=solve(subs(x=2*a,eq5-eq3),C5):

> C6:=solve(subs(x=2*a,eq6-eq4),C6):

Em x=3a

> C7:=solve(subs(x=3*a,eq7-eq5),C7):

> C8:=solve(subs(x=3*a,eq8-eq6),C8):

Em x=4a

> C9:=solve(subs(x=4*a,eq9-eq7),C9):

> C10:=solve(subs(x=4*a,eql10-eq8),C10):
Em x=5a

> Cll:=solve(subs(x=5*a,eqll-eq9),C11):
> Cl12:=solve(subs(x=5*a,eq12-eq10),C12):
Em x=6*a V=0 V'=0

> Ma:=solve(subs(x=6*a,eql12), Ma):
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va:=subs(x=a,eq2);v2a:=subs(x=2*a,eq4);v3a:=subs(x=3*a,eq6);vd4a:=subs(x=4*a,eq

8);vba:=subs(x=5%*a,eql10);v6a:=subs(x=6*a,eql2);

25
=—Pal
va:=>,Pa

._8 3
v2a.—3Pa

_27 3
v3a = 3 Pa

._8 3
v4a.—3Pa

._25 3
v5a.—24Pa

v6a =0

h) Viga Fixa nas extremidades com uma carga em qualquer posi¢ao

> restart:

> Ma:=P*alpha*beta”2/(b)"2:

> Mb:=-P*alpha”2*beta/(b)"2:

Reacdes

> Vh:=simplify((-Ma-Mb+P*alpha)/(b)):

> Va:=P-Vb:

Contribuicéo da Primeira Carga

x<alpha

> M1:=subs([alpha=a,beta=b-a],Va*x-Ma):
x>alpha

> M2:=M1-P*(x-a):

> eqlA:=int(-M1,x)+C1l:eq2A:=int(eqlA,x)+C2:
> eq3A:=int(-M2,x)+C3:eq4A:=int(eq3A,x)+C4:
Condicbes de contorno

> subs(x=0,eq2A):

Logo C2=0

>C2:=0:

> subs(x=0,eqlA):

Logo C1=0

> C1:=0:

Em x=a

> C3:=solve(subs(x=a,eq3A-eqlA),C3):

> C4:=solve(subs(x=a,eq4A-eq2A),C4):

> va:=subs(x=a,eq2A);v2a:=subs(x=b-a,eq4A);

>


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9816229/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9816229/CA

Apéndice 242

P_Pa(—(b—a)2+a(b—a)+b2) 3
e b3 . Pa®(b-a)?
= 5 2b?
Pa(~(b-a)’+a(b-a)+b?) 3
P- b~
v2a.__[ b’ J( Y ,Pal-a)t ((b-a)’ a(b-a)
— 6 2b2 6 2
. Paz(b—a)_Pa3
2 6
Teste para b/2
>v1:=subs(a=b/2,v2a);
P b®
V1= 192

1) Viga Fixa nas extremidades com duas cargas como no caso 8

> restart:

> Ma:=P*alpha*beta”2/(b)"2:

> Mb:=-P*alpha”2*beta/(b)"2:

Reacdes

> Vb:=simplify((-Ma-Mb+P*alpha)/(b)):

> Va:=P-Vb:

Contribuicéo da Primeira Carga

x<alpha

> M1:=subs([alpha=a,beta=b-a],Va*x-Ma):
x>alpha

> M2:=M1-P*(x-a):

> eqlA:=int(-M1,x)+C1l:eq2A:=int(eqlA,x)+C2:
> eq3A:=int(-M2,x)+C3:eq4A:=int(eq3A,x)+C4:
Condigdes de contorno

> subs(x=0,eq2A):

Logo C2=0

>C2:=0:

> subs(x=0,eqlA):

Logo C1=0

> C1:=0:

eg3=eql em x=a

> C3:=solve(subs(x=a,eq3A-eqlA),C3):

> C4:=solve(subs(x=a,eq4A-eq2A),C4):

> va:=subs(x=a,eq2A):v2a:=evalf(expand(subs(x=b-a,eq4A))):

> subs(a=b/2,va):
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Contribuicdo da segunda carga

> M3:=subs([alpha=b-a,beta=a],Va*x-Ma):

> M4:=M3-P*(x-b+a):

> eqlB:=int(-M3,x)+C5:eq2B:=int(eq1B,x)+C6:

> eq3B:=int(-M4,x)+C7:eq4B:=int(eq3B,x)+C8:
Condicdes de contorno

> subs(x=0,eq2B):

Logo C6=0

> C6:=0:

> subs(x=0,eq1B):

Logo C1=0

> C5:=0:

Em x=2a

> C7:=solve(subs(x=b-a,eq3B-eql1B),C7):

> C8:=solve(subs(x=b-a,eq4B-eq2B),C8):

> va:=subs(x=a,eq2B):v2a:=evalf(expand(subs(x=b-a,eq4A))):
Deslocamentos
>yl:=simplify(subs(x=a,eq2A)+subs(x=a,eq2B));

_Pa®*(2b-3a)

yl: 6b

> y2:=simplify(subs(x=b-a,eq4A)+subs(x=b-a,eq2B));

_Pa’(2b-3a)

y2: 6b

j) Viga Fixa nas extremidades com trés cargas fixas em qualquer posicao

> restart:

> Ma:=P*alpha*beta”2/(b)"2:

> Mb:=-P*alpha”2*beta/(b)"2:

Reacdes

> Vb:=simplify((-Ma-Mb+P*alpha)/(b)):

> Va:=P-Vb:

Contribuicao da Primeira Carga

x<alpha

> M1:=subs([alpha=a,beta=b-a],Va*x-Ma):
x>alpha

> M2:=M1-P*(x-a):

> eqlA:=int(-M1,x)+C1l:eq2A:=int(eqlA x)+C2:
> eq3A:=int(-M2,x)+C3:eq4A:=int(eq3A,x)+C4:
Condicdes de contorno

> subs(x=0,eq2A):

Logo C2=0
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>C2:=0:

> subs(x=0,eqlA):

Logo C1=0

>C1:=0:

Em x=a

> C3:=solve(subs(x=a,eq3A-eqlA),C3):
> C4:=solve(subs(x=a,eqd4A-eq2A),C4):

> va:=subs(x=a,eq2A):v2a:=evalf(expand(subs(x=b-a,eq4A))):

> subs(a=b/2,va):

Contribuicdo da segunda carga

> M3:=subs([alpha=2*a,beta=b-2*a],Va*x-Ma):
x>alpha

> M4:=M3-P*(x-2*a):

> eql1B:=int(-M3,x)+C5:eq2B:=int(eq1B,x)+C6:
> eq3B:=int(-M4,x)+C7:eq4B:=int(eq3B,x)+C8:
Condicdes de contorno

> subs(x=0,eq2B):

Logo C6=0

> C6:=0:

> subs(x=0,eq1B):

Logo C1=0

> C5:=0:

em x=2a

> C7:=solve(subs(x=2*a,eq3B-eq1B),C7):

> C8:=solve(subs(x=2*a,eq4B-eq2B),C8):

> va:=subs(x=2*a,eq2B):v2a:=evalf(expand(subs(x=b,eq4A))):

Contribuicdo da terceira carga

> M5:=subs([alpha=3*a,beta=b-3*a],Va*x-Ma):
> M6:=M5-P*(x-3*a):

> eq1C:=int(-M5,x)+C9:eq2C:=int(eq1C,x)+C10:
> eg3C:=int(-M6,x)+C11:eq4C:=int(eq3C,x)+C12:
Condicdes de contorno

> subs(x=0,eq2C):

Logo C6=0

> C10:=0:

> subs(x=0,eq1C):

Logo C9=0

> C9:=0:

Em x=3a

> Cl1:=solve(subs(x=3*a,eq3C-eql1C),C11):
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> Cl2:=solve(subs(x=3*a,eq4C-eq2C),C12):
> va:=subs(x=3*a,eq2C):v2a:=evalf(expand(subs(x=b,eq4QC))):

k) Viga fixa nas extremidades com quatro cargas concentradas como
apresenta o modelo 5

> restart:

> Ma:=P*alpha*beta”2/b”"2:

> Mb:=-P*alpha”2*beta/b"2:

Reacdes

> Vb:=simplify((-Ma-Mb+P*alpha)/b):

> Va:=P-Vbh:

x<alpha

> M1:=subs([alpha=a,beta=b-a],Va*x-Ma):
x>alpha

> M2:=M1-P*(x-a):

> eqlA:=int(-M1,x)+C1l:eq2A:=int(eqlA,x)+C2:
> eq3A:=int(-M2,x)+C3:eq4A:=int(eq3A,x)+C4:
Condicdes de contorno

> subs(x=0,eq2A):

Logo C2=0

>C2:=0:

> subs(x=0,eqlA):

Logo C1=0

>C1:=0:

Em x=a

> C3:=solve(subs(x=a,eq3A-eqlA),C3):

> C4:=solve(subs(x=a,eq4A-eq2A),C4):

> va:=subs(x=a,eq2A):v2a:=evalf(expand(subs(x=b,eq4A))):
> subs(a=b/2,va):

Contribuicdo da segunda carga

> M3:=subs([alpha=2*a,beta=b-2*a],Va*x-Ma):
> M4:=M3-P*(x-2*a):

> eq1B:=int(-M3,x)+C5:eq2B:=int(eq1B,x)+C6:
> eq3B:=int(-M4,x)+C7:eq4B:=int(eq3B,x)+C8:
Condicdes de contorno

> subs(x=0,eq2B):

Logo C6=0

> C6:=0:

> subs(x=0,eq1B):

Logo C1=0

> C5:=0:
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Em x=2a

> C7:=solve(subs(x=2*a,eq3B-eql1B),C7):

> C8:=solve(subs(x=2*a,eq4B-eq2B),C8):

> va:=subs(x=2*a,eq2B):v2a:=evalf(expand(subs(x=b,eq4A))):
> subs(a=b/4,va):

Contribuicdo da terceira carga

> M5:=subs([alpha=3*a,beta=b-3*a],Va*x-Ma):

> M6:=M5-P*(x-3*a):

> eqlC:=int(-M5,x)+C9:eq2C:=int(eq1C,x)+C10:
> eq3C:=int(-M6,x)+C11:eq4C:=int(eq3C,x)+C12:
Condicdes de contorno

> subs(x=0,eq2C):

Logo C6=0

> C10:=0:

> subs(x=0,eql1C):

Logo C9=0

> C9:=0:

Em x=3a

> Cll:=solve(subs(x=3*a,eq3C-eqlC),C11):

> Cl2:=solve(subs(x=3*a,eq4C-eq2C),C12):

> va:=subs(x=3*a,eq2C):v2a:=evalf(expand(subs(x=b,eq4QC))):
> subs(a=b/6,va):

Contribuicdo da quarta carga

> M7:=subs([alpha=4*a,beta=b-4*a],Va*x-Ma):

> M8:=M6-P*(x-4*a):

> eql1D:=int(-M7,x)+C13:eq2D:=int(eq1D,x)+C14:
> eq3D:=int(-M8,x)+C15:eq4D:=int(eq3D,x)+C16:
Condicdes de contorno

> subs(x=0,eq2D):

Logo C14=0

> C14:=0:

> subs(x=0,eql1D):

Logo C13=0

> C13:=0:

Em x=3a

> C15:=solve(subs(x=4*a,eq3D-eql1D),C15):

> Cl6:=solve(subs(x=4*a,eq4D-eq2D),C16):

> va:=subs(x=4*a,eq2D):v2a:=evalf(expand(subs(x=b,eq4D))):

[) Célculo dos deslocamentos para uma viga fixa nas extremidades com oito
cargas para calculo da menor rigidez para o caso sem estribos suplementares
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> restart:

> Ma:=P*alpha*beta”2/b”"2:

> Mb:=-P*alpha”2*beta/b"2:

Reacdes

> Vb:=simplify((-Ma-Mb+P*alpha)/b):

> Va:=P-Vb:

> Mal:=subs([alpha=a,beta=b-a],Ma):Ma2:=subs([alpha=b/3-
a,beta=2*b/3+a],Ma):Ma3:=subs([alpha=b/3,beta=2*b/3],Ma):Ma4d:=subs([alpha=b/3+
a,beta=2*b/3-a],Ma):Ma5:=subs([alpha=2*b/3-
a,beta=b/3+a],Ma):Ma6:=subs([alpha=2*b/3,beta=b/3],Ma):Ma7:=subs([alpha=2*b/3+
a,beta=b/3-a],Ma):Ma8:=subs([alpha=b-a,beta=a],Ma):

> Mb1l:=subs([alpha=a,beta=b-a],Mb):Mb2:=subs([alpha=b/3-
a,beta=2*b/3+a],Mb):Mb3:=subs([alpha=b/3,beta=2*h/3],Mb):Mb4:=subs([alpha=b/3+
a,beta=2*b/3-a],Mb):Mb5:=subs([alpha=2*b/3-
a,beta=b/3+a],Mb):Mb6:=subs([alpha=2*b/3,beta=b/3],Mb):Mb7:=subs([alpha=2*b/3+
a,beta=b/3-a],Mb):Mb8:=subs([alpha=b-a,beta=a],Mb):

> Vb1l:=simplify((-Mal-Mb1+P*a)/b):

>Val:=P-Vbl:

> Vb2:=simplify((-Ma2-Mb2+P*(b/3-a))/b):

>Va2:=P-Vb2:

> Vb3:=simplify((-Ma3-Mb3+P*b/3)/b):

> Va3:=P-Vb3:

> Vb4:=simplify((-Ma4-Mb4+P*(b/3+a))/b):

> Vad:=P-Vb4:

> Vb5:=simplify((-Ma5-Mb5+P*(2*b/3-a))/b):

> Vab5:=P-Vb5:

> Vb6:=simplify((-Ma6-Mb6+P*(2*b/3))/b):

> Va6:=P-Vb6:

> Vb7:=simplify((-Ma7-Mb7+P*(2*b/3+a))/b):

>Va7:=P-Vb7:

> Vb8:=simplify((-Ma8-Mb8+P*(b-a))/b):

> Va8:=P-Vb8:

> Va:=simplify(Val+Va2+Va3+Va4+Va5+Va6+Va7+Va8):

> Vb:=simplify(Vb1+Vb2+Vb3+Vb4+Vb5+Vb6+Vb 7+Vh8):

> Ma:='Ma'":

> M1:=4*P*x-Ma:

> M2:=M1-P*(x-a):

> M3:=M2-P*(x-b/3+a):

> M4:=M3-P*(x-b/3):

> M5:=M4-P*(x-b/3-a):
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> M6:=M5-P*(x-2*b/3+a):

> M7:=M6-P*(x-2*b/3):

> M8:=M7-P*(x-2*b/3-a):

> M9:=M8-P*(x-b+a):

> eql:=int(-M1,x)+Cl:eq2:=int(eql,x)+C2:

> eq3:=int(-M2,x)+C3:eq4:=int(eq3,x)+C4:

> eg5:=int(-M3,x)+C5:eq6:=int(eq5,x)+C6:

> eq7:=int(-M4,x)+C7:eq8:=int(eq7,x)+C8:

> eq9:=int(-M5,x)+C9:eq10:=int(eq9,x)+C10:

>eqll:=int(-M6,x)+C1l1:eql2:=int(eqll,x)+C12:
>eql3:=int(-M7,x)+C13:eq14:=int(eq13,x)+C14:
> eql15:=int(-M8,x)+C15:eq16:=int(eq15,x)+C16:
>eql7:=int(-M9,x)+C17:eq18:=int(eq17,x)+C18:

Condicdes de contorno

> subs(x=0,eq2):

Logo C2=0

>C2:=0:

> subs(x=0,eql):

Logo C1=0

> C1:=0:

Em x=a

> C3:=solve(subs(x=a,eq3-eq1),C3):

> C4:=solve(subs(x=a,eq4-eq2),C4):

Em x=b/3-a

> Cb5:=solve(subs(x=b/3-a,eq5-eq3),C5):

> C6:=solve(subs(x=b/3-a,eq6-eq4),C6):

Em x=b/3

> C7:=solve(subs(x=b/3,eq7-eq5),C7):

> C8:=solve(subs(x=b/3,eq8-eq6),C8):

Em x=b/3+a

> C9:=solve(subs(x=b/3+a,eq9-eq7),C9):

> C10:=solve(subs(x=b/3+a,eq10-eq8),C10):
Em x=2*b/3-a

> Cl1l:=solve(subs(x=2*b/3-a,eqll-eq9),C11):
> Cl12:=solve(subs(x=2*b/3-a,eql2-eq10),C12):
Em x=2*b/3

> C13:=solve(subs(x=2*b/3,eq11-eq13),C13):
> Cl4:=solve(subs(x=2*b/3,eql12-eql4),C14):

> C15:=solve(subs(x=2*b/3+a,eq15-eq13),C15):
> Cl6:=solve(subs(x=2*b/3+a,eql6-eql4),C16):
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> Cl7:=solve(subs(x=b-a,eq15-eql17),C17):

> C18:=solve(subs(x=b-a,eq16-eq18),C18):

Em x=b V=0V'=0

> Ma:=solve(subs(x=b,eq18), Ma):

> va:=simplify(subs(x=a,eq2));v2a:=simplify(subs(x=b/3-
a,eq4));v3a:=simplify(subs(x=b/3,eq6));vd4a:=simplify(subs(x=b/3+a,eq8));v5a:=simp
lify(subs(x=2*b/3-a,eq10));v6:=simplify(subs(x=b,eq18));

_Pa*(-ba+2b*-9a?

va: 6Db

_P(b*-3b*a-9a’b?+45a%b-81la*)

v2a . 54D

P b’

v3a = 52

_P(b*+3b*a-9a’b?+18a’bh-81la*)

vda 54D

_P(b*+3b*a-9a’b?+18a’bh-81a*)

vha : 54D

v6:=0
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