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Apêndice  

8.1. 
Introdução 

 Neste apêndice apresentam-se os programas para o cálculo das matrizes de 

rigidez, o cálculo dos autovalores e o método utilizado para o cálculo dos 

caminhos pós-críticos a partir das equações não-lineares de equilíbrio. 

Apresentam-se também todos os cálculos referentes aos exemplos 

apresentados no Capítulo 5. 

 
8.2. 
Programas 

Programa I.1 - Cálculo das matrizes de rigidez da coluna, dos autovalores para o 
caso linear e equações não-lineares de equilíbrio considerando-se o campo de 
deslocamentos (3.29) - Apoios Discretos. 
> restart:with(linalg):with(plots):with(LinearAlgebra):

Váriáveis do Programa 
> # N    -  Número de termos considerados na expansão modal ( número de graus de 

liberdade)

> # wt  -  Campo de deslocamentos

> # a||i -  Amplitude do deslocamento - Para o cálculo dos autovalores esse termo é 

tirado da expressão do campo de deslocamentos e executa-se o programa 

normalmente.

> # m  -  Número de apoios laterais

> wt:=0:N:=15:

> for i from 1 by 1 to N do 

>     wt||i(xi):=a||i*(-i*Pi*xi+i*Pi*(2+(-1)^i)*xi^2-i*Pi*(1+(-1)^i)*xi**3+sin(i*Pi*xi)): 

>      dwt||i(xi):=diff(wt||i(xi),xi):ddwt||i(xi):=diff(wt||i(xi),xi$2): 
>      wt:=wt+wt||i(xi): 

> end do: 
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Gráfico das Funções para N=1, 2 e 3 

>plot([wt1(xi),wt2(xi),wt3(xi),wt(xi)],xi=0..1,color=[red,blue,black,green], 

style=[point,line,line,line]); 

 
 

Integração ao Longo da Barra para Obtenção das Matrizes de Rigidez Elástica e 
Rigidez Geométrica 

As matrizes de rigidez elástica K (no caso representada por Kf, para lembrar a 
energia de flexão), rigidez geométrica (das tensões) Kg, podem ser obtidas 
respectivamente, das energias de deformação  e das tensões para a carga de 

direção constante= trabalho das cargas V3. 

 

A variação do array é de acordo com o número de graus de liberdade 

considerados. 

>KGt:=array(1..N,1..N):KGtn:=array(1..N,1..N):KFt:=array(1..N,1..N):KFtn:=array(1..N,1..

N):Mt:=array(1..N,1..N): 
> for i from 1 by 1 to N do 

>   for j from 1 by 1 to N do 

>       #Energia da Força axial 

>       KGt[i,j]:=int(1/2*dwt||i(xi)*dwt||j(xi),xi=0..1);      #Parcela quadrática 

>       KGtn[i,j]:=int(1/8*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi),xi=0..1);  

>       #Energia de Flexão 

>       KFt[i,j]:=int(1/2*ddwt||i(xi)*ddwt||j(xi),xi=0..1);  #Parcela Quadrática 

> 
KFtn[i,j]:=int(1/2*ddwt||i(xi)*ddwt||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)+1/8*ddwt||i(xi)*dd

wt||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi),xi=0..1):  

>    od: 

> od: 
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Cálculo da energia de deformação dos estribos, autovalores e equações não-lineares de 

equilíbrio 
> for Nmolas from 1 by 1 to 5 do 

>     KFtm||Nmolas:=array(1..N,1..N): 

>      for i from 1 by 1 to N do 
>         for j from 1 by 1 to N do 

>            KFtm||Nmolas[i,j]:=0; 

>         od:   

>      od: 

>      for m from 1 to Nmolas do 

>          xm||m:=1/(Nmolas+1)*m;   

>          for i from 1 by 1 to N do 

>             for j from 1 by 1 to N do 

>              
KFtm||Nmolas[i,j]:=KFtm||Nmolas[i,j]+eta*1/2*subs(xi=xm||m,wt||i(xi))*subs(xi

=xm||m,wt||j(xi)); 

>             od:   

>          od: 

>      od: 

>      #Parcela quadrática do funcional 

>      KFtQ||Nmolas:=evalm(KFt+KFtm||Nmolas); 

>      A||Nmolas:=multiply(inverse(KGt),KFtQ||Nmolas): 

>      Gamma||Nmolas:=eigenvals(A||Nmolas); 

>      Autov||Nmolas:=[eigenvectors(A||Nmolas)]; 

>      KGtNL:=evalm(KGt+KGtn); 

>      KFt2||Nmolas:=evalm(KFtQ||Nmolas+KFtn): 

>      EPT||Nmolas:=evalm(KFt2||Nmolas-Gamma*KGtNL); 

>      #Equações não-lineares de Equilíbrio 

>      for f from 1 to N do 
>          EqL||Nmolas||f:=0;  

>      od: 

>      for g from 1 to N do 
>          for h from 1 to N do   

>             EqL||Nmolas||g:=EqL||Nmolas||g+diff(EPT||Nmolas[g,h],a||g);  

>          od: 
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>      od: 

> od: 
 
Programa I.2 - Cálculo das matrizes de rigidez da coluna, dos autovalores para o 
caso linear e das equações não-lineares de equilíbrio considerando-se o campo de 
deslocamentos (3.28) e apoios Discretos 

 

> restart:with(linalg):with(plots):with(LinearAlgebra): 

> wt:=0:N:=15: 

> for i from 1 by 1 to N do  

>       wt||i(xi):=1/2*a||i*(1-cos(2*Pi*i*xi)): 

>       dwt||i(xi):=diff(wt||i(xi),xi):ddwt||i(xi):=diff(wt||i(xi),xi$2): 
>       wt:=wt+wt||i(xi): 

> end do: 

Gráficos das Funções para N=1, 2 e 3 

>plot([wt1(xi),wt2(xi),wt3(xi),wt(xi)],xi=0..1,color=[red,blue,black,green], 

style=[point,line,line,line]); 

 
 

A partir deste ponto, o trecho do programa para o cálculo das matrizes de rigidez, 
dos autovalores e das equações não-lineares de equilíbrio é o mesmo do 
Programa I.1. 
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Programa I.3 - Cálculo das matrizes de rigidez da coluna sobre base elástica, dos 
autovalores para o caso linear e das equações não-lineares de equilíbrio 

considerando-se o campo de deslocamentos (3.28).   
> restart:with(linalg):with(plots):with(LinearAlgebra): 

> wt:=0:N:=6: 

> for i from 1 by 1 to N do  

>    wt||i(xi):=1/2*a||i*(1-cos(2*Pi*i*xi)): 

>    dwt||i(xi):=diff(wt||i(xi),xi):ddwt||i(xi):=diff(wt||i(xi),xi$2): 
>    wt:=wt+wt||i(xi): 

> end do: 

Integração ao Longo da Barra para Obtenção das Matrizes de Rigidez Elástica e 

Rigidez Geométrica 

> N:=1: 
KGt:=array(1..N,1..N):KGtn:=array(1..N,1..N):KFt:=array(1..N,1..N):KFtn:=array(1..N,1..N)

:Mt:=array(1..N,1..N): 
> for i from 1 by 1 to N do 

>    for j from 1 by 1 to N do 

>       # Energia da Força Axial 

>       KGt[i,j]:=int(1/2*dwt||i(xi)*dwt||j(xi),xi=0..1); # Parcela Quadrática 

>       KGtn[i,j]:=int(1/8*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi),xi=0..1); #Parcela Não-      

Linear 
>       #Energia de Flexão 

>       KFt[i,j]:=int(1/2*ddwt||i(xi)*ddwt||j(xi),xi=0..1); # Parcela Quadrática                                                                      

>  
KFtn[i,j]:=int(1/2*ddwt||i(xi)*ddwt||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)+1/8*ddwt||i(xi)*dd

wt||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi),xi=0..1); #Parcela Não-Linear 
>    od: 

> od:  
Inclusão da base elástica  

> KFtm:=array(1..N,1..N): 

>   for i from 1 by 1 to N do 

>      for j from 1 by 1 to N do 

>         KFtm[i,j]:=int(eta*1/2*subs(L=1,wt||i(xi))*subs(L=1,wt||j(xi)),xi=0..1): 

>      od:   

>   od: 

>  print(KFtm): 
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>  KFtQ:=evalm(KFt+KFtm): 

>  A:=multiply(inverse(KGt),KFtQ); 

>  Gamma:=eigenvals(A); 

>  Autov:=eigenvectors(A): 
>  KGtNL:=evalm(KGt+KGtn): 

>  KFt2:=evalm(KFtQ+KFtn): 

>  EPT:=evalm(KFt2-lambda*KGtNL): 

>  #Equações não-lineares de Equilíbrio 

>  for f from 1 to N do 
>      EqL||f:=0;  

>  od: 

>   for g from 1 to N do 
>       for h from 1 to N do   

>          EqL||g:=EqL||g+diff(EPT[g,h],a||g): 

>       od: 

>   od: 

 
Programa I.4 - Cálculo das matrizes de rigidez da coluna sobre base elástica, dos 
autovalores para o caso linear e das equações não-lineares de equilíbrio 

considerando-se para o campo de deslocamentos uma combinação de funções 
simétricas e antissimétricas. 
> restart:with(linalg):with(plots):with(LinearAlgebra): 

> wt:=0:N:=6: 

> for i from 1 by 1 to N do  

>       wt||i(xi):=a||i*(-i*Pi*xi+i*Pi*(2+(-1)^i)*xi^2-i*Pi*(1+(-1)^i)*xi**3+sin(i*Pi*xi)): 

>       dwt||i(xi):=diff(wt||i(xi),xi):ddwt||i(xi):=diff(wt||i(xi),xi$2): 
>       wt:=wt+wt||i(xi): 

> end do: 
 

A partir deste ponto, o trecho do programa para o cálculo das matrizes de rigidez, 
dos autovalores e das equações não-lineares de equilíbrio é o mesmo do 

Programa I.3. 
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Programa I.5 - Cálculo das matrizes de rigidez da coluna sobre base elástica, dos 
autovalores para o caso linear e das equações não-lineares de equilíbrio 
considerando-se uma imperfeição geométrica inicial para o campo de 
deslocamentos uma combinação de funções simétricas e antissimétricas, campo 
de deslocamentos (3.29). 

> restart:with(linalg): with(plots): 

> wt:=0:N:=3: 

> for i from 1 by 1 to N do  

>    wt||i(xi):=a||i*(-i*Pi*xi+i*Pi*(2+(-1)^i)*xi^2-i*Pi*(1+(-1)^i)*xi**3+sin(i*Pi*xi)): 

>    dwt||i(xi):=diff(wt||i(xi),xi):ddwt||i(xi):=diff(wt||i(xi),xi$2): 
>    wto||i(xi):=ao||i*(-i*Pi*xi+i*Pi*(2+(-1)^i)*xi^2-i*Pi*(1+(-1)^i)*xi**3+sin(i*Pi*xi)): 

>    dwto||i(xi):=diff(wto||i(xi),xi):ddwto||i(xi):=diff(wto||i(xi),xi$2): 

>    wt:=wt+wt||i(xi)+wto||i(xi): 

> end do: 

Integração ao Longo da Barra para Obtenção das Matrizes de Rigidez Elástica e 

Rigidez Geométrica 
KGt:=array(1..N,1..N):KGtn:=array(1..N,1..N):KFt:=array(1..N,1..N):KFtn:=array(1..N,1..N)

:Mt:=array(1..N,1..N): 
> for i from 1 by 1 to N do 

>    for j from 1 by 1 to N do 

>       #Energia da Força Axial 

>       KGt[i,j]:=int(1/2*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)+dwt||i(xi)*dwto||j(xi),xi=0..1); # Parcela Quadrática 

> 

KGtn[i,j]:=int(1/8*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)+1/2*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)*dwt||i(xi)*dwto||j

(xi)+3/4*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)*dwto||i(xi)*dwto||j(xi)+1/2*dwt||i(xi)*dwto||j(xi)*dwto||i(xi)*dwto||j(xi)

,xi=0..1); #Parcela Não-Linear 

>       #Energia de Flexão 

>       KFt[i,j]:=int(1/2*ddwt||i(xi)*ddwt||j(xi),xi=0..1); # Parcela Quadrática                                                                     

> 
KFtn[i,j]:=int(1/2*(ddwt||i(xi)*ddwt||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)+1/4*ddwt||i(xi)*ddwt||j(xi)*

dwt||i(xi)*dwt||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)+dwto||i(xi)*dwto||j(xi)*ddwt||i(xi)*ddwt||j(xi)+1/4

*dwto||i(xi)*dwto||j(xi)*dwto||i(xi)*dwto||j(xi)*ddwt||i(xi)*ddwt||j(xi)+1/4*dwt||i(xi)*dwt||j

(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)*ddwto||i(xi)*ddwto||j(xi)+dwt||i(xi)*dwt||j(xi)*dwt||i(xi)*ddwt||j(xi

)*ddwt||i(xi)*dwto||j(xi)+dwt||i(xi)*dwt||j(xi)*dwt||i(xi)*ddwto||j(xi)*ddwto||i(xi)*dwto||j(xi

)+2*dwt||i(xi)*ddwt||j(xi)*ddwt||i(xi)*dwto||j(xi)+dwt||i(xi)*dwto||j(xi)*dwto||i(xi)*dwto||j(

xi)*ddwt||i(xi)*ddwt||j(xi)+3/2*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)*ddwt||i(xi)*ddwt||j(xi)*dwto||i(xi)*dwto

||j(xi)+1/2*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)*ddwt||i(xi)*ddwto||j(xi)+dwt||i(xi)*dwt|
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|j(xi)*dwto||i(xi)*dwto||j(xi)*ddwto||i(xi)*ddwto||j(xi)+ddwt||i(xi)*dwt||j(xi)*dwt||i(xi)*ddw

to||j(xi)+2*dwt||i(x)*dwt||j(xi)*dwt||i(xi)*ddwt||j(xi)*dwto||i(xi)*ddwto||j(xi)+2*ddwt||i(xi)*

dwt||j(xi)*dwto||i(xi)*ddwto||j(xi)+5/2*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)*ddwt||i(xi)*dwto||j(xi)*dwto||i(

xi)*ddwto||j(xi)+dwt||i(xi)*dwto||j(xi)*dwto||i(xi)*dwto||j(xi)*ddwt||i(xi)*ddwto||j(xi)),xi=0

..1); #Parcela Não-Linear 
>    od: 

> od:  
Inclusão da base elástica  

>   KFtm:=array(1..N,1..N): 

>   for i from 1 by 1 to N do 

>     for j from 1 by 1 to N do 

>       
KFtm[i,j]:=int(1/2*eta*(wt||i(xi)*wt||j(xi)+2*wto||i(xi)*wt||j(xi)+wto||i(xi)*wto||j(xi)),xi=0

..1); 
>      od:   

>   od: 

>   print(KFtm); 

>   KFtQ:=evalm(KFt+KFtm): 

>   A:=multiply(inverse(KGt),KFtQ): 

>   #Gamma:=eigenvals(A): 

>   #Autov:=eigenvectors(A): 
>   KGtNL:=evalm(KGt+KGtn): 

>   KFt2:=evalm(KFtQ+KFtn): 

>   EPT:=evalm(KFt2-lambda*KGtNL): 

>   #Equações de Equilíbrio 

>   for f from 1 to N do 
>       EqL||f:=0;  

>   od: 

>   for g from 1 to N do 
>       for h from 1 to N do   

>          EqL||g:=EqL||g+diff(EPT[g,h],a||g):  

>       od: 

>   od: 
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Programa I.6- Para se considerar apenas funções simétricas no programa 1.5, 
basta alterar o trecho correspondente ao campo de deslocamentos como a seguir. 
> restart:with(linalg):with(plots):with(LinearAlgebra): 

> wt:=0:N:=3; 

> for i from 1 by 1 to N do  

>    wt||i(xi):=1/2*(1-cos(2*Pi*i*xi)):wto||i(xi):=1/2*(1-cos(2*Pi*i*xi)): 

>    dwt||i(xi):=diff(wt||i(xi),xi):ddwt||i(xi):=diff(wt||i(xi),xi$2): 

>    dwto||i(xi):=diff(wto||i(xi),xi):ddwto||i(xi):=diff(wto||i(xi),xi$2): 

>     wt:=wt+wt||i(xi)+wto||i(xi): 

> end do: 
 
Programa I.7- Para considerar-se o caso de emendas das barras da armadura, 
considerou-se um modelo, onde a coluna é engastada e livre. Assim, calcula-se a 

matriz A para o cálculo dos pontos ( )η,Γ  e assim através da solução do problema 

de autovalores pode-se conhecer estes pontos. 
> restart:with(linalg):with(plots):with(LinearAlgebra): 

> wt:=0:N:=6: 

> for i from 1 by 1 to N do  

>    wt||i(xi):=(1-cos((2*i-1)*Pi*xi/2)): 

>   dwt||i(xi):=diff(wt||i(xi),xi):ddwt||i(xi):=diff(wt||i(xi),xi$2): 

>    wt:=wt+wt||i(xi): 

> end do: 
Integração ao Longo da Barra para Obtenção das Matrizes de Rigidez Elástica e Rigidez 

Geométrica 

>KGt:=array(1..N,1..N):KGtn:=array(1..N,1..N):KFt:=array(1..N,1..N):KFtn:=array(1..N,1..

N):Mt:=array(1..N,1..N): 
> for i from 1 by 1 to N do 
>     for j from 1 by 1 to N do 
>       # Energia da Força Axial 
>       KGt[i,j]:=int(1/2*dwt||i(xi)*dwt||j(xi),xi=0..1); # Parcela Quadrática 
>       KGtn[i,j]:=int(1/8*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi),xi=0..1); #Parcela Não-Linear 
>       #Energia de Flexão 
>       KFt[i,j]:=int(1/2*ddwt||i(xi)*ddwt||j(xi),xi=0..1); # Parcela Quadrática                                                                      

>  

KFtn[i,j]:=int(1/2*ddwt||i(xi)*ddwt||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi)+1/8*ddwt||i(xi)*ddwt||j(xi)*d

wt||i(xi)*dwt||j(xi)*dwt||i(xi)*dwt||j(xi),xi=0..1); #Parcela Não-Linear 
>     od: 
> od:  
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Inclusão da Base elástica (apoios laterais distribuídos de forma contínua) 
>  KFtm:=array(1..N,1..N): 

>   for i from 1 by 1 to N do 
>       for j from 1 by 1 to N do 
>          KFtm[i,j]:=int(eta*1/2*wt||i(xi)*wt||j(xi),xi=0..1): 
>       od:   
>   od: 
>  KFtQ:=evalm(KFt+KFtm): 
>  A:=multiply(inverse(KGt),KFtQ); 

 

Considerando-se seis modos na expansão modal, chega-se a seguinte matriz 

característica para o cálculo dos autovalores. 

 

 

 := A

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢⎢

⎤

⎦

⎥
⎥
⎥
⎥⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥⎥

, , , , ,
16

⎛

⎝
⎜
⎜⎜

⎞

⎠
⎟
⎟⎟ + 

π
4

64
η ( ) − 3 π 8

4 π

π
2

8 ( )−  + 4 3 π η

3 π
3

8 ( )−  + 12 5 π η

5 π
3

8 ( )−  + 12 7 π η

7 π
3

8 ( )−  + 20 9 π η

9 π
3

8 ( )−  + 20 11 π η

11 π
3

, , , , ,
8 ( )−  + 4 3 π η

27 π
3

16
⎛

⎝
⎜
⎜⎜

⎞

⎠
⎟
⎟⎟ + 

81 π
4

64
η ( ) + 9 π 8

12 π

9 π
2

8 ( ) + 4 15 π η

135π
3

8 ( ) + 20 21 π η

189π
3

8 ( ) + 4 9 π η

81 π
3

8 ( ) + 28 33 π η

297π
3

, , , , ,
8 ( )−  + 12 5 π η

125π
3

8 ( ) + 4 15 π η

375π
3

16
⎛

⎝
⎜
⎜⎜

⎞

⎠
⎟
⎟⎟ + 

625π
4

64
η ( ) − 15 π 8

20 π

25 π
2

8 ( )−  + 4 35 π η

875π
3

8 ( )−  + 28 45 π η

1125π
3

8 ( )−  + 12 55 π η

1375π
3

, , , , ,
8 ( )−  + 12 7 π η

343π
3

8 ( ) + 20 21 π η

1029π
3

8 ( )−  + 4 35 π η

1715π
3

16
⎛

⎝
⎜
⎜⎜

⎞

⎠
⎟
⎟⎟ + 

2401π
4

64
η ( ) + 21 π 8

28 π

49 π
2

8 ( ) + 4 63 π η

3087π
3

8 ( ) + 36 77 π η

3773π
3

, , , , ,
8 ( )−  + 20 9 π η

729π
3

8 ( ) + 4 9 π η

729π
3

8 ( )−  + 28 45 π η

3645π
3

8 ( ) + 4 63 π η

5103π
3

16
⎛

⎝
⎜
⎜⎜

⎞

⎠
⎟
⎟⎟ + 

6561π
4

64
η ( ) − 27 π 8

36 π

81 π
2

8 ( )−  + 4 99 π η

8019π
3

, , , , ,
8 ( )−  + 20 11 π η

1331π
3

8 ( ) + 28 33 π η

3993π
3

8 ( )−  + 12 55 π η

6655π
3

8 ( ) + 36 77 π η

9317π
3

8 ( )−  + 4 99 π η

11979π
3

16
⎛

⎝
⎜
⎜⎜

⎞

⎠
⎟
⎟⎟ + 

14641π
4

64
η ( ) + 33 π 8

44 π

121π
2
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A partir da obtenção da matriz A, pode-se gerar os pontos ( )η×Γ  a partir da 

seguinte subrotina:  
 

> restart:with(linalg):with(plots):with(codegen,fortran): 

> A := matrix([[16/Pi^2*(1/64*Pi^4+1/4*eta*(3*Pi-8)/Pi), 8/3/Pi^3*(-4+3*Pi)*eta, 8/5/Pi^3*(-

12+5*Pi)*eta, 8/7/Pi^3*(-12+7*Pi)*eta, 8/9/Pi^3*(-20+9*Pi)*eta, 8/11/Pi^3*(-

20+11*Pi)*eta], [8/27/Pi^3*(-4+3*Pi)*eta, 16/9/Pi^2*(81/64*Pi^4+1/12*eta*(9*Pi+8)/Pi), 

8/135/Pi^3*(4+15*Pi)*eta, 8/189/Pi^3*(20+21*Pi)*eta, 8/81/Pi^3*(4+9*Pi)*eta, 

8/297/Pi^3*(28+33*Pi)*eta], [8/125/Pi^3*(-12+5*Pi)*eta, 8/375/Pi^3*(4+15*Pi)*eta, 

16/25/Pi^2*(625/64*Pi^4+1/20*eta*(15*Pi-8)/Pi), 8/875/Pi^3*(-4+35*Pi)*eta, 

8/1125/Pi^3*(-28+45*Pi)*eta, 8/1375/Pi^3*(-12+55*Pi)*eta], [8/343/Pi^3*(-12+7*Pi)*eta, 

8/1029/Pi^3*(20+21*Pi)*eta, 8/1715/Pi^3*(-4+35*Pi)*eta, 

16/49/Pi^2*(2401/64*Pi^4+1/28*eta*(21*Pi+8)/Pi), 8/3087/Pi^3*(4+63*Pi)*eta, 

8/3773/Pi^3*(36+77*Pi)*eta], [8/729/Pi^3*(-20+9*Pi)*eta, 8/729/Pi^3*(4+9*Pi)*eta, 

8/3645/Pi^3*(-28+45*Pi)*eta, 8/5103/Pi^3*(4+63*Pi)*eta, 

16/81/Pi^2*(6561/64*Pi^4+1/36*eta*(27*Pi-8)/Pi), 8/8019/Pi^3*(-4+99*Pi)*eta], 

[8/1331/Pi^3*(-20+11*Pi)*eta, 8/3993/Pi^3*(28+33*Pi)*eta, 8/6655/Pi^3*(-12+55*Pi)*eta, 

8/9317/Pi^3*(36+77*Pi)*eta, 8/11979/Pi^3*(-4+99*Pi)*eta, 

16/121/Pi^2*(14641/64*Pi^4+1/44*eta*(33*Pi+8)/Pi)]]): 

> for i from 0 by 1 to 600000 do 

>     b:=subs(eta=i,evalm(A)); 

>     Gamma||i:=evalf(Eigenvals(b)); 

> od: 

> arq:=`c:\\salete\\tesedoctor\\resultados\\casocont\\emenda.dat`: 

> fd:=fopen(arq,APPEND): 

> for i from 0 by 1 to 600000 do 

>      

fprintf(arq,"%d,%.10f,%.10f,%.10f,%.10f,%.10f,%.10f",i,Gamma||i[1],Gamma||i[2],Ga

mma||i[3],Gamma||i[4],Gamma||i[5],Gamma||i[6]): 

>     fprintf(arq,`\n`): 

> od: 

> fclose(arq): 
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8.3 
Cálculo do Diâmetro e Espaçamento entre Estribos para Diversos 
Arranjos das Armaduras na Seção Transversal 

Apresenta-se alguns testes realizados no Mathcad 11 para se calcular o
diâmetro e espaçamento entre estribos em pilares descritos nos trabalhos
de Queiroga(1999) e Sheikh & Uzumeri (1980) 

a)  Queiroga (1999) 

Exemplo1 : Pilar P1, P4 e P6 
Propriedades da Barra e seus Carregamentos: 

N/mm2 E Módulo de Young do Material 

N/mm2 f y
 Resistência de escoamento do aço 

mm4 I Momento de Inércia da Seção Reta 

Comprimento da barra mm L 

b Distância entre duas pernas de estribos mm 

s Espaçamento entre estribos mm 

φl Diâmetro da armadura longitudinal mm 

φt Diâmetro da armadura transversal mm 

mm2 As
 Aréa da seção da armadura longitudinal 

N P y
 Carga de esmagamento 

N Pcr
 Carga de flambagem 

Γ1 Parâmetro adimensional de carga 

η1 Parâmetro adimensional da rigidez dos estribos 

Par=φ4t/S 

fy 502:=  φl 12.5:=  As 125:=  L 1200:= E 210000:=

Py
fy

1.15
As⋅:=  

Py 5.45652 10
4

×=  

b 200 2 6.3⋅− 12.5− 2 17.5⋅−:=  

b 139.9=  
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Cálculo dos valores de φt e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,2Py 

γ 1.2:=  

Pcr γ Py⋅:=  

Pcr 6.54783 10
4

×=  

Γ1 Pcr
L2

E φl
4

⋅

⋅:=  η1 149.1042:=Equivale a Γ1 18.39079=

par
η1 b3

⋅ φl
4

⋅

L4
:=  

par 4.80682=

P1 
s 150:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 5.18188=

P4 
s 100:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 4.68236=

P6 
s 50:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 3.93738=

Teste para um valor de s=200 mm 

s 200:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 5.56829=

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 6.3:=  

s
φt

4

par
:=  

s 327.72088=  

Cálculo dos valores de φt e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,5Py 

γ 1.5:=  
Pcr γ Py⋅:=  

Cálculo de Γ1 

Γ1 Pcr
L2

E φl
4

⋅

⋅:=  Equivale a Γ1 22.98848= η1 242.8594:=
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par
η1 b3

⋅ φl
4

⋅

L4
:=  par 7.8293=  

Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos  

P1 

s 150:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 5.85401=  

P4 
s 100:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 5.2897=  

P6 
s 50:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 4.44809=

Teste com um valor de s=200 mm 
s 200:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 6.29055=

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 6.3:=  

s
φt

4

par
:=  s 201.20514=  

Consideração das emendas
Para a emenda na seção, considera-se a armadura com uma extremidade livre e assim, 
os valores de η1 correspondem a valores muito maiores para cada valor de Γ1 
calculado 

Cálculo dos valores de φt e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,2Py 

γ 1.2:=  

Pcr γ Py⋅:=  

Γ1 Pcr
L2

E φl
4

⋅

⋅:=  Equivale a Γ1 18.39079= η1 566.3021:=

par
η1 b3

⋅ φl
4

⋅

L4
:=  par 18.25645=

P1 
s 150:=  
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φt 4 par s⋅:=  φt 7.23397=

P4 
s 100:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 6.53663=

P6 
s 50:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 5.49663=

Teste para um valor de s=200 mm 
s 200:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 7.77341=  

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 6.3:=  

s
φt

4

par
:=  s 86.28709=  

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 6.3:=  

s
φt

4

par
:=  s 86.28709=  

Cálculo dos valores de φt e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,5Py 

γ 1.5:=  

Pcr γ Py⋅:=  

Cálculo de Γ1 

Γ1 Pcr
L2

E φl
4

⋅

⋅:=  Equivale a Γ1 22.98848= η1 790.8073:=

par
η1 b3

⋅ φl
4

⋅

L4
:=  par 25.49405=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos 
P1 

s 150:=  
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φt 4 par s⋅:=  φt 7.8638=  

P4 
s 100:=  

φt 4 par s⋅:=  
P6 

φt 7.10575=

s 50:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 5.9752=  

Teste para um valor de s=200 mm 
s 200:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 8.4502=

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 6.3:=  

s
φt

4

par
:=  

s 61.79073=

Flambagem ocorrendo entre dois estribos consecutivos

Os valores de Γ1 para que a flambagem ocorra entre dois estribos consecutivos dependerá 
da relação entre L e s 

P1 
s 150:=  

Pcr
E π

3
⋅

φl
4

64
⋅

⎛
⎜
⎝

⎞

⎠

s2
:=  γ

Pcr
Py

:=  γ 2.02316=

Γ1
π

3
L2

⋅

64 s2⋅
:=  Equivale a Γ1 31.00628= η1 443.1979:=

par
η1 b3

⋅ φl
4

⋅

L4
:=  par 14.28782=

φt 4 par s⋅:=  φt 6.804=  

Consideração das emendas na seção 

Γ1
π

3
L2

⋅

64 s2⋅
:=  Equivale a Γ1 31.00628= η1 1195.672:=
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par
η1 b3

⋅ φl
4

⋅

L4
:=  par 38.54608=

φt 4 par s⋅:=  φt 8.72003=

Teste para s=200 mm 

s 200:=  

Pcr
E π

3
⋅

φl
4

64
⋅

⎛
⎜
⎝

⎞

⎠

s2
:=  γ

Pcr
Py

:=  
γ 1.13803=

Γ1
π

3
L2

⋅

64 s2⋅
:=  Equivale a Γ1 17.44103= η1 131.1927:=

par
η1 b3

⋅ φl
4

⋅

L4
:=  par 4.22939=

φt 4 par s⋅:=  φt 5.39296=

Consideração das emendas 

Γ1
π

3
L2

⋅

64 s2⋅
:=  Equivale a Γ1 17.44103= η1 521.2239:=

par
η1 b3

⋅ φl
4

⋅

L4
:=  par 16.80322=

φt 4 par s⋅:=  φt 7.61387=

P4 

s 100:=  

Pcr
E π

3
⋅

φl
4

64
⋅

⎛
⎜
⎝

⎞

⎠

s2
:=  γ

Pcr
Py

:=  γ 4.55211=

Γ1
π

3
L2

⋅

64 s2⋅
:=  Γ1 69.76412=  Equivale a η1 1890.1042:=
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par
η1 b3

⋅ φl
4

⋅

L4
:=  

par 60.9332=

φt 4 par s⋅:=  φt 8.83514=

Consideração das emendas na seção 

Γ1
π

3
L2

⋅

64 s2⋅
:=  Equivale a Γ1 69.76412= η1 3206.77:=

par
η1 b3

⋅ φl
4

⋅

L4
:=  

par 103.37988=

φt 4 par s⋅:=  φt 10.08345=

P6 

s 50:=  

Pcr
E π

3
⋅

φl
4

64
⋅

⎛
⎜
⎝

⎞

⎠

s2
:=  

γ
Pcr
Py

:=  γ 18.20845=

Γ1
π

3
L2

⋅

64 s2⋅
:=  

η1 10200.52:=Equivale a Γ1 279.05649=

par
η1 b3

⋅ φl
4

⋅

L4
:=  par 328.84445=

φt 4 par s⋅:=  
φt 11.32375=

Consideração das emendas 

Γ1
π

3
L2

⋅

64 s2⋅
:=  Equivale a Γ1 279.05649= η1 14166.67:=

par
η1 b3

⋅ φl
4

⋅

L4
:=  par 456.70523=
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 φt 4 par s⋅:=  φt 12.29282=

b. Sheikh & Uzumeri (1980) 

Pilar 4A1-13 

fy 438:=  φl 22.2:=  As 387.1:=  L 1219:= b 244.8:= Er 27400:= Et 5000:=

Py fy As⋅:=  

Py 1.6955 10
5

×=  

Cálculo dos valores de φt e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,2Py 
γ 1.2:=  

Pcr γ Py⋅:=  

Γ1 Pcr
L2

Er φl
4

⋅

⋅:=  Equivale a η1 943.7083:=Γ1 45.42799=

par
6 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 0.83556=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos  
s 57.1:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 6.90728=

Para o diâmetro dos estribos, φt=4,76 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 4.76:=  

s
φt

2

par
:=  s 27.11664=  

Cálculo dos valores de φt e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,5Py 

γ 1.5:=  
Pcr γ Py⋅:=  

Cálculo de Γ1 

Γ1 Pcr
L2

Er φl
4

⋅

⋅:=  Equivale a Γ1 56.78498= η1 1381.276:=

par
6 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 1.22298=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos 
s 57.1:=  
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φt 2 par s⋅:=  φt 8.35658=  

Para o diâmetro dos estribos, φt=4,76 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 4.76:=  

s
φt

2

par
:=  

s 18.52649=  

Consideração das emendas
Para a emenda na seção, considera-se a armadura com uma extremidade livre e 
assim, os valores de η1 correspondem a valores muito maiores para cada valor de 
Γ1 calculado 

Cálculo dos valores de φt e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,2Py 
γ 1.2:=  

Pcr 1.2 Py⋅:=

Γ1 Pcr
L2

Er φl
4

⋅

⋅:=  Equivale a Γ1 45.42799= η1 1939.245:=

par
6η1 Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 1.71701=

s 57.1:=  

Pcr 1.2 Py⋅:=

φt 2 par s⋅:=  φt 9.90158=

Para o diâmetro dos estribos, φt=4,76 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 4.76:=  

s
φt

2

par
:=  s 13.19596=  

Cálculo dos valores de φt e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,5Py 

γ 1.5:=  

Pcr γ Py⋅:=  

Γ1 Pcr
L2

Er φl
4

⋅

⋅:=  

par
6 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  

Γ1 56.78498= Equivale a η1 2529.641:=

par 2.23975=
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Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos  

s 57.1:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 11.30883=

Para o diâmetro dos estribos, φt=4,76 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 4.76:=  

s
φt

2

par
:=  s 10.11614=  

Flambagem ocorrendo entre dois estribos consecutivos

Os valores de Γ1 para que a flambagem ocorra entre dois estribos consecutivos dependerá 
da relação entre L e s 

s 57.1:=  

Pcr
E π

3
⋅

φl
4

64
⋅

⎛
⎜
⎝

⎞

⎠

s2
:=  γ

Pcr
Py

:=  γ 44.70245=

Γ1
π

3
L2

⋅

64 s2⋅
:=  Equivale a Γ1 220.80293= η1 7864.5833:=

par
6 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 6.96331=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos 

s 57.1:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 19.94004=  

Consideração das emendas 

Γ1
π

3
L2

⋅

64 s2⋅
:=  Equivale a Γ1 220.80293= η1 11088.54:=

par
6 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 9.81781=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos  

s 57.1:=  
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 φt 2 par s⋅:=  φt 23.67693=

Pilar 2A5-14 e 2A6-15 

fy 404:=  φl 15.87:=  As 197.81:=  L 1219:= b 251.13:= Er 23900:= Et 5000:=

Py fy As⋅:=  

Py 7.99152 10
4

×=  

Cálculo dos valores de φt e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,2Py 
γ 1.2:=  

Pcr γ Py⋅:=  

Γ1 Pcr
L2

Er φl
4

⋅

⋅:=  Equivale a Γ1 93.99671= η1 2848.95:=

par
6 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 0.58946=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos  
Corpo de prova - 2A5-14 

s 76.2:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 6.70201=

Para o diâmetro dos estribos, φt=9,52 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 9.52:=  

s
φt

2

par
:=  

s 153.75117=

Corpo de prova - 2A6-15 
s 35:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 4.54215=

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,35 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 6.35:=  

s
φt

2

par
:=  s 68.40565=  

Cálculo dos valores de φt e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,5Py 
γ 1.5:=  
Pcr γ Py⋅:=  
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Cálculo de Γ1 

Γ1 Pcr
L2

Er φl
4

⋅

⋅:=  Equivale a Γ1 117.49589=
η1 3776.041:=  

par
6 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 0.78128=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos  
Corpo de prova - 2A5-14 
s 76.2:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 7.7158=  
Para o diâmetro dos estribos, φt=9,52 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 9.52:=  

s
φt

2

par
:=  s 116.00229=  

Corpo de prova - 2A6-15 

s 35:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 5.22923=  

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,35 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 6.35:=  

s
φt

2

par
:=  s 51.61074=  

Consideração das emendas
Para a emenda na seção, considera-se a armadura com uma extremidade livre e 
assim, os valores de η1 correspondem a valores muito maiores para cada valor de 
Γ1 calculado 

Cálculo dos valores de φt e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,2Py 
γ 1.2:=  
Pcr 1.2 Py⋅:=  

Γ1 Pcr
L2

Er φl
4

⋅

⋅:=  Equivale a Γ1 93.99671= η1 4458.328125:=

par
6 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 0.92245=
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Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos  
Corpo de prova - 2A5-14 
s 76.2:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 8.38395=

Para o diâmetro dos estribos, φt=9,52 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 9.52:=  

s
φt

2

par
:=  

s 98.2497=  

Corpo de prova - 2A6-15 
s 35:=  
φt 2 par s⋅:=  φt 5.68205=

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,35 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 6.35:=  

s
φt

2

par
:=  

s 43.71241=

Cálculo dos valores de φt e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,5Py 

γ 1.5:=  
Pcr γ Py⋅:=  

Cálculo de Γ1 

Γ1 Pcr
L2

Er φl
4

⋅

⋅:=  
η1 5692.708333:=  Equivale a Γ1 117.49589=

par
6 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 1.17785=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos  
Corpo de prova - 2A5-14 
s 76.2:=  

φt 9.47376=  φt 2 par s⋅:=  
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Para o diâmetro dos estribos, φt=9,52 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 9.52:=  

s
φt

2

par
:=  

s 76.9457=  

Corpo de prova - 2A6-15 
s 35:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 6.42065=

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,35 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 6.35:=  

s
φt

2

par
:=  

s 34.23402=  

Flambagem ocorrendo entre dois estribos consecutivos - 2A5-14

Os valores de Γ1 para que a flambagem ocorra entre dois estribos consecutivos dependerá 
da relação entre L e s 

s 76.2:=  

Pcr
E π

3
⋅

φl
4

64
⋅

⎛
⎜
⎝

⎞

⎠

s2
:=  

γ
Pcr
Py

:=  γ 13.90776=

Γ1
π

3
L2

⋅

64 s2⋅
:=  Equivale a Γ1 123.98442= η1 4026.037:=

par
6 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  
par 0.83301=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos  

φt 2 par s⋅:=  φt 7.96713=

Consideração das emendas 
η1 6041.66:=  

par
6 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 1.25005=
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Cálculo do diâmetro dos estribos dado um certo espaçamento entre estribos  

φt 2 par s⋅:=  φt 9.7598=

Flambagem ocorrendo entre dois estribos consecutivos - 2A6-15

Os valores de Γ1 para que a flambagem ocorra entre dois estribos consecutivos 
dependerá da relação entre L e s 

s 35:=  

Pcr
E π

3
⋅

φl
4

64
⋅

⎛
⎜
⎝

⎞

⎠

s2
:=  

γ
Pcr
Py

:=  γ 65.92209=

Γ1
π

3
L2

⋅

64 s2⋅
:=  Equivale a Γ1 587.68008= η1 22455.77:=

par
6 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  
par 4.64621=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos  

φt 2 par s⋅:=  φt 12.75215=

Consideração das emendas 
η1 30313.693:=  

par
6 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 6.27205=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado um certo espaçamento entre estribos  

φt 2 par s⋅:=  φt 14.81627=  
Pilar 4B3-19, 4B4-20 E 4B6-21 

fy 392:=  φl 19.05:=  L 1219:=  b Et 5000:=  Er 19300:= As 285.02:=247.95:=

Py fy As⋅:=  

Py 1.11728 10
5

×=  

Cálculo dos valores de φt e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,2Py 
γ 1.2:=  
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 Pcr γ Py⋅:=  

Γ1 Pcr
L2

Er φl
4

⋅

⋅:=  Equivale a Γ1 78.38137= η1 2229.162:=

par
4 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  
par 0.509=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos  
Corpo de prova - 4B3-19 

s 101.6:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 7.19128=

Para o diâmetro dos estribos, φt=7,94 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 7.94:=  

s
φt

2

par
:=  

s 123.85766=  

Corpo de prova - 4B4-20 

s 38.1:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 4.40374=  

Para o diâmetro dos estribos, φt=4,76 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 4.76:=  

s
φt

2

par
:=  

s 44.51391=  

Corpo de prova - 4B6-21 

s 47.7:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 4.9274=  

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,35 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 6.35:=  

s
φt

2

par
:=  

Cálculo dos valores de φt e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,5Py 

s 79.21899=  
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γ 1.5:=  
Pcr γ Py⋅:=  

Cálculo de Γ1 

Γ1 Pcr
L2

Er φl
4

⋅

⋅:=  Equivale a Γ1 97.97671= η1 3005.2031:=

par
4 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 0.6862=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos  
Corpo de prova - 4B3-19 

s 101.6:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 8.34972=

Para o diâmetro dos estribos, φt=7,94 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 7.94:=  

s
φt

2

par
:=  

s 91.87359=  

Corpo de prova - 4B4-20 

s 38.1:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 5.11314=

Para o diâmetro dos estribos, φt=4,76 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 4.76:=  

s
φt

2

par
:=  

s 33.01897=  

Corpo de prova - 4B6-21 

s 47.7:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 5.72116=  

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,35 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 6.35:=  

s
φt

2

par
:=  

s 58.76207=  
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Consideração das emendas 
Para a emenda na seção, considera-se a armadura com uma extremidade livre e 
assim, os valores de η1 correspondem a valores muito maiores para cada valor de 
Γ  calculado 1
Cálculo dos valores de φt e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,2Py 

γ 1.2:=  

Pcr 1.2 Py⋅:=  

Γ1 Pcr
L2

Er φl
4

⋅

⋅:=  Equivale a Γ1 78.38137= η1 3657.292:=

par
4 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 0.8351=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos  
Corpo de prova - 4B3-19 

s 101.6:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 9.21117=

Para o diâmetro dos estribos, φt=7,94 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 7.94:=  

s
φt

2

par
:=  

s 75.49268=  

Corpo de prova - 4B4-20 

s 38.1:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 5.64067=

Para o diâmetro dos estribos, φt=4,76 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 4.76:=  

s
φt

2

par
:=  

s 27.13175=  

s 47.7:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 6.31142=
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 Corpo de prova - 4B6-21 

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,35 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 6.35:=  

s
φt

2

par
:=  

s 48.2849=  

Cálculo dos valores de φt e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,5Py 

γ 1.5:=  

Pcr γ Py⋅:=  

Cálculo de Γ1 

Γ1 Pcr
L2

Er φl
4

⋅

⋅:=  Equivale a Γ1 97.97671= η1 4681.771:=

par
4 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  
par 1.06902=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos  
Corpo de prova - 4B3-19 

s 101.6:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 10.42174=

Para o diâmetro dos estribos, φt=7,94 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 7.94:=  

s
φt

2

par
:=  

s 58.97315=  

Corpo de prova - 4B4-20 

s 38.1:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 6.38199=  

Para o diâmetro dos estribos, φt=4,76 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 4.76:=  

s
φt

2

par
:=  s 21.1947=  
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Corpo de prova - 4B6-21 

s 47.7:=  

φt 2 par s⋅:=  φt 7.14089=  

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,35 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 6.35:=  

s
φt

2

par
:=  s 37.71905=  

Flambagem ocorrendo entre dois estribos consecutivos - 4B3-19

Os valores de Γ1 para que a flambagem ocorra entre dois estribos consecutivos 
dependerá da relação entre L e s 

s 101.6:=  

Pcr
E π

3
⋅

φl
4

64
⋅

⎛
⎜
⎝

⎞

⎠

s2
:=  γ

Pcr
Py

:=  γ 11.6177=

Γ1
π

3
L2

⋅

64 s2⋅
:=  Equivale a Γ1 69.74124= η1 1890.619:=

par
4 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 0.4317=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado um certo espaçamento entre estribos  

φt 2 par s⋅:=  φt 6.62273=

Consideração das emendas 

η1 3207.8125:=  

par
4 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 0.73246=

Cálculo do diâmetro dos estribos  

φt 2 par s⋅:=  φt 8.6266=  
Flambagem ocorrendo entre dois estribos consecutivos - 4B4-20
Os valores de Γ1 para que a flambagem ocorra entre dois estribos consecutivos dependerá 
da relação entre L e s 

s 38.1:=  

Pcr
E π

3
⋅

φl
4

64
⋅

⎛
⎜
⎝

⎞

⎠

s2
:=  γ

Pcr
Py

:=  γ 82.61473=
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Γ1
π

3
L2

⋅

64 s2⋅
:=  Equivale a Γ1 495.93768= η1 18818.32:=

par
4 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 4.29692=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos  

φt 2 par s⋅:=  φt 12.79503=

Consideração das emendas 

η1 25520.83:=  

par
4 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 5.82735=

Cálculo do diâmetro dos estribos  

φt 2 par s⋅:=  φt 14.90041=  

Flambagem ocorrendo entre dois estribos consecutivos - 4B6-21

Os valores de Γ1 para que a flambagem ocorra entre dois estribos consecutivos dependerá 
da relação entre L e s 

s 47.7:=  

Pcr
E π

3
⋅

φl
4

64
⋅

⎛
⎜
⎝

⎞

⎠

s2
:=  γ

Pcr
Py

:=  γ 52.70729=

Γ1
π

3
L2

⋅

64 s2⋅
:=  Equivale a Γ1 316.40278= η1 11692.76:=

par
4 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 2.66989=

Cálculo do diâmetro dos estribos dado o espaçamento entre estribos  

φt 2 par s⋅:=  φt 11.28511=

Consideração das emendas 
η1 16147.026:=  

par
4 η1⋅ Er⋅ b⋅ φl

4
⋅

Et L4
⋅

:=  par 3.68697=

φt 2 par s⋅:=  Cálculo do diâmetro dos estribos φt 13.26153=
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- Verificação do Pilar de Concreto Armado Apresentado no Ítem 5.7 

 
 

 
Propriedades da Barra e seus Carregamentos: 

fck Resistência de escoamento do aço Mpa 

fyk Resistência de escoamento do aço Mpa 

m L Comprimento livre da coluna 

B Menor dimensão da seção m 

H Maior dimensão da seção m 

s Espaçamento entre estribos m 

φl Diâmetro da armadura longitudinal m 

φt Diâmetro da armadura transversal m 

m2 As Aréa da seção da armadura longitudinal 

c m Cobrimento 

fyk 500:=  fck 20:=  c 0.03:= L 3.5:=

fcd
fck
1.4

:=  fcd 14.2857143=  fyd
fyk
1.15

:=  fyd 434.7826087=

Adotou-se a seguinte seção B=0,25 m e h=1,10 m 

B 0.25:=  h 1.10:=  

Ac 0.25 1.10⋅:=  

Ac 0.275=  

φl 0.016:=  n 22:=  

As
n π⋅ φl2⋅

4
:=  

As 4.4233625 10 3−×=  
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 Carga máxima em tf 
 

 
Nd 600:=   

Valores limites para armaduras longitudinais de Pilares de acordo com o ítem 17.3.5.3 da 
NBR 6118-2003 

Valores minímos: Asmin>=0,004Ac em m2 
 
 

Asmin
0.15 Nd⋅

fyd 100⋅
:=   

 
Asmin 2.07 10 3−×=   

 
 Asmin 0.004 Ac⋅:=
 

Asmin 1.1 10 3−×=   

 
Taxa de armadura de acordo com o ítem 17.3.5.3.1 da NBR 6118-2003 

 
ρmin

0.15 Nd⋅

fyd 100⋅ Ac⋅
:=   

 
ρmin 7.5272727 10 3−×=   

 
 

ρs
As 100⋅

Ac
:=   

Ok 
ρs 1.6084954=  

 
 

 
Armadura Transversal de acordo com o ítem 18.4.3  da NBR 6118-2003 

φt 0.0063:=  
 

 s 0.19:=  
 

 
Distribuição transversal de acordo com o item 18.4.2.2 

Espaçamento entre as faces das barras longitudinais 
 

sl
h 2 c φt+( )⋅− 11 φl⋅−

10
:=   

 
sl 0.08514=   
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- Cálculo do Diâmetro e Espaçamento entre Estribos- Ítem 5.7  

Apresenta-se alguns testes para se calcular o diâmetro e espaçamento entre estribos em 
um pilar de concreto armado. 

Propriedades da Barra e seus Carregamentos: 

N/mm2 Módulo de Young do Material E 

N/mm2 fy Resistência de escoamento do aço 

mm4 I Momento de inércia  

L Comprimento da barra mm 

Vão livre de flexão mm b 

s Espaçamento entre estribos mm 

φl Diâmetro da armadura longitudinal mm 

φt Diâmetro da armadura transversal mm 

mm2 As
 Aréa da seção da armadura longitudinal 

N Py
 Carga de esmagamento 

N Pcr
 Carga de flambagem 

Γ1 Parâmetro adimensional de carga 

η1 
 

Parâmetro adimensional da rigidez dos estribos 

Par=φ4t/S 

φl 16:=  fy 435:=  L 3500:= E 210000:= As 200:=

b 1100 φl− 2 30( )⋅− 2 5( )⋅−:=  

b 1.014 103
×=  

Py fy As⋅:=

Py 8.7 104
×=  
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 Caso 1  

Cálculo dos valores de φt e S, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,2Py 
γ 1.2:=  

Pcr γ Py⋅:=  

Pcr 1.044 105
×=  

Γ1 Pcr
L2

E φl
4

⋅

⋅:=  Equivale a Γ1 92.92603= η1 2802.08:=

par
192 η1⋅ b3

⋅ φl
4

⋅

38.4 L4
⋅

:=  
par 6.37929 103

×=  

s 190:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 33.18039=

s 150:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 31.27633=

s 50:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 23.76488=

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 6.3:=  

s
φt

4

par
:=  

s 0.24694=  

Caso 2 

b 507:=  

par
192 η1⋅ b3

⋅ φl
4

⋅

83.33 L4
⋅

:=  
par 367.46164=

s 190:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 16.25517=

s 150:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 15.32237=
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 s 50:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 11.64248=

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 6.3:=  

s
φt

4

par
:=  

s 4.28697=  

Caso 3 

b 304.2:=  a 101.4:=  

par
192 η1⋅ a3

⋅ φl
4

⋅

6 L4
⋅

:=  
par 40.82744=

s 190:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 9.38483=

s 150:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 8.84628=

s 50:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 6.72172=

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 6.3:=  

s
φt

4

par
:=  

s 38.58425=  

Considerando-se apenas modos de deformação simétricos se tem os seguintes resultados 

η1 4472.39:=  

par
192 η1⋅ a3

⋅ φl
4

⋅

6 L4
⋅

:=  par 65.16453=

s 190:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 10.54851=  
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 s 150:=  
 

φt 4 par s⋅:=  φt 9.94319=   
 

s 50:=   
 

φt 4 par s⋅:=   
φt 7.55519=  

 
Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 6.3:=   

s
φt

4

par
:=  

 
 s 24.17413=  
 

 
Caso 4  

 b 202.8:=  
 

par
η1 b3

⋅ φl
4

⋅

L4
:=  

 
 par 16.29113=
 

 s 190:=  
 

φt 4 par s⋅:=   
φt 7.45892=  

 s 150:=  
 

φt 4 par s⋅:=  φt 7.0309=  
 

s 50:=   
 

φt 4 par s⋅:=   
φt 5.34233=  

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 6.3:=  
 

s
φt

4

par
:=   

s 96.69654=   
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Caso 5 

b 507:=  a 46:=

Cálculo dos valores de φt e s, considerando-se a carga de flambagem Pcr=1,2Py 

γ 1.2:=   

Pcr γ Py⋅:=  

 
Pcr 1.044 105

×=  

Γ1 Pcr
L2

E φl
4

⋅

⋅:=  Equivale a Γ1 92.92603= η1 2802.08:=

par
192 η1⋅ φl

4
⋅ 10 a3

⋅ 13 b3
⋅ 528 a2

⋅ b⋅+ 640 a3
⋅− 144 a⋅ b2

⋅−( )⋅⎡⎣ ⎤⎦⋅

3 b3
⋅ L4

⋅
:=  

par 289.93988=  

s 190:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 15.32023=  

s 150:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 14.44108=  

s 50:=  
φt 10.97285=  φt 4 par s⋅:=  

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 6.3:=  

s
φt

4

par
:=  

s 5.43318=  
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Caso 6 

b 507:=  a 46:=  

par
192 η1⋅ φl

4
⋅ a3 21 b3

⋅ 192 b⋅ a2
⋅+ 128 a3

⋅− 108 b2
⋅ a⋅−( )⋅⎡⎣ ⎤⎦⋅

6 b3
⋅ L4

⋅
:=  

par 48.35486=  

s 190:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 9.79035=  

s 150:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 9.22854=  

s 100:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 8.33892=  

s 50:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 7.01217=

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 6.3:=  

s
φt

4

par
:=  s 32.57782=

Considerando-se γ=1,0 tem-se os seguintes resultados para este caso 

γ 1.0:=  

Pcr γ Py⋅:=  

Pcr 8.7 104
×=  
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Γ1 Pcr
L2

E φl
4

⋅

⋅:=  Γ1 77.43835=  Equivale a η1 2193.29:=

par
192 η1⋅ φl

4
⋅ a3 21 b3

⋅ 192 b⋅ a2
⋅+ 128 a3

⋅− 108 b2
⋅ a⋅−( )⋅⎡⎣ ⎤⎦⋅

6 b3
⋅ L4

⋅
:=  

par 37.84911=  

s 190:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 9.20878=  

s 150:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 8.68034=  

s 100:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 7.84357=  

s 50:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 6.59563=  

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 6.3:=  

s
φt

4

par
:=  s 41.62043=  

Caso 7 

 γ=1.2  

a 46:=  b 184:=  
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η1 2802.08:=  

par
2 η1⋅ φl

4
⋅ b3

⋅

L4
:=  

par 15.24656=

s 190:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 7.33637=

s 150:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 6.91538=

s 50:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 5.25455=

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 6.3:=  

s
φt

4

par
:=  poderia utilizar apenas dois estribos 

suplementares neste caso s 103.32144=  

φt 5:=  

s
φt

4

par
:=  

s 40.99286=  

Cálculo para menor rigidez para o maior vão de flexão  

b 420:=  a 46:=  

par
192 η1⋅ φl

4
⋅ a3 2 b⋅ 3 a⋅−( )⋅⎡⎣ ⎤⎦⋅

6 b⋅ L4
⋅

:=  par 6.37088=

s 190:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 5.89846=

s 150:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 5.55997=
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 s 50:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 4.22467=

η1 2193.29:=   γ=1,0  b 184:= a 46:=

par
2 η1⋅ φl

4
⋅ b3

⋅

L4
:=  

par 11.93403=

s 190:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 6.90057=

s 150:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 6.50459=

s 50:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 4.94242=

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 6.3:=  

s
φt

4

par
:=  

s 132.0003=  

φt 5:=  

s
φt

4

par
:=  

s 52.37123=  

Caso 8 

Para o menor lado - γ=1,2 η1 2802.08:= b 164:=

par
b3 η1⋅ φl

4
⋅

L4
:=  par 5.39784=

s 190:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 5.65905=

s 150:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 5.3343=  
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s 50:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 4.05319=

Para o vão entre estribos suplementares -  γ=1,2 
b 338:=  a 46:=  

par
192 η1⋅ φl

4
⋅ a3 2 b⋅ 3 a⋅−( )⋅⎡⎣ ⎤⎦⋅

6 b⋅ L4
⋅

:=  par 6.06705=

s 190:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 5.82684=  

s 150:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 5.49246=  

s 50:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 4.17337=

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 6.3:=  

s
φt

4

par
:=  

s 259.64793=  

φt 5:=  

s
φt

4

par
:=  

s 103.01553=  

Utilizando-se uma rigidez efetiva no lugar e chamando K a rigidez considerando-se os 
estribos suplementares e Kses a rigidez sem estribos suplementares tem-se que a 
rigidez média fica 

b 341.33:=   γ=1,2 a 46:= b1 1014:=

par
192 η1⋅ φl

4
⋅

3 b⋅

a3 2 b⋅ 3 a⋅−( )⋅

27 b1⋅

b14 3 b13
⋅ a⋅+ 9 a2

⋅ b12
⋅− 18 a3

⋅ b1⋅+ 81 a4
⋅−( )

+⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

L4
⋅

:=  
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 par 12.1499=  

s 190:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 6.93157=

s 150:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 6.5338=

s 50:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 4.96462=

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 6.3:=  

s
φt

4

par
:=  

s 129.65507=  

φt 5:=  

s
φt

4

par
:=  

s 51.44076=  

 Para o valor de γ=1,0 

b 338:=  η1 2193.29:=a 46:=

par
192 η1⋅ φl

4
⋅ a3 2 b⋅ 3 a⋅−( )⋅⎡⎣ ⎤⎦⋅

6 b⋅ L4
⋅

:=  par 4.7489=

s 190:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 5.48071=

s 150:=  

φt 4 par s⋅:=  φt 5.1662=  

s 50:=  

φt 4 par s⋅:=  
φt 3.92546=

Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 
φt 6.3:=  

s
φt

4

par
:=  
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s 331.71823=   

 
φt 5:=   

 
s

φt
4

par
:=   s 131.60948=  

 
 

 
Considerando-se a rigidez média da base elástica b1 1014:=

 

par
192 η1⋅ φl

4
⋅

3 b⋅

a3 2 b⋅ 3 a⋅−( )⋅

27 b1⋅

b14 3 b13
⋅ a⋅+ 9 a2

⋅ b12
⋅− 18 a3

⋅ b1⋅+ 81 a4
⋅−( )

+⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦

L4
⋅

:=  

 
par 9.48646=   

 
s 190:=   

 
φt 4 par s⋅:=  φt 6.51575=   

 
 s 150:=  

 
φt 4 par s⋅:=  φt 6.14184=  

 
s 50:=   

 
φt 4 par s⋅:=   

φt 4.66679=  

 
Para o diâmetro dos estribos, φt=6,3 mm tem-se o seguinte espaçamento 

φt 6.3:=   

s
φt

4

par
:=  

 
 

s 166.05736=   
φt 5:=   

 
s

φt
4

par
:=   

 
s 65.88339=   
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8.4. 
Cálculo da Flexibilidade dos Estribos para o Cálculo da Rigidez (K) 

 Cálculo analítico da flexibilidade de uma viga fixa nas extremidades. Os 

resultados das flexibilidades são divididos pela rigidez a flexão EI. A rigidez K foi 

calculada utilizando-se a expressão F=Kxd. Estes valores foram utilizados no 

Capítulo 5. 
 

a) Uma barra localizada no meio do vão como no exemplo de Queiroga 

(1999) e o Caso 4 

 
> restart:with(linalg): 
> M1:=P/2*x-Ma: 
> M2:=M1-P*(x-a): 
> eq1:=int(-M1,x)+C1:eq2:=int(eq1,x)+C2: 
> eq3:=int(-M2,x)+C3:eq4:=int(eq3,x)+C4: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2): 
Logo C2=0 

> C2:=0: 
> subs(x=0,eq1): 
Logo C1=0 

> C1:=0: 
 em x=a 

> C3:=solve(subs(x=a,eq3-eq1),C3): 
> C4:=solve(subs(x=a,eq4-eq2),C4): 
Em x=a+b V=0 V`=0 

> Ma:=solve(subs(x=2*a,eq4), Ma): 
> va:=subs(x=a,eq2):v2a:=evalf(expand(subs(x=2*a,eq4))); 

:= v2a 0.  
> va1:=subs([a=b/2,b=b/2],va); 

 := va1
1

192 P b3  

b) Viga fixa nas extremidades com três cargas concentradas como no caso 7 
 
> restart:with(linalg): 
> M1:=3*P/2*x-Ma: 
> M2:=M1-P*(x-a): 
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> M3:=M2-P*(x-2*a): 
> M4:=M3-P*(x-3*a): 
> eq1:=int(-M1,x)+C1:eq2:=int(eq1,x)+C2: 
> eq3:=int(-M2,x)+C3:eq4:=int(eq3,x)+C4: 
> eq5:=int(-M3,x)+C5:eq6:=int(eq5,x)+C6: 
> eq7:=int(-M4,x)+C7:eq8:=int(eq7,x)+C8: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2): 
Logo C2=0 

> C2:=0: 
> subs(x=0,eq1): 
Logo C1=0 

> C1:=0: 
 em x=a 

> C3:=solve(subs(x=a,eq3-eq1),C3): 
> C4:=solve(subs(x=a,eq4-eq2),C4): 
 Em x=2a  

> C5:=solve(subs(x=2*a,eq5-eq3),C5): 
> C6:=solve(subs(x=2*a,eq6-eq4),C6): 
Em x=3a  

> C7:=solve(subs(x=3*a,eq7-eq5),C7): 
> C8:=solve(subs(x=3*a,eq8-eq6),C8): 
Em x=4*a V=0 V`=0 

> Ma:=solve(subs(x=4*a,eq8), Ma): 
>  

> 

va:=subs(x=a,eq2);v2a:=subs(x=2*a,eq4);v3a:=subs(x=3*a,eq6);v4a:=subs(x=4*a,eq
8); 

 := va
3
8 P a3  

 := v2a
2
3 P a3  

 := v3a
3
8 P a3  

:= v4a 0  
> v:=subs(a=b/4,v2a); 

 := v
1
96 P b3  

c) Viga fixa nas extremidades com três cargas concentradas como no caso 2 
 
> restart: 
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> M1:=2*P*x-Ma: 
> M2:=M1-P*(x-a): 
> M3:=M2-P*(x-2*a): 
> M4:=M3-P*(x-3*a): 
> M5:=M4-P*(x-4*a): 
> eq1:=int(-M1,x)+C1:eq2:=int(eq1,x)+C2: 
> eq3:=int(-M2,x)+C3:eq4:=int(eq3,x)+C4: 
> eq5:=int(-M3,x)+C5:eq6:=int(eq5,x)+C6: 
> eq7:=int(-M4,x)+C7:eq8:=int(eq7,x)+C8: 
> eq9:=int(-M5,x)+C9:eq10:=int(eq9,x)+C10: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2): 
Logo C2=0 

> C2:=0: 
> subs(x=0,eq1): 
Logo C1=0 

> C1:=0: 
 em x=a 

> C3:=solve(subs(x=a,eq3-eq1),C3): 
> C4:=solve(subs(x=a,eq4-eq2),C4): 
 Em x=2a  

> C5:=solve(subs(x=2*a,eq5-eq3),C5): 
> C6:=solve(subs(x=2*a,eq6-eq4),C6): 
Em x=3a 

> C7:=solve(subs(x=3*a,eq7-eq5),C7): 
> C8:=solve(subs(x=3*a,eq8-eq6),C8): 
Em x=4a 

> C9:=solve(subs(x=4*a,eq9-eq7),C9): 
> C10:=solve(subs(x=4*a,eq10-eq8),C10): 
Em x=5a 

> Ma:=solve(subs(x=5*a,eq10), Ma): 
va:=subs(x=a,eq2);v2a:=subs(x=2*a,eq4);v3a:=subs(x=3*a,eq6);v4a:=subs(x=4*a,eq
8);v5a:=subs(x=5*a,eq10); 

 := va
2
3 P a3  

 := v2a
3
2 P a3  

 := v3a
3
2 P a3  

 := v4a
2
3 P a3  
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:= v5a 0  
> v:=subs(a=b/5,v2a); 

 := v
3

250 P b3  

 

d) Viga fixa nas extremidades com nove cargas concentradas como no caso 1 
 
> restart:  
> M1:=9*P*x/2-Ma: 
> M2:=M1-P*(x-a): 
> M3:=M2-P*(x-2*a): 
> M4:=M3-P*(x-3*a): 
> M5:=M4-P*(x-4*a): 
> M6:=M5-P*(x-5*a): 
> M7:=M6-P*(x-6*a): 
> M8:=M7-P*(x-7*a): 
> M9:=M8-P*(x-8*a): 
> M10:=M9-P*(x-9*a): 
> eq1:=int(-M1,x)+C1:eq2:=int(eq1,x)+C2: 
> eq3:=int(-M2,x)+C3:eq4:=int(eq3,x)+C4: 
> eq5:=int(-M3,x)+C5:eq6:=int(eq5,x)+C6: 
> eq7:=int(-M4,x)+C7:eq8:=int(eq7,x)+C8: 
> eq9:=int(-M5,x)+C9:eq10:=int(eq9,x)+C10: 
> eq11:=int(-M6,x)+C11:eq12:=int(eq11,x)+C12: 
> eq13:=int(-M7,x)+C13:eq14:=int(eq13,x)+C14: 
> eq15:=int(-M8,x)+C15:eq16:=int(eq15,x)+C16: 
> eq17:=int(-M9,x)+C17:eq18:=int(eq17,x)+C18: 
> eq19:=int(-M10,x)+C19:eq20:=int(eq19,x)+C20: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2): 
Logo C2=0 

> C2:=0: 
> subs(x=0,eq1): 
Logo C1=0 

> C1:=0: 
em x=a 

> C3:=solve(subs(x=a,eq3-eq1),C3): 
> C4:=solve(subs(x=a,eq4-eq2),C4): 
 Em x=2a  

> C5:=solve(subs(x=2*a,eq5-eq3),C5): 
> C6:=solve(subs(x=2*a,eq6-eq4),C6): 
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Em x=3a  

> C7:=solve(subs(x=3*a,eq7-eq5),C7): 
> C8:=solve(subs(x=3*a,eq8-eq6),C8): 
Em x=4a  

> C9:=solve(subs(x=4*a,eq9-eq7),C9): 
> C10:=solve(subs(x=4*a,eq10-eq8),C10): 
Em x=5a  

> C11:=solve(subs(x=5*a,eq11-eq9),C11): 
> C12:=solve(subs(x=5*a,eq12-eq10),C12): 
Em x=6a 

> C13:=solve(subs(x=6*a,eq13-eq11),C13): 
> C14:=solve(subs(x=6*a,eq14-eq12),C14): 
Em x=7a  

> C15:=solve(subs(x=7*a,eq15-eq13),C15): 
> C16:=solve(subs(x=7*a,eq16-eq14),C16): 
Em x=8a  

> C17:=solve(subs(x=8*a,eq17-eq15),C17): 
> C18:=solve(subs(x=8*a,eq18-eq16),C18): 
Em x=9a  

> C19:=solve(subs(x=9*a,eq19-eq17),C19): 
> C20:=solve(subs(x=9*a,eq20-eq18),C20): 
Em x=10*a V=0 V`=0 

> Ma:=solve(subs(x=10*a,eq20), Ma): 

va:=subs(x=a,eq2);v2a:=subs(x=2*a,eq4);v3a:=subs(x=3*a,eq6);v4a:=subs(x=4*a,eq
8);v5a:=subs(x=5*a,eq10);v6a:=subs(x=6*a,eq12);v7a:=subs(x=7*a,eq14);v8a:=subs
(x=8*a,eq16);v9a:=subs(x=9*a,eq18);v10a:=subs(x=10*a,eq20); 

 := va
27
8 P a3  

 := v2a
32
3 P a3  

 := v3a
147
8 P a3  

:= v4a 24 P a3  

 := v5a
625
24 P a3  

:= v6a 24 P a3  

 := v7a
147
8 P a3  

 := v8a
32
3 P a3  
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 := v9a
27
8 P a3  

:= v10a 0  
> v:=subs(a=b/10,v5a); 

 := v
5

192 P b3  

e) Viga fixa nas extremidades com duas cargas no vão como no caso 3 

 
> restart:  
> M1:=P*x-Ma: 
> M2:=M1-P*(x-a): 
> M3:=M2-P*(x-2*a): 
> eq1:=int(-M1,x)+C1:eq2:=int(eq1,x)+C2: 
> eq3:=int(-M2,x)+C3:eq4:=int(eq3,x)+C4: 
> eq5:=int(-M3,x)+C5:eq6:=int(eq5,x)+C6: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2): 
Logo C2=0 

> C2:=0: 
> subs(x=0,eq1): 
Logo C1=0 

> C1:=0: 
 em x=a 

> C3:=solve(subs(x=a,eq3-eq1),C3): 
> C4:=solve(subs(x=a,eq4-eq2),C4): 
 Em x=2a  

> C5:=solve(subs(x=2*a,eq5-eq3),C5): 
> C6:=solve(subs(x=2*a,eq6-eq4),C6): 
> Ma:=solve(subs(x=3*a,eq6), Ma): 
> va:=subs(x=a,eq2);v2a:=subs(x=2*a,eq4);v3a:=subs(x=3*a,eq6); 

 := va
1
6 P a3  

 := v2a
1
6 P a3  

:= v3a 0  
> subs(a=b/3,va); 

1
162 P b3  

f) Viga fixa nas extremidades com quatro cargas no vão 

 
> restart: with(linalg): 
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> M1:=2*P*x-Ma: 
> M2:=M1-P*(x-a): 
> M3:=M2-P*(x-2*a): 
> M4:=M3-P*(x-3*a): 
> M5:=M4-P*(x-4*a): 
> eq1:=int(-M1,x)+C1:eq2:=int(eq1,x)+C2: 
> eq3:=int(-M2,x)+C3:eq4:=int(eq3,x)+C4: 
> eq5:=int(-M3,x)+C5:eq6:=int(eq5,x)+C6: 
> eq7:=int(-M4,x)+C7:eq8:=int(eq7,x)+C8: 
> eq9:=int(-M5,x)+C9:eq10:=int(eq9,x)+C10: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2): 
Logo C2=0 

> C2:=0: 
> subs(x=0,eq1): 
Logo C1=0 

> C1:=0: 
 em x=a 

> C3:=solve(subs(x=a,eq3-eq1),C3): 
> C4:=solve(subs(x=a,eq4-eq2),C4): 
> C5:=solve(subs(x=2*a,eq5-eq3),C5): 
> C6:=solve(subs(x=2*a,eq6-eq4),C6): 
> C7:=solve(subs(x=3*a,eq7-eq5),C7): 
> C8:=solve(subs(x=3*a,eq8-eq6),C8): 
  

> C9:=solve(subs(x=4*a,eq9-eq7),C9): 
> C10:=solve(subs(x=4*a,eq10-eq8),C10): 
> Ma:=solve(subs(x=5*a,eq10), Ma): 
va:=subs(x=a,eq2);v2a:=subs(x=2*a,eq4);v3a:=subs(x=3*a,eq6);v4a:=subs(x=4*a,eq
8);v5a:=subs(x=5*a,eq10); 

 := va
2
3 P a3  

 := v2a
3
2 P a3  

 := v3a
3
2 P a3  

 := v4a
2
3 P a3  

:= v5a 0  
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g) Viga fixa nas extremidades com cinco cargas no vão 
> restart: 
> M1:=5/2*P*x-Ma: 
> M2:=M1-P*(x-a): 
> M3:=M2-P*(x-2*a): 
> M4:=M3-P*(x-3*a): 
> M5:=M4-P*(x-4*a): 
> M6:=M5-P*(x-5*a): 
> eq1:=int(-M1,x)+C1:eq2:=int(eq1,x)+C2: 
> eq3:=int(-M2,x)+C3:eq4:=int(eq3,x)+C4: 
> eq5:=int(-M3,x)+C5:eq6:=int(eq5,x)+C6: 
> eq7:=int(-M4,x)+C7:eq8:=int(eq7,x)+C8: 
> eq9:=int(-M5,x)+C9:eq10:=int(eq9,x)+C10: 
> eq11:=int(-M6,x)+C11:eq12:=int(eq11,x)+C12: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2): 
Logo C2=0 

> C2:=0: 
> subs(x=0,eq1): 
Logo C1=0 

> C1:=0: 
em x=a 

> C3:=solve(subs(x=a,eq3-eq1),C3): 
> C4:=solve(subs(x=a,eq4-eq2),C4): 
 Em x=2a 

> C5:=solve(subs(x=2*a,eq5-eq3),C5): 
> C6:=solve(subs(x=2*a,eq6-eq4),C6): 
Em x=3a 

> C7:=solve(subs(x=3*a,eq7-eq5),C7): 
> C8:=solve(subs(x=3*a,eq8-eq6),C8): 
Em x=4a  

> C9:=solve(subs(x=4*a,eq9-eq7),C9): 
> C10:=solve(subs(x=4*a,eq10-eq8),C10): 
Em x=5a  

> C11:=solve(subs(x=5*a,eq11-eq9),C11): 
> C12:=solve(subs(x=5*a,eq12-eq10),C12): 
Em x=6*a V=0 V`=0 

> Ma:=solve(subs(x=6*a,eq12), Ma): 
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va:=subs(x=a,eq2);v2a:=subs(x=2*a,eq4);v3a:=subs(x=3*a,eq6);v4a:=subs(x=4*a,eq
8);v5a:=subs(x=5*a,eq10);v6a:=subs(x=6*a,eq12); 

 := va
25
24 P a3  

 := v2a
8
3 P a3  

 := v3a
27
8 P a3  

 := v4a
8
3 P a3  

 := v5a
25
24 P a3  

:= v6a 0  
h) Viga Fixa nas extremidades com uma carga em qualquer posição 
 

> restart: 
> Ma:=P*alpha*beta^2/(b)^2: 
> Mb:=-P*alpha^2*beta/(b)^2: 
Reações 

> Vb:=simplify((-Ma-Mb+P*alpha)/(b)): 
> Va:=P-Vb: 
Contribuição da Primeira Carga 

x<alpha 

> M1:=subs([alpha=a,beta=b-a],Va*x-Ma): 
x>alpha 

> M2:=M1-P*(x-a): 
> eq1A:=int(-M1,x)+C1:eq2A:=int(eq1A,x)+C2: 
> eq3A:=int(-M2,x)+C3:eq4A:=int(eq3A,x)+C4: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2A): 
Logo C2=0 

> C2:=0: 
> subs(x=0,eq1A): 
Logo C1=0 

> C1:=0: 

Em x=a 
> C3:=solve(subs(x=a,eq3A-eq1A),C3): 
> C4:=solve(subs(x=a,eq4A-eq2A),C4): 
> va:=subs(x=a,eq2A);v2a:=subs(x=b-a,eq4A); 
>  
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 := va −  + 

⎛
⎝
⎜⎜

⎞
⎠
⎟⎟ − P

P a ( )−  +  + ( ) − b a 2 a ( ) − b a b2

b3 a3

6
P a3 ( ) − b a 2

2 b2  

v2a

⎛
⎝
⎜⎜

⎞
⎠
⎟⎟ − P

P a ( )−  +  + ( ) − b a 2 a ( ) − b a b2

b3 ( ) − b a 3

6
P a ( ) − b a 4

2 b2 P ⎛
⎝
⎜⎜

⎞
⎠
⎟⎟ − 

( ) − b a 3

6
a ( ) − b a 2

2−  +  +  := 

P a2 ( ) − b a
2

P a3

6 +  − 

 

Teste para b/2 

> v1:= subs(a=b/2,v2a); 

 := v1
P b3

192  

 
 
i) Viga Fixa nas extremidades com duas cargas como no caso 8 

 
> restart: 
> Ma:=P*alpha*beta^2/(b)^2: 
> Mb:=-P*alpha^2*beta/(b)^2: 
Reações 

> Vb:=simplify((-Ma-Mb+P*alpha)/(b)): 
> Va:=P-Vb: 
Contribuição da Primeira Carga 

x<alpha 

> M1:=subs([alpha=a,beta=b-a],Va*x-Ma): 
x>alpha 

> M2:=M1-P*(x-a): 
> eq1A:=int(-M1,x)+C1:eq2A:=int(eq1A,x)+C2: 
> eq3A:=int(-M2,x)+C3:eq4A:=int(eq3A,x)+C4: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2A): 
Logo C2=0 

> C2:=0: 
> subs(x=0,eq1A): 
Logo C1=0 

> C1:=0: 
eq3=eq1 em x=a 

> C3:=solve(subs(x=a,eq3A-eq1A),C3): 
> C4:=solve(subs(x=a,eq4A-eq2A),C4): 
> va:=subs(x=a,eq2A):v2a:=evalf(expand(subs(x=b-a,eq4A))): 
> subs(a=b/2,va): 
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Contribuição da segunda carga 

> M3:=subs([alpha=b-a,beta=a],Va*x-Ma): 
> M4:=M3-P*(x-b+a): 
> eq1B:=int(-M3,x)+C5:eq2B:=int(eq1B,x)+C6: 
> eq3B:=int(-M4,x)+C7:eq4B:=int(eq3B,x)+C8: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2B): 
Logo C6=0 

> C6:=0: 
> subs(x=0,eq1B): 
Logo C1=0 

> C5:=0: 
Em x=2a 

> C7:=solve(subs(x=b-a,eq3B-eq1B),C7): 
> C8:=solve(subs(x=b-a,eq4B-eq2B),C8): 
> va:=subs(x=a,eq2B):v2a:=evalf(expand(subs(x=b-a,eq4A))): 
Deslocamentos 

> y1:=simplify(subs(x=a,eq2A)+subs(x=a,eq2B)); 

 := y1
P a3 ( ) − 2 b 3 a

6 b  

> y2:=simplify(subs(x=b-a,eq4A)+subs(x=b-a,eq2B)); 

 := y2
P a3 ( ) − 2 b 3 a

6 b  

j) Viga Fixa nas extremidades com três cargas fixas em qualquer posição 
 
> restart: 
> Ma:=P*alpha*beta^2/(b)^2: 
> Mb:=-P*alpha^2*beta/(b)^2: 
Reações 

> Vb:=simplify((-Ma-Mb+P*alpha)/(b)): 
> Va:=P-Vb: 
Contribuição da Primeira Carga 

x<alpha 

> M1:=subs([alpha=a,beta=b-a],Va*x-Ma): 
x>alpha 

> M2:=M1-P*(x-a): 
> eq1A:=int(-M1,x)+C1:eq2A:=int(eq1A,x)+C2: 
> eq3A:=int(-M2,x)+C3:eq4A:=int(eq3A,x)+C4: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2A): 
Logo C2=0 
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> C2:=0: 
> subs(x=0,eq1A): 
Logo C1=0 

> C1:=0: 
Em x=a 

> C3:=solve(subs(x=a,eq3A-eq1A),C3): 
> C4:=solve(subs(x=a,eq4A-eq2A),C4): 
> va:=subs(x=a,eq2A):v2a:=evalf(expand(subs(x=b-a,eq4A))): 
> subs(a=b/2,va): 
Contribuição da segunda carga 

> M3:=subs([alpha=2*a,beta=b-2*a],Va*x-Ma): 
x>alpha 

> M4:=M3-P*(x-2*a): 
> eq1B:=int(-M3,x)+C5:eq2B:=int(eq1B,x)+C6: 
> eq3B:=int(-M4,x)+C7:eq4B:=int(eq3B,x)+C8: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2B): 
Logo C6=0 

> C6:=0: 
> subs(x=0,eq1B): 
Logo C1=0 

> C5:=0: 
em x=2a 

> C7:=solve(subs(x=2*a,eq3B-eq1B),C7): 
> C8:=solve(subs(x=2*a,eq4B-eq2B),C8): 
> va:=subs(x=2*a,eq2B):v2a:=evalf(expand(subs(x=b,eq4A))): 
Contribuição da terceira carga 

> M5:=subs([alpha=3*a,beta=b-3*a],Va*x-Ma): 
> M6:=M5-P*(x-3*a): 
> eq1C:=int(-M5,x)+C9:eq2C:=int(eq1C,x)+C10: 
> eq3C:=int(-M6,x)+C11:eq4C:=int(eq3C,x)+C12: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2C): 
Logo C6=0 

> C10:=0: 
> subs(x=0,eq1C): 
Logo C9=0 

> C9:=0: 
Em x=3a 

> C11:=solve(subs(x=3*a,eq3C-eq1C),C11): 
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> C12:=solve(subs(x=3*a,eq4C-eq2C),C12): 
> va:=subs(x=3*a,eq2C):v2a:=evalf(expand(subs(x=b,eq4C))): 

k) Viga fixa nas extremidades com quatro cargas concentradas como 
apresenta o modelo 5 
 
> restart: 
> Ma:=P*alpha*beta^2/b^2: 
> Mb:=-P*alpha^2*beta/b^2: 
Reações 

> Vb:=simplify((-Ma-Mb+P*alpha)/b): 
> Va:=P-Vb: 
x<alpha 

> M1:=subs([alpha=a,beta=b-a],Va*x-Ma): 
x>alpha 

> M2:=M1-P*(x-a): 
> eq1A:=int(-M1,x)+C1:eq2A:=int(eq1A,x)+C2: 
> eq3A:=int(-M2,x)+C3:eq4A:=int(eq3A,x)+C4: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2A): 
Logo C2=0 

> C2:=0: 
> subs(x=0,eq1A): 
Logo C1=0 

> C1:=0: 
Em x=a 

> C3:=solve(subs(x=a,eq3A-eq1A),C3): 
> C4:=solve(subs(x=a,eq4A-eq2A),C4): 
> va:=subs(x=a,eq2A):v2a:=evalf(expand(subs(x=b,eq4A))): 
> subs(a=b/2,va): 
Contribuição da segunda carga 

> M3:=subs([alpha=2*a,beta=b-2*a],Va*x-Ma): 
> M4:=M3-P*(x-2*a): 
> eq1B:=int(-M3,x)+C5:eq2B:=int(eq1B,x)+C6: 
> eq3B:=int(-M4,x)+C7:eq4B:=int(eq3B,x)+C8: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2B): 
Logo C6=0 

> C6:=0: 
> subs(x=0,eq1B): 
Logo C1=0 

> C5:=0: 
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Em  x=2a 

> C7:=solve(subs(x=2*a,eq3B-eq1B),C7): 
> C8:=solve(subs(x=2*a,eq4B-eq2B),C8): 
> va:=subs(x=2*a,eq2B):v2a:=evalf(expand(subs(x=b,eq4A))): 
> subs(a=b/4,va): 
Contribuição da terceira carga 

> M5:=subs([alpha=3*a,beta=b-3*a],Va*x-Ma): 
> M6:=M5-P*(x-3*a): 
> eq1C:=int(-M5,x)+C9:eq2C:=int(eq1C,x)+C10: 
> eq3C:=int(-M6,x)+C11:eq4C:=int(eq3C,x)+C12: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2C): 
Logo C6=0 

> C10:=0: 
> subs(x=0,eq1C): 
Logo C9=0 

> C9:=0: 
Em x=3a 

> C11:=solve(subs(x=3*a,eq3C-eq1C),C11): 
> C12:=solve(subs(x=3*a,eq4C-eq2C),C12): 
> va:=subs(x=3*a,eq2C):v2a:=evalf(expand(subs(x=b,eq4C))): 
> subs(a=b/6,va): 
Contribuição da quarta carga 

> M7:=subs([alpha=4*a,beta=b-4*a],Va*x-Ma): 
> M8:=M6-P*(x-4*a): 
> eq1D:=int(-M7,x)+C13:eq2D:=int(eq1D,x)+C14: 
> eq3D:=int(-M8,x)+C15:eq4D:=int(eq3D,x)+C16: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2D): 
Logo C14=0 

> C14:=0: 
> subs(x=0,eq1D): 
Logo C13=0 

> C13:=0: 
Em x=3a 

> C15:=solve(subs(x=4*a,eq3D-eq1D),C15): 
> C16:=solve(subs(x=4*a,eq4D-eq2D),C16): 
> va:=subs(x=4*a,eq2D):v2a:=evalf(expand(subs(x=b,eq4D))): 
 
l) Cálculo dos deslocamentos para uma viga fixa nas extremidades com oito 
cargas para cálculo da menor rigidez para o caso sem estribos suplementares 
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> restart: 
> Ma:=P*alpha*beta^2/b^2: 
> Mb:=-P*alpha^2*beta/b^2: 
Reações 

> Vb:=simplify((-Ma-Mb+P*alpha)/b): 
> Va:=P-Vb: 
> Ma1:=subs([alpha=a,beta=b-a],Ma):Ma2:=subs([alpha=b/3-
a,beta=2*b/3+a],Ma):Ma3:=subs([alpha=b/3,beta=2*b/3],Ma):Ma4:=subs([alpha=b/3+
a,beta=2*b/3-a],Ma):Ma5:=subs([alpha=2*b/3-
a,beta=b/3+a],Ma):Ma6:=subs([alpha=2*b/3,beta=b/3],Ma):Ma7:=subs([alpha=2*b/3+
a,beta=b/3-a],Ma):Ma8:=subs([alpha=b-a,beta=a],Ma): 
> Mb1:=subs([alpha=a,beta=b-a],Mb):Mb2:=subs([alpha=b/3-
a,beta=2*b/3+a],Mb):Mb3:=subs([alpha=b/3,beta=2*b/3],Mb):Mb4:=subs([alpha=b/3+
a,beta=2*b/3-a],Mb):Mb5:=subs([alpha=2*b/3-
a,beta=b/3+a],Mb):Mb6:=subs([alpha=2*b/3,beta=b/3],Mb):Mb7:=subs([alpha=2*b/3+
a,beta=b/3-a],Mb):Mb8:=subs([alpha=b-a,beta=a],Mb): 
> Vb1:=simplify((-Ma1-Mb1+P*a)/b): 
> Va1:=P-Vb1: 
> Vb2:=simplify((-Ma2-Mb2+P*(b/3-a))/b): 
> Va2:=P-Vb2: 
> Vb3:=simplify((-Ma3-Mb3+P*b/3)/b): 
> Va3:=P-Vb3: 
> Vb4:=simplify((-Ma4-Mb4+P*(b/3+a))/b): 
> Va4:=P-Vb4: 
> Vb5:=simplify((-Ma5-Mb5+P*(2*b/3-a))/b): 
> Va5:=P-Vb5: 
> Vb6:=simplify((-Ma6-Mb6+P*(2*b/3))/b): 
> Va6:=P-Vb6: 
> Vb7:=simplify((-Ma7-Mb7+P*(2*b/3+a))/b): 
> Va7:=P-Vb7: 
> Vb8:=simplify((-Ma8-Mb8+P*(b-a))/b): 
> Va8:=P-Vb8: 
> Va:=simplify(Va1+Va2+Va3+Va4+Va5+Va6+Va7+Va8): 
> Vb:=simplify(Vb1+Vb2+Vb3+Vb4+Vb5+Vb6+Vb7+Vb8): 
> Ma:='Ma': 
> M1:=4*P*x-Ma: 
> M2:=M1-P*(x-a): 
> M3:=M2-P*(x-b/3+a): 
> M4:=M3-P*(x-b/3): 
> M5:=M4-P*(x-b/3-a): 
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> M6:=M5-P*(x-2*b/3+a): 
> M7:=M6-P*(x-2*b/3): 
> M8:=M7-P*(x-2*b/3-a): 
> M9:=M8-P*(x-b+a): 
> eq1:=int(-M1,x)+C1:eq2:=int(eq1,x)+C2: 
> eq3:=int(-M2,x)+C3:eq4:=int(eq3,x)+C4: 
> eq5:=int(-M3,x)+C5:eq6:=int(eq5,x)+C6: 
> eq7:=int(-M4,x)+C7:eq8:=int(eq7,x)+C8: 
> eq9:=int(-M5,x)+C9:eq10:=int(eq9,x)+C10: 
> eq11:=int(-M6,x)+C11:eq12:=int(eq11,x)+C12: 
> eq13:=int(-M7,x)+C13:eq14:=int(eq13,x)+C14: 
> eq15:=int(-M8,x)+C15:eq16:=int(eq15,x)+C16: 
> eq17:=int(-M9,x)+C17:eq18:=int(eq17,x)+C18: 
Condições de contorno 

> subs(x=0,eq2): 
Logo C2=0 

> C2:=0: 
> subs(x=0,eq1): 
Logo C1=0 

> C1:=0: 
Em x=a 

> C3:=solve(subs(x=a,eq3-eq1),C3): 
> C4:=solve(subs(x=a,eq4-eq2),C4): 
 Em x=b/3-a  

> C5:=solve(subs(x=b/3-a,eq5-eq3),C5): 
> C6:=solve(subs(x=b/3-a,eq6-eq4),C6): 
Em x=b/3  

> C7:=solve(subs(x=b/3,eq7-eq5),C7): 
> C8:=solve(subs(x=b/3,eq8-eq6),C8): 
Em x=b/3+a  

> C9:=solve(subs(x=b/3+a,eq9-eq7),C9): 
> C10:=solve(subs(x=b/3+a,eq10-eq8),C10): 
Em x=2*b/3-a  

> C11:=solve(subs(x=2*b/3-a,eq11-eq9),C11): 
> C12:=solve(subs(x=2*b/3-a,eq12-eq10),C12): 
Em x=2*b/3  

> C13:=solve(subs(x=2*b/3,eq11-eq13),C13): 
> C14:=solve(subs(x=2*b/3,eq12-eq14),C14): 
> C15:=solve(subs(x=2*b/3+a,eq15-eq13),C15): 
> C16:=solve(subs(x=2*b/3+a,eq16-eq14),C16): 
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> C17:=solve(subs(x=b-a,eq15-eq17),C17): 
> C18:=solve(subs(x=b-a,eq16-eq18),C18): 
Em x=b V=0 V`=0 

> Ma:=solve(subs(x=b,eq18), Ma): 
> va:=simplify(subs(x=a,eq2));v2a:=simplify(subs(x=b/3-
a,eq4));v3a:=simplify(subs(x=b/3,eq6));v4a:=simplify(subs(x=b/3+a,eq8));v5a:=simp
lify(subs(x=2*b/3-a,eq10));v6:=simplify(subs(x=b,eq18)); 

 := va
P a2 ( )−  +  − b a 2 b2 9 a2

6 b  

 := v2a
P ( ) −  −  +  − b4 3 b3 a 9 a2 b2 45 a3 b 81 a4

54 b  

 := v3a
P b3

54  

 := v4a
P ( ) +  −  +  − b4 3 b3 a 9 a2 b2 18 a3 b 81 a4

54 b  

 := v5a
P ( ) +  −  +  − b4 3 b3 a 9 a2 b2 18 a3 b 81 a4

54 b  

:= v6 0  
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