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3
Formulacéo

3.1.
Introducéo

Neste capitulo apresenta-se o modelo matematico adotado para representar a
armadura longitudinal e os estribos em um pilar de concreto armado. Apresenta-se
de forma detalhada o método de solugdo para obtencdo das matrizes de rigidez da
coluna, as expressbes da carga critica o célculo da rigidez dos estribos. Em
seguida uma introducéo a consideracao do conjunto de armaduras longitudinais e

transversais como uma grelha é apresentada.

3.2.
Modelo Adotado

Considera-se a armadura longitudinal como uma coluna onde os estribos séo
representados esquematicamente como apoios elasticos intermediarios unilaterais,
cuja rigidez K depende das caracteristicas mecanicas e geométricas do aco.
Considerando-se K constante, 0 modelo adotado para a determinagdo da carga
critica apresenta-se na Figura 3.1, onde L é o comprimento da armadura, s é 0
espacamento entre estribos e Fjséo as forgas correspondentes aos apoios elasticos

j e podem ser escritas da seguinte forma:
F =Kw. = w, =—L (3.1)

onde w; é o deslocamento do apoio genérico.

No desenvolvimento a seguir, adotam-se as hipdteses usuais da resisténcia
dos materiais para vigas considerando-se que a coluna e o carregamento estéo
num plano de simetria e que a se¢do permanece plana e perpendicular ao eixo,

antes e apos as deformaces (hipdteses de Euler-Bernoulli para Flexao no plano).
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Figura 3.1- Modelo de analise para a armadura longitudinal e transversal.

3.3.
Energia Interna de Deformacéo e Energia Potencial da Viga-Coluna

As matrizes de rigidez elastica e geométrica da coluna sdo obtidas a partir
das energias de deformacdo e potencial, respectivamente. Toda a formulacéo
matematica é realizada a partir da coluna de Euler, que é biapoiada e submetida a
carregamento axial. Depois de encontradas as expressdes que definem as matrizes
de rigidez, adota-se um campo de deslocamentos que satisfagca as condicdes de
contorno do modelo apresentado na Figura 3.1.

Considerando-se o material elastico e linear, a energia de deformacao

especifica da coluna é calculada pela expressao
& 2
U, = [ de = =5 (3.2)
0 2

onde E é o mddulo de elasticidade da coluna e & a deformacao especifica.
A energia de deformac&o da coluna é dada por
1
U=|[U,dv ==[Ee’dV 3.3
Juadv = [ (33)

A deformacdo na direcdo x é dada pela expressao

Exx = Exo T VX (3.4)
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onde &,, € a deformagdo especifica da linha neutra e », a mudanga de curvatura.

O deslocamento translacional na direcdo y € simplesmente w(x). A coluna foi
descrita pela formulagdo classica de Navier-Euler-Bernoulli, e, assim, todos os
outros componentes sdo desprezados no calculo da energia interna de deformacao.

Substituindo-se a eq. (3.4) em (3.3) e sabendo-se que 0 momento estatico

IydAs=0 e jyszszl, tem-se que a energia interna de deformacdo fica
A A

representada pelo somatorio da energia de membrana, Up,, proveniente das
deformacdes da barra na direcdo axial, com a energia de flexdo, U;, proveniente

das deformacdes devidas a flexdo, podendo ser expressa como:
1§ £l
U=U,+U == [EAg}dx+ [ Elz dx (3.5)
29 : 2

Em geral, no problema da flambagem, as deformagdes devidas a flexdo sdo bem
mais importantes que as deformacdes axiais da barra e na formulacéo do problema
ndo se leva em consideracdo a deformagdo axial, ¢,,. Esta hiptese é adotada na
teoria inextensional de vigas apresentada nos trabalhos de Bazant (1991) e Dym &
Shames (1973), onde a Unica parcela da energia interna considerada é a energia de
flex&o da viga, a saber:

L
UzU, =f%EI;(2dx (3.6)
0

Figura 3.2- Coluna Deformada.

Considerando-se a viga-coluna mostrada na Figura 3.2, tem-se que o
deslocamento de um ponto P; para um ponto P, pode ser representado por um
vetor de deslocamentos que é decomposto em duas componentes, um
deslocamento axial, u, e um deslocamento lateral, w. Considerando-se que a linha

neutra da estrutura é inextensivel, o comprimento L da estrutura indeformada é o
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mesmo apos a sua deformacdo. Assim, tem-se que o comprimento do elemento
linear indeformado dx € igual ao elemento curvo ds.

Fazendo-se uso da geometria diferencial, pode-se dizer que o elemento da
Figura 3.3.a é, no limite, idéntico ao elemento da Figura 3.3.b.

LW ‘ dw

AX

dx-du

AX - AU

a) b)
Figura 3.3- Elemento infinitesimal indeformado.

Assim pode-se escrever as seguintes relagdes:

sen@zd—wzd—wzwX (3.7)
ds dx ’
onde ® é o angulo formado entre o eixo x e 0 eixo da viga apds a deformacao.

Portanto, ® = arcsen(w, )e, de acordo com Dym & Shames (1973), a curvatura do

eixo deformado € dada por

—O, = (3.8)

onde R é o raio de curvatura.

Sabe-se que o raio de curvatura da estrutura indeformada é
Ro

e assim tem-se que a variacao de curvatura é

gt 1 W (3.10)

R R, (1-w,)?
Expandindo-se a eqg. (3.10) em séries de Taylor, e retendo-se em w todos 0s

termos até quarta ordem chega-se a
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;(zwyx{héwyxz} (3.11)

Substituindo-se (3.11) em (3.6) tem-se que a energia de flexdo é dada por

t1 1 L. f 1
Uz I—ElWXX2[1+—WX2:| dx = I—EI[WXXZ +w, w,’ +_Wxx2Wx4)dx (3.12)
02 ‘ 2 02 ’ ’ ' 4 - ‘

De acordo com Dym & Shames (1973), a aproximagdo mostrada na eq.
(3.12) é suficiente para descrever com exatiddo o caminho pos - critico da coluna,
mesmo na regido de grandes deslocamentos laterais.

No modelo adotado, os estribos sdo considerados como molas lineares
sendo a energia de deformacéo ¢é dada por:

1 i=n 2
U, :—K{ W(Xzis)} (3.13)
2 i=1
onde w € o valor do deslocamento calculado nos pontos onde existem estribos e n
€ 0 nimero de estribos envolvidos no modelo.

Considerando-se que o0 apoio elastico discreto pode ser substituido por uma
base eléstica distribuida continuamente k=K/s, tem-se que o termo correspondente
a energia de deformacédo dos estribos em (3.13) pode ser avaliado como uma

integral da seguinte forma:

i=n L
Ly w(x =is)’ zlj'kw(x)2 dx (3.14)
2 & 29
O potencial das cargas externas é dado pelo produto da carga, P, e o
encurtamento na extremidade da coluna 4, podendo ser expresso como

V, =P4 (3.15)
onde P é o carregamento axial.

O encurtamento da barra é a diferenga entre 0 comprimento original e a
projecédo vertical da barra depois da deformacdo, o qual pode ser calculado em
funcdo do vetor deslocamento. Pela figura (3.3.b) e usando o teorema de Pitagoras
chega-se a

(dsf = (dx—du) +(dw)’ (3.16)
Como ds=dx e dividindo (3.16) por (dx)’, obtém-se
1=(1-u,f+w,’ (3.17)

que resulta em
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1-u, =(1-w,) (3.18)

ou

du ={1—(1—W’X2)%}dx (3.19)

Integrando-se os dois lados da eq. (3.19), verifica-se que a variacdo de
comprimento da coluna, 4, é dado por

Asz'du =T[1—(1—W,x2)y2}dx (3.20)

Expandindo-se o termo (1—wa2 2 na eq. (3.20) até a quarta ordem em séries de

Taylor, como se fez com a curvatura, tem-se que
L
A= .[( W, G W )dx (3.21)
0

Substituindo-se o valor de 4 na férmula (3.15) e verificando-se que o
deslocamento é realizado no sentido contrario ao das forcas, o potencial das

cargas externas fica

Y% =—P.T Lo zity 4o (3.22)
2 g .

3.4.
Variaveis Adimensionais

e (Caso discreto
Quando se quer realizar uma analise paramétrica, € importante que a mesma
seja realizada com eficiéncia, para isto serdo feitas as seguintes mudancas de

variaveis e escolhidos os seguintes parametros adimensionais:

X w PL* KL®

onde & é o pardmetro adimensional do deslocamento axial, w, € o pardmetro
adimensional do deslocamento lateral da coluna, 7~ é o parametro adimensional

do carregamento axial e  é o parametro adimensional da rigidez dos estribos.

e Coluna sobre base elastica
As variaveis adimensionais sdo as mesmas consideradas em (3.23), com

excecdo do parametro adimensional da rigidez dos estribos que é dado por:
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n=— (3.24)

3.5.
Campo de Deslocamentos

O campo de deslocamentos da coluna é aproximado por uma funcéo do tipo
w(x)= Z Ay;(x) (3.25)

onde j € o nimero de graus de liberdade, Aj sdo as amplitudes e a funcéo y;(x)
deve satisfazer as condi¢cdes de contorno da coluna, ou seja, as restricbes de
deslocamento e momento zero nas extremidades da coluna, a fim de que a solucéo
do problema de autovalores resulte em uma solugdo aproximada do problema
original. ObservacOes experimentais mostram que a forma flambada da armadura
longitudinal se parece muitas vezes com uma funcao senoidal, que pode envolver
Varios espagamentos entre estribos.

A partir do modelo apresentado na Figura 3.1, sendo 0 concreto
representado pela regido hachurada, pode-se considerar para o campo de
deslocamentos, uma solucdo que leva em consideracdo apenas deformacdes do
tipo simétrico. Nesse caso as deflexBes ocorreriam apenas para fora do centro do

concreto. Uma suposicao cinematica admissivel para este caso consistente com as
condicbes de contorno [w(0)=w(L)=0 e w(%)z A] pode ser descrita pela

seguinte série de funcdes ortogonais no intervalo de [0, L]:

w(x)= g%(l— cos( Z”'L“XD (3.26)

onde m € o nimero de graus de liberdade considerado.

A consideracdo de deformacdes apenas do tipo simétrico, pode se tornar um
pouco distante do que acontece na realidade, pois se verifica em muitos casos que
a flambagem pode envolver modos ndo simétricos como apresenta a Figura 2.21
do trabalho de Sheikh & Uzumeri (1980). Dessa forma, considerou-se também
uma funcdo diferente da expressa em (3.26), para descrever 0 campo

deslocamentos, a qual é da seguinte forma:

w(x)= iAm(—%+ mfz(z (2+(— 1)'“)_ mlizsxa (1+ (- 1)m)+ sin(%)} (3.27)
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Esse campo de deslocamentos descreve melhor o comportamento da coluna,
pois combina as funcbes que descrevem um comportamento simétrico com
funcgdes antissimétricas.

Fazendo-se uso de varidveis adimensionais 0s campos de deslocamentos

descritos nas expressoes (3.26) e (3.27) tornam-se

)= Zl:%m 1—cos(2zm¢)) (3.28)

a, (— maé + mm§2(2 +(=1)" )— m7z§3(1+ (- 1)m)+ sin(mﬁg)) (3.29)

Il
M_

w, (&)

1

3
Il

3.6.
Integracdo ao Longo da Barra para Obtencao das Matrizes de Rigidez
Elastica (Kr) e Rigidez Geométrica (Ky)

A matriz de rigidez elastica representada por K; é obtida da energia de
deformacdo expressa em (3.12), a matriz de rigidez que leva em consideracdo 0s
apoios laterais, Kn, € obtida da energia de deformacéo (3.13) e (3.14) e a matriz de
rigidez geométrica, Ky é obtida a partir da energia da carga axial expressa em
(3.22).

Dessa forma, as expressdes que definem as matrizes de rigidez citadas
considerando-se o campo de deslocamentos w; e w; para uma determinada
condicdo de contorno séo dadas a seguir.

e Da energia de deformacéo

1

1
K :I(Wd,ge:iwd,a:j Wy g2 Wa gz W 6 Wa ¢ +§Wd,¢e:iwd,¢z:j""d,¢i""dé,-Wd,éin,@,-jdé (3.30)
0

e Daenergia de deformagéo da mola
- Apoios distribuidos de forma discreta

Kmi,j =77‘§Wdiwdj (3.31)
£=0
- Apoios distribuidos de forma continua
J :njwdiwd ,dé (3.32)
0
e Da energia da carga axial

1
J'Ewd £ Wy £ += de,Wd é,Wdé.Wdﬁjjd§ (3.33)
0
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3.6.1
Solucéo do Problema de Autovalores

Considerando-se apenas a parcela quadratica nas expressdes (3.30) a (3.33)
tem-se o problema de autovalor, dado na seguinte expressao:
Ky +K,-7TK; =0 (3.34)

Resolvendo-se a eq. (3.34) chega-se aos valores da carga critica como a
sequir:
r=K}K, +K,) (3.35)

O programa computacional para o célculo dos autovalores apresenta-se no
Apéndice I.

3.6.1.1.
Apoios Discretos

Considerando-se que a deformada da coluna pode ser descrita com boa
precisdo pelo primeiro termo da expansdo modal e considerando-se que o
comprimento da armadura varia de um a seis espagcamentos entre estribos e
substituindo-se 0 campo de deslocamentos descrito em (3.28) e (3.29) com apenas
um grau de liberdade nas expressdes para obtencdo das matrizes de rigidez e
resolvendo-se o problema de autovalores expresso em (3.34) obtém-se os valores
adimensionais para a carga de flambagem.

O numero de espacamentos envolvidos na flambagem é dado por

n =§—1 (3.36)

Os parametros de carga para 0 caso discreto considerando-se cada
comprimento envolvido na flambagem e o campo de deslocamentos dado em
(3.28) sdo dadas a sequir.

e L=s (nenhum estribo envolvido na flambagem)

I =4r* (3.37)
e L=2s (um estribo envolvido na flambagem)
r=ag?+ 2 (3.38)
T

e L=3s(dois estribos envolvido na flambagem)

9
F=47r2 +m (339)
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e L=4s(trés estribos envolvidos na flambagem)

I =47’ +% (3.40)

e L=5s(quatro estribos envolvidos na flambagem)

2 2
Fean?s 77(2 —2c0s(27/5) + cos(27z£[52) +2c0s(7/5)+ cos(z/5) ) (3.41)
e L=6s(cinco estribos envolvidos na flambagem)
r=4z? +21”277 (3.42)

Os parametros de carga para 0 caso discreto considerando-se o campo de
deslocamentos dado na eq. (3.29) sdo dados pelas expressdes de (3.43) a (3.48).

e L=s (nenhum estribo envolvido na flambagem)

2( 2 )
F:37z 7° -8 (3.43)

572 —48

L=2s (um estribo envolvido na flambagem)

B 3(871'4 —647% +nr’ —8nr + 1677)

r= 3.44
8(572 - 48) (3.44)
e L=3s(dois estribos envolvidos na flambagem)
4 2 2
;- _8lr' —6487° + 1677;; 72073 + 2437 (3.45)
27(57° - 48)
o L=4s(trés estribos envolvidos na flambagem)
4 2 2
e 3(647° — 51272 +17572% — 4852 + 2567 —64n7) (3.46)

64(572 - 48)

L=5s(quatro estribos envolvidos na flambagem)

3[;;4 -87°+033n7° + sen[gjn[4 sen(z) - 1,287;] + sen[zg[]n(4 sen(zgrj = 1,927[]]

F =
64(57% - 48)
(3.47)
e L=6s(cinco estribos envolvidos na flambagem)
4 2 2 _
e 6487" —5184rx° +259n7° —1008n 7 + 38887 576777r\/§ (3.48)

216(577 - 48)
Considerando-se trés termos na expansao modal e o comprimento da coluna
variando de um a seis espagamentos entre estribos, substitui-se o campo de
deslocamentos na eq. (3.28) com trés graus de liberdade nas expressdes para

obtencdo das matrizes de rigidez e resolve-se o problema de autovalores expresso
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na eq. (3.34) obtendo-se assim os valores para 0s parametros de carga. Apresenta-
se nas expressdes (3.49) a (3.57) alguns valores obtidos na presente formulacéo.

e L=s (nenhum estribo envolvido na flambagem)

I =4r° (3.49)
I =167* (3.50)
I =367° (3.51)

e L=2s (um estribo envolvido na flambagem)

- 3607* + 207 +4,/51847° ~576.7*y + 251

3.52
1872 (3.52)
r=167" (3.53)
3607* + 201 —4.,/518478 —576 7'y + 251
r- n-4y i e (3.54)
187
e L=3s(dois estribos envolvidos na flambagem)
3207* + 451 + 3,/4096 78 — 1152741 + 22512
r= 7+3| i il (3.55)
32
3207* + 451 —3,/4096 7 — 11527 + 22572
I 7-3) 2 il (3.56)
332z
I =3672 (3.57)

Quando se consideram mais estribos envolvidos na flambagem para o caso
discreto, as expressdes que definem a carga critica se tornam bastante extensas, e
por este motivo ndo estdo apresentadas no presente texto. O programa para tal

implementacao apresenta-se no Apéndice I.

3.6.1.2.
Coluna sobre Base Elastica

Considerando-se a armadura longitudinal como uma coluna sobre base
elastica, onde a base elastica € composta pelos estribos e substituindo-se o campo
de deslocamentos descrito em (3.28) e (3.29) com um grau de liberdade apenas na
parcela quadratica das expressdes (3.30), (3.32) e (3.33) para obtencdo das
matrizes de rigidez e resolvendo-se o problema de autovalores expresso em (3.34)
obtém-se 0 seguinte valor para a carga critica, considerando-se 0s campos de

deslocamentos (3.28) e (3.29), respectivamente.
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r=az?+-> g (3.58)
Ar?

157° —1207* +1572°n + 'y — 240
5(52% —48)7?

Para a coluna com trés graus de liberdade, as expressdes que definem o parametro

I =

(3.59)

de carga considerando-se o campo de deslocamentos (3.29) sdo dadas por:

= (5467507;10 —53071207° + 4374 7% — 648000y — 3686400777 +
+607507°7 + 54(19906560007'°77 + 352058400777 + 7151490072 —
— 14784120007 —6561007%7 —70275607;1677 +1618944007°%,% +

+8829007%;% —1474560007° 1% — 22809600772 — 23611392007 +
+82312848007"° —59719680007* +65617'°7* 729007 2)(1/2))/(2
(- 583200° — 16588807* + 765457° )

(3.60)

= (5467507[10 —53071207° + 437478 — 6480007 — 648000727 —
— 368640077 + 6075027 — 54(19906560007'°7 + 35205840027 +
+715149007%° — 14784120007 — 65610077 —70275607[1677 +
+1618944007°,% + 882900222 — 1474560007°n? — 22809600752 —
- 236113920077 + 82312848007 —59719680007* +65617°n? —

7290077 |¥?))/(2 (- 5832007° — 1658880 " +765457° )

(3.61)

 16807° —100807* — 12607 + 4nx* +1057%y
84(77% —60 )

(3.62)

3.6.2.
Equacdes Nao-Lineares de Equilibrio

3.6.2.1.
Apoios Discretos

A maior parte dos sistemas mecénicos é capaz de mobilizar néo-
linearidades. Se ha interesse no estudo do comportamento pds-critico, é preciso
que se incorporem os termos de ordem superior nas energias de deformacao e da
carga axial.

Dessa forma, obtém-se as seguintes expressdes adimensionais para a carga
critica a partir do campo de deslocamentos (3.28) com um grau de liberdade:

e L=s(nenhum estribo envolvido na flambagem)

_n(32+16a%7% + 30,7 (363)
B 8 +3a,°7%) '
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L=2s(um estribo envolvido na flambagem)

327* +16a,°7° +3a," 7% + 167
72(32+ 33,72 )

(3.64)

L=3s(dois estribos envolvidos na flambagem)

327" +16a,°7° +3a,'7° + 18y

= z? (8 +3a12712) (3.65)

L=4s(trés estribos envolvidos na flambagem)

327 +16a,"7° +3a,* 7% + 247 (3.66)
7[2(84-3&127[2) '

I =

L=5s(quatro estribos envolvidos na flambagem)

2 2
327* +16a,°7° +3a," 7° +r7[16 16 cos( 25 j+8cos[ 25 ) +16 cos[%]+8cos[%] }

3.67
ﬂ2(8+3a127r2) ( )

=

L=6s(cinco estribos envolvidos na flambagem)

327" +16a,°7° +3a,'7° + 367

= 71'2(8+3a127r2) (3.68)

Considerando-se o campo de deslocamentos (3.29) obtém-se os seguintes valores

adimensionais para a carga critica:

L=s(nenhum estribo envolvido na flambagem)

I =(72007* ~ 576007 + 921600a27 — 176000827 + 8400a27° — 16588800a 7°
— 228858a! 7° + 3505600a/ 7* + 4455a% z® + 900572 ~7200y7 + 144007 )/(20  (3.69)
(60072 — 5760 — 196008272 + 13824042 + 567 7*a2 )

L=2s(um estribo envolvido na flambagem)

(648007r —5184007° +8294400a’ 7% — 1584000a’ 7* +75600a’7° —149299200a; 7° —
—2059722a%7° + 315504004’ 7* + 4009582 7° + 12800772 — 9976677 + (3.70)
+1944007)/(180 (6002 — 5760 — 19600a 7% + 1382404’ + 567 7*a2 )

L=3s(dois estribos envolvidos na flambagem)

I = (144007* - 1152007° + 1843200a 2 — 352000a27* +16800a 7° — 33177600a 7° -
— 457716a7° +7011200a% 74 + 8910a’7® + 3825577 — 108005742 +57600p —  (3.71)
—1440077)/(40 (600 — 5760 — 19600a7 + 1382404’ + 567’ )
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e L=4s(dois estribos envolvidos na flambagem)

r=co L (1800007 - 14400002 — 23040000a2? — 4400000aZ7* + 210000a27° -

—414720000a; 7° — 5721450a; z° + 87640000a; 7* + 111375a; 7° + 599047, 7% —

2 2
- 345600777zsin(2;[) - 230400777zsin(gj +720000 n[sin(zg[) + sin(gj j) /

600> —5760 —19600a’ 7> +138240a; + 5677z4a12)

(3.72)

e L

5s(trés estribos envolvidos na flambagem)

r= (648007z —5184007° +8294400a’7° — 158400027 7" +75600a17r -
—149299200a; 7% + 2059722a; 7° + 31550400a, 7* + 40095a; 7° + (3.73)
+259007772 — 10080077 — 57600~/3777 + 388800 77)/ (6007; -
—5760 —19600a’7° +138240a” + 5677r4a12)

Para o caso ndo-linear considerando-se mais graus de liberdade, calcula-se
0S autovetores da estrutura considerando-se o caso linear e substituem-se as
relacGes encontradas para os autovetores do caso linear nas equac6es de equilibrio
dos casos nao-lineares. Os programas com o método de solucdo destas equacdes

encontram-se no Apéndice I.

3.6.2.2.
Coluna sobre Base Elastica

A formula (3.74) e (3.75) apresenta as expressdes para a carga critica
adimensional considerando-se os estribos como uma base elastica e os campos de
deslocamento (3.28) e (3.29), respectivamente.

_ 32z +6n+16a;7° +37°a; (3.74)
72'2(8 + 331272'2)

= (72007[6 —-576007* +7200n7z° + 480n7* — 1152007 + 921600782 —
—228858a!7° + 3505600a’ 7° — 1760002 7° + 44553} 7 + 8400a%7° - (3:79)

L
2072(6007% — 5760 + 567 7*a% — 1960087 +138240a? )

— 16588800’ 7" )

Considerando-se trés graus de liberdade tém-se as seguintes equacdes nao-lineares

de equilibrio para o campo de deslocamentos (3.28)

2,7t + L, g3, Safﬂs —F(la 7’ +3a3”4)+77a2_1hla§;r4 +
! o 16 2 7 16t 8 4
LM 243aj7°a; 9ra,7'aj o (3.76)

8 64 16
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2 4
3287 + T2 1 64aln® + 4Balr® ~r(oa,q? +3a§ﬂ4)+%a3—[al%
L3, 9ra,7a}

8 4

=0

my

5_8
162a37z4+7%1+729a§’7r6+719683a3” —r(g 243 38 .

“art v —aint |+
16 2 16

_9ralar’ /N 9ra;z'a, 243ajz’al
16 8 4 64

=0

Para o campo de deslocamentos (3.29) tem-se as seguintes equac0es

4 2 4 3_6 3_4 5 4
p a1_4a17[2+77a1(157r +r ~240) 7aiz® 110aiz*  2191air*
307 12 9 9
_ 38143a;7° 99a’z®

2400

2143a,a;7"  17636a,a;7”

-1152a 7% + 150 5

+64ai7? +

—F(Z a,7° - 8a, +%af;r4 —%afnz + 192a13j —20736a,a; —6a,7° +160a,a7° —

72,22(78307° — 4393837 + 476966007 — 435456000)  r7a,(277* —3280)
- 1260072 T sa02
55963225783asa37* 1397laajz’ 10477103817a7aj7’° . 567a7ajr”
28812000 980 75891200 256

20 1 141, , 1312, 299889

—7872a12a33ﬂ2—1“[—3a3+2a37r2+80a1a3ﬂ R CH v alagﬂzj:o

na, (47" +1057% —1260)

2143a’a,z’ N 17636a2a,7z2
21072

150

mlzaz (78307;6 — 4393837 + 47696600772 — 435456000) 5
- +a
2

-20736a%a, +87*a, —48a,7° +

[6652807r8 +3642408007% —

1260072

—137209607° — 287400960072 — 18106260480000a§ + 2671313337000a§;r2 +755040a§;r1° -

—1083670280007%a2 — 4759121628 + 2786050575278 |— 1+ a%( 15100804, 710 —
2 2 2" ) ra10052 |2 2

- 36212520960000.’:12 + 5342626674000&12712 - 2167340560007[‘1{:12 - 95182432a27r8 +

5 . a§[10801357r2 —343007% +8917° —8164800
-r
j 9240072 10572

)—24a +

+5572101150a, 7 )

2

La 72 Ia,a2( 441925276872 +3092406757% — 1254400000 +16443000°
a,r . 2%3

+

5 294000072

2
14711049a2a3 T

9800 625

4 9574908a2a§7z2
- —2304a,a%2 =0

(3.77)

(3.78)

(3.79)

(3.80)
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55963225783ajai7"  13971afayr’ .00 o o oo 72(277" 3280 )
28812000 980 1 ' 54072
3
10477103817a;'a57° L S67afalr® s, ,  14711049a%a,7"
75891200 256 1 9800
r( 20 1, 2,141, . 1312 , =~ 299889 , 2) 9574908aja, 7>
_ ot |- 220088

—36a,7° -

——a, +— a7 —— QA T +—aA, Ay ————— A, A, T
3t 2t g0 '° 3 ' 4900 ! 625

_ Taja (— 441925276872 + 3092406757" — 1254400000 + 164430007° ) . (3.81)
29400007°
4 2 4 3_6
| 8lr'a, nay (457 80 +27x )+ 1701837
2 907
5_6
_ 92687495 7" _ (15, 2 _ga, + 2203 434 _oa5a3s? 119243 |- 103684572 +
800 2 80
. 649539a;7°
320

2304aja,

+576a37° —990aix* +19719aj7" —

=0

As equacOes (3.79), (3.80) e (3.81), sdo resolvidas encontrando-se as
expressdes para 0s autovetores do caso linear com trés graus de liberdade e
substituindo-se essas expressdes nas equacfes de equilibrio dos casos nao-
lineares, dessa forma pode-se estudar os caminhos pds-criticos da coluna para o

caso com varios graus de liberdade.

3.7.
Efeito da Imperfeicdo Geomeétrica

Uma das principais razbes da fratura e lascamento do cobrimento do
concreto € a concentracdo de tensdes que aparece na interface entre estribos e o
concreto. A natureza das tensdes locais e deformacBes no cobrimento devido a
presenca dos estribos pode ser vista na Figura 3.4.

A compressdo longitudinal produz expansdo lateral do concreto devido o
efeito de Poisson. Caso ndo existissem o0s estribos, uma expansdo lateral
semelhante poderia ocorrer livremente e uniformemente ao longo do comprimento
de uma coluna axialmente carregada.

Para se levar em conta o efeito de Poisson e imperfeicdes devido ao
processo de construcdo, considerou-se o efeito da imperfeicdo geométrica na

formulacgéo.
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|
\
|
|

Efeito de Poisson

|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
/

| /
J
| e ® |

| T - |

Figura 3.4- Sec¢éo transversal da coluna mostrando a distor¢cdo da secdo no nivel do

estribo.

Seja agora a coluna de Euler da Figura 3.5 com uma imperfei¢cdo geométrica
inicial descrita por uma funcdo wy(x). O deslocamento total com relacdo a
configuracdo de uma coluna perfeita e indeformada é dado por:

w, (x) = w, (x)+ w(x) (3.82)
onde, como mostra a Figura 3.5, w é o deslocamento gerado pelo carregamento
axial. As imperfeicGes geométricas sdo consideradas como de pequena magnitude
e podem ser consideradas matematicamente como uma perturbacéo na solugéo da
estrutura perfeita. A curvatura da coluna com imperfeicdo geométrica é dada por:

1

= = Tom (3.83)
0 (1_W0,x2)%
Da mesma forma, a curvatura total fica dada por:
1 — W,XX + WO,XX (384)

R ((w, +w,, f)?

Expandindo-se o denominador (3.83) e (3.84) e retendo-se em w 0s termos até a

quarta ordem, obtém-se

Lo =W 14 2| (325)

1 2
1= v | 12 o v, (3:6)
Tem-se que a variacdo da curvatura é dada por:
1 2 1 2 1 2
X=X~ X = W,xx +§W,x W,xx +W,xWo,xW,xx +EWO,X W,xx + EW,X Wo,xx + W, Wo x W,

,X770,X 770, XX

(3.87)
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A S
A(Wo)
Aw,) e
—F W
“ \
Al
1 = +
v v ooes W EVEW
. B"\\
|
,\
—1—,—»\\
|
|
i
@t:® + 6, ;o
®, !
\/\/(’D/
,@(’7

A
7%

Figura 3.5- Coluna com imperfeicdo geométrica.

Substituindo-se a eq. (3.87) em (3.6) tem-se para a energia de flexao a expressédo

L
1 1
U;j—EI;{de j El R I L BNV INE SVEVLIN
! 2 2 ,XX XX X 4 XX X 0,X XX 4 0,X XX

1
+ZW,X4WO,XX2 +W,X3W,XX2WO,X +W,X3W0,XX2W0,X + 2W,XW,XX2W0,X + W,)(WO,)<3W,>()(2 +
3 2 2 1 2
+=w W W+ 2w fwow, W Aw w S w w Pw )+
5
+2wW, WXXWOXWOXX+2W W W W+ 2W WXXWOX W, +
+W,XW0,X WXX 0,XX bx (388)
Da Figura 3.5 o encurtamento, 4, da coluna fica dado por:
A= Alw,)-A(w,) (3.89)
onde
i1 1
A(wo)zjl(—wox2 +5 W X"’jdx (3.90)
0
L
A(Wt)zj[ wirww, +=w, P =w S w - w
0
s 1
oWy oW, )dx (3.91)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9816229/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9816229/CA

Capitulo 3 - Formulagdo 108

Substituindo-se entdo (3.90) e (3.91) em (3.89) tem-se de (3.15) que o potencial

das cargas externas fica dado por:

L
1 1 1 3 1
Vp - _P'(')‘[EWYXZ + WvXWOvX +§W7X4 +EW,X3WO,X _'-Z\N,XZWO,X2 +EW,xWo,x3jdX (392)

De forma similar, a energia de deformacéo da mola é dada por:

U, =%K{i§:wt(x=is)} (3.93)
U= %JL.kWt (x)?dx (3.94)

Para os apoios laterais distribuidos de forma discreta e continua, respectivamente.

A imperfeicdo geométrica inicial pode ser descrita pelas mesmas séries de
Fourier que descrevem o campo de deslocamentos da coluna nas expressoes
(3.28) e (3.29) como a seguir:

s (€)= (1-cos(2rc) (395)
W (€)= g (- ke + k2 (2 4+ (1) ) ke {1+ (- 1) )+ sinfk) (3.96)

=
Il

1

sendo p 0 nimero de termos necessarios para descrever as imperfeicdes da coluna
a, .~ . . « :

e aosz sdo as amplitudes parametrizadas em relacdo ao comprimento da

coluna.

3.7.1

Matrizes de Rigidez Elastica (Kr) e Rigidez Geométrica (Ky) para a
Coluna com Imperfeicdo Geométrica Inicial

As expressdes que definem as matrizes de rigidez considerando-se o campo
de deslocamentos w; e w; e a coluna com uma certa imperfeigdo inicial sdo dadas a

sequir.

e Daenergia de deformacéo
i 1

Kt :J(Wd,:éiwd,ff,- FWa e Wa e Wo e Wae 77 Wo e Waze Wag Wa g Wa g Wa gy
0

+ Wog £ Wog ;| W -Wd,g’5j+2Wd,g’iW Wi gz Wog £ Wy g, Wy 2 Wo ;W +

d & d e WVa gz Wod & od & j
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1
+ZWOd,éiWOd,/fjWOd,§iW0d,§de§§in§§j + 2Wd,§§iwd,§j Od,.fiWOd,/fg“j +

1
o WagiWa e Wa £ Wa 2 Woa 5 Wou T Wa 6 War £ Wa £ Wa 22} Wa 5 Woa £ +

of odgj

W,

od éfiw

Odéj +

Wy Wy Wy + 2Wd,;in,;degiW

éiwodéfj dédj Odvfiw‘)dvifj

3
W W W Wy Wy Wy =W W W W W, +

iorod&j od &M od &N Td L TN &L 2 dgittdg ) d g d & od,giWod,gj

1
Wy 2 Wy o Wog 2 Wog 2 Wog e Wog o o Wo 2 Wy o Wy Wy Wy oo Wog o+

00 £ Vod g oo 2§ T d e Vod &
+EW W,, W, W, , W W, W WL WL W LW dé (3.97)
2 d.giThd g d g8 T od & T od £ T od £ d.g&i"Tod &y od £ od & T Nd £E T Tod £ '

e Daenergia de deformacéo da mola
Apoios distribuidos de forma discreta
&=l
Koni s :n;(wodiwodj+2wodiwdj+wdiwdj) (3.98)
Apoios distribuidos de forma continua

(Wodiwodj + 2W 'de +Wdinj)j§ (3'99)

odi

Kmi,j =

ot—

e Daenergia da carga axial

1

Ky, =j(Wd Wy W
ij S

1
e Wy, FW Wy Wy Wy Wy Wy Wy Wog o +
| S
0

Woa, o 7 WaeiWae jWag i Wag Wi Wa g Wa o Woa g

: b
+5Wd,§iwd,§jwod,§iwod,§j+Wd,§iW0d,§jW0d,§iW0d,§j g (3'100)

w
onde w,, = TO :

Para se encontrar as equacoes lineares de equilibrio considerando-se a coluna com
imperfeicdo inicial, procedeu-se da mesma forma que no caso perfeito, porém nos
casos ndo-lineares substituiu-se nas equagdes nédo-lineares os autovetores do
sistema perfeito e recalcularam-se as cargas criticas para os valores crescentes da
magnitude das imperfeicdes. Este procedimento é talvez a aproximacdo mais
usual em que se tem uma idéia do comportamento pos-critico (carga vs.
deslocamento) admitindo-se que os primeiros modos da coluna teriam uma funcao

preponderante.
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3.8.

Consideracdo das Emendas das Barras da Armadura

De acordo com Sissekind (1984), para os edificios usuais, a armadura
longitudinal dos pilares é normalmente mantida constante ao longo de cada andar,
o detalhamento corrente sendo um daqueles indicados na elevagédo da Figura 3.6.
O esquema da Figura 3.6.a significa 0 maximo gasto em armadura, ja que a cada
andar emenda-se a totalidade das barras. O esquema da Figura 3.6.b busca a
eliminagdo do desperdicio trazido por excesso de emendas. A Figura 3.7 mostra

uma armacao tipica de pilares.

T PISO(isl) t PISO(i+l)
[ — ]
ﬂz mmg—

,1‘— PISQ i KIS0 |

— N piso ti- 1) ﬁ_.z;“\mso (i-1)
A Ree T Ll

\14\ 100 % do aormadura 100 % da armaduro
- emendada 1 emendado
a) Armadura emendando (100 %) b) Armadura emendando (100 %)
em todos os andares. a cada 2 andares.

Figura 3.6- Tipos usuais de detalhamento de armadura para pilares de edificio.
Siissekind (1984)

Para se considerar o caso de emendas das barras na presente formulacéo,
considerou-se um modelo onde a armadura é engastada em uma das extremidades
e livre na outra como 0 modelo apresentado na Figura 3.8.

Dessa forma, todos os passos realizados para a coluna engastada nas
extremidades foram feitos para o caso da presenca de emendas com a finalidade
de se conhecer o comportamento das armaduras quando uma das extremidades

esta livre.
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3° Piso
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2° Piso ‘
T ~J ‘
o L 1 Piso
Bloco EZ
de
Fundacao ‘
T : Armadura
‘\ de
"espera”
Figura 3.7- Armacéo tipica de pilares
i
i ik
g
v
7 n -

s
hs‘nénh
-

Figura 3.8- Modelo para consideracdo das emendas das barras da armadura.
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3.9.
Célculo do Parametro Adimensional de Rigidez, 77

O valor numérico do parametro adimensional de rigidez depende da rigidez
dos estribos, K, do modulo de elasticidade da armadura longitudinal, E, do
momento de inércia da armadura longitudinal, | e do espacamento entre estribos, s
quando os estribos sdo considerados distribuidos continuamente ao longo da

armadura.

3.9.1.
Célculo da Rigidez dos Estribos, K

O valor de K é funcdo das caracteristicas mecanicas e da geometria do
estribo. Nesta formulacdo consideram-se os arranjos mostrados na Figura 3.9.
Neste trabalho considera-se a carga axial concéntrica existindo condicBes de
perfeita simetria, assim K é calculada considerando-se os modelos simplificados
mostrados na Figura 3.10.

O modelo da Figura 3.10.a esta relacionado a barra localizada no centro de
uma perna de estribos, as Figuras 3.10.b, 3.10.c, 3.10.d e 3.10.e estdo relacionados
as barras de canto, a Figura 3.10.f esta relacionada a barra envolvida pelo estribo
interior como mostra a Figura 3.9.c. A Figura 3.10 mostra também a forca
exercida pela barra longitudinal sobre o estribo na dire¢cdo em que a flambagem
pode ocorrer.

Para 0 modelo da Figura 3.10.a, a armadura longitudinal pode ser
considerada como impondo uma carga concentrada no meio do vdo de uma viga
fixa nas extremidades e a expressdo para a rigidez do estribo é

192El
K= b3t

(3.101)

Para 0 modelo da Figura 3.10.b a expresséo para a rigidez do estribo fica

K :% (3.102)

onde E é o modulo de elasticidade da armadura longitudinal e A; é a area do
estribo. Um resultado analogo é obtido para o modelo da Figura 3.10.c. Para os
modelos das Figuras 3.10.d e 3.10.e, obtém-se um valor similar, porém o valor de
b seria b/2. Quando o arranjo das armaduras na se¢do é semelhante a Figura 3.9.b,

as barras localizadas no centro de uma perna de estribos sdo as primeiras a
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flambarem, se o arranjo for do tipo mostrado na Figura 3.9.c, as primeiras barras a
flambarem sdo as barras do vértice, pois as barras do centro de uma perna
envolvidas por um outro estribo possuem uma rigidez muito maior do que a
rigidez das barras de canto, como o valor apresentado na Figura 2.3, oriunda dos
trabalhos de Bresler & Gilbert (1961).

Nota-se que a armadura transversal pode oferecer diferentes contribuicdes
para a resisténcia a flambagem das barras longitudinais. As barras longitudinais
localizadas no canto dos estribos sdo restringidas pela rigidez extensional e
aquelas barras localizadas na perna de um estribo séo restringidas apenas pela

rigidez a flex&o.

a) b) c) d)

a) b) c) d) e) f)

Figura 3.10- Modelos simplificados para calculo da rigidez K.

O modulo de elasticidade longitudinal a ser considerado é o médulo de
elasticidade instantaneo, porém pode-se utilizar o mddulo de elasticidade reduzido

quando 0 mesmo é conhecido.
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3.10.
Consideracdo Conjunta das Armaduras Longitudinais e

Transversais como Placa Ortotrépica

3.10.1.
Introducéo

Um possivel aperfeicoamento, no caso de grande namero de barras longitudinais
seria a consideracdo do conjunto de armaduras longitudinais e transversais como
uma grelha. Apresenta-se nesta secdo a formulacdo adotada e expressGes para a

carga critica.

3.10.2
Placas Ortotropicas

Para a consideracdo de grelha utilizou-se a formulacdo de placas
ortotrépicas onde as propriedades elasticas do material sdo diferentes em todas as
direcdes. Considerando-se que as direcdes principais de ortotropia coincidem com

0s eixos coordenados x ey, tem-se quatro constantes elasticas (EX Ey vy ,vy) que

sdo requeridas para o0 desenvolvimento das relagbes tensdo-deformacéo

ortotropicas, como o desenvolvimento a seguir.

3.10.3

Flexdo Pura de Placas Ortotrépicas

No caso de flexdo pura de uma barra prismatica, uma solucdo para a
distribuicdo de tensGes € obtida considerando-se que a secdo transversal da barra
permanece plana durante a flexdo e rotaciona somente em relagédo ao seu eixo
neutro. Uma combinagdo semelhante de flexdo em duas dire¢Bes perpendiculares
corresponde a flexao pura de placas.

A flexd@o pura de uma placa retangular é composta por momentos que sdo
uniformemente distribuidos ao logo dos lados da placa como apresenta a Figura
3.11.
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My
A A A T A A A A X

y My

Figura 3.11 - Flexdo pura de placas.

O momento fletor por unidade de comprimento das arestas paralelas ao eixo
y é chamado de M, e 0 momento fletor por unidade de comprimento das arestas
paralelas ao eixo x é chamado de M. Esses momentos séo considerados positivos
quando eles produzem compressdo na parte superior da placa e tracdo na parte de
inferior.

Considerando-se o elemento hachurado da placa na Figura 3.11.b e supondo
que durante a flexdo da placa, as faces laterais deste elemento permanecem planas
e rotacionam em torno do eixo neutro n-n, permanecendo normal a superficie
deformada, conclui-se que o plano médio da placa ndo sofre deformacdo durante a
flexdo e €, portanto, uma superficie neutra. As curvaturas da superficie neutra sao
dadas por:

et (3.103)
Px Py

Dessa forma, as deformacdes unitarias nas direcdes x e y de um elemento de
lamina abcd na Figura 3.11.b podem ser descritas como no caso de vigas e sao
dadas por:

e =L oo = % (3.104)

o py

Da lei de Hooke tem-se:

o
Ox 3.105
X E ( )
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onde v, e v, sdo os coeficientes de Poisson. Resolvendo-se (3.105) para o, € o,

chega-se a:
EX
o, = e, +V,E
X 1-v,v, ( Y y)
E
o, = L (e, +v,.e 3.106
y 1_VXVy( y X X) ( )

As expressdes dos momentos externos séo dadas por:

MX:DX(;WL}

PPy
M, = Dy[iwx ij (3.107)
Py, Py

onde Dy e Dy sdo as rigidezes a flexdo da placa.
A deflexdo da placa é denotada por w e as expressdes para a curvatura da
placa sdo analogas as formulas conhecidas da curvatura da viga e sdo dadas por:
1 2 2
_:_5V2Vei=_(”2v (3.108)
Py OX py Oy

Substituindo-se a eg. (3.108) nos momentos externos da eq. (3.107) tem-se:

R o°w
M, =-D,| = +v, —
OX oy

2 2
M, =—Dy(aay—\;v+vx ";X_VZV] (3.109)

3.10.4.

Energia de Flexdo de Placas Ortotropicas

Na flexdo pura quando uma placa € fletida por momentos de flexdo
distribuidos uniformemente, My e My como na Figura 3.11.a, A energia de
deformacéo € obtida calculando-se o trabalho realizado pelos momentos Mydy e
Mydx sobre o elemento durante a flexdo da placa.

Desde que os lados do elemento permanecam planos, o trabalho realizado

pelo momento M,dy é obtido tomando-se a metade do produto do momento e o

angulo entre os lados do elemento apds a flexdo. —o%w/ox®  representa
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aproximadamente, a curvatura da placa no plano xz. O angulo correspondente aos

momentos Mydy é (—azw/ axz)dx e o trabalho realizado por esse momento é:

2
1y S
2 ox>

dxdy (3.110)

Para 0 momento Mydx tem-se:

1., 0°w
_EM , dedy (3.111)
O trabalho total é a energia potencial do elemento e é dado por:
1 o*w o*w

Substituindo-se (3.109) em (3.112) chega-se a:

2. \?2 2. A2 2., \? 2., A2
du, =2{p,|[2W] 4, dWOW] p |[OW) , TWOIW gy (3.113)
2 ox’ ox° oy oy° ox* oy’
A energia de deformacdo da placa pode ser obtida por integracdo da eq. (3.113).
2.\2 2. A2 2.,\2 2., A2
U, =[[2] D || 28| 4y, CWOW | p [ S 4y SWOM gy (3.114)
2 ox> ox? oy’ oy? ox* oy?

3.10.5

Flexdo de Placas Ortotrépicas por Carga Lateral Distribuida

Considerando-se um elemento de placa semelhante a Figura 3.12 e
negligenciando-se as deformacgdes devidas ao esforco cortante, tem-se que a
energia de deformacdo do elemento é igual ao trabalho realizado pelos momentos

fletores M,dy e M dx e pelos momentos torcdo M, dy e M, dx. Negligencia-

se o efeito das forcas cortantes verticais.

dx

Myx
S ‘ // g o
| Qo =
I 7 S
Qx /{M ‘ My /|V|xy+ (OMxy /3x)dx
| e L X
/ / MXVT‘Mf (OMy/0y)dy — 1 Mx+ (OMx/Bx)dx
- Ll
/ /%$ Qx + (8Qx/0X)dx
/ Qy+ (9Qy/dy)dy
Myx + (0Myx/0y)dy

Figura 3.12- Consideracdo dos momentos de tor¢ao.
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O momento torcgor é dado pela expresséo:
d*w
" oxay
onde -2D, = (1— Yy L/DXDy que representa a rigidez a torgao.

M,, =

(3.115)

Nota-se que o angulo correspondente a tor¢éo na Figura 3.13 € (azw/axay)dx

e as energias de deformacdo devidas a M, dy e M, dx sdo respectivamente:

2
1 ( 0°w
My ayol dy——(l— Jv, WB,D, axay] dxdy (3.116)
1. o%w 22w )
EM)’X oy dxdy—— — Vv )\/ﬁ axayj dxdy (3.117)

‘ dx ‘
X
—

Nyx 7
7
- /ny+ (ONxy/Ox)dx

)
ar
e

y W

awldy awldy + (3°wlaxay)dx

Figura 3.13- Angulo de tor¢&o.

A energia de torcdo é dada pela soma das expressdes (3.116) e (3.117) como

a sequir:

2 2
dU, =(1- Jvv, \/D,D, ( SXaV;J dxdy (3.118)

Integrando-se (3.118) chega-se a:

U, :”(1— Jvv, DD, (%} dxdy (3.119)

A energia de deformacédo total de um elemento de placa é obtida somando-

se a energia de flexdo na eq. (3.114) e a energia de tor¢do na eq. (3.119) obtendo-

se a seguinte expressao:

el [(2w) ePwatw o*w) 2w aotw
U —”— D, | tvy—— |tD, |tV
2 OX OX“ oy oy oX* oy

2
o*w
D,D dxd
" N5, 6x8yj g

dxdy +

(3.120)
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Expandindo-se a eg. (3.120) tem-se:

2
1 o'W 0w = = o‘wow o*w o*w o*w o*w
U= ij[( D)< ﬁ + Dy ayz] -2 DX Dy ﬁ? + vay yﬁ + DyV)< RW dXdy+

[[le- o, D, [(j;;vszdxdy (3.121)

De (3.121) chega-se a:

2 200\ 200 A2
u =%”{[\/D_Xaax—‘2’+\/ﬁyzy—‘;q +(D,v, +D,v, -2 DXDy)ZX—‘;"a—‘QH
2
+2(1- Jvv, )/D,D, (2:6"” }dxdy

Se Dy=Dy chega-se ao caso isotropico como descrito no trabalho de Timoshenko
& Gere (1961).

(3.122)

3.10.6.

Energia Potencial das Cargas Externas Ny, Ny € Nyy

A energia U, devida a deformacdo no plano médio da placa que ocorre por

causa das forcas aplicadas neste plano, Ny, Nye Ny, é:
1
U, =§”(NX‘9X +N,&, + N, 7, Hxdy (3.123)

Na discussdo de pequenas deflexdes de placas, considera-se Ny, Ny e Nyy
como constantes. Aplicando-se alguma carga lateral que produza flexao na placa,
tem-se que os trés componentes nas direcdes X, y e z do deslocamento de algum
ponto da superficie média da placa durante a flexdo sdo u,v e w, respectivamente.

Considerando-se um elemento linear AB do plano como na Figura 3.14,
nota-se que a deformacdo do elemento devido o deslocamento u na dire¢éo x é

igual a (Au/ox)dx . A deformagdo do mesmo elemento devida ao deslocamento w é

%(aw/ax)zdx. Dessa forma a deformacdo unitaria nas direcbes x e y de um

elemento do plano médio da placa sdo, respectivamente:
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2
‘. :Z—“%[;ﬂj (3.124)
X X
2
g = LW (3.125)
oy 2\oy
dx
0 B «
A1

J (ow/ox)dx
]Bl

u + (ou/ox)dx

y

Figura 3.14- Elemento linear.

Desprezando a deformacédo que leva em conta o esforco cortante, a energia

de deformacéo do carregamento externo torna-se:

U —”{ }dxdy+ jj[ (@ijmy[%jzldxdy (3.126)

Se na discusséo sobre flexdo de placas forem negligenciadas as deformagoes

u e v no plano médio, tem-se que o potencial das cargas externas torna-se:

1 ow\’ ow)’
U, :_EJ.I[NX(&) + NV(EJ }dxdy (3.127)
A energia potencial total é dada por:
IT=U, +U, (3.128)

Ent&o se tem a seguinte expressao para a energia potencial total:

2 200\
n:%”{(\/o_x‘;(—‘g’+\/ﬁyaay—‘2’} +(D,v, +D,v, -2,D,D )a W L

ox* oy

+ 2(1—Wm((§:—av;jz}dxdy —%H[NX(%‘)’ZT + Ny(%jzidxdy

(3.129)
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3.10.7.
Campo de Deslocamentos para Placas Retangulares com Arestas Bi-
Apoiadas

No caso de uma placa retangular com arestas simplesmente apoiadas, a
superficie de deflexdo pode ser representada por uma serie trigonométrica dupla.
=>>a, sen—senM (3.130)
m=1n=1 b
Cada termo da série desaparece para x=0, x=a e também para y=0 e y=b e

assim a deflex&o é zero ao longo do contorno.

3.10.7.1.
Placa Ortotropica Retangular Bi-Apoiada com Carregamento ao

Longo dos Lados x=0 e x=a

Seja uma placa retangular comprimida no plano médio por forcas
uniformemente distribuidas ao longo dos lados x=0 e x=a como na Figura 3.15. A

magnitude da forca por unidade de comprimento é dada por Nj.

a

b
LLLLLLL
TTITITT

<

Figura 3.15- Placa submetida a carregamento ao longo dos lados x=0 e x=a.

O funcional de energia é dado pela eq. (3.131), que é obtido a partir da eq.

(3.129) sem a consideragdo de Ny.

2
H—%”{(\/D_XZ;V+ D, Z;—‘;VJ +(D, +Dv, -2 DXDy)Zi\;VZ;\;V+
o y) 5.0 (a Wj }dxd - ”N ( )dxdy
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Substituindo-se (3.130) em (3.131) e integrando-se no dominio, obtém-se
uma forma quadratica em termos dos deslocamentos de onde se obtém as
equacbes de equilibrio e conseqlientemente a carga critica que é dada pela
expressao a sequir:

_ 7r2(m4b4DX +2m2n2a2b2\/D_x\/D7y+n4a4Dy) (3.132)
m?a’b*

O menor valor de Ny é obtido para n=1, nesse caso a placa flamba em uma

N

X

onda na direcdo perpendicular ao carregamento, a carga para n=1 € apresentada na
eg. (3.133).

B 7z2(m4b“DX + 2m2a2b2\/D_X\/D7y+ a4Dy)

N
m?a%p*

(3.133)

X

Simplificando a eqg. (3.133) tem-se:
7 ( —b — a ?
Nxzb—z[ ngm‘}‘ Dy %j (3134)
A placa pode flambar em varias meias ondas na diregdo de compressdo. Se

Dx=Dy, a placa € isotropica e sua equacao € dada por:

2 2
N, = ”bZD [gm +%j (3.135)

Que é a mesma equacdao descrita no trabalho de Timoshenko & Gere (1961).

Para o caso isotrépico se for mantido o valor de b constante, entdo o fator
antes dos parénteses na eq. (3.135) permanece constante e o fator dentro dos
parénteses muda com a variacdo da taxa a/b. O valor dentro dos parénteses tem

seu valor minimo quando a=b, ou seja, se a placa for quadrada, a sua carga critica

é:
47°D
NX(CI’) =b—2 (3136)
Para outras proporc¢des de placa tem-se:
kz?D
N x(er) = b—2 (3 137)
onde,
2
K :(Berij (3.138)
a bm

O grafico k x a/b apresenta-se na Figura 3.16, que é o0 mesmo grafico descrito em
Timoshenko & Gere (1961).
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m=1 2 3 4 5

N
o
o
S
\

8.00

6.00

4.00

2.00

0.00 L L B Y B B B B

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00
a/b

Figura 3.16- Variacdo do parametro k em relacdo a taxa a/b, para o célculo da carga

critica da placa isotropica. (Timoshenko & Gere, 1961).

3.10.7.2.
Placa Ortotropica Retangular Bi-Apoiada com Carregamento ao

Longo dos Lados y=0 e y=b

O caso apresentado na Figura 3.17 representa 0 modelo de uma face da
coluna de concreto armado composta apenas pelas armaduras longitudinais e
transversais, portanto, sem a consideracdo do concreto. Na Figura 3.17, as
armaduras longitudinais e transversais sao consideradas como uma grelha que foi
aproximada por uma placa ortotrdpica equivalente.

Partindo-se da eq. (3.129), a energia potencial total para esse caso € dada por:

2
H:%” (\/D_XZ;H DYZ;—‘;VJ +(D, +Dv, -2 DXDY)Z;"Z;‘;U
‘/XyL/DD(a WJ dxdy ”N( jdxdy

(3.139)
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Figura 3.17- Consideracdo das armaduras longitudinais e transversais como uma grelha.

Substituindo-se (3.130) em (3.139) e integrando-se no dominio, obtém-se
uma forma quadratica em termos dos deslocamentos de onde se obtém as
equac0es de equilibrio e a carga critica que é dada pela expressdo a seguir:

2\m*b*D, +2m?n?a’bh?,/D, ,/D, +n*a*D

_T [ ' Ny ) (3.140)
y n2a4b2

O menor valor de Ny é obtido para m=1, nesse caso a placa flamba com

N

somente uma onda na direcdo perpendicular ao carregamento. A expressao para
esse caso é:

7zz(b4DX + 2nzazb2\/D_X\/D7y + n4a4Dy)
y — n2a‘p?

Simplificando a eq. (3.141) tem-se:

N =ﬁ—2[£2+\/ﬁy%n] (3.142)

N (3.141)

y a2 n a

O valor minimo de N, é obtido calculando-se aNy/aE):o, sendo b=b/n,
. b [D, o _
obtendo-se entdo — =4 o A carga critica minima é dada por:
a X

4 2
y:; D,D, (3.143)

N

Considerando-se que a grelha da Figura 3.17 seja aproximada por uma placa
ortotropica equivalente que € constituida por vigas paralelas com mesmo

espacamento, pode-se usar as seguintes propriedades:
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4
D, = E7 (3.144)
S 64s
4
,=Els _Emh (3.145)
S| 64s,

Dy € a rigidez na direcdo x que leva em conta os estribos, onde I; é o
momento de inércia dos estribos e s 0 espagamento entre estribos, ja Dy € a rigidez
na direcdo y que leva em conta a armadura longitudinal, onde Is ¢ 0 momento de
inércia da armadura longitudinal e s, 0 espacamento entre as armaduras
longitudinais.

Considerando-se que a placa da Figura 3.17 seja submetida apenas a flexao
tem-se que o funcional é dado pela eq. (3.114). Substituindo-se (3.130) em
(3.114) e integrando-se no dominio, obtém-se uma forma quadratica em termos
dos deslocamentos de onde se obtém as equacdes de equilibrio e a carga critica é

dada pela seguinte expresséo:

72(m*b*D, +n*a*D, )
Ny = n2a4b2 : (3146)

O menor valor de Ny € obtido para m=1 como apresenta a eq. (3.147), nesse caso a

placa flamba em uma onda na direcdo perpendicular ao carregamento.

72_2 bZ n2a2
v -2{o 2 en, N (3147

Substituindo-se %zﬁ na eq. (3.147) tem-se:

2

N, =2 |D, —+D, — (3.148)

y L2 "X g2 y 2

e oN . .
O menor valor para a carga critica é obtido quando —~ =0 e assim obtém-se:
ob

b_,[Dy
b_ 3.149
s (3.149)

X

Substituindo-se (3.149) em (3.148) o valor da carga critica fica:

N, :’a”—j(z D,D, (3.150)
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