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Capitulo 5

CTL

5.1 Introducao

O objetivo da tese é apresentar um sistema em deducao natural para a logica
CTL. E uma logica temporal muito indicada para a andalise de programas con-
correntes, uma vez que ela se baseia numa estrutura temporal em arvore, que
corresponde a execucao de um programa com modulos em paralelo, no qual
o comportamento nao é deterministico: ou seja, dado um instante num certo
estado, teremos uma gama de estados possiveis para o instante seguinte.

Considere por exemplo os dois programas seguintes em paralelo:

Considere que inicialmente i=0, e que cada instrucao é atomica. Quando
executarmos os programas teremos varias possibilidades para a ordem em
que as instrugoes serao executadas: P1L1-P1L2-P2L1-P2L1, P1L1-P2L1-P1L2-
P2L2, P1L1-P2L1-P2L2-P1L2, P2L1-P2L2-P1L1-P1L1, P2L1-P1L1-P2L2-P1L2,
P2L1-P1L1-P1L2-P2L2, (onde Piljj significa linha j do programa 1i).

Considerando que o estado da maquina se resume ao valor contido na
variavel i, as possiveis execucoes desses dois programas em paralelo podem ser

representadas pela arvore seguinte:

Programa 1: Programa 2:
i=0 i=2
i=i+1 1=H

Figura 5.1: Dois programas concorrentes
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Figura 5.2: Arvore de possiveis execugoes

o1
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CTL visa entao expressar propriedades de arvores como essa. Mais pre-
cisamente a linguagem de CTL permite expressar coisas como: é possivel que
a execucao seja tal que a condicao A seja sempre valida, ou, qualquer que seja
a execucao a condicao A sera sempre valida, ou, existe uma execucao na qual
cedo ou tarde B serd valida sendo que até 14 A serd valida, etc., onde A e B

sao férmulas da linguagem CTL.

Por exemplo, é comum expressar propriedades ditas de seguranca que
afirmam que uma certa propriedade p jamais se realizara. Tais férmulas tém
a forma: [VG]|—p. Outro exemplo é o de férmulas expressando que uma certa
propriedade p sera obrigatoriamente verdadeira em algum momento do futuro.

Tais férmulas tém a forma: [VF]p.

E sempre bom mencionar a fonte de origem. CTL é uma légica que foi
inventada por Edmund M. Clarke e E. Allen Emerson em 1981 [Clarke1981].
Eles a apresentam com um objetivo bem especifico: construir programas con-
correntes. CTL seria entao usada para gerar automaticamente o “esqueleto de
sincronizagao”do programa. Neste esqueleto sao considerados apenas os detal-
hes importantes para sincronizacao. Assim é importante identificar partes do
cddigo como secao critica e secao nao critica. O que acontece dentro de cada
parte é visto como irrelevante. O artigo é apresentado com um model checker
(uma maneira de checar se uma dada estrutura ¢ modelo de uma certa for-
mula) e um método para testar se uma férmula de CTL ¢ satisfativel e gerar
entao um modelo finito para ela. O artigo termina entao com um exemplo no
qual o problema da exclusao miutua sem starvation para dois processos é re-
solvido em trés etapas: especificacao, obtencao do modelo finito, e extracao do
esqueleto de sincronizacao a partir do modelo obtido. Nesta especificacao sao
identificadas trés partes do codigo: segao critica, secao nao critica, e tentativa
de entrada em secao critica. O resto da especificacao consiste entao em esta-
belecer férmulas que traduzam a relacao que queremos ter entre essas secoes,
como por exemplo [VG](=(SCy A SCy)) (onde SC| significa segao critica do
processo 1).

A linguagem usada era basicamente a mesma da aqui apresentada, com
excecao de [X] que era um conectivo primitivo ao invés de [VX]|. Também
a relacao R era considerada como a uniao de varias relacoes, uma para cada

processo (representando as transi¢oes possiveis para cada um).
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Entre as varias formulacoes de CTL, a tinica que nao é axiomaética é a de
Echagiie [Echagiie1993] que foi feita para calculo de seqiiéntes, mas nao teve in-

fluéncia sobre o nosso trabalho. Sera dada entao a seguir, no capitulo 2, uma ap-

resentagao mais tradicional, seguindo a apresentagao de Goldblatt [Goldblatt1993],

e em seguida no capitulo 3 falaremos um pouco sobre alguns artigos de inter-
esse. Enfim serd apresentada no capitulo 4 a que foi desenvolvida para deducao
natural, e para a qual foram provadas corregdo (capitulo 4) e completude
(capitulo 5). No capitulo 7 veremos como o sistema se comporta em relagao a

normalizacao das provas.

5.2 Computation Tree Logic (CTL)

CTL é uma légica que visa o estudo de programas concorrentes, ou seja, com
modulos executando em paralelo. Quando programas tém modulos que exe-
cutam em paralelo, podemos ver a execucao do programa como sendo nao
deterministica, pois a cada passo nao sabemos qual dos modulos estara sendo
executado. Desta forma podemos pensar na execugao do programa como uma
arvore que nao para de se ramificar, pois a cada estado ela pode evoluir para
varios estados possiveis dependendo do médulo que for executado. Cada né da
arvore representa entao um estado possivel do programa, sendo que o estado
poderia ser representado pelo conjunto dos dados de cada processo, juntamente
com o ponto de execucao no qual se encontra cada um deles (do mesmo jeito
que é costume fazer quando se encara um computador como uma maquina de
estados). Podemos entao observar certas condigdes interessantes e estabelecer
relagoes entre elas. Por exemplo, podemos querer, para assegurarmos que o
programa esta correto, que cedo ou tarde a assertiva A seja verdadeira. Pen-
sando na arvore diriamos: qualquer que seja o caminho percorrido A acabard
sendo verdade. Ou podemos querer que tanto A quanto B sejam condicoes
possiveis. Assim diriamos: existe um caminho que leva a A, e existe um cam-
inho que leva a B. Traduzindo estes dois exemplos em CTL terfamos: [VF]A
para o primeiro e [3F]A A [3F|B para o segundo.

Segue entao uma exposicao de CTL baseada no livro “Logics of Time
and Computation”de Robert Goldblatt [Goldblatt1993].

5.2.1 Sintaxe

A sintaxe de CTL é dada por:
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A=p| L] A — Ay| VX]A| V(AUA,)| 3(AUA,)
E usual usar as seguintes abreviagoes:

- A para A — L

T para —_L

Ay V Ay para (A1) — As

Ay A\ Ay para =(A; — —A)

Ay < Ay para (A — Ay) A (Ay — Ay)

[VF]|A para V(TUA)
[AF]A para I(TUA)
VG| A para =3(TU-A)
[3G]A para —=V(TU-A)
[3X]A para =[VX]-A

5.2.2 Semantica

Considera-se um frame serial 7 = (S, R), e M um modelo sobre F. Um
R — branch comecando em s é uma seqiiéncia infinita sg, ..., S,, ... com s = sq

e s,Rs,.1 para todo n. Um R — path é uma versao finita de um R — branch.
Assim sendo:

M =5 [VX]A sse sRt = ME A
M E,V(AUB)  sse para todo R — branch s = sgRs;... existe k tal
que M =, B e M k=, A para todo i tal que

0<1<k.
M s J(AUB)  sse existe um R — paths = sg...s; tal que M =5, B e

M =, A para todo i tal que 0 < i < k.

Para os outros conectivos adota-se a interpretacao tradicional.

Perceba que [VX]A significa que para todo sucessor imediato teremos A.
As abreviacoes téem entao o seguinte sentido:

[VF]A: para todo caminho infinito (branch) existe um mundo (estado) no qual
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A ¢é verdadeiro.

[IF] A: existe um mundo futuro (ou presente) no qual A é verdadeiro.
[VG]A: de agora em diante (para todos os caminhos) sempre A
[3G] A: existe um caminho infinito no qual sempre A

[

JX]A: existe um sucessor imediato no qual A

O que se pretende encontrar entao ¢ uma logica cujas férmulas correspon-
dam exatamente ao conjunto de férmulas validas em todos os frames seriais,
usando a semantica que acaba de ser descrita. Em [Goldblatt1993] a axioma-
tizagao apresentada a seguir foi provada correta e completa em relacao a esta

semantica.

5.2.3 Axiomas

CTL é entao a menor légica (entende-se por légica um conjunto de férmulas
que contém todas as tautologias proposicionais, e que seja fechado por modus

ponem) da linguagem descrita que contém os seguintes axiomas (esquemas):

Kx : VX](A — B) — ([VX]A — [VX]B)
Dx : [3X]|T

U : I(AUB) « (BV (AN [3X]F(AUB)))
YU :Y(AUB) < (B V (AN [[VX]IV(AUB)))

e é fechada sob as regras seguintes:

Necessitation : = A =+ [VX]A
d—1Ind:+ (BV(AA[3X]C)—C =+ 3IAUB) — C
V—1Ind:+(BV(AAVX]C)—C = FVY(AUB)—C

5.3 Sistemas de Deducao Natural para Légica

Modal

Neste capitulo apresentamos a nocao geral de sistemas de dedugao natural
rotulados, (introduzidos por [Simpson1993]), como uma forma de apresentar

sistemas de deducao natural para logica modal.
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5.3.1 Foérmulas rotuladas

O uso de rétulos em dedugao natural para légica modal nao é novidade, e em
[Basin1997] é exposta uma abordagem que funciona bem para légicas modais
que s6 utilizam os conectivos O e ¢ (além dos cldssicos). Infelizmente essa
solucao nao parece ser suficiente para tratar de nogoes como “until”ou outras
nogoes especificas de modelos com estrutura em forma de arvore. O artigo “La-
belled Propositional Modal Logics: Theory and Practice” [Basin1997] apresenta
uma visao geral do uso de rétulos para logicas modais.

Neste artigo o autor reune varias légicas modais sob uma mesma abor-
dagem, para obter um sistema em deducgao natural, que é correto e completo.
Para isso ele desenvolve uma légica de base, chamada K, que contém as re-
gras da légica classica, (podendo entao derivar todos os teoremas da légica
proposicional), a qual ele acrescenta regras de introdugao e eliminacao para
os conectivos da légica modal: O e ¢. Mas esta logica nao trabalha direta-
mente com as férmulas da logica modal. Ela trabalha com férmulas relacionais
e com férmulas rotuladas (labelled). As férmulas rotuladas tém o formato:
x : A, onde x é um rétulo, e A é uma formula da légica modal. As férmulas
relacionais tém o formato xRy, onde x e y sao rétulos. Informalmente uma
férmula rotulada x : A tem o sentido M =, A. Assim as regras do sistema K
que foram acrescentadas para O e ¢, manipulam férmulas rotuladas e férmulas
relacionais, servindo de certa maneira de interface entre as duas. O sistema K

possui entao as regras seguintes:

o A Ry
x:B y: A y: A zRy .
z: A>B " z OA " x:0A
[z: A— 1] [y : Al[zRy]
y:L ., x:A—>B x:Ap 2:0A4 zRy , s:0A z:By

x: A x:B y: A z: B
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Sendo que em O/, y é diferente de x e nao ocorre em nenhuma hipdtese de
y : A que nao seja rRy; em oF, y é diferente de x e z e nao ocorre em nenhuma
hipétese de z : B (premissa) que nao seja uma das duas indicadas, y : A e zRy.

O resultado é um sistema correto e completo para a légica K. O inter-
essante é que de maneira incremental pode-se passar a outras légicas modais,
desde que sejam caracterisadas por teorias relacionais de Horn. Isso abrange
todas as mais usuais. Estas teorias sao incorporadas por meio de regras que
se unem as regras ja contidas em K. Assim por exemplo, se acrescentarmos a
regra:

TRz

as regras de K, obtem-se um sistema dedutivo para KT.

Isto resulta numa hierarquia de légicas, uma vez que o acréscimo incre-
mental de regras permite passar de uma logica a outra. Por exemplo, acrescentando-
se a regra de transitividade a KT obtem-se KT4 (54).

O artigo mostra que todas as légicas obtidas dessa maneira sao corretas

e completas em relacao a semantica de Kripke associada.

5.3.2 Substituicoes

Uma propriedade desejada em sistemas de deducao natural é que as provas
sejam “fechadas sob substituicao”. Isto significa que podemos substituir uma
hipétese por uma prova desta hipdtese, de tal maneira que a arvore resultante
continua sendo uma prova. Porém héa casos em que isso nao funciona. Em logica

modal, S4 por exemplo, é comum termos a seguinte regra:

DAla DAn

ceey

B
— oI
0B

ou seja, se todas as hipdteses de B sao da forma OA, entdao podemos
deduzir OB.

Suponha agora que substituamos OA; pela seguinte prova de OA;:
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C—04, C
OA,

Teremos entao a seguinte arvore:

¢ —-04A C
_ v F
DAl ) "7DAn
B
— 07
OB

que nao serda uma prova valida, pois a aplicagao de O/ nao é correta.
Logo as provas deste sistema nao sao fechadas sob substituigao.
Uma solugao para este problema é encontrada em [Alechinal998], onde a regra

07 ¢é substituida por:

[OA,, ..., 04,

04, ... OA, B
OB

my

onde todas as hipoteses de B sao eliminadas e reintroduzidas.

Neste trabalho usaremos outra solugao.

5.4 O sistema CN

O sistema CN de deducao natural para CTL nao tem os mesmos simbolos
primitivos. Aqui 3(A ~ B) (que serd explicado a seguir) e [3G]A sdo os conec-

tivos primitivos, e com eles expressamos todas as modalidades de CTL.
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5.4.1 Sintaxe

A sintaxe é dada por:

A:=p| L] A — Ay| VX]A| [3GJA] 3(4; ~ A,)

5.4.2 Semantica

Considera-se um frame serial 7 = (5, R), e M um modelo de F. Um R—branch
comecando em s é uma seqiiéncia infinita sg, ..., S,,... com s = sg € $, RS, 11

para todo n. Um R —path é uma versao finita de um R —branch (como antes).

Assim sendo:

M s [VX]A sse sRt = ME A
M =5 [3GJA sse existe um R—branch s = soRs;... tal que M |=,, A

para todo i € N.
M=, 3(A~ B) sse existe um R — path s = s...s; tal que M =, B e

M ;. Aparatodoital que 0 <i < k, com k > 0.

Note que temos entdo M =5 (A ~ B) = M = A, que é algo que
nao temos com 3(AUDB).

Desta maneira temos as seguintes abreviagoes:

I(AUB) para BV 3(A ~ B)
V(AUB) para =[3(-BU(-A N —=B)) V [3G]-B|

Justificagdo da abreviacao: Para 3(AUB), basta observar que 3(A ~ B)
¢ equivalente a A A [3X]3I(AUB). Para Y(AUB) vemos que uma maneira de
nega-lo é negando A antes de obter B. Vemos que ¢ o caso se I(mBU(—AN-B))
pois chegariamos em —=A A =B (negando A) sem ter obtido ainda B. Mas ha
uma maneira de negar V(AU B) sem passar por —A: basta que B nao se realize

jamais.

5.4.3 Sistema dedutivo

Mas o sistema dedutivo nao trabalha diretamente com as férmulas que acabam

de ser definidas, e sim com uma versao rotulada das férmulas.
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Definicao
i = dg|iy]...
a = aplay|...
l:=ill +a

7 é chamado de label inicial. a é chamado de elemento de label.

[ é chamado de label.

L é o conjunto de todos os labels.

Uma férmula rotulada tem entdo a forma A', onde A é uma férmula e |

¢ um label.

Um teorema de CN serd entao qualquer formula A para qual a férmula
rotulada A’ é obtida através do sistema dedutivo descrito a seguir, com todas

as hipoteses canceladas.
No texto a seguir serao usados os simbolos a, b, ¢, ... ao invés de ay, as, as, ...

Informalmente, afirmar A’ significa que M = A. Quanto a [ +a deve ser
visto como um sucessor de [, ou seja, temos sempre (I)R(I+a). Se escrevermos
[+ b também estamos afirmando que ({)R(I +0b). Assim [ +a,l+ b, +c, ... sdo
todos sucessores de [. SO nao se sabe se representam o mesmo sucessor de [.

Uma notacao provavelmente mais expressiva mais talvez menos pratica seria

sq(1), sp(l),...
Eis entao as regras do sistema dedutivo.

(Atengao quanto ao uso da expressdo “sub-derivacao”. Seu sentido estd ex-

plicado na discussao ao final deste capitulo).

Regra 1:
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Condicoes para aplicacao: Nenhuma
Regra 2:
[A]

Bl
A — B

— 1

Condigoes para aplicagao: Nenhuma

Regra 3:

Al A— B!

- . E
Bl

Condigoes para aplicagao: Nenhuma

Regra 4:

VXA
Al+a

Condicoes para aplicacao: Nenhuma
Regra 5:
Al Al

Al+a

VI
[VX]A!

Condigoes para aplicagao: a nao ocorre em Iy, ...

61
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Regra 6:

3G A

T GE

Condicoes para aplicacao: Nenhuma

Regra 7:

Al EI(A ~ B)Z-I—a
3(A ~ B)'

Condicoes para aplicacao: Nenhuma

Regra 8:

Al Bl+a

— I
(A ~ B)

Condicoes para aplicacao: Nenhuma

Regra 9:

Al [HG]AH—G

- G-
[3G]A!

Condicoes para aplicacao: Nenhuma
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Regra 10:

AY, Al [BGIAT)

[3G] A’ c*
Ok

G+

Condicoes para aplicacao: a nao ocorre em k,lq, ..., 1,.
Regra 11:

Al Al (AL B BY L B (AL 3(A ~ B)HY)

3(A ~ B)! cr o
Ck

I+

Condigoes para aplicagdo: nem a nem b ocorrem em [, k, ly, ..., 1, I}, ..., 1.

Regra 12:

D

-[vX]-A

Condigoes para aplicagdo: existe uma sub-derivacao de D (terminando

em —[VX]-AY) cujas hipdteses sdo todas ocorréncias de A'.
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Regra 13:

D
[3G1A" B! .
3G B!

Condigoes para aplicacdo: existe uma sub-derivacao de D (terminando

em B') cujas hipéteses estao contidas no conjunto {A'}.

Regra 14:

Condicoes para aplicagao: existe uma sub-derivacao de D cujas hipoteses
estao contidas no conjunto { A', C**¢} e uma sub-derivacio de D, cujas hipéteses
estao contidas no conjunto {B!T%}. Além do mais, se uma das sub-derivacoes
consideradas for a prépria arvore Dy ou Dy, entao as hipéteses do conjunto

respectivo podem ser canceladas.

5.4.4 Comentarios
Sub-derivacao

Nas condicgoes de aplicagao de algumas regras ¢ usada a expressao “sub-derivacao”.
Este conceito, aqui, difere daquele usualmente encontrado na literatura. Em
geral sub-derivacao costuma designar uma derivagao D’ extraida de uma derivacao
D da seguinte forma: a partir de um certo ponto, corta-se tudo o que esta
abaixo. Ou seja, daquele ponto para cima a arvore fica intacta (sendo que
algumas hipé6teses que eram canceladas, podem deixar de ser).

Aqui sub-derivacao tem um sentido mais genérico. Qualquer fragmento
de derivacao é uma sub-derivacao, desde que a extragao deste fragmento do
todo nao venha violar as condigoes de aplicagao de alguma regra contida no
fragmento. Assim nao é necessério cortar apenas a parte da arvore que se situa
abaixo de um certo ponto: pode ser cortar a parte da arvore que se situa acima
de algum ponto.

Por exemplo a derivagao:
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A B
ANB

¢ uma sub derivacao de:

ANC
A B
CAAB

B— (AAB)

Até aqui a introducao deste conceito pode parecer confusa e inutil. Ve-
jamos entao um exemplo no qual a extracao de uma sub-arvore nao gera uma
sub-derivacao.

Considere a derivagao seguinte:

pA=3(T ~-p) [-p ot T pA=3(T ~-p) (T ~-p)te T
AE 3r AE 3-
~3(T ~ —p)! (T ~-p)! ~3(T ~ —p)! (T ~-p)!
— F — F
1 1
1B S N
plte =3(T ~ —p)tte (VX]=(p A =3(T ~ -p))']?
N VE
pA-I(T ~-p)te ~(pA—3(T ~ —p))He
— F
1
— 13

S[VX]=(p A =3(T ~ —p))’
GInd

[3G](p A =3(T ~ —p))*

O ponto critico é a aplicacao de GInd. Esta aplicacao é correta pois a
derivagao em questao tem uma tnica hipdtese (nao cancelada):
pA=3(T ~ —p).

Considere entao a derivacao obtida pelo simples acrécimo de
AN (pA=3(T ~ —p)) acima da hipétese p A =3(T ~ —p)L.

A &rvore obtida tem agora duas hipéteses (ndo canceladas) distintas:
pA=HT ~ —p)le AN (pA-3(T ~ —p). Mesmo assim a aplicacdo de
GInd esté correta, pois existe uma sub-derivagao (obtida simplesmente reti-
rando o acrescimo que acabamos de colocar na derivacao, e obtendo assim

a derivagao inicial) terminando em —[VX]=(p A =3(T ~ —p))!, cuja tnica
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hipotese é p A =3(T ~ —p)t.

Enfim, eis um exemplo de arvore extraida que nao é uma derivacao:
s

S[VX]=(p A =3(T ~ —p))’
[3G)(p A —3(T ~ —p))!

— I

GInd

A aplicacao de GInd é errada pois a derivagdo em questao nao possui
nenhuma sub-derivacao terminando em =[VX]|—(p A =3(T ~ —p))’ cuja tinica

hipétese seja p A =3(T ~ —p)t.

Toda esta formulacao das condig¢oes de aplicacao nao é necessaria para se
obter completude ou correcao. Ela serve apenas para facilitar o estudo das pro-

priedades deste sistema. Mais precisamente ela fornece ao sistema a seguinte

propriedade:
A By B
D,
Se (§ D2
A
C

D,
. L . {A} B By
sao duas derivacoes, entao
D,
C

também é uma derivagao.

(Compare esta alternativa, por exemplo, com a alternativa usada em

[Alechinal998| no tratamento de OF).
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Paralelo com a légica classica

Algumas comparagoes com a logica clssica [VanDalen1994] podem ajudar a

entender as condicoes de aplicacao de algumas regras.

A introdugao de V deve ser comparada com a introducao de V na logica
classica.

A regra GG+ deve ser comparada a regra de eliminacao de 3 na logica
classica.

A regra 34 deve ser comparada as regras de eliminagao de V e de elim-
inacao de 3 na logica classica, pois dessa maneira pode-se ver que a regra esta

apenas afirmando que:
ME;J(A~B) implica M s Ae M | B) ou (M g Ae
M =, (A ~ B)), para algum t tal que sRt.

5.4.5 Algumas provas

Vejamos entao alguns exemplos de prova.

Kx

Ky : [VX](A — B) — ([VX]A — [VX]B)

[[VX](A - B)'? VE [[VX]Ai]l
A e Aite
Bi+a
VI
VX]B ,
VXA = WXIB
VX](A = B) — (VX]A — [VX|B)

— F

—)]2

Observe que a aplicacao de VI respeita a restricao de a nao ocorrer nas
hipéteses. Perceba também que embora tenhamos obtido a conclusao com label

1, poderiamos ter usado qualquer outro label, como por exemplo 7, ou 7 + b.
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Dy : [3X]T

H\V/X]_‘_‘J_i]Q [J_i—i-a]l
—— | ite B h
— F
L
_ [2

Observe a ocorréncia de L sem label nenhum. A rigor, deveria ser 1,
Mas pela regra L F podemos deduzir 17 de L? quaisquer que sejam i e j. Em
outras palavras, quando obtemos uma contradicao em um mundo especifico,

esta contradicao se “espalha”para todos os mundos.

5.5 Completude

Nesta secao a completude do calculo é provada. Para isso é usada a axioma-
tizacao de CTL que foi usada na exposicao que fizemos de CTL. Desta maneira
basta reproduzir os axiomas e as regras de inferéncia mencionadas: como o sis-
tema possui modus ponem, ele sera automaticamente capaz de efetuar qualquer
prova que seja feita com a versao axiomatica, usando a tradugao aqui indicada.

Desta forma, esta parte consiste essencialmente em provas realizadas em
CN, uma para cada axioma e para cada regra de inferéncia.

Recapitulamos aqui os axiomas e as regras de inferéncia:

Kx : [VX](A— B) — ([VX]A — [VX]B)
Dx : 3X]T

U : I(AUB) — (BV (AN [3X]I(AUB)))
VU :V(AUB) < (BV (AN [[VX]V(AUB)))

Necessitation : = A = F [VX]A
d—Ind:+(BV(AAN[EX]C)—C =F3(AUB) - C
V—1Ind:+(BV(AANVX]C)—C = FY(AUB)—C
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5.5.1 Abreviacgoes

Para realizar as provas algumas abreviagoes sao tuteis. Usaremos entao as

seguintes regras, pois tornam as provas mais legiveis.

VI

AV B

\2i

AV B

ANB
NE

ANB
NE

N

ANB

Essas regras sao justificadas pelas provas seguintes:
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Passamos agora as provas.

5.5.2 Axiomas
Kx

Kx : [VX](A — B) — ([VX]A — [¥X]B)

(vide secao 4.5.1)

Dx

Dy : [3X|T

(vide segao 4.5.2)

Na sequéncia é importante lembrar das abreviacoes:

J(AUB) para BV 3(A ~ B)
V(AUB) para =(=AA—-B) A=3(=B ~ (A A -B)) A—[3G]-B

U

U : I(AUB) < (BV (AA[BX]3(AUB)))
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Como JF(AUB) é BV 3(A ~ B), a prova pode ser feita em duas partes:
B — BV (AN [3X]3(AUB)) (que ¢é evidente) e (A ~ B) — BV (AA
[3X]|3(AUB)) que segue abaixo:
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mT
IN

(@ ~VIErnG)-[XAl-VV)A g

. " @~ vEra) XA vy
~< (g ~VEAND)-[XA-VY Ny (g ~VEAND)-[XA-VY (g ~V)E
- (g ~V)EAG)-[XAl- eloV] . (g ~V)EANG)-[xAl- elV]
T - T
v ((d ~VIEAG) o ((d ~VIEAG)- v ~VIEANG) v ((d ~VIEANT)-
aA IN AA
clor(d ~ V)E] L((g ~V)EAG)-[xAll oo, d] LG ~V)EAG)-[xA]

VO/LT09T00 oN [enbiq oedesyiia) - o1y4-ONd
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Na prova a seguir falta AA —[VX]|~(BV3(A ~ B))F 3(A ~ B) que esta

explicitada logo em seguida:
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VT ———
-
m —
(g ~V)EAg)-[xAl (g ~V)EAG)-[XA-
IA qv
v (8 ~VEAG)- (g ~VIEA)-[xA-VY
mN —
T
m —
»lo(d ~ V)E-] g ~V)E
Nrﬂm>
g ~V)E (g ~V)E elo (g ~VIEAG]
—E IE
4 NFAI.Am ~ v\vmg 4 LdAI.m_
HV HV
(g ~VIEAG)-IxXA-VV (g ~VIEAG)-IxXA-VY
n d~VENG
14 Hm\/
‘Sxmz<ﬁ>m A§>mzaﬁ>mN2m2<ﬁ>m?§£r<$>m

Limz<ﬁ>mT§£r<$

VO/LT09T00 oN [enbiq oedesyiia) - o1y4-ONd
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W2

VU V(AUB) < (B V (AN [VX]IV(AUB)))

Na prova a seguir ¢ assumido que ~(BV (AA ([VX|V(AUB))) - =B, que
resulta da l6gica cldssica. Fora isso falta provar que =(BV(AAVX|V(AUB))",Y(AUB)" -
=(=AA=B)A—-3(=B ~ (mAA=B)) A =[3G]=B™* que est4 explicitada logo

em seguida na forma de trés provas:
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<

(@nv)AlxaAlvy)ng

T
-
L(((@nv)AlxAl vV v) Ag)-] ((@nv)AlxaAlvv) A g
IN
Agnv)AlXAl VY
v
Agnv)AlxAl WV
IA ﬂ@% N
pid-[OEl-V (G- VvV V=) ~gu)E- Vv (g-Vy-)- T
. 7
: -V V= A=V y-)=
Lanva L@nv)alxalvy) Ag)-] v qv
- Ly Aanv)a

L((@nv)AlXAl VY) Ag)-]

VO/LT09T00 oN [enbiq oedesyiia) - o1y4-ONd
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—(BV (AN [VX|V(AUB))'

B’ [~A A =B
a1

3(—|B ~ (—|A A —|B))Z

78

V(AUB)' 5
A

—E|(—|B ~ (—|A A\ —|B))Z

— F

L

=(BV (AA[VX|V(AUB))

Y(AUB)' . —B B(=B ~ (A A —B))+]!
- A\ -
—\3(—\3 ~ (—\A N —\B))Z 3(—|B ~ (—\A A —\B))Z
— F
1
- — [1
3(—B ~ (~A A —B))H
—(BV (AN VX]V(AUB))*
Y(AUB)' —B (3G]-B™)!
—— AF . G—
~[3G]-B 3G]-B
— F
1
~[3G]~B*
<

As trés provas a seguir constituem a prova de AAVX|V(AUB) + Y(AUB),

nas quais foram omitidas (indicadas por uma linha dupla) provas do tipo

VX](A A B) - [VX]A?

AN VXV(AUB) [~AA =B
- AE - AFE
A" - A
— K
1
— _[1

J—


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016017/CA


79

5 CTL

=V ye) ~g-)E-

m.N <—
) T
4 ﬂn_lm
T T L(g=vye) ~ go)E]
H H
o=V V=)= o d-V V-] w(@-vye) ~gue-  (lnL(g=-vye) ~go)el

A qA

(g=Vy-)=[xAl gV V=) ~g-)E-[xAl

(Gnv)AXAl VY (Gnv)AIXAl VY

VO/LT09T00 oN [enbiq oedesyiia) - o1y4-ONd
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AN VXV(AUB)

VX]-[3G]-B' e
ﬁ[HG]—!BiJra [[EIG]_‘BZ'+G]1 E
(3G]-B]? N -
- G+,
—36-B

Com isso, o que vem a seguir acaba de provar BV (AA [VX|V(AUB)) —
V(AUB)
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n anv)a
9 mm\/
(gnv)a Aanv)a @nv)alxaAlvy) g
. Iv
: -[DE]- ((g-Vvy-) ~g-)E- (g-Vvy-)
WL (@nv)ALXAl v V] T T '
T T T
H o «— o «—
= cl,d] = ol,4] - ol,4]
a5 C+E gV
Lsmrﬁo_m: L.@m_l_mﬁsm,l_mﬁﬁm_l/\w)lv ~ m_lv_m_ L.sm_l/\v\_l_

VO/LT09T00 oN [enbiq oedesyiia) - o1y4-ONd
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5.5.3 Regras de inferéncia
Passamos agora as provas das regras de inferéncia, que sao:
Necessitation : = A = F [VX]A

I—Ind:+ (BV(AA[EX]C)— C = F3I(AUB) — C
V—1Ind:+ (BV(AAVX]C)— C = FY(AUB) — C

Necessitation

Para isso precisamos de um teorema:

Teorema 1
Se D é uma derivacao, ¢ um label inicial, e @ um elemento de label que nao

ocorre em D, entao a substituicao de ¢ por ¢ 4+ a na derivagao D resulta em

uma derivacao.

Prova

Por indugao no nimero de aplicacoes de regras de inferéncia na derivagao D.

Para provar Necessitation basta dizer entao que se - A, é porque existe

uma prova  na qual todas as hipdteses foram canceladas.
1

Logo, pelo teorema 1, escolhendo a que nao ocorre na derivacao, substi-

tuindo ¢ por i + a e acrescentando uma ultima aplicacao da regra VI obtemos:
D/
Ai+a
- V]
VX]A*

Como essa derivagdo nao tem hipdtese (ndo cancelada), temos + [VX]A
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d— Ind

J—Ind:F (BV(AA[IX]C)) = C =+ 3I(AUB) — C

[CH—{L}Q
(AN —[vX]-C* (Bt
—_— F VI
BV (AA[3X]C) BV (AA[EX]C)— C BV (A A [3X]0)HHe BV (AA[3X]C) — Clte
— F
3(A ~ B)! c! olte

JE1,2,3

A isso acrescenta-se a prova de B' - C! para terminar a prova de 3— Ind:

d VI -
BV (AA[BX]C) (BV (AA[3X]C)) — C! 5
c -

YV — Ind

V—Ind:+ (BV(AANX]C)— C = FY(AUB) — C

A estrutura geral da prova é dada por:

'_

— FE


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016017/CA


84

5 CTL

4

0 = (@nv)a
DOLSSD]O UU%EON =

(o= Vv (gnv)a)-

0 — OlxAlvy) ne glo= Vv (anv)al

€ —
T
H «—
R:gtals G- 1DEl-
- 0= Vv (@nv)AlDE] gl,o= Vv (anv)al
purn
0=V (@nv)A)-[xAl-
T —
T
H <
OlxAl Olxal-
IA ”
o4O D0 — OIxXAlvy)ana [,0-V(anv)al
taT B
T
H
v (0= V (ENY)A)- 0=V (@NVIA
qA v
L (o= Vv (@nv)r)-[xAll tlog,0-] v (NV)A
qA——————

JLa@nv)alxal

0 — OIxAlvvy) ne el,o= Vv (gnv)al

)

VO/LT09T00 oN [enbiq oedesyiia) - o1y4-ONd
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S6 falta entao explicar as quatro derivacoes que nao foram explicitadas:

-C! =
V(AUB) A =C V(AUB) A—~C' BV (AAX]C) = C'

-[3G]-B B

- -
Y(AUB) A=C' BV (AN[VX]C) — C' Y(AUB) A=C' BV (AAN[VX]C) — C!

ﬁ[v;'(]c’ VX|V(AUB)"

As duas primeiras sao evidentes. Eis entao a terceira (I.c. significa lgica

classica):
Y(AUB) A =C"
AE H
! BV (AN [VX]C) —>Cll
.C.
-B A —(AN[VX]O) , Y(AUB) A -C"
.C.
(=B A-A)V (-BA-[VX]CO) V(AZ/{B)Z l
.C.
-B A —[VX]C l
-[vX]C"
A quarta, enfim, foi dividida em trés partes:
Y(AUB) A -C" [-AA-B'T? [-BY} Y(AUB) A -C"
ANE F dI ANE
-C! BV (AN [VX]C) — C" (=B ~ (=AA-B))! Y(AUB)
l.c. l.c.
-B A (AN [VX]O)! ‘ 1 ‘
NNE — 1FE;
-B! B
— F
1L
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|_
Y(AUB) A -C' BV (AN [VX]C) — C" Y(AUB) A —C"
Lc. -
-B! ‘ [3(=B ~ (mA A =B))"*)} Y(AUB)
J—
(=B ~ (=AA-B))! -3(-B ~ (mAA-B))!
1
— Iy
3(=B ~ (mAA-B))*
l_
Y(AUB) A =C' BV (AN[VX]C) — C! , Y(AUB) A =C"
.C.
-B [3G]-B")! . Y(AUB)!
— —A
[3G]-B -[3G]-B
— K
1
E——
—[3G]-B"**

Isto encerra entao a prova de que CN é completo

5.6 Correcao

Nesta parte trata-se de provar que tudo que se prova em CN ¢é correto, ou seja,

também é verdade em CTL.

Embora a prova da completude tenha sido feita sintaticamente, (tratamos
de reproduzir um sistema axiomético ja existente), a prova da corre¢ao nao
poderia ser feita da mesma maneira. Isso porque o uso de férmulas rotuladas
permite provas nao reproduziveis em CTL. Por exemplo podemos provar que
[VX]A' = A" o que nao pode ser feito em CTL. Assim a prova a seguir serd
feita semanticamente, ou seja, provaremos que qualquer teorema obtido em
CN ¢é valido em todo frame serial.

Para isso provaremos uma propriedade mais forte, que nao diz respeito
unicamente a teoremas, mas diz respeito também a provas com hipdteses nao
canceladas. Os teoremas serao apenas um subconjunto das provas que pode-

mos obter em CN.
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Para isso algumas defini¢oes sao introduzidas.

5.6.1 Definicoes e lemas

Definicao 1
i = dg|iy]...
a = aplay|...
l:=ill +a

7 ¢ chamado de label inicial. a é chamado de elemento de label.

[ é chamado de label.

L é o conjunto de todos os labels.

Observe que todo [ ¢ finito, e assim L é um conjunto enumeravel.

Definigao 2

Uma valora¢ao é uma fungdo v : L — S tal que v(l) = sev(l+a) =t

implica sRt.

Definicao 3

M |, Al é, por definigao: M =,y A

Definigao 4: férmula 3(A ~ B)

M = (A ~ B) significa que existe um R — path s = s, ..., Sy no qual

M =, A para todo i < k, e M |=,, B, com k > 0.

Definicao 5: férmula [3G|A

M =, [3G]A significa que existe um R — branchs = sg, ..., S, ... 10 qual

M=, Aparai e N

Dois lemas sao usados com freqiiencia na prova:
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Lema 1
Se v é uma valoracao e a nao ocorre nos labels [y, ..., [,, e v(I) Rs, entao existe

uma valoragao v tal que v(l;) = v(l;) para todoi de 1 an, e v(l +a) = s.

Lema?2

Se v é uma valoracao e v(l)Rs, entdo existe v’ tal que v'(l) = s.

Prova dos lemas 1 e 2

A prova dos dois lemas é trivial usando o axioma da escolha.

5.6.2 Prova

A prova da correcao propriamente dita consiste em provar que para toda

derivacao de CN:

Al Al
D
Al

e para todo modelo M sobre um frame serial F = (S, R) e toda valoracao
v:L— S,

(M =, A} para todo i€ [1,n]) implica M =, A!

Assim vemos que uma conseqiiéncia direta desta prova serd que se A’ é
teorema de CN, entao para todo M e toda v:

(M =, Al para todo i € (}) implica M =, A

Como a premissa é trivialmente verdadeira, isso implica que para todo

M e para toda v, M |=, A", ou seja, M |=,) A.

Vemos entao que se A nao fosse um teorema de CTL, haveria um modelo
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M com mundo s tal que M [~, A. Tomando entao v tal que v(i) = s, teriamos
M [;év(i) A.
Logo se A é teorema de CA, A é teorema de CTL. (E neste sentido que

o sistema é correto.)
A prova é feita por inducao no nimero de inferéncias, ou seja, € necessario
percorrer cada regra e verificar que ela seja correta. Sao quatorze regras.
Regra 1:
[A — LF]

N
E 1FE

Condicoes para aplicacao: Nenhuma
Prova:

MEm A— L = ME,; L. Como certamente M =, L, entao
M l?év(k) A— L. Logo M ):v(k) A.
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Condicoes para aplicacao: Nenhuma
Prova:

(./\/l ):v(l) A= M ):v(l) B) = M }Zv(l) A— B

Regra 3:
Al A— B
— F
Bl

Condicoes para aplicacao: Nenhuma
Prova:

(M ):U(l) AeM ):’U(l) A— B) = M ):v(l) B

90


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016017/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0016017/CA

5 CTL 91

Condicoes para aplicacao: Nenhuma
Prova:

ME, VX]A" = M E,0) VX]A = M Eyi44) A pois v(l)Ru(l + a).

Regra 5:
Alf, oy Al

Al—i—a

VI
[VX]A!

Condigoes para aplicagao: a nao ocorre em Iy, ..., [,.
Prova:

Se néo fosse verdade, existiria v tal que Vi(M =, AY) e M £, [VX]AL

ou seja, teriamos v(l)Rs com M [~; A. Logo, pelo Lema 1, contradiriamos a

H.1I.
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Regra 6:

3G A

T GE

Condicoes para aplicacao: Nenhuma
Prova:

ME, 3GIA" = M, 3GIA = M ) A por definigao.

Regra 7:

Al El(A ~ B)lJra
(A~ B)'

Condigoes para aplicagao: Nenhuma
Prova:

(M ):U Al e M ’:v H(A ~ B)Ha) = (M ):v(l) Ae M ’ZU(H_Q) H(A ~
B)). Como v(I)Rv(l+a), temos, pela def. de 3(A ~ B), que M =, I(A ~ B).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016017/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0016017/CA

5 CTL 93

Regra 8:

Al Bl+a

— I
3(A ~ B)

Condigoes para aplicagao: Nenhuma
Prova:

(M ):U Al e M }:v Bl+a) = (./\/l }:v(l) AeM ):v(l—l—a) B). Como
v(l)Ru(l + a), temos, pela def. de I(A ~ B), que M =, I(A ~ B).

Regra 9:

Al [HG]AH—G

- G-
[3G]A!

Condicoes para aplicacao: Nenhuma
Prova:

(M |y A' e M |5, [3GIA™Y) = (M ) A e M FEyra) [3GIA).
Como v(l)Rv(l + a), temos, pela def. de [3G|A, que M =, [3G]A.
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Regra 10:
Al Al [3G)A™]

[3G] A’ c*

o G+

Condicoes para aplicacao: a nao ocorre em k,lq, ..., 1,.
Prova:

Supomos M =, [3G]A! e M =, AY para i € [1,n]. Logo v(l) =
SoRs1R...Rs,R... com M =, A para todo i € N. Pelo Lema 1 temos v
tal que v(l;) = v(l;),v(k) = v(k) e 9(l + a) = s1. Logo M =5 [3G] AT, Como
também M =5 Al pois 5(1;) = v(l;), e usando a H.I., temos M =5 C*. Logo
M sy C = M Eyp C = M, CF.

Regra 11:
Al Al (AL B BA B (AL 3(A ~ B)HY)

(A~ B) c* o

c* 3+

Condigoes para aplicagdo: nem a nem b ocorrem em [, k, ly, ..., 1, I}, ... 1.

Prova:

Supomos que M =, I(A ~ B}, M k£, A e M k=, B;j. Logo
M 0 (A ~ B). Assim, ja temos M |=,q) A. Além disso, de duas uma
(a0 menos): ou existe s tal que v(l)Rs e M |=; B, ou existe s tal que v(l)Rs
e M =, 3(A ~ B).
No primeiro caso, pelo Lema 1, existe U tal que 7 = v em todos os labels, com
excecao de [ + a, tendo T(l 4+ a) = s. Assim temos M |=51) A e M [=5(4q) B.
Pela H.I. (a primeira das duas derivacoes que levam a C*), temos entdo

M 5y C. Como (k) = v(k), tenho M =, C*.
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No segundo caso, a prova é semelhante.

Regra 12:

D
—[VX]-A!

Condigoes para aplicacdo: existe uma sub-derivacao de D (terminando

em —[VX]|=A") cujas hipéteses sdo ocorréncias de A'.
Prova:

Supomos que M =, Al Logo pela H.I. M |=, -~[VX]-A! Logo existe
s tal que v([)Rs e M =4 A. Pelo lema 2 temos v’ tal que v'(l) = s. Logo
M ) A. Logo, pela H.I., M |=v'(1)~[VX]|-A. Logo existe t tal que v'(I) Rt
(ou seja tal que v(l)RsRt) e M =, A. E continuando assim podemos obter

uma cadeia infinita.

Regra 13:

D
[F3G1A" B! .
[3G1B

Condigoes para aplicacdo: existe uma sub-derivacao de D (terminando

em B') cujas hipéteses estao contidas no conjunto {A'}.
Prova:

Supomos que M =, [3G]A. Logo existe uma sequéncia v(l) = soRsi R...Rs, R...
com M =, A para todo i € N. Como M =, [IG]A, entdo M =, A. Logo
pela prova D, M =, B. Como soRsy, pelo lema 2 temos v’ tal que /(1) = s;.
Assim M =) A. Logo pela prova D, M |=,) B, ou seja, M =, B. E

assim por diante.
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Regra 14:

3(14 ~ [3)1 (7l (jb+a
dF

Condicoes para aplicacao: existe uma sub-derivacao de D cujas hipdteses
estao contidas no conjunto { A, C'*} e uma sub-derivacao de D, cujas hipéteses
estdao contidas no conjunto {B"*}. Além do mais, se uma das sub-derivacoes
consideradas for a prépria arvore D; ou Dy, entao as hipéteses do conjunto

respectivo podem ser canceladas.
Prova:

Supomos M =, (A ~ B)!. Logo existe uma sequeéncia v(l) = soRs; R...Rsy,
tal que M =5, A parai < k, e M |=,, B. Pela aplicagao do lema 2 obtemos v’
tal que v'(l) = s1. Aplicando o lema 2 sucessivamente, chegamos a vg(l) = s5_1,
e aplicando entao o lema 1 otemos 7y tal que 7p(l) = sp_1 e To({+a) = sx. Logo
M g B Por D, deduzimos entao que M =g C14. Logo M s C1F9 e
M = AL Por Dy deduzimos entdo que M = C!, ou seja, M =, , C.
Da mesma forma que obtivemos 7y, obtemos 77 com 7(l) = s;_o e T1({ +a) =

Sk—1, que nos permite deduzir M = C. E continuamos assim até obter

Sk—2
Ur—1 tal que U5_1(l) = sp e Up_1 (I + a) = s1, sendo que ja teremos provado que
M =, C, ou seja, que M [=5— C'. Com M |=5— Al e Dy obtemos entao

M E5— C', ou seja, M =, C.

5.7 Normalizacao

5.7.1 Nocoes de Teoria da Prova

O que se pretende neste capitulo é normalizar as provas. Para definir o que

significa normalizar, algumas defini¢oes sao necessarias.
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Definicao 1
A ocorréncia a de uma férmula é uma formula mdxrima, se a é a conclusao

de uma regra de introducgao e a premissa maior de uma regra de eliminagao.
Numa regra de eliminacao com mais de uma premissa, é chamada de pre-

missa maior aquela que contém o conectivo sendo eliminado.

Definigao 2

Uma prova é normal se nao contém férmulas maximas.

O que se deseja entao ¢ mostrar que toda prova pode ser transformada
numa prova normal.

Isto tenta ser feito procurando cada férmula maxima da prova, e mostrando
que existe uma redugao que transforma a prova em questao numa prova sem

a dita férmula maxima.

Uma nocao também importante sera a nocao de caminho. Um caminho
é uma seqiiéncia de férmulas extraidas de uma prova. Em geral um caminho
comeca numa hipotese e segue passando para a conclusao a0 da regra da qual a
tal hipotese é premissa, e em seguida passa para a conclusao da regra da qual
« é hipotese, e assim por diante. Porém os caminhos nao seguem essa ordem
no caso das regra 3+, 3F, G+ e G =, como serd explicitado adiante.

Assim, ao efetuarmos a eliminagao dos cortes de uma prova, nao conside-
raremos a arvore formada pela prova, mas sim a arvore formada pelos caminhos
que se encontram na prova. Teremos entao o cuidado de observar que apds as
redugoes propostas, a arvore de caminhos continuara correspondendo a uma
prova.

Desta forma ndo precisamos nos preocupar com regras permutativas
[VanDalen1994].

5.7.2 Investigando CN

Esta secao comeca investigando a propriedade da sub-formula. Mais precisa-
mente, é mostrado que o sistema CN nao satisfaz a propriedade da sub-férmula.
Esta propriedade afirma que para toda prova, existe uma prova equivalente
cujas féormulas sao todas sub-formulas das hipdteses ou da conclusao. Assim
sera exibido um exemplo de prova que nao pode ser realizada sem passar por

férmulas que nao sejam sub-féormulas das hipéteses ou da conclusao.
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A prova em questao é: p A —-3(T ~ —p) F [3G]p

Eis uma prova:

pA=3(T ~ —p) [-p et T pA=3(T ~ -p) B(T ~-p)ter T
AE ar AE -
=3(T ~ -p)’ 3(T ~-p) =3(T ~ -p)’ 3(T ~-p)
— F — F
1 1
1FEq B ———— D
plte =3(T ~ —p)te (VX]=(p A =3(T ~ —p))1]3
Al VE
pA=3(T ~ —p)te =(pA-3(T ~ -p)'te
— F
1
— I3

S[VX]~(p A =3(T ~ —p))’
GInd

[3G](p A =3(T ~ —p))’

Supoe-se entao que exista uma prova de p A =3(T ~ —=p) F [IG]p que
s6 use sub-formulas de p A =3(T ~ =p) ou [IG]p. Logo esta prova nao pode
usar as regras GInd ou GG =, pois violariam obrigatoriamente a propriedade da
sub-férmula, uma vez que p é atomica. Vejamos entao como terminaria uma

prova cuja conclusao é [3G]p.

Nao pode ser a conclusao de uma regra de eliminagao, ou a regra teria
uma premissa que nao ¢é sub-formula das hipéteses ou da conclusao. Se for a
conclusdo de uma das regras cuja conclusdo é uma das premissas (mas com
label diferente) entao o mesmo problema existe para a tal premissa: como obté-

la? Também nao provém de uma regra de introducao pois ja eliminamos GInd

ou G =.

Logo nao existe prova de p A =3(T ~ —p) F [IG]p que s6 use sub-
formulas de {p A =3(T ~ —p), [3G]p}. Assim o sistema CA nao tem a pro-

priedade da sub-féormula.

Para explorarmos um pouco mais o problema podemos observar se o
sistema nos permite eliminar “férmulas maximas”. Pelo que acabamos de ver

ele certamente nao permite, mas talvez um fragmento do cdlculo CN permita.
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5.7.3 Reducoes

Para verificar se as formulas maximas desse sistema sao eliminaveis, é necessario

estudar um a um os conectivos 3(... ~ ...), [IG] e [VX].

Reducgao para V

A redugao é semelhante a redugao usada para Va em logica de primeira ordem
[Prawitz1965]:

D
Al+a 1 D[CL - b]
l‘v’[ reduz para )
VXA Al
Al+b

Reducgoes para 3

O tratamento deste caso é mais complexo, por causa da quantidade de regras

associadas a 3.

Para facilitar, quebramos a regra 3+ em duas regras distintas, que chamamos

de dFE* e 3 4+ .

Al Al (AL B BA B (AL 3(A ~ B)HY)

(A~ B)! c* c*

c* >

¢é substituida pelas regras

3(A ~ B)'

T JE%
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Al Al (B BY L Bl (A ~ B

3(A ~ B)! o o
Ok

34 x

Considera-se entdo que em toda aplicacio de 3 + % as hipdéteses BT
e 3(A ~ B)!*? ocorrem e sdo canceladas (se nao fosse o caso teriamos uma

redugao evidente).

Precisamos agora definir os caminhos que ocorrem numa derivagao. Em
vez de definirmos textualmente dizendo algo do tipo “Toda seqiiéncia Ay, As, ..., A,
onde A; € premissa maior de A;1q, ou A; € (A ~ B) e Aj11 € uma das
hipdteses canceladas numa aplica¢io de 3 + %, ou ...”[Prawitz1965], faremos

um diagrama representando os caminhos possiveis.

Uma aplicacao de 4 4 * da origem aos caminhos seguintes:

3(A ~ B)! 3(A~ B)
B A~ B
ol c*
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Uma aplicacao de 3F da origem aos dois caminhos seguintes:

3(A ~ B)'
Bl+a
3(A ~ B)! :
Al Cl'Jra
!

Os caminhos gerados por dE*, 3— e 3I sao evidentes.

Podemos encarar dE* e dE como regras de eliminagao, 31 como regra
de introducao, 3— como uma regra de propagacao, e 4+ % como uma regra de
propagacao e introducao.

Assim nao basta apenas analisar os casos onde uma regra de introducao é
seguida de uma regra de eliminacgao: precisamos analisar o caso onde uma regra
de introducao é seguida por um nimero arbitrario de regras de propagacao,
seguidas por uma regra de eliminacao, pois neste caso também teremos uma

formula méxima.

As redugoes seguintes resolvem todos os casos.

1 seguida de 3 + x

Al Al (B BY L Bm [3(A ~ B)HY

Al phte : ;
—dI : y
(A~ B)! c* c*
o d+ %
reduz para

l l l+a
Al L AN B

o
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1 seguida de JE'*

Al Bl+a
— I ;
(A ~ B) reduz para A
— JFx

Al

31 seguida de JF

Al7 Cvl+a Bl+a

Al pite : :

—_— 3] . .

(A ~ B)! C ctta

=1
Cl

reduz para

Bl+a
Al C«l'-‘ra

cl

102
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d— seguida de 3 + x

Al A (B9 B Bl [3(A ~ B)Y
Al El(A ~ B)l+a D

(A ~ B)! c* c*

34 %

reduz para

BY, .. B 3(A ~ B)te
Db « d]
Ok

pois b nao ocorre em k, 11, ..., 1

m*

d— seguida de dE*

Al E|<A ~ B)l-‘ra

I—
3(A ~ B)' reduz para A’
— JEx

Al
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I seguida de um ntmero arbitrario de 93—, seguidas de 3F

Al+a1+...+an_1 Bl+a1+...+an

Al+a1+...+an_2 E|(A ~ B)l+a1+..v+an—1 31
Al+a1+...+an,3 El(A ~ B>l+“1+---+an72 J—
Al E'(A ~ B)H—al -
(A ~ B)
Al Bl'—i-a JE
Al . Cl.+a
o
reduz para

Bl+a1+...+an

Al+a1+..‘+an71 Cl+a1+...+an

Al+a1+4~~+an72 Ol+a1+4~~+an71

Al Cl:f—al
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d+ * seguida de 94—

(A ~ B)!

105

I R !
A" 3(A ~ B)"*e : reduz para  3(A ~ B)

(A~ B)'

Reducgoes para [3G]

G— seguida de GF

Al [FGlAtte .
3G A ~ reduz para

G+ seguida de G—

[3G]A!
Al [3G) A " reduz
para
3G A “

G— seguida de G+

Al EG]AH—a
[3G]A! reduz para
[EIG]AZ+a

GInd seguida de GE

[3G] Al

[HG] Al+a
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G = seguida de GE

Bl
[3G] B! g; reduz para
Bl

GInd seguida de um ntumero arbitrario de G+ seguidas de GE

- Al reduz para

Al

Al

VXAl
[3G]A! .
[EIG]AZ+a1

GInd

[HG]Al—&:a1+...+an
Al+a1+...+an

GE
o

reduz para

106
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[Al+a1+'-..+an71] [Al+a1+.--+an]
[Al+a1+.m+an2] _|[VX]_|AI:+Q1+‘..+0,"1 Ck:
ﬂ[VX]_‘Al;alJr...Jran_z Ck
Cvk:
A :
ﬁ[vx:]ﬁAl ck

Ck

G = seguida de um nimero arbitrario de G+ seguidas de GE

3G)A

B
3G B
[EIG]Bl+a1

G:

[3G]Bl+“1+”'+a”

Bl+al +...+an GE

o
reduz para

3G A .
———— G+
[EIG]AI—HM

[HG]Al+a1+...+an

Bl+al+---+an

ok
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Esclarecimentos

As redugbes que acabam de ser apresentadas merecem preparativos suple-
mentares. Optou-se em apresentd-las sem os devidos preparativos para tornar
a apresentacao mais leve. Seguem agora alguns esclarecimentos.

Antes de mais nada é bom observar que se essas redugoes fossem perfeitas
o calculo seria normalizavel. Mas elas nao sao perfeitas. Isto acontece porque
algumas regras tém condicoes sobre as hipdteses de alguma sub-arvore da pre-
missa. Porém, na maioria das vezes isso nao é problema ja que as reducoes nao
acrescentam hipoteses. O problema surge com a regra G =, que requer que suas
hipéteses tenham a forma [3G]A. Assim, a redugao para GInd seguida de GE
elimina a férmula maxima [3G]A!, sem considerar que essa férmula era talvez
essencial para uma aplicacao da regra G = que viesse abaixo. Assim sendo
essa redugao nao é satisfatéria. (Observe que as outras redugoes, inclusive G =
seguida de GFE, nao apresentam esse problema). Sendo a tinica redugao prob-
lematica, conclui-se que o calculo seria normalizavel se nao tivessemos uma
das trés regras: GInd, G =, ou GE. Essa incompatibilidade entres essas re-
gras nos faz pensar naquelas provas por indugao nas quais devemos provar
uma propriedade mais forte do que a desejada para depois derivarmos a pro-
priedade desejada (mais fraca): essa propriedade mais forte é justamente a

férmula maxima eliminada na reducao de GInd seguida de GE.

Outro aspecto dessas redugoes que requer esclarecimento é a escolha das
vériaveis. As provas assumem que se existe uma prova de A' - B! entao existe
uma prova de A™? - B*e Para provar tal propriedade sao necessarios dois
cuidados que nao foram tomados:
primeiro que as restricoes do tipo a nao pode ocorrer em [ sao muito fortes
e poderiam ser reformuladas para proibir a ocorréncia de a numa posicao es-
pecifica. do label . Por exemplo, se de A provamos B%t% entao seria
permitido concluir [VX]|B"™, pois a restri¢ao seria siplesmente: “a ndo pode
ocorrer como sequndo elemento de label nas hipoteses”. O fato de ele ocorrer
como primeiro elemento em A*™® ndo tem importancia.

Segundo, que é necessaria uma maior liberdade na renomeacao das variaveis.
Para isso seria necessario uma nocao de equivaléncia entre provas que so

diferem nos nomes das variaveis. Essa consideracao é semelhante ao cuidado
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tomado em légica classica quando se introduz a nocao de varidvel prépria.

5.8 Conclusao

Cabe aqui mencionar uma tentativa feita para cdculo de seqiiéntes [Echagiie1993],

embora nao tenha tido nenhuma influéncia sobre o nosso trabalho.

5.8.1 Calculo de seqiiéntes

O artigo se chama A Gentzen-System for Computation Tree Logic [Echagiie1993].
Para realizar o seu sistema o autor achou preferivel usar outros conectivos

fundamentais, e derivar os conectivos de CTL a partir deles. Assim ele nao usa

“until” como conectivo primitivo. Seus connectivos primitivos sao A...U_ ..., e

E..U; ..., cujos sentidos sdo:

ME;AfUZ g sse paratodo R—branch s = s, s1, ... temos: M =, f
para i > 1, ou, existe j > 1 tal que M |=,, f para

j>i>leMlpy g
ME;EfUzg sse s tem um sucessor e existe um R — branch s =

S0, $1, ... para o qual temos: M =, f parai > 1,

ou, existe j > 1 tal que M =, f paraj >i>1

€ M }:Sj g
Observe algumas diferencas: g pode nao ocorrer nunca, f nao precisa valer
em sg, e nao adianta g valer em sy. Também, percebe-se que o frame consider-
ado ndo precisa ser serial (ja que a explicagdo de E...U, ... contém a frase “s
tem um sucessor”).

A partir desses conectivos sao definidos todos os outros, inclusive [V.X].
Seu sistema é constituido entao pelas regras a seguir:

(axi)

Iy = A f fTy = A2,Cut)

I',To = Ay, A,

Ir = A

r,r = Al,A(emt)
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LT = A
= A7 "
r = A f

-f,I' = A(ﬁi)

I' = A f,g
' = A fvg

(=V)

LT = A g = A
fvgl = A

(V=)

I = A
AXT = AXVA

(AX)

I' = AAX(gV(fNAfUSg))
' = AAfU.g

(= AUg)

AX(gV (fANAfUZ9),T = A
AfUzg,T = A

(AUz =)

I' = Ah h = AX(gV(fAh))
I' = AAfUZg

(AUZ Ind)

I' = AJEX(gV(fANAXLVEfU g) = A

(= EUZ)

I = AEfUZg

EX(gV (fA(AXLVEfUZg)),T = A

(EUg =)

EfU>g,I = A

' = Ah h = EX(gV(fAN(AXLVh)))

(EUZ Ind)

I' = AEfU g

O autor prova entao que o sistema é correto e completo, e satisfaz uma

forma fraca do teorema do corte: para toda prova existe uma prova equivalente
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que nao usa a regra do corte. A prova apresentada é semantica, e o sistema
nao satisfaz a propriedade da sub-formula. Um outro problema que pode ser
visto neste sistema ¢é a “impureza”das regras de derivacao, na medida em que
varias delas mexem com varios conectivos ao mesmo tempo, ou inserem um
conectivo dos dois lados do seqiiénte ao mesmo tempo. Quanto a limitagao da
eliminagao da regra do corte, o autor a atribui as regras indutivas ((AU_ Ind)

e (EU_ Ind)) pois introduzem novas férmulas h na derivacao.

5.8.2 Consideracoes sobre o sistema CN

A questao da normalizacao fica entao em aberto, embora um fragmento de CA/
seja normalizavel. Para fechar essa questao algumas tentativas sem sucesso
foram feitas. Na tentativa de provar que CN nao é normalizivel, tentou-se
mostrar que CA pode ser visto como uma extensao de P, (First Order Peano
arithmetic, [Prawitz1971]), pois P, que contém uma regra de indugao, nao
¢é normalizavel. Para isso considerou-se um frame onde a relacao R é linear.
Varidveis seriam representadas por labels iniciais. Por exemplo, A poderia ser
visto como A(z). Infelizmente nao se conseguiu traduzir a presenga de vériaveis
distintas numa mesma férmula (e P sem variaveis é normalizavel).Tentou-se
entao fazer o contrario: traduzir CN para P sem varidveis. Mas isso também

nao foi possivel.

Pensando em termos de prova automatica, resolver o problema da nor-
malizacao seria um primeiro passo. Se isso nao puder ser feito, um provador
auxiliado pelo homem seria de grande ajuda. Talvez formar um conjunto de
formulas A tais que A' F —[VX]-A! e permitir entdo que G = fosse usada
para inferir [3G] B! a partir de B! sempre que a prova de B! tivesse como tinica
hipétese uma formula do conjunto formado. Uma interacao homem-maquina
seria util para a formacao desse conjunto. Mas isso necessitaria uma imple-

mentacao e uma validagao empirica, o que foge do escopo deste trabalho.
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