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2
Sistema Granular com Alimentacao de energia
externa

Neste capitulo se estudard o comportamento dinamico que deve seguir um
sistema que recebe energia externa. Devido a dificuldade em o fazer se tomara
como modelo uma simulacao muito usada para a andlise numérica de tais
sistemas, o modelo democratico. Neste modelo se assume que o momento
de cada particula se incrementa em um vetor aleatério a cada instante de
tempo de maneira independente a evolucao do sistema devido as interagoes

entre os proprios graos.

Usaremos o Hamiltoniano escrito por Schofield e Oppenheim a partir do qual
estudaram o comportamento hidrodinamico dos Sistemas Granulares livres?.
Seguindo entao esse modelo temos que o sistema granular é constituido por
N graos esféricos idénticos e nao rugosos de massa m 0s quais por sua vez
se compoem de M atomos cada um de massa p, onde o nimero M > 1.
Os graos sao suficientemente grandes de maneira a se poder considerar os
efeitos quanticos despreziveis. A forca que atua sobre as particulas é radial

e ao longo do eixo de colisao entre as particulas.

2.1 Formulacao Canénica

Para poder fazer uma descricao via a formulacao canonica definimos
dos tipos de coordenadas. O primeiro grupo, constituido de as posicoes e os

momentos dos centros de massa dos graos, definido abaixo:

er{rl,rz,...,I'N} e pNE{pprv""pN}’

representard as chamadas varidveis externas do sistema. O sub-indice
j=1,---, N representa a cada grao do sistema enquanto que o super-indice

N representa o conjunto destas variaveis. Com esta notacao pode-se escrever

rN~rN:Zri~ri e pN'pN:ZPi'Pi-

O segundo grupo, constituido pelos graus de liberdade microscépicos, ou seja,
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as coordenadas atomicas £V e os momentos atomicos 7V associados a cada

atomo de cada grao:

§NM: {gij}v e TNM _ {Trij}

ondei=1,---,Nej=1,---, M, representa as chamadas varidveis internas do
sistema. Os sub-indices 7 correspondem ao grao respectivo e os sub-indices j

correspondem a cada atomo dentro do grao. Com esta notacao pode-se fazer

N.M N,M
NM ¢NM _ NM NM _
&g —Zfijfij e T —Z’/Tij"ﬂij
ij ij

As posigoes e os momentos internos de cada grao se medem em relacao ao

seu centro de massa, por este motivo estas variaveis satisfazem

M

M
Zwij:() e Zfijz()
i=

j:
Pode-se simplificar a notagao agrupando os dois conjuntos de coordenadas

COImo:

Xp= {7, e Xp={rY,pN}

Assim, o Hamiltoniano completo pode ser decomposto como
H( X, X = Hy(X) + Hi X0 + §( X, X, (2.1)

onde os termos acima estao na seqiiéncia:

O Hamiltoniano Granular:

N p? pn?
H,(X7)= ;27;1 +U(rN)E%+U(rN). (2.2)
O Hamiltoniano interno:
N M2 N2
H, (X)) = EZTZWQW)EEW(@). (2.3)
i=11=1
O termo de interagao e acoplamento:
N M
SXr, XD)= Y D Pri,xy,[€,, — &) =d(ry, €Y. (2.4)

ij=1 I,;m=1
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A formulacao de uma teoria cinética para o sistema requer a definicao de
uma funcao distribuigao total P(Xr, X;,t) do sistema e a descrigdo de sua
evolugao temporal. P(X, X;,t)dx; dx; é a probabilidade de encontrar o
sistema num estado em que suas coordenadas estejam dentro do hipervolume
(dx; dx; ), centrado no ponto (Xr,X;), no instante ¢. De acordo com o
teorema de Liouville a densidade de probabilidade de um sistema livre evolui

temporalmente de maneira que a sua derivada total se cancele:
dp
dt

Como P depende das varidveis {rv,pv, VM 7N¥M1 a0 calcular a derivada

0.

total de P e a igualar a zero encontramos, de acordo com o Hamiltoniano
definido acima, a seguinte expressao

op

—— = Lp, 2.5
T (2.5)
onde L, chamado o operador de Liouville, compde-se dos seguintes
termos

f/:f/]-F[A/T-FL(p,
onde

TN

.Z—/T:—]LN‘VTN'FVTNU'VPN, ﬁlz——~V§N+V€NV-VwN
m 7
€ [:(z) :VTN¢'VPN +V£N¢‘VWN. (26)

Na secao seguinte vamos estender esta equacao ao caso em que o sistema

recebe energia externa.

2.2 Alimentacao de energia - modelo democratico

A equacao de Liouville descreve a evolucao temporal de um sistema
que evolui livremente. Nesta secao procuramos uma equacao alternativa a de
Liouville que descreva a evolucao temporal da funcao densidade de estados de
acordo ao modelo democratico. Neste modelo assumimos que a energia que
se da ao sistema é recebida por cada uma das particulas instantaneamente
de maneira que o momento das particulas se vé incrementado em um vetor

aleatorio (V, a cada vez que a energia ¢ dada ao sistema:
PN — pN+ (N, (2.7)
onde

N ={¢, G Gy (2.8)
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representa o conjunto de vetores em que os momentos das particulas se
incrementam. Esta entrega de energia se repetira a cada intervalo de tempo
T, lapso que levaremos a zero (7, — 0) para fazer com que o processo seja
continuo. Suporemos também que cada um dos vetores ; se orienta com a

mesma probabilidade em todas as dire¢oes no espago. Por isso

(¢;)=0  ou (¢ ={¢))=(7) =0, i=1,..., N, (2.9)

onde (...) representa a média da distrbuicdo no espaco destes vetores.
Devemos notar também que nao havera correlagao entre os vetores ¢, e seus
componentes ¢ onde a=w,y,z. Com as consideragoes feitas passa-se a

descrever a evolucao temporal da funcao densidade de estados.

Seja em um instante de tempo t a funcao distribuicao de probabilidade

P(ry, pN X, t), a qual chamaremos £ (t) de maneira que
Pt)=p N, pN, X, 1), (2.10)

apoés transcorrido um tempo 7, como o sistema evolui livremente, de acordo
com a equacao de Liouville, a fungao P(r~ pN X, t+7y) se relacionard

formalmente com a fungao P t)=p(r~, p¥, X,,t) pela equagao
7, L
PN, pN X, t+ 1) =e” PN, pN X, t). (2.11)

A injecao instantanea de energia, que faz com que p¥ — p~ + (¥, produzird

uma fungdo que chamaremos £, de maneira que
P.(t+To) = PN, pN + (N, X, t+ 7). (2.12)

Esta ultima equacao se relaciona com a funcao distribuicao de probabilidade
inicial mediante a equacao
N.y

pitrr=es PYRpay py X, . (2.13)

A quantidade de energia que é entregue ao sistema no instante t+ 7, é

pN.pN
AB = fapy T2 (o, p + 03, 4 7) = 0, pY X 4], (214)

ou

N. pN )
AE:/de pQTS [eCN N —1}P(TN,pN,X,,t+7;,). (2.15)

Expandindo a exponencial e integrando cada termo da série por partes

obtemos
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N 1
AFE = f’l’l, ' /de N ’0<TN7pNaXIat+7?))+%ZL: |C’L|2 (216)

Usando a condicao estabelecida pela equacao (2.9) calculamos a média da

energia ganha no processo:

1
AE)=— 12). 2.17
(AB) =5 SUIGP) (217)
Esta energia média é ganha a cada lapso 7,. Entao, com a finalidade de que

a energia absorvida por unidade de tempo seja constante, impomos que

<AE> :Lzm:g (2'18>

™ 2m T

i
Onde a constante ¢ é a taxa com que o sistema ¢é alimentado com energia.

Como nao se estd diferenciando as particulas umas de outras, o valor de

(|¢;|?) deve ser igual para todo i assim como suas componentes:

2m<
(¢2)= 3”]; 5 a=xz,y,z e i=1,....N. (2.19)

Para outras ordens continuamos a dizer que

€, ¢ ¢ y=0 n>2 (2.20)

lal 2a2 Nan

Podemos entao calcular agora a derivada temporal da funcao densidade de

estados que definimos como

o) P (t+1) — P (1)
P i -, (2.21)
ot To—0 T

que de acordo com as equagoes (2.10) e (2.13) se escreve

Ny T, L
o .. e e T -1]p
a = 71_011_1110 . 3 (222)

onde P esta dado pela equagao (2.10). Expandindo e« Y temos que

7, L
op 1+CNVa+ 2N VANV )e =1)p
— - lim (1+C Vo #9C Y€ Vo) Ly (2.23)
ot To—0 To
Tomando a média em ambos membros da equagao acima entao devido a
nossas hipoteses, equagoes (2.9) e (2.20), e deixando o calculo do termo de

segunda ordem implicito obtemos

7, L

o 1+ 3TN G e )

- = m
ot  To—0 To

(2.24)

Devido ao fato de nao haver, por hipdsetese, correlacao nem entre os vetores

¢; e nem entre as componentes ¢, o valor médio na equagao acima ¢ igual a
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AR NI A Ty,
< T~ { (G + 6 g

Usando agora a equagao (2.19) se obtém
QR ANGR I ETI |

Definindo

obtém-se finalmente

<CN.VPNCN.VPN> :27-0M

<

UG

Entao usando esta equacdo (2.26) na (2.24)encontramos

7, L
(9/) . 60 pP—p 7, L
- hm{%+M Yo o € p}.

ot 10 <

Finalmente ao tomar o limite obtemos

0
—szPJrM Vi VP

ot ¢ on" Y 1

2

7

82

ms 9% ms 0% m< 97
3N 8p$2i 3N dp? 3N 8pz2i

3

3

44

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Esta sera, entao, a equacao que governe a evolucao temporal da funcao

distribuicdo densidade de probabilidade para o gas granular (GG) com

alimentacao de energia externa no modelo democréatico.

2.3 Alimentacao de energia sem dissipacao microscopica

A equagao encontrada acima ainda descreve o caso mais geral que pode

ser o eldstico mais um termo de alimentacao de energia. Uma contribuicao

dissipativa aparecera quando se fizer a eliminacao das varidveis rapidas do

sistema. Pode-se ver agora que a equacao acima pode levar a resultados

nao desejados quando aplicada diretamente. E fcil mostrar, integrando por

partes, que

L'=-L.
Logo, se se multiplica a seguinte equagao,

op

It =Lp+ Mg va‘Vpr,

pela esquerda por P e se a integra em X; e X; obtém-se:

(2.29)
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0
/de dx, pai = /de dx; PLP+M_ /dXT dx; PN,nNpn P

Em virtude da propriedade mostrada acima, o primeiro termo do lado direito

cancela-se enquanto que o segundo pode ser integrado por partes:

op
/de dy, P = =M, /de dx, Von PNy P,

Entao é possivel ver que uma solucdo da equagao (2.29), Pss(Xr,X;),

independente do tempo seria tal que satisfizesse

/de dx; VonPssNVpnPss = 0.

Explicitamente

0 0

0
. _ 2 7 9\2 2
Cpr Cpr % {( 5pfp) + (8p§’p) -+ ( : zZIO) }

Como se trata da integracao de quantidades positivas, a unica possibilidade

da integral acima ser zero é que cada um dos termos

ap

Ss

op®

7

a=1,y,2

seja identicamente nulo. Portanto £ (r,X;) nao dependeria de p~. Este
resultado deve-se a que ao alimentar de energia um sistema elastico a energia
média tende a se tornar infinita. Na pratica, pensaremos nos graos como
reservatorios térmicos macroscopicos que absorverao essa energia injetada.
Assim o resultado acima (que se manifesta quando ¢ — o) nao serd relevante

e um estado estacionario com distribuicao dependente de p¥ se desenvolvera.
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