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Resumo

Calpa Juajinoy, David Sebastián; Velloso, Raquel (Orientadora);
Vargas, Eurípides (Co-orientador); Fernández, Fabricio (Co-
orientador).Análise limite numérica de problemas axissimétri-
cos em geotecnia. Rio de Janeiro, 2021. 98p. Dissertação de
Mestrado – Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, Pon-
tifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

Este trabalho de dissertação de mestrado apresenta a implementação da
análise limite numérica com formulação mista-fraca, baseada no teorema
do límite inferior, e sua aplicação em problemas de estabilidade axis-
simétricos. A formulação com elementos finitos foi implementada no soft-
ware Matlab, onde se estabelece o problema de otimização que com-
preende a definição da equação de equilibrio e a adaptação dos criterios
de ruptura de Drucker-Prager e Mohr-Coulomb às programações cônica
de segunda ordem e semidefinida, respectivamente, e que posteriormente
é resolvido com o algoritmoMosekAps 9.2. Como resultado do problema
de otimização o fator de colapso e o campode velocidades podem ser obti-
dos, permitindo identificar o mecanismo de ruptura. O presente trabalho
foca-se na análise de estabilidade de um poço que é executada em 3 fases,
em função das condições consideradas no modelo. Os resultados obtidos
da análise axissimétrica foram validados mediante analises em modelos
tridimensionais e comparados com resultados dos softwares Plaxis 2D e
Optum G2, também foram incluídos os resultados da modelagem MPM,
com o sotware MPM-PUCRio. Por fim foi estudado o caso da capacidade
de carga de uma fundação circular rasa, cujos resultados foram compara-
dos com os apresentados por outros autores.

Palavras-chave
Analise Limite Numerica; Programação cônica; Axissimetría;

Poço; Mohr-Coulomb; Drucker-Prager.
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Abstract

Calpa Juajinoy, David Sebastián; Velloso, Raquel (Advisor); Var-
gas, Eurípides (Co-advisor); Fernández, Fabricio (Co-advisor).
Numerical limit analysis of axisymmetric problems in geotech-
nical engineering. Rio de Janeiro, 2021. 98p. MSc. Dissertation –
Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, Pontifícia Uni-
versidade Católica do Rio de Janeiro.

This work dissertation presents the implementation of numerical limit
analysis with mixed-weak formulation, based on the the lower bound
limit theorem and its application in axisymmetric stability problems.
The finite element formulation was implemented in Matlab, where the
optimization problem is established, which comprises the definition of
the equilibrium equation and the adaptation of the Drucker-Prager and
Mohr-Coulomb rupture criteria to the second-order cone programming
and semidefined programming, respectively, and which is later solved
with the Mosek Aps 9.2 algorithm. As a result of the optimization prob-
lem, the collapse factor and the speed field can be obtained, allowing to
identify the rupture mechanism.The present work focuses on the stability
analysis of a well that is carried out in 3 phases, depending on the con-
ditions considered in the model. The results obtained in the axissymmet-
ric analysis were validated through analysis in three-dimensional models
and compared with results of plaxis 2D and Optum G2 software, also in-
cluded the results of MPM modeling, with the software MPM-PUCRio.
Finally, the case of the load capacity of a shallow circular foundation is
studied, the results of which are compared with those presented by other
authors.

Keywords
Numeric Limit Analysis; Conic Programming; Axissimetry;

Well; Mohr-Coulomb; Drucker-Prager.
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1
INTRODUÇÃO

Um dos aspectos mais relevantes da teoria da plasticidade é a habili-
dade de prever facilmente valores aproximados de carga de colapso em uma
grande variedade de aplicações [1]. A Análise Limite (AL) utiliza os teo-
remas da plasticidade para estudar problemas de estabilidade, dentro dos
quais tem-se os geotécnicos, com aplicação em fundações, taludes até esca-
vações subterrâneas.

A Análise Limite Numérica (ALN) incorpora o método dos elemen-
tos finitos na discretização do meio contínuo, para representar a formula-
ção contínua da AL demaneira aproximada e permite estudar problemas de
grande complexidade. Uma vez discretizado o meio, é estabelecido o pro-
blema de otimização, onde são feitas aproximações pelos limites inferior ou
superior para obter a solução requerida.

Ao longo do tempo, as técnicas empregadas no processo de otimização
têm avançado, passando pela programação linear (Pastor [2], Pastor e Tu-
german [3], Anderheggen e Knopfel [4], Sloan [5], Sloan e Kleeman [6]), a
programação não linear (Lyamin e Sloan [7], Krabbenhøft e Damkilde [8])
e mais recentemente a programação cônica (Krabbenhøft et al. [9], Makro-
dimopoulos e Martin [10], Mohapatra [11], Tang et al. [12]), sendo esta úl-
tima a que tem demonstrado notável eficiência na resolução de problemas
de grande escala.

Em comparação com outrasmetodologias de análise, como o equilíbrio
limite, bem difundido na prática da geotecnia, a ALN tem certas vantagens:

– Não precisa fazer suposições da superfície de ruptura;
– Considera a relação tensão-deformação a partir do critério de escoa-
mento e a lei de fluxo associada.

E em relação à análise elastoplástica, a ALN tem demostrado ser mais
eficiente (tempo de processamento) na estimação de cargas de colapso,
principalmente para análises com modelos tridimensionais, razão pela qual
nos últimos tempos vem ganhando terreno no campo da geotecnia.
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Capítulo 1. INTRODUÇÃO 15

A ALN é um tema de investigação, na área de geotecnia do programa
de engenharia civil da PUC-RIO, na qual tem-se estudado problemas com
modelos bidimensionais (para problemas no estado plano de deformação)
e tridimensionais, com aplicação em problemas de capacidade de carga
de fundações, estabilidade de taludes e estimação de cargas de colapso
em túneis, porém não tem-se referência de trabalhos focados no estudo
de problemas na condição axissimétrica, por esse motivo neste trabalho foi
implementado um código para estudá-los.

O código foi testado na análise de estabilidade de um poço, efetuada
em diferentes etapas, e na estimação da capacidade de carga de uma funda-
ção circular rasa.

1.0.1 Estado da arte

Na literatura é possível encontrar uma boa quantidade de referências
de análises feitas para problemas sob estado plano de deformação e tridi-
mensional, mas não há muitos trabalhos aplicados a análises de problemas
na condição axissimétrica.

No trabalho de Pastor e Tugerman [3] foi feita uma analise rigorosa
pelo limite inferior, com aplicação em escavações circulares e compressão
de corpos de forma cilíndrica. O critério Mohr-Coulomb foi linearizado e
também foi utilizada a hipótese de Harr-von Karman no tratamento das
tensões.

Kumar e Khatri [13] aplicaram a formulação pelo limite inferior ao
estudo da capacidade de carga de fundações circulares, implementaram o
critério de Mohr-Coulomb com programação linear, seguindo a hipótese
de Harr-von Karman na estimação da tensão circunferencial (σθθ) como a
tensão principal menor, formulação do critério Mohr-Coulomb, na condição
axissimétrica, proposta por Pastor e Tugerman.

Chakraborty e Kumar [14] apresentaram uma análise pelo limite infe-
rior aplicado à estimação dos fatores de capacidade de carga de uma fun-
dação circular, utilizando o critério de escoamento de Drucker-Prager e pro-
gramação não linear no processo de otimização.

Tang et al. [12] utilizaram a formulação pelo limite inferior no estudo
de problemas axissimétricos, implementando o critério de Mohr-Coulomb
com programação cônica de segunda ordem, o critério neste trabalho foi
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representado como uma tripla restrição, que surge da suposição feita do
valor da tensão circunferencial (σθθ) como tensão principal.

Mohapatra e Kumar [15] aplicaramuma formulação do limite superior
na determinação da capacidade de carga de uma fundação circular, para isto
foi utilizado o critério Mohr-Coulomb com programação semidefinida. A
aplicação do critério a esse tipo de programação é feita diretamente, a partir
das tensões principais e sem precisar fazer suposições de σθθ.

Sun e Yang [16] apresentaram uma formulação pelo limite inferior, no
estado axissimétrico, implementado o critério Mohr-Coulomb com progra-
mação semidefinida. Com aplicação em escavações circulares e na estimação
de capacidade de carga de fundações circulares.

A diferença entre os trabalhos de ALNno estado axissimétricomencio-
nados acima, com aproximações rigorosas pelos limites inferior ou superior,
e este trabalho, é que neste trabalho se usou uma formulação mista-fraca,
que permite obter soluções aproximadas. As analises incluíram os critérios
de Drucker-Prager e Mohr-Coulomb com programações cônica de segunda
ordem e semidefinida respectivamente. O problema principal estudado foi
o de um poço, similar aos estudos feitos para escavações circulares, mas
com uma geometria e condições que não foram apresentadas anteriormente,
como por exemplo a inclusão do efeito das poropressões, de heterogenei-
dade e a presença de um elemento de concreto na análise.

1.0.2 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é avaliar a implementação e aplica-
ção da análise limite usando as programações cônica de segunda ordem e
semidefinida na resolução de problemas na condição axissimétrica.

1.0.2.1 Objetivos específicos

– Implementar com o método dos elementos finitos, uma formulação
numérica que permita calcular a solução de problemas geotécnicos na
condição axissimétrica.

– Acondicionar os critérios de ruptura de Drucker-Prager e Mohr-
Coulomb no formato da programação cônica.

– Utilizar o software Mosek Aps 9.2 no processo de otimização.
– Validar a metodologia proposta para a condição axissimétrica medi-
ante análises tridimensionais.
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– Verificar os resultados obtidos pelas metodologias implementadas
neste trabalho com os obtidos nos softwares comerciais Plaxis 2D eOp-
tum G2, em termos do fator de segurança.

– Avaliar as aproximações feitas como critérioDrucker-Prager ao critério
Mohr-Coulomb.

– Definir o mecanismo de colapso mediante o campo de velocidades
conseguido da solução do problema dual de otimização. E fazer a
comparação com os mecanismos de colapso obtidos com Plaxis 2D e
Optum G2.

– Incluir nas análises do poço o efeito da heterogeneidade, considerando
a presença de mais de uma camada de solo.

– Definir parâmetrosMohr-Coulombde resistência do concreto, que per-
mitam considerar rígido, o comportamento dessematerial nas análises.

– Considerar o efeito das poropressões na análise de estabilidade.
– Comparar os resultados apresentados por outros autores no estudo do
problema do poço e de fundações, em termos do número de estabili-
dade Ne e o fator de capacidade de carga Nc, respectivamente.

1.0.3 Estrutura do trabalho

Este trabalho foi subdividido em 5 capítulos, que são descritos em
seguida:

– Capítulo 1: Inclui uma breve introdução, o estado da arte, os objetivos
da pesquisa e a estrutura do trabalho.

– Capítulo 2: Apresenta a base teórica da Analise Limite que engloba
tanto os teoremas de plasticidade, as hipóteses da analise limite, funda-
mentos dos critérios de escoamento e a formulação da Analise Limite
como um problema de otimização.

– Capítulo 3: Descreve inicialmente aspectos do estado axissimétrico,
detalha a implementação numérica e o acondicionamento dos critérios
de escoamento à programação cônica.

– Capítulo 4: Contém a descrição e os resultados dos exemplos de apli-
cação e a discussão dos mesmos.

– Capítulo 5: Resume as principais conclusões do trabalho e contém
algumas sugestões para futuras pesquisas.
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2
ANÁLISE LIMITE

AAL se refere ao uso dos teoremas dos limites inferior (TLI) e superior
(TLS) da plasticidade, que juntos determinam os valores limites da carga
teórica de colapso plástico de uma determinada estrutura. Os teoremas da
plasticidade foram apresentados inicialmente por Drucker [17] e Hill [18],
com aplicação em metais, conceitos que foram posteriormente estendidos
para o campo da geotecnia, também destacam os trabalhos de Chen [19] e
Chen e Liu [20].

A predição das cargas de colapso está totalmente focada em encontrar
as forças de volume e de superfície que levaram a estrutura ao estado de
colapso iminente, sem se preocupar com o que acontece antes o depois, no
sentido de tentar analisar deformações elásticas ou plásticas [1].

Na análise pelo TLI, se podem assumir infinitas configurações do es-
tado de tensões no qual o corpo permanece em equilíbrio e atende tanto ao
critério de ruptura, quanto as condições de contorno; se o campo de ten-
sões dentro da massa do solo é estável e estaticamente admissível, o colapso
não acontece, isto é, a carga aplicada é inferior à carga de colapso real teó-
rica [21]. Portanto a maior carga estimada, sob essas considerações, será a
mais próxima à carga de colapso real teórica.

Na análise pelo TLS, se podem assumir infinitas configurações do
campo de velocidades no qual se satisfazem a condição de compatibilidade
(velocidade-taxa de deformação), as condições de contorno de velocidades
e a lei de fluxo associada (campos cinematicamente admissíveis). O campo
de velocidades será determinado pela igualdade da taxa do trabalho externo
com a taxa de dissipação de energia interna [17], obtendo para cada confi-
guração possível do campo de velocidades uma carga de colapso que será
maior do que a carga de colapso real teórica. Portanto a menor carga esti-
mada, sob essas considerações, será a mais próxima à carga de colapso real
teórica.

A partir do TLI e TLS, pode-se enunciar um teorema complementar, o

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912654/CA



Capítulo 2. ANÁLISE LIMITE 19

teorema de unicidade, que garante a existência de uma solução única para
a carga de colapso, de forma a satisfazer duas condições; a existência de um
campo de tensões estaticamente admissível correspondente às tensões den-
tro ou na superfície de colapso, e a existência de um campo de deslocamen-
tos geometricamente admissível. Quando ambas as condições são satisfeitas
simultaneamente o fator de carga encontrado é igual ao fator de carga de
colapso, que é assim determinado de maneira única [22].

2.1 Hipóteses da análise limite

Para aplicar os teoremas da AL é necessário estabelecer hipóteses re-
ferentes ao comportamento mecânico do material e definir alguns conceitos
importantes da teoria da plasticidade que serão apresentadas em seguida,
e que são estudados também nos trabalhos desenvolvidos na linha de pes-
quisa da ALN na área de geotecnia do departamento de engenharia civil
da PUC-RIO (Camargo [23], Carrión [24], Chahua [25], Farfán [26], Gar-
cía [27], Tapia [28]).

2.1.1 Considerações sobre o critério de escoamento

O critério de escoamento é uma condição que define o limite da elas-
ticidade e o começo da geração de deformações plásticas em um corpo, sob
qualquer possível estado de tensões. Na região elástica, se produzem defor-
mações elásticas (εeij), recuperáveis uma vez é removido o estado de tensões
aplicado, porém, uma vez a condição de escoamento é alcançada, serão pro-
duzidas no corpo deformações permanentes, conhecidas como deformações
plásticas (εpij).

Para o estado unidimensional de tensões, o critério de escoamento é
definido por umvalor limite (σy) da tensão que graficamente é representado
por um ponto, já para o caso multiaxial o escoamento acontecerá quando
o estado de tensões atinge uma superfície, conhecida como superfície de
escoamento (Figura 2.1), que delimita os estados de tensão considerados
admissíveis.

A mesma generalização pode ser estendida para a tensão de ruptura
(σf), admitindo a existência de uma função ou criterio F(σij) que indica a
ruptura do material quando F(σij)=0. Esta função também é interpretada
como um critério de ruptura.

Em geral, se assume que as condições para o escoamento plástico de-
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Figura 2.1: Superfície de escoamento no espaço das tensões principais.

pendem de uma função no campo tridimensional definido pelas tensões
principais, que têm direções e valores determinados unicamente pela na-
tureza do campo de tensão. Se o material possuir uma tendência natural
a apresentar o escoamento independente da direção das tensões (material
isotrópico), o critério de escoamento será função apenas das tensões princi-
pais [29]:

f(σij) = f(σ1, σ2, σ3) = 0 (2-1)

A superfície de escoamento é convexa e de acordo com a posição do
estado de tensões respeito a ela, o material vai apresentar um determinado
comportamento [25], assim:

Estado de tensões (σij) no qual:

– f(σij) < 0⇒ Geração de deformações elásticas (εeij)
– f(σij) = 0⇒ Geração de deformações plásticas (εpij)
– f(σij) > 0⇒ Estado de tensões inadmissível
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2.1.2 Comportamento tensão-deformação do material

Na AL se considera o comportamento do material como rígido perfei-
tamente plástico (RPP), onde as deformações elásticas são desconsideradas
(εeij = 0) e o material sofre deformações plásticas ilimitadas (εpij →∞), uma
vez é atingido o valor da tensão de escoamento σy (Figura 2.2).

Figura 2.2: Comportamento tensão-deformação de um material RPP.

Omaterial não apresenta nem endurecimento nem amolecimento, por-
tanto a superfície de escoamento f(σij) fica fixa no espaço das tensões prin-
cipais e coincide com a superfície definida pelo critério de ruptura F (σij).
Sendo assim é possível escrever que determinado ponto do material RPP se
deforma plasticamente quando:

F (σij) = 0 ⇒ dF = ∂F

∂σij
dσij = 0 (2-2)

Na Equação anterior a direção do gradiente ∂F/∂σij é perpendicular
à superfície de ruptura num ponto de tensão (σij) e pela condição de con-
sistência [30] o acréscimo de tensões dσij é tangente à superfície de ruptura,
evitando assim ultrapassar o valor correspondente à tensão de ruptura.

Sob esta consideração do comportamento domaterial, a relação tensão-
deformação não é bem estabelecida pois para o valor de σ=σy a deformação
plástica é indeterminada e para ε = 0 o valor da tensão para σ < σy não
é único. Também não vai ser possível considerar o efeito do histórico de
carregamentos.
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2.1.3 Potencial plástico e Lei de fluxo associada

Como foi dito na Secção 2.1.2, ao se considerar o solo como ummaterial
RPP uma das complicações que vai-se apresentar é estabelecer uma relação
entre tensão e deformação (para estimar as deformações plásticas uma vez
a superfície de escoamento é atingida), a AL supera esta dificuldade ao uti-
lizar taxas de deformações plásticas ( ˙εijp) ao invés de deformações plásticas
(εijp), que podem ser obtidas a partir da seguinte expressão chamada de lei
de fluxo [18,32, 33]:

˙εijp = γ̇
∂Q(σij)
∂σij

(2-3)

onde γ̇ é um escalar positivo, chamado de multiplicador plástico e

Q = Q(σij) = Q(σ1, σ2, σ3) = 0 (2-4)

é conhecida como função potencial plástico, utilizada pela primeira vez
por [32], de acordo com [18]. A formulação da Equação (2-3) foi baseada na
observação feita por Saint-Venant em 1870, em metais, referente à coaxiali-
dade entre os eixos principais das taxas de deformação plástica e os eixos
das tensões principais . Se a função potencial plástico é a mesma superfície
de escoamento (Q(σij) = f(σij)), então a lei de fluxo é denominada lei de
fluxo associada [36], a Equação (2-3) pode ser reescrita como:

˙εijp = γ̇
∂f(σij)
∂σij

(2-5)

2.1.4 Postulado de estabilidade de Drucker

De acordo com Drucker um material é dito estável quando um acrés-
cimo de tensões sempre resulta em trabalho positivo, partindo desde qual-
quer ponto dentro da superfície definida pelo critério de escoamento. Ou
seja:

(σij − σ0
ij) ˙εijp ≥ 0 (2-6)

onde σ0
ij é o estado de tensões inicial em um ciclo de carregamento, σij

é o estado de tensões no qual o material atinge a superfície de escoamento e
εpij é a taxa de deformação plástica correspondente a esse estado de tensões.

Na Figura(2.3) para uma taxa de deformação plástica ( ˙εijp), seu estado
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de tensão correspondente (σij) representa umpontoA no espaço de tensões,
o estado de tensões inicial (σ0

ij) é representado pelo ponto O , resultando no
vetor −→OA de acréscimo de tensão. O vetor −→AB representa o vetor de taxa de
deformação plástica, sendo assim, a Equação (2-6) representa um produto
escalar dos vetores −→OA e −→AB.

Para que o material seja estável (atenda à Equação (2-6)) independen-
temente do estado de tensões é preciso que−→AB seja perpendicular ao critério
de escoamento (F (σij) = 0), e além disso é necessário que o ângulo formado
pelos vetores −→AB e −→OA seja agudo, condição que somente poderá ser cum-
prida se o critério de escoamento é convexo.

Figura 2.3: Desenho esquemático da relação entre a superfície de escoamento
e os vetores de incremento de tensão e vetor da taxa de deformação plástica.

No espaço das tensões principais a relação entre a superfície de esco-
amento e a taxa de deformação plástica para materiais estáveis pode ser re-
presentada pela Figura 2.4.

2.2 Critérios de escoamento

Como foi revisto na Secção (2.1), no âmbito da AL os critérios de
ruptura são empregados como critérios de escoamento.Neste trabalho foram
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Figura 2.4: Superfície de escoamento e vetor da taxa de deformação plástica,
adaptado de [25].

utilizados os critérios de Mohr-Coulomb e de Drucker-Prager (1952), no
estado tridimensional e axissimétrico.

2.2.1 Critério de escoamento de Mohr-Coulomb

O critério de Mohr-Coulomb (M-C) pode ser considerado como uma
combinação de duas hipóteses propostas por Coulomb (1736 - 1806) eMohr
(1835 - 1918). Coulomb admitiu uma envoltória de ruptura linear na deter-
minação de uma combinação crítica de tensões normais e cisalhantes que
causa ruptura em algum plano, enquanto que Mohr estabeleceu o critério
de ruptura, linear ou não, escrito em termos das tensões principais maior e
menor atuantes no plano de ruptura, no momento da ruptura. Essas duas
hipóteses foram combinadas resultando no critério de resistência ao cisalha-
mento de solos padrão para os engenheiros geotécnicos. A função de escoa-
mento em termos das tensões principais (σ1 ≥ σ2 ≥ σ3), é dada pela seguinte
Equação:

f(σij) = σ1 (1 + senφ)− σ3 (1− senφ)− 2c cosφ ≤ 0 (2-7)

No espaço das tensões principais, o critério M-C define uma pirâmide
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de base hexagonal irregular e eixo coincidente com a diagonal principal
(Figura 2.5). Neste trabalho se adotou uma convenção de sinais, para tensões
de tração positivas e compressão negativas.

Figura 2.5: Superfície de escoamento de Mohr-Coulomb (a) projetado no
plano π (b) no espaço das tensões principais.

2.2.2 Critério de escoamento de Drucker-Prager

No espaço das tensões principais o critério Drucker-Prager (D-P) tem
um formato de um cone, resultando em uma aproximação ao critério M-C
por uma única superfície, evitando os problemas no modelagem computa-
cional gerados por as singularidades dos cantos. É considerado como uma
generalização do critério de von Mises em que se introduz à expressão do
critério de von Mises uma sensibilidade ao escoamento do material quanto
à pressão hidrostática (Figura 2.6), obtendo-se a seguinte Equação:

f(σij) = αI ′1 +
√
J2 − k ≤ 0 (2-8)

onde I ′1 e J2 são o primeiro invariante do tensor de tensões (efetivas)
genérico e o segundo invariante do tensor de tensões de desvio respectiva-
mente. Os parâmetros α e κ podem ser determinados por regressão linear de
resultados de ensaios triaxiais plotados no plano√J2 versus I ′1, ou obtidos
em função dos parâmetros de resistência do critério M-C (ângulo de atrito
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φ′ e coesão c′ ), fazendo coincidir no plano octaédrico o círculo do critério
D-P com o hexágono irregular do critério M-C.

Figura 2.6: Critérios de escoamento deDrucker-Prager eVonMises no espaço
das tensões principais.

Em [14] são apresentadas as expressões para calcular os valores de
α e κ para varias configurações do cone D-P, indicadas na Tabela 2.1 e
representadas graficamente na Figura 2.7.

Tabela 2.1: Correspondência entre os parâmetros dos critérios D-P e M-C
Parâmetros do critério Drucker-Prager

Tipo de cone α κ

Cone 1 (Inscrito) sinφ√
3(3+sin2φ)1/2

√
3 c cosφ

(3+sin2φ)1/2

Cone 2 (Extensão triaxial) 2sinφ√
3(3+sinφ)

2
√

3 c cosφ
3+sinφ

Cone 3 (Proposto C-K*) 2sinφ√
ξ

6 c cosφ√
ξ

Cone 4 (Médio) 2sinφ
3
√

3
6 c cosφ

3
√

3

Cone 5 (Compressão triaxial) 2sinφ√
3(3−sinφ)

2
√

3 c cosφ
3−sinφ

(*) O valor de ξ varia de 29.5 a 28 para φ=5° e φ=45° respectivamente.
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Figura 2.7: Representação das diferentes configurações do cone de D-P e o
critério de M-C no plano π.

Na aproximação feita desde o critério D-P para o critério M-C, quando
o círculo resultante da projeção do cone no plano π coincide com as arestas
de compressão do critério M-C, tem-se o cone de compressão triaxial, simi-
larmente para o cone de extensão triaxial. O cone médio é baseado nos pa-
râmetros definidos por Nayak e Zienkiewicz (1972) [34] e resulta em uma
aproximação média dos cones de extensão e compressão [35]. O cone ins-
crito fica ajustado no interior do hexágono irregular M-C. Além do mais,
exite uma adaptação do cone proposta no trabalho de Chakraborty e Ku-
mar [14], próxima ao cone médio, porém inferior.

Alternativamente a Figura 2.8 apresenta a variação de α com o ângulo
de atrito, para cada tipo de cone estudado. Estimando diretamente o valor
de α, o valor de κ pode-se calcular a partir da seguinte Equação [14]:

k = 3αccotφ (2-9)
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Figura 2.8: Variação de α com o valor de φ para os diferentes tipos de cone
D-P. Modificado de [14].

2.3 Principio dos trabalhos virtuais

O principio dos trabalhos virtuais (PTV) é uma forma alternativa de
expressar as condições de compatibilidade e equilíbrio [36]. Este principio
relaciona um campo estaticamente admissível (ou em equilibro), com um
campo cinematicamente admissível (ou compatível) [19].

Uma das hipóteses mais importantes que se fazem para aplicar o PTV,
é que no momento do colapso, o corpo não sofre mudanças consideráveis
na sua geometria, já que para todos os cálculos será empregada a geometria
original. A Equação do trabalho virtual que trata com os campos de equi-
líbrio e compatibilidade, como conjuntos independentes, é apresentada em
seguida: ∫

A
uiTidA+

∫
V
uiFidV =

∫
V
σijεijdV (2-10)

– dWext =
∫
A uiTidA+

∫
V uiFidV → Trabalho externo

– dWint =
∫
V σijεijdV → Trabalho interno

Na Equação (2-10) se pode identificar os dois conjuntos de termos re-
feridos anteriormente, onde: ui (deslocamento virtual) e εij (deformação
compatível com o deslocamento virtual), são parte do conjunto de compa-
tibilidade e Ti (forças de superfície), Fi (forças de campo) e σij(Tensões em
equilíbrio com as forças Ti e Fi) são parte do conjunto de equilíbrio.
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Na Figura (2.9)(a), para que haja equilíbrio se devem cumprir as se-
guintes condições:

– Ti = σijnj → Na superfície
– ∂σij

∂xj
+ Fi = 0 → No interior do corpo

– σij=σji → Simetria do tensor de tensões

Em relação á Figura (2.9)(b), para garantir uma distorção de corpo
compatível com o campo de deslocamentos virtuais, tem-se que respeitar
a seguinte condição:

– εij = 1
2

(
∂ui
∂xj

+ ∂uj
∂xi

)

Figura 2.9: Representação gráfica dos conjuntos de termos da Equação do
Princípio de Trabalhos Virtuais (a) Equilíbrio (b) Compatibilidade.

Dividindo a Equação(2-10) por dt (variação infinitesimal de tempo) e
assumindo um comportamento do material RPP (εij ⇒ εpij), tem-se:∫

A
u̇iTidA+

∫
V
u̇iFidV =

∫
V
σij ˙εijpdV (2-11)

– Ẇe =
∫
A u̇iTidA+

∫
V u̇iFidV → Potência virtual pelas forças externas

– Ṗ =
∫
V σij ˙εijpdV → Taxa de dissipação da energia interna
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A Equação (2-11) é denominada Principio das Potências Virtuais
(PPV), onde u̇i é a velocidade virtual e ˙εijp é a taxa de deformação plástica.

Com base na Equação (2-11) para que o sistema esteja em equilíbrio,
a potência virtual pelas forças externas (Ẇe) tem que ser menor ou igual à
taxa de dissipação da energia interna do material (Ṗ).

Ẇe ≤ Ṗ (2-12)

2.4 Formulação da Análise Limite como problema de otimização

Levando em conta as hipóteses de escoamento e comportamento do
material na AL, estudadas nas seções anteriores, para as quais são provados
os teoremas da plasticidade rigorosamente [1,19,20], podem ser formulados
os teoremas da AL como problemas de otimização, onde o objetivo é estimar
a carga de colapso da estrutura.

Na análise pelo limite inferior (formulação estática), procura-se maxi-
mizar a intensidade de uma carga predefinida para a qual o campo de ten-
sões obtido é estaticamente admissível, atendendo às equações de equilíbrio
e o critério de escoamento, em todo o domínio e as condições de contorno
de tensão, no contorno do problema.

Na análise pelo limite superior (formulação cinemática), procura-se
minimizar a intensidade de uma carga predefinida para a qual o campo de
velocidades obtido seja cinematicamente compatível com o campo das taxas
de deformação e atendam a lei de fluxo, em todo o domínio e as condições
de contorno de velocidade, no contorno do problema.

Para a solução do sistema de equações de igualdade e desigualdade
que surgem na análise, o meio contínuo é discretizado e é estimada uma
solução aproximada utilizando o método dos elementos finitos. A solução
obtida é uma estimação rigorosa do limite inferior ou do limite superior, de-
pendendo do espaço de interpolação empregado para discretizar as tensões
e velocidades.

Na formulação estática, tem-se que garantir o equilíbrio em todo o do-
mínio apesar de ser aferido apenas em alguns pontos [23], por exemplo, é co-
mum empregar elementos com variação linear das tensões, com presença de
descontinuidades estaticamente admissíveis. Em comparação com elemen-
tos de ordem superior, utilizar o elemento linear tem a vantagemde somente
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precisar impor a restrição do critério de ruptura nos nós [10]. Nos trabalhos
de Lysmer [37], Pastor [2] e Sloan [38] foram usados elementos triangulares
de 3 nós (problemas 2D), com variação linear de tensões e descontinuidades
de tensão compartilhadas por elementos adjacentes, obtendo estimativas ri-
gorosas do limite inferior da carga de colapso. A diferença da formulação
usualmente empregada no método dos elementos finitos, nesta formulação
cada nó é particular e único para cada elemento, mais de um nó pode ter a
mesma coordenada [12].

Na a formulação cinemática tem-se que garantir que a a lei de fluxo seja
respeitada em todo o domínio, mesmo que ela somente pode ser imposta em
alguns pontos [23]. Nos trabalhos de Bottero et al [39], Abdi et al [40], Sloan
et al [6] e Lyamin e Sloan [7] foram selecionados elementos triangulares
de 3 nós (problemas 2D), com variação linear do campo de velocidades no
interior de cada elemento e com presença de descontinuidades adjacentes
entre elementos.Makrodimopoulos eMartin [41] demostraramque também
podem ser empregados elementos triangulares de 6 nós (problemas 2D),
com uma distribuição quadrática do campo de velocidades, e com presença
de descontinuidades, em que as taxas de deformação de cada elemento
variam como uma combinação linear do valor das taxas de deformação dos
vértices do elemento, obtendo uma estimação rigorosa do limite superior,
melhor da obtida com o campo de velocidades linear, e com um custo
computacional similar.

O objetivo principal do conhecimento dos limites rigorosos (inferior e
superior) da carga de colapso, é a possibilidade de definir um intervalo de
valores dentro do qual encontra-se a carga de colapso real teórica. Em Krab-
benhøft et al [9] pode-se conferir que a medida que aumenta o refinamento
da malha o intervalo estimado (e portanto o erro de estimação da carga de
colapso real teórica) diminui.

Se o objetivo da análise não é estabelecer os valores limite da carga de
colapsomas sim uma solução aproximada, podem-se empregar formulações
mistas, a partir das quais podem ser obtidas soluções que não garantem o
cumprimento a rigor de nenhum dos dois teoremas da AL. Nos trabalhos
de Casciaro e Cascini [42], Christiansen [43], Christiansen e Andersen [44]
e Zouain et al [45] é empregada essa técnica que permite obter um fator
de colapso que necessariamente será inferior ao limite superior e superior
ao limite inferior, sendo dessa maneira mais próximo ao fator de colapso
real [23]. Em Aráujo [46] se demostrou que a formulação mista apresenta
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como vantagens principais a maior facilidade de implementação e o fato
de possuir consistência em relação aos campos de tensões e velocidades
obtidos, na busca de uma solução com aproximações nos campos estático
e cinemático.

No presente trabalho (ao igual que em [23], [25], [47], [27]) é usada
uma formulação mista-fraca, que tem um formato similar à formulação
estática, porém satisfazendo aproximadamente as condições de equilíbrio
e de contorno em tensão, e exatamente as condições de escoamento do
material. É considerada fraca devido ao uso do principio dos trabalhos
virtuais para a formulação das equações de equilíbrio.

2.4.1 Problema primal

Considerando uma formulação mista-fraca, o problema da AL é colo-
cado como problema de otimização:

maximizar λ

sujeito a : λ
(∫

A
u̇iTidA+

∫
V
u̇iFidV

)
+
∫
A
u̇iT0idA+

∫
V
u̇iF0idV =

∫
V
σij ˙εijpdV

f(σij) ≤ 0
(2-13)

onde λ é o fator de colapso, a função objetivo do processo de otimiza-
ção, um fator multiplicador que vai majorar as cargas responsáveis do co-
lapso (Fi, Ti) , adicionalmente na Equação (2-13) tem-se cargas de volume
(F0i) e de superfície (T0i) que ficam fixas, dependendo das condições do
problema estudado. Tendo como variáveis do problema ao fator de colapso
e as tensões, e duas restrições; uma de igualdade (referente ao equilíbrio) e
uma de desigualdade (referente ao critério de escoamento).

Colocada na forma padrão do problema primal ou problema original
de otimização, a Equação (2-13) pode ser rescrita como:

minimizar (−λ)

sujeito a : λ
(∫

A
u̇iTidA+

∫
V
u̇iFidV

)
+
∫
A
u̇iT0idA+

∫
V
u̇iF0idV −

∫
V
σij ˙εijpdV = 0

f(σij) ≤ 0
(2-14)
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2.4.2 Problema dual

É bem conhecida a dualidade entre os teoremas da AL, eles são cons-
truídos combase nosmesmos dados,mas considerando diferentes variáveis,
suas soluções em termos da função objetivo são as mesmas [48]. Seguindo o
mesmo procedimento efetuado em [27], para definir o problema dual obtido
a partir do primal, é necessário definir a função Lagrangeana L:

L(σij, µ, ρ) = −λ+ µ
[
λ
(∫

A
u̇iTidA+

∫
V
u̇iFidV

)
+
∫
A
u̇iT0idA+

∫
V
u̇iF0idV −

∫
V
σij ˙εijpdV

]
+ ρf(σij)

(2-15)

onde µ e ρ são multiplicadores de Lagrange. Amaximização da função
L requer que no ponto crítico o gradiente seja nulo, então derivando a
Equação (2-15) com respeito a σij tem-se:

∂L
∂σij

= −µ ∂

∂σij

(∫
V
σij ˙εijpdV

)
+ ρ

∂f

∂σij
(2-16)

O problema dual é colocado assim:

maximizar L(σij, µ, ρ)

sujeito a : ∂L(σij, µ, ρ)
∂σij

= 0

ρ ≥ 0

µ ≥ 0

(2-17)

Os multiplicadores de Lagrange têm um significado físico importante
no problema estudado; os multiplicadores associados ás restrições de igual-
dade são as taxas de deformação nodais no colapso, que permitem identifi-
car o mecanismo de colapso da estrutura, e aqueles associados ás restrições
de desigualdade são os fatores de plastificação [25].

Conhecendo-se a solução do problema primal é possível obter a so-
lução do problema dual e vice-versa, essa propriedade é aproveitada neste
trabalho para obter as velocidades nodais que definem o mecanismo de co-
lapso da estrutura geotécnica. Para garantir que o problemade otimização da
análise limite tenha um ponto crítico, tem que satisfazer as condições de pri-
meira e segunda ordem ou condições necessárias também conhecidas como
condições de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), como o problema da AL é con-
vexo as condições KKT são necessariamente suficientes [27].
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2.4.3 Algoritmos de otimização

Uma vez definida a formulação para estimar a carga de colapso (ci-
nemática, estática ou mista) e discretizado o contínuo mediante elementos
finitos, é necessário um algoritmo efetivo e eficiente para solucionar o pro-
blema estabelecido ao menor custo computacional possível.

Os primeiros algoritmos aplicados à AL foram desenvolvidos com
programação linear (PL); Anderheggen e Knopfel [4], Pastor [2], Sloan [38],
Pastor e Turgeman [3], Sloan [5], Sloan e Kleeman [6]. Tendo em geral a
seguinte forma (notação matricial):

minimizar cTx

sujeito a : Ax = b

Bx ≤ d

(2-18)

em que x é o vetor das variáveis do projeto, a restrição de igualdade re-
presenta as equações de equilíbrio e a restrição de desigualdade leva conta
do critério de escoamento. Devido a que a maioria dos critérios de escoa-
mento se apresentam de forma não linear, uma linearização de eles deve
ser feita antes de colocar a análise como problema de PL [48]. A principal
desvantagem de este tipo de programação é o tempo de processamento re-
querido para solucionar problemas de grande escala.

Devido às dificuldades apresentadas com o tratamento do critério de
escoamento alternativamente Zouain et al [49], Lyamin e Sloan [7, 50] e
Krabbenhøft e Damkilde [8] fizeram uso de programação não linear (PNL)
que permite a inclusão direta de restrições não lineares no processo de
otimização, baseadas no algoritmo Quase-Newton para resolver problemas
2D e 3D, porém tendo que suavizar as superfícies definidas pelos critérios
com singularidades, o que produz uma redução da acurácia e eficiência de
processamento [11].

Karmakar (1984) propôs um novo algoritmo, relacionado com as téc-
nicas de minimização sequencial sem restrição propostas previamente por
Fiacco andMcCormick (1968), com a vantagemde ser igualmente aplicáveis
a programação linear e não linear [48]. Nesses algoritmos a novidade era
como a solução evoluía em direção ao ótimo, pelo interior da região factível.
Para isso, adiciona-se à função objetivo uma função barreira cuja finalidade
é retornar valores tendendo ao infinito a medida que as variáveis se aproxi-
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man da fronteira [23]. Denominados como métodos dos pontos interiores,
podem ser aplicados a problemas com a seguinte forma :

minimizar f(x)

sujeito a : Ax = b

gi(x) ≤ 0 i = 1, 2, ..., n

(2-19)

onde as funções f(x) e g(x) geralmente são assumidas convexas.

Aindamais recente é a aplicação do algoritmode pontos interiores para
lidar com critérios de escoamento na forma cônica, nos quais o problema de
otimização é colocado como:

minimizar cTx

sujeito a : Ax = b

x ∈ K

(2-20)

onde x é o vetor das variáveis do problema, Ax = B é um conjunto
de restrições lineares e K é um cone convexo associado ao problema. En-
tre os subcampos da programação cônica os de maior interesse no modela-
mento de estruturas geotécnicas são a programação cônica de segunda or-
dem (SOCP) e a programação semi-definida (SDP).

A diferença entre os subcampos da programação cônica vem dada
pelo tipo de cone associado ao problema. Nos problemas de SOCP o cone
associado é denominado cone de segunda ordem, também conhecido como
cone de Lorentz, definido como:

Kq : x1 ≥
√
x2

2 + x2
3 + · · ·+ x2

n (2-21)

Nos problemas de SDP os cones estão formados por um conjunto de
matrizes positivas semi-definidas (autovalores não negativos):

Kp : X =


x11 · · · x1n
... . . . ...
xn1 · · · xnn

 � 0 (2-22)

O problema dual correspondente ao problema de otimização cônica
vem dado como:
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maximizar bTy

sujeito a : ATy + s = c

s ∈ K

(2-23)

Neste trabalho, o problemade otimização foi colocado comoSOCP (cri-
tério de escoamento D-P) e SDP (critério de escoamento M-C) e resolvido
mediante o software MOSEK [51] que faz uso do método primal-dual de
pontos interiores proposto por Andersen et al [52].
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3
IMPLEMENTAÇÃO NUMÉRICA

Este capítulo abordará a formulação numérica baseada no método dos
elementos finitos para problemas de estabilidade axissimétricos na engenha-
ria geotécnica. O emprego dométodo dos elementos finitos (MEF) para a so-
lução de problemas de estabilidade confere ao método da análise limite um
potencial de aplicação a problemas de considerável complexidade (geome-
tria e carregamento). NoMEF as variáveis de interesse e as propriedades são
definidas no interior de sub-regiões (elementos), a partir da interpolação de
seus valores nodais. Na formulação empregada neste trabalho vão se con-
siderar velocidades variando bilinearmente e tensões constantes no interior
de cada elemento.

Inicialmente serão revistos conceitos fundamentais do estado axissimé-
trico, também será estudado o tipo de elemento empregado na discretização
do meio contínuo, posteriormente será formulada a equação de equilíbrio e
apresentado o procedimento de transformação dos critérios de escoamento
ao espaço cônico, finalmente serão apresentadas algumas considerações re-
peito às condições de contorno, determinação do fator de segurança e ob-
tenção do mecanismo de colapso. Este capítulo vai focar-se exclusivamente
no estado axissimétrico, para as comparações feitas com analises tridimensi-
onais foram consultadas as formulações numéricas presentes nos trabalhos
de Chahua [25], Camargo [23] e Garcia [27].

3.1 Estado axissimétrico

Um corpo no estado axissimétrico, é aquele que apresenta simetria em
relação a um eixo, em quanto à geometria, o carregamento, e nas proprieda-
des e distribuição dosmateriais. Neste estado o corpo tridimensional se pode
considerar como um solido de revolução formado pela rotação completa de
uma seção longitudinal bidimensional ao redor do eixo de axissimetria, que
em muitos problemas, devido a sua natureza gravítica, é assumido vertical.

Em problemas axissimétricos é comum usar coordenadas cilíndricas, r
(na direção radial), z (na direção vertical) e θ (na direção circunferencial).
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Devido à simetria não são gerados deslocamentos na direção circunferencial
e os deslocamentos na direção radial e vertical são independentes de θ, tem-
se 4 componentes de deformação [53]:

εrr = ∂u

∂r
; εzz = ∂w

∂z
; εθθ = u

r
; γrz = ∂w

∂r
+ ∂u
∂z

; γrθ = γzθ = 0 (3-1)

Como foi revisto no capítulo 2, na AL são empregadas taxas de defor-
mação ( ˙εij) ao invés de deformações. Para a condição axissimétrica tem-se
também 4 componentes de tensão; σrr, σzz, σθθ e τrz(Figura 3.1).

Figura 3.1: Tensões atuantes em um elemento diferencial na condição axissi-
métrica

3.2 Discretização do meio contínuo

3.2.1 Discretização espacial

Na discretização do meio contínuo foram utilizados elementos quadri-
laterais bidimensionais de 4 nós (Q4), com a interpolação do campo de ve-
locidades bilinear e do campo de tensões constante no interior do elemento.
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Em [46] se verificou que analises feitos com elementos quadrilaterais
considerando o campo de tensões constante e variação bilinear das veloci-
dades, geram melhores resultados do que elementos com tensões variando
bilinearmente, desde então vem sendo empregados na formulação de pro-
blemas de analise limite numérico, segundo o teorema do limite inferior
em [24,25, 28].

Um elemento finito é dito isoparamétrico quando as mesmas funções
de interpolação são empregadas para interpolar tanto as grandezas cinemá-
ticas quanto as grandezas geométricas. No elemento tipo Q4, as funções de
interpolação em termos das coordenadas locais (ξ, ζ) (Figura 3.2), podem
ser obtidas de uma maneira simples a partir do produto direto de 2 funções
de interpolação 1D, assim :

Ni(ξ, ζ) = 1
4(1 + ξξi)(1 + ζζi) (3-2)

Figura 3.2: Elemento finito quadrilateral isoparamétrico de 4 nós (Q4), em
coordenadas locais

sendo ξi e ζi as coordenadas locais do nó i, obtendo as seguintes funções
de interpolação para cada nó do elemento Q4:

N1 (ξ, ζ) = 1
4(1− ξ)(1− ζ) (3-3)

N2 (ξ, ζ) = 1
4(1 + ξ)(1− ζ) (3-4)

N3 (ξ, ζ) = 1
4(1 + ξ)(1 + ζ) (3-5)

N4 (ξ, ζ) = 1
4(1− ξ)(1 + ζ) (3-6)
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Na Figura 3.3 é representada a função de interpolação do nó 1, dada
pela equação (3-3). A principal vantagem da formulação de elementos iso-
paramétricos é que as equações do elemento somente precisam ser avaliadas
no sistema de coordenadas do elemento, e posteriormente os resultados são
mapeados para o elemento real (Figura 3.4).

Figura 3.3: Representação gráfica da função de interpolação do nó 1 de um
elemento bilinear tipo Q4

Figura 3.4: Mapeamento do elemento mestre (b) para o elemento real (a).

A interpolação das velocidades nodais vem dada como:{
u̇
}

= [N ]
{

ˆ̇u
}

(3-7)
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onde {u̇} é o vetor de velocidades, [N ] a matriz de interpolação de
velocidades e

{
ˆ̇u
}
é o vetor de velocidades nodais:

 u̇ẇ
 =

N1 0 N2 0 N3 0 N4 0
0 N1 0 N2 0 N3 0 N4





u̇1

ẇ1

u̇2

ẇ2

u̇3

ẇ3

u̇4

ẇ4



(3-8)

A interpolação do raio do elemento (r) é feita a partir dos valores
nodais:

r(ξ, ζ) =
4∑
i=1

Ni · ri =
{
N1 N2 N3 N4

}


r1

r2

r3

r4


(3-9)

3.2.2 Transformação de coordenadas

Para a transformação de coordenadas, necessária no cálculo das deri-
vadas parciais e das integrais de volume da formulação de elementos fini-
tos, é utilizada a matriz Jacobiana. Para isto é preciso estabelecer funções
de forma, no caso de elementos isoparamétricos as funções de forma são as
mesmas funções de interpolação definidas anteriormente (da equação (3-3)
à equação (3-6)). Assim pela regra da cadeia do cálculo diferencial pode-se
estabelecer a seguintes relações:

∂Ni

∂ξ
= ∂Ni

∂r

∂r

∂ξ
+ ∂Ni

∂z

∂z

∂ξ
(3-10)

i = 1, 2, 3, 4.
∂Ni

∂ζ
= ∂Ni

∂r

∂r

∂ζ
+ ∂Ni

∂z

∂z

∂ζ
(3-11)

Rearranjando sob forma matricial as equações (3-10) e (3-11), tem-se:


∂Ni
∂ξ

∂Ni
∂ζ

 =


∂r
∂ξ

∂z
∂ξ

∂r
∂ζ

∂z
∂ζ



∂Ni
∂r

∂Ni
∂z

 (3-12)
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
∂Ni
∂ξ

∂Ni
∂ζ

 =
[
J
]

∂Ni
∂r

∂Ni
∂z

 (3-13)

Na equação (3-12) o vetor do lado esquerdo e a matriz do lado direito,
matriz Jacobiana [J ], são conhecidos já que as funções de interpolação são
definidas considerando o sistema de coordenadas local e o mapeamento é
isoparamétrico, por outro lado o vetor do lado direito é o vetor procurado,
isolando-o tem-se: 

∂Ni
∂r

∂Ni
∂z

 =
[
J
]−1


∂Ni
∂ξ

∂Ni
∂ζ

 (3-14)

onde
[
J
]−1

=
[
Γ
]
−→ 1
|J |

 J22 −J12

−J21 J11

 =
Γ11 Γ12

Γ21 Γ22

 (3-15)

3.2.3 Integração numérica

Por praticidade e eficiência, as integrais resultantes da formulação por
elementos finitos são avaliadas por meio da quadratura de Gauss-Legendre:∫ 1

−1
f(x)dx ∼=

n∑
i=1

Wif(xi) (3-16)

onde f(x) é a função cuja integral se deseja calcular, xi são os pontos
onde o valor da função é avaliada, n representa a quantidade desses pontos
eWi são os pesos de ponderação. Neste trabalho para o elemento Q4, foram
considerados 4 pontos de integração (2 pontos em cada direção), na Tabela
3.1 são especificadas as coordenadas paramétricas ou locais desses pontos e
seus respectivos fatores de ponderação ou pesos.

Tabela 3.1: Coordenadas locais dos pontos de integração e seus respectivos
fatores de ponderação

i
Coordenadas

Pesospontos de integração
ξi ζi Wξi Wζi

1 −1/
√

3 −1/
√

3 1 1
2 1/

√
3 −1/

√
3 1 1

3 1/
√

3 1/
√

3 1 1
4 −1/

√
3 1/

√
3 1 1
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3.3 Formulação da equação de equilíbrio (restrição de igualdade) do
problema de otimização

Para a formulação da restrição de igualdade na ALN, nesta secção são
estudadas previamente as seguintes matrizes e vetores que a compõem:

3.3.1 Matriz de compatibilidade cinemática

Para um elemento finito a relação entre as taxas de deformação e as
velocidades, vem dada como:



˙εrr
˙εzz
˙γrz
˙εθθ


=



∂
∂r

0
0 ∂

∂z

∂
∂z

∂
∂r

1
r

0


 u̇ẇ

 (3-17)

A equação (3-17) pode-se rescrever convenientemente como:



˙εrr
˙εzz
˙γrz
˙εθθ


=


1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 1 1 0 0
0 0 0 0 1

r





∂u̇
∂r

∂u̇
∂z

∂ẇ
∂r

∂ẇ
∂z

u̇


(3-18)

com

[H] =


1 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 1 1 0 0
0 0 0 0 1

r

 (3-19)

Na equação (3-18) o vetor que contém as derivadas parciais das velo-
cidades respeito ao sistema de coordenadas globais (r, z) é obtido indireta-
mente a partir do vetor com as derivadas parciais das velocidades respeito
ao sistema de coordenadas locais (ξ, ζ), para isto é necessário fazer uma
transformação de coordenadas com a matriz Γ(equação (3-15)).
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

∂u̇
∂r

∂u̇
∂z

∂ẇ
∂r

∂ẇ
∂z

u̇


=



Γ11 Γ12 0 0 0
Γ21 Γ22 0 0 0
0 0 Γ11 Γ12 0
0 0 Γ21 Γ22 0
0 0 0 0 1





∂u̇
∂ξ

∂u̇
∂ζ

∂ẇ
∂ξ

∂ẇ
∂ζ

u̇



(3-20)

com

[Γaxis] =



Γ11 Γ12 0 0 0
Γ21 Γ22 0 0 0
0 0 Γ11 Γ12 0
0 0 Γ21 Γ22 0
0 0 0 0 1


(3-21)

Para obter o vetor do lado direito da equação (3-20) (com as deriva-
das parciais das velocidades respeito ao sistema de coordenadas locais), o
processo envolve a obtenção do gradiente das funções de interpolação do
elemento, resultando na seguinte expressão:



∂u̇
∂ξ

∂u̇
∂ζ

∂ẇ
∂ξ

∂ẇ
∂ζ

u̇



=



∂N1
∂ξ

0 ∂N2
∂ξ

0 ∂N3
∂ξ

0 ∂N4
∂ξ

0
∂N1
∂ζ

0 ∂N2
∂ζ

0 ∂N3
∂ζ

0 ∂N4
∂ζ

0
0 ∂N1

∂ξ
0 ∂N2

∂ξ
0 ∂N3

∂ξ
0 ∂N4

∂ξ

0 ∂N1
∂ζ

0 ∂N2
∂ζ

0 ∂N3
∂ζ

0 ∂N4
∂ζ

N1 0 N2 0 N3 0 N4 0





u̇1

ẇ1

u̇2

ẇ2

u̇3

ẇ3

u̇4

ẇ4



(3-22)

com:

[Dnd] =



∂N1
∂ξ

0 ∂N2
∂ξ

0 ∂N3
∂ξ

0 ∂N4
∂ξ

0
∂N1
∂ζ

0 ∂N2
∂ζ

0 ∂N3
∂ζ

0 ∂N4
∂ζ

0
0 ∂N1

∂ξ
0 ∂N2

∂ξ
0 ∂N3

∂ξ
0 ∂N4

∂ξ

0 ∂N1
∂ζ

0 ∂N2
∂ζ

0 ∂N3
∂ζ

0 ∂N4
∂ζ

N1 0 N2 0 N3 0 N4 0


(3-23)

Substituindo a equação (3-22) na equação (3-20) e posteriormente a
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equação (3-20) na equação (3-18), se pode obter uma expressão que permite
estimar as taxas de deformação de um elemento finito Q4 a partir de suas
velocidades nodais: {

ε̇
}

=
[
Be

] {
ˆ̇u
}

(3-24)

onde {ε̇} é o vetor das taxas de deformação,
{

ˆ̇u
}
é o vetor das velocida-

des nodais e [Be] é a matriz de compatibilidade cinemática, calculada como
o produto das matrizes das equações (3-19), (3-21) e (3-23):

[Be] = [H]× [Γaxis]× [Dnd] (3-25)

3.3.2 Matriz de Equilíbrio

Para um elemento finito a matriz de equilíbrio [Ge] vem definida como:

[Ge] =
∫
V

[Be]TdV =
∫
A

∫ 2π

0
[Be]T r dθ dr dz = 2π

∫
A

[Be]T r dr dz (3-26)

a integral da equação (3-26) é avaliada no sistema de coordenadas
locais, para isto é necessária uma transformação de coordenadas feita por
meio do determinante damatriz Jacobiana, conhecido como Jacobiano (|J |).

[Ge] = 2π
∫
A

[Be]T r dr dz
transformação−−−−−−−−→ [Ge] = 2π

∫ +1

−1

∫ +1

−1
[Be]T r |J | dξ dζ

(3-27)

Pela quadratura Gauss-Legendre, a integral da equação (3-27) é calcu-
lada como:

[Ge] ∼= 2π
2∑
i=1

2∑
j=1

WξiWζj [Be]T r |J | (3-28)

3.3.3 Vetores de cargas nodais

O vetor de força de volume para um elemento finito, vem dado pela
seguinte integral:

{fe} =
∫
V

[N ]T {F} dV =
∫
A

∫ 2π

0
[N ]T {F} r dθ dA = 2π

∫
A

[N ]T {F} r dr dz
(3-29)

com

F = {Fr, Fz}T (3-30)
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fazendo a transformação de coordenadas tem-se

{fe} = 2π
∫
A

[N ]T {F} r dr dz transformação−−−−−−−−→ {fe} = 2π
∫ +1

−1

∫ +1

−1
[N ]T {F} r|J | dξ dζ

(3-31)

a integral é resolvida numericamente como:

{fe} = 2π
2∑
i=1

2∑
j=1

WξiWζj [N ]T {F} r|J | (3-32)

Para o caso das forças de superfície, o seu respectivo vetor é obtido da
avaliação numérica ou analítica da seguinte integral:

{te} =
∫ 2π

0

∫
l
[N ]T {T} r dl dθ = 2π

∫
l
[N ]T {T} r dl (3-33)

com

T = {Tr, Tz}T (3-34)

3.3.4 Formulação matricial da equação de equilíbrio

A restrição de igualdade da equação (2-14), pode-se reescrever na
forma matricial como:

∫
V
{δε̇}T {σe} dV =

∫
V
{δu̇}T {Fo} dV +

∫
A
{δu̇}T {To} dA

+ λ
(∫

V
{δu̇}T {F} dV +

∫
A
{δu̇}T {T} dA

) (3-35)

onde {δε̇} é o vetor com as taxas de deformação , {σe} é o vetor com
as tensões, {δu̇} é o vetor com as velocidades, {Fo} e {To} são os vetores de
forças de volume e de superfície, respectivamente, que ficam constantes e
{F} e {T} os vetores de forças que são multiplicados pelo fator de colapso
λ. Considerando a discretização do meio contínuo em elementos finitos e
incluindo na equação (3-35) as matrizes estudadas na secções 3.3.1, 3.3.2 e
3.3.3, a equação (3-35) se pode reescrever, para um elemento finito, como:

∫
V

{
δ ˆ̇u
}T

[Be]T {σe} dV =
∫
V

{
δ ˆ̇u
}T

[N ]T {Fo} dV +
∫
A

{
δ ˆ̇u
}T

[N ]T {To} dA

+ λ
(∫

V

{
δ ˆ̇u
}T

[N ]T {F} dV +
∫
A

{
δ ˆ̇u
}T

[N ]T {T} dA
)

(3-36)
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Simplificando a equação (3-36), considerando um valor arbitrário das
velocidades nodais

{
δ ˆ̇u
}
, tem-se:

∫
V

[Be]T {σe} dV =
∫
V

[N ]T {Fo} dV +
∫
A

[N ]T {To} dA

+ λ
(∫

V
[N ]T {F} dV +

∫
A

[N ]T {T} dA
) (3-37)

Finalmente a equação (3-37) incluindo as definições dematriz de equi-
líbrio do elemento ([Ge]) e vetores de cargas nodais ({fe} e {te}), pode ser
expressa como:

[Ge] {σe} = {feo}+ {teo}+ λ ({fe}+ {te}) (3-38)

Na equação (3-38), referente a um elemento finito, a matriz de equilí-
brio ([Ge]) temdimensões 8×4, o vetor de tensões {σe} temdimensões 4×1, e
os vetores de cargas nodais constantes ({feo} e {teo}) e variáveis ({fe} e {te})
têm dimensões 8× 1.

Para obter a equação de equilíbrio global da estrutura geotécnica, é
feito um acoplamento dasmatrizes elementares, sendoNE o número total de
elementos e NN o número de nós do domínio, a matriz global de equilíbrio
[G] terá dimensões 2NN × 4NE , o vetor global de tensões {σ} terá dimensões
4NE × 1, e os vetores globais de cargas nodais ({fo} , {to} , {f} e {t}) terão
dimensões 2NN × 1, resultado na seguinte equação:

[G] {σ} = {fo}+ {to}+ λ ({f}+ {t}) (3-39)

3.4 Transformação dos critérios de escoamento ao espaço cônico

Em seguida é apresentado o procedimento para a implementação dos
critérios D-P e M-C no problema de otimização cônica, para o estado axis-
simétrico. Os criterios de escoamento foram adaptados com a finalidade de
utilizar o software Mosek Aps 9.2 [51].

3.4.1 Critério de escoamento de Drucker-Prager na forma Cônica de
Segunda Ordem, sem poropressões

Inicialmente a transformação do critério D-P no estado tridimensional
para o espaço cônico de segunda ordem foi apresentada por Makrodimo-
poulos e Martin [10], sendo empregada também nos trabalhos realizados
na linha de pesquisa de ALN da PUC-RIO (Camargo [23] e García [27]). A
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transformação do critério no estado axissimétrico, resulta em uma simplifi-
cação dos trabalhos acima mencionados. Partido da equação (2-8) com:

αI ′1 +
√
J2 − k ≤ 0→

 I ′1 = 3 · σm = σrr + σzz + σθθ

J2 = 1
2 (S2

rr + S2
zz + S2

θθ) + S2
rz

(3-40)

onde Srr, Szz, Sθθ e Srz são componentes do tensor de tensões desvia-
doras, definidas como:

Srr = σrr − σm = 2
3σrr −

1
3σzz −

1
3σθθ

Szz = σzz − σm = 2
3σzz −

1
3σrr −

1
3σθθ

Sθθ = σθθ − σm = 2
3σθθ −

1
3σrr −

1
3σzz

Srz = τrz

(3-41)

A restrição dada pelo critério de escoamento pode-se transformar em
uma restrição linear de igualdade acoplada com uma restrição cônica de
segundo ordem, mediante a introdução de uma variável auxiliar z:

z = k − αI ′1√
ρ2

2 + ρ2
3 + ρ2

4 ≤ z
(3-42)

A restrição cônica de segundo ordem neste caso é obtida substituindo
as expressões de (3-41) na expressão de (3-40) referente ao segundo invari-
ante de tensões de desvio J2 e posteriormente rearranjando os seus termos:

√
J2 =

√√√√(1
2σrr −

1
2σθθ

)2
+
(
−
√

3
6 σrr +

√
3

3 σzz −
√

3
6 σθθ

)2

+ τ 2
rz (3-43)

com

ρ2 = 1
2σrr −

1
2σθθ

ρ3 = −
√

3
6 σrr +

√
3

3 σzz −
√

3
6 σθθ

ρ4 = τrz

(3-44)

Sendo assim, na formulação do problema SOCP as variáveis corres-
pondentes ao vetor das tensões para um elemento {σe} são substituídas por
as de um vetor auxiliar {ρe}, que representa o critério de escoamento D-P,
matricialmente a transformação do critério é expressa assim:
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

z

ρ2

ρ3

ρ4


=



−α −α 0 −α
1
2 0 0 −1

2

−
√

3
6

√
3

3 0 −
√

3
6

0 0 1 0





σrr

σzz

τrz

σθθ


+



k

0
0
0


(3-45)

{ρe} = [D] {σe}+ {d} (3-46)

onde [D] e {d} são a matriz e o vetor de transformação pro espaço
cônico respectivamente. Na equação (3-46) isolando o vetor das tensões tem-
se:

{σe} = [D]−1 {ρe} − [D]−1 {d} (3-47)

Substituindo a equação (3-47) na equação de equilíbrio (3-38), é feita a
transformação para cada elemento da estrutura geotécnica e posteriormente
é realizado um acoplamento das matrizes elementares, para definir o pro-
blema primal de otimização com SOCP, como:

minimizar (−λ)

sujeito a : [Gconic] {ρ} − {Lconic} = {fo}+ {to}+ λ ({f}+ {t})

ρ ∈ κ

(3-48)

onde [Gconic] resulta do processo de acoplamento das matrizes de equi-
líbrio elementares no espaço cônico {Geconic} e {Lconic} e do acoplamento dos
vetores {Leconic}, sendo:

[Geconic ] = [Ge]× [D]−1

{Leconic} = [Ge]× [D]−1 × {d}
(3-49)

3.4.2 Critério de escoamento de Drucker-Prager na forma Cônica de
Segunda Ordem, considerando poropressões

A inclusão do efeito da poropressão no critério D-P foi apresentado
por Camargo [23], já que o critério de ruptura é formulado em função das
tensões efetivas, que mobilizam a resistência ao cisalhamento do solo, as
expressões desenvolvidas na secção 3.4.1 requerem uma modificação na
definição do primeiro invariante do tensor de tensões I ′1 (J2 não resulta
afetado):

I ′1 = 3 · σ′m = σrr + σzz + σθθ − 3u (3-50)

Portanto, a variável auxiliar z é definida como:

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912654/CA



Capítulo 3. IMPLEMENTAÇÃO NUMÉRICA 50

z = k − αI ′1 = −α (σrr + σzz + σθθ) + k + 3αu (3-51)

Deste modo a equação, na forma matricial, da transformação do pro-
blema para SOCP, vem dado como:



z

ρ2

ρ3

ρ4


=



−α −α 0 −α
1
2 0 0 −1

2

−
√

3
6

√
3

3 0 −
√

3
6

0 0 1 0





σrr

σzz

τrz

σθθ


+



k + 3αu
0
0
0


(3-52)

3.4.3 Critério de escoamento de Mohr-Coulomb na forma Semidefinida

Em seguida é formulado o critério M-C como SDP, com base nos traba-
lhos de Krabbenhøft et al. [9], Martin eMakrodimopoulos [54], Garcia [27],
Bruno et al. [55] nos quais foi estudada a adaptação do criterio M-C, para
problemas tridimensionais e o trabalhomais recente de Sun e Yang [16] para
problemas na condição axissimétrica.

Ao contrario da programação SOCP, na qual não se consegue tratar
diretamente o criterioM-Cno estado axissimétrico 1, comSDPo critério pode
ser tratado em sua forma original e sem precisar fazer suposições sobre σθθ.

Inicialmente o vetor de tensões {σ} é rearranjado de maneira a repre-
sentar umamatriz simétrica positiva-semidefinida ([Σ] � 0), mediante a fun-
çãomat, como é explicado na seguinte expressão:

[Σ] = mat {σ} (3-53)
com

[Σ] =


σrr τrz 0
τrz σzz 0
0 0 σθθ

 {σ} =



σrr

σzz

τrz

σθθ


(3-54)

O critério de escoamento M-C representado na equação (2-7) pode-se
reescrever como:

α σ1 − β σ3 ≤ κ (3-55)
1Tem-se trabalhos nos quais o critério M-C é representado por um conjunto de 3 restri-

ções, os possíveis casos nos quais pode-se colocar o critério dependendo da suposição feita
respeito a σθθ (Chong et al. [12]), Rahaman et al [56]).
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com

α = 1 + senφ

β = 1− senφ
κ = 2 c cosφ

(3-56)

Para resolver o problema com SDP o critério pode ser expresso em
função de duas restrições semidefinidas: −t [I]− α [Σ] + κ[I] � 0

t [I] + β [Σ] � 0
(3-57)

onde [I] é a matriz identidade e t é uma variável auxiliar, incluindo na
definição das restrições semidefinidas as matrizes:

[X] =


x11 x12 0
x21 x22 0
0 0 x33

 � 0 [Z] =


z11 z12 0
z21 z22 0
0 0 z33

 � 0 (3-58)

As inequações de (3-57) são reescritas como: −t [I]− α [Σ] + κ[I] = [X]
t [I] + β [Σ] = [Z]

(3-59)

Das equações de (3-59) surgem 8 restrições para cada elemento:

x11 + ασrr + t = κ

x22 + ασzz + t = κ

x33 + ασθθ + t = κ

x12 + ατrz = 0

z11 − βσrr − t = 0
z22 − βσzz − t = 0
z33 − βσθθ − t = 0
z12 − βτrz = 0

(3-60)

O problema primal de otimização com programação SDP resulta defi-
nido como:

minimizar (−λ)

sujeito a : [G] {σ} = {fo}+ {to}+ λ ({f}+ {t})

[X] � 0

[Z] � 0

(3-61)
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3.5 Considerações finais da implementação numérica

3.5.1 Condições de contorno

Nos problemas estudados as condições de contorno impostas à estru-
tura geotécnica foram do primeiro tipo, ou de Dirichlet, com velocidades nu-
las prescritas com o objetivo de garantir a ausência de movimentos de corpo
rígido. Na equação (3-39) são eliminadas as linhas da matriz de equilíbrio
global e dos vetores globais de cargas nodais, correspondentes aos graus de
liberdade restritos.

3.5.2 Estimação do fator de segurança

A estabilidade da estrutura geotécnica pode-se avaliar em termos de
uma das duas seguintes questões [57]:

– Uma vez conhecida a resistência do solo, por qual fator deverão ser
multiplicadas as cargas externas para causar o incipiente estado de
colapso?

– Uma vez conhecidas as cargas externas, por qual fator devera-se redu-
zir a resistência do solo para causar o incipiente estado de colapso?

A resposta à primeira questão vem dada diretamente da ALN, em
termos do fator de colapso λ, a resposta à segunda pode-se conseguir da
ALN incluindo o método de redução de resistência, obtendo o fator de
segurança FS, processo que resulta mais exigente computacionalmente,
mas, cujo resultado é mais relevante na prática.

O FS é obtido via redução dos parâmetros do modelo M-C:

FS = c

cr
= tanφ

tanφr
→

 cr = c
FR

φr = tan−1
(
tanφ
FR

) (3-62)

onde FR é o fator de redução de resistência. Dependendo das cargas
maximizadas ou afetadas pelo fator de colapso; peso próprio da estrutura
ou força fictícia (como foi feito em [25] e [23], para problemas considerando
o efeito da poropressão) o procedimento da obtenção do FS na ALN varia,
como é representado na Figura 3.5.

Quando a analise é feita maximizando o peso próprio da estrutura o
fator de segurança FS é o fator de redução FR para o qual o fator de colapso
λ é igual a 1. Quando é considerada amaximização de uma força fictícia (que
será empregada posteriormente nos exemplos que consideram um elemento
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Figura 3.5: Estimação do fator de segurança na ALN

de concreto e o efeito da poropressão, como uma técnica para manter estável
o código) o fator de segurançaFS é o fator de reduçãoFR para o qual o fator
de colapso λ é igual a 0. Com o fim de automatizar o processo iterativo de
calculo do FS, foi adotado o algoritmo Newton-Raphson desenvolvido por
Camargo [23].

3.5.3 Obtenção do mecanismo de colapso

Omecanismo de colapso é obtido plotando, na geometria do problema
estudado, as velocidades obtidas do problema dual de otimização, no qual
são estabelecidas com base no método dos multiplicadores de Lagrange.
Assim como para o problema primal tem-se as tensões e o fator de colapso ,
no problema dual resultante as velocidades são as variáveis.

O campo de velocidades obtido permite identificar a superfície de
ruptura, fazendo uma identificação qualitativa da mesma, já que o valor
dessas velocidades não é representativo.

3.5.4 Diagrama de fluxo geral da implementação

Na figura 3.6, é apresentado um diagrama de fluxo geral, seguido na
resolução dos problemas estudados, com ALN.
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Figura 3.6: Diagrama de fluxo geral da implementação da ALN
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4
RESULTADOS

O foco principal da pesquisa, para a aplicação dos códigos desenvolvi-
dos, foi a análise de estabilidade de um poço, cuja geometria é apresentada
na Figura 4.1. A análise foi subdividida nas seguintes fases, dependendo das
condições do problema consideradas:

– Fase 1: Análise de estabilidade do poço (sem considerar anel de con-
creto e a presença da água)

– Fase 2: Análise de estabilidade do poço com anel de concreto
– Fase 3: Análise de estabilidade do poço com anel de concreto e consi-
derando a presença do nível da água

Figura 4.1: Geometria do poço estudado.

Além disso foi feita uma análise comparativa com resultados obtidos
na literatura para o caso de estimação da capacidade de carga de uma
fundação circular rasa.
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Para cada caso estudado, a forma geral da equação de equilíbrio do
problema de otimização será reformulada, com a finalidade de esclarecer o
tratamento dado a cada um deles. Nesse trabalho os códigos foram imple-
mentados no software MATLAB R2019b e o processador usado para todos
os exemplos foi Intel Core i7-7700-CPU 3.60GHz, para a geração de malhas
de elementos finitos e identificação do mecanismo de colapso foi utilizado o
software de pré e pós processamento GiD v15 (CIMNE, 2020).

4.1 Fase 1: Analise de estabilidade de poço

4.1.1 Considerações do caso estudado

Inicialmente foi estudado o caso mais simples do problema do poço,
sem considerar nem a presença do anel de concreto, nem o efeito das poro-
pressões. A análise foi efetuada em várias etapas, que incluíram: a validação
dos resultados obtidos do código no estado axissimétrico com os obtidos
para o estado tridimensional, a execução de uma análise de sensibilidade ao
refinamento da malha e por fim a comparação de resultados obtidos para
diferentes parâmetros do material com as análises efetuadas nos softwares
OPTUM G2 e PLAXIS 2D.

Neste caso a equação de equilíbrio do problema foi colocada como:

[G] {σ} = λ {fw} (4-1)

onde {fw} é o vetor de cargas nodais (força de volume) correspondente
ao peso próprio da estrutura geotécnica.

4.1.2 Validação Analise Axissimétrico - Analise Tridimensional

Como uma forma de validar os resultados obtidos do código imple-
mentado para o estado axissimétrico, foram efetuadas análises para ummo-
delo tridimensional do problema, combase no código desenvolvido porGar-
cia [27]. Para tal fim foi eleito o critério D-P com SOCP, fazendo uma apro-
ximação aos parâmetros M-C por meio do Cone 2 (Tabela 2.1).

Na Figura 4.2 é apresentada a geometria e a malha semi-estruturada
empregada na discretização do modelo tridimensional do poço. A profun-
didade do poço é de 25metros e o raio de 7.5metros.Nomodelo as condições
de contorno foram impostas como é apresentado na Tabela 4.1.

Para a análise axissimétrica, foi gerada uma malha plana não estrutu-
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Tabela 4.1: Condições de contorno no modelo tridimensional do poço
Contorno Restrito em

x y z
1
2 X
3 X
4,5 e 6 X X X

Figura 4.2: Geometria e malha semi-estruturada tridimensional do poço
empregada na validação da análise axissimétrica.

rada, como é apresentado na Figura 4.3, onde também se pode conferir as
dimensões do modelo. As condições de contorno foram impostas tal como é
apresentado na Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Condições de contorno no modelo axissimétrico do poço
Contorno Restrito em

r z
1 X
2 X X
3 X
4,5 e 6

Os resultados das análises efetuadas para diferentes parâmetros do
solo podem ser examinadas na Tabela 4.3. Nela se pode perceber a notável
redução dos tempos de processamento requeridos no modelo axissimétrico
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Figura 4.3: Geometria e malha não estruturada plana do poço empregada na
validação da análise axissimétrica.

em comparação com o tridimensional e a diferença percentual na estimação
do fator de segurança em todos os casos não supera o 1%.

Tabela 4.3: Comparação entre os resultados obtidos nas análises axissimé-
trica e tridimensional (SOCP D-P cone 2)

Caso 1 2 3 4

Parâmetros
γ(kN/m3) 18 16 17 17
c(kPa) 30 25 10 35
φ (°) 10 20 35 25

Número de elementos
Analise Axissimétrico 6278 6278 6278 6278
Analise 3D 51081 51081 51081 51081

Tempo de processamento (s) Analise Axissimétrico 13.87 21.16 17.82 14.21
Analise 3D 658.97 501.15 750.13 523.69

FS Analise Axissimétrico 0.75 0.93 0.80 1.22
Analise 3D 0.76 0.94 0.80 1.22

Diferença percentual 0.45 0.49 0.86 0.49

Os mecanismos de colapso obtidos pelo campo de velocidades nos
modelos tridimensional e axissimétrico são muito parecidos, como pode-
se corroborar nas Figuras 4.4 e 4.5, para os parâmetros do caso 3. De fato
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se é feita uma seção do modelo tridimensional, o mecanismo de colapso
representado nela será idêntico ao conseguido no modelo axissimétrico.

Figura 4.4: Mecanismo de colapso obtido na análise tridimensional (caso 3).

Figura 4.5: Mecanismo de colapso obtido na análise axissimétrica (caso 3).
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4.1.3 Analise de refinamento da malha

Uma vez validada a análise axissimétrica com a tridimensional, foram
efetuadas análises de refinamento geral da malha, com a finalidade de ve-
rificar a variação do fator de segurança FS com o acréscimo do número de
elementos finitos. Para esse fim foram empregados tanto o critério D-P com
SOCP, quanto o critério M-C como SDP.

Os parâmetros do solo considerados nas análises foram:

γ = 19 kN/m3

c = 50 kPa

φ = 35 ◦

No caso do critério D-P os parâmetros foram aproximados por meio
dos Cones 1 e 2. Na Figura 4.6 são apresentados os resultados das análises,
das quais se pode atentar o seguinte:

– Os gráficos para as 3 análises feitas começaram a exibir uma tendência
assintótica antes dos 4000 elementos, para um número maior de ele-
mentos a variação do FS resultou inferior a 0.3%.

– Em geral, a sensibilidade da análise ao refinamento foi baixa, por
exemplo, a diferença percentual do FS obtido em malhas com 2154
elementos e 15655 resultou inferior ao 0.95% nas 3 análises.

Figura 4.6: Analise de refinamento da malha.
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A respeito do mecanismo de colapso, na Figura 4.7 é possível perceber
a melhoria sensível na definição da superfície de ruptura com o refinamento
da malha.

Figura 4.7: Mecanismos de colapso obtidos na análise de refinamento geral
da malha, com programação SDPM-C(a) 198 elementos (b) 1371 elementos
(c) 5404 elementos.

4.1.4 Analise de estabilidade para diferentes parâmetros do solo

Na Tabela 4.4 são apresentados os resultados das análises efetuadas na
condição axissimétrica, para 8 casos de parâmetros do solo, com o objetivo
de estudar principalmente os seguintes aspectos:
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– O desempenho na estimação do FS com SOCP de todos os Cones D-P
presentes na Tabela 2.1, tendo como referência os resultados obtidos
do critério M-C formulado com SDP.

– A diferença dos resultados obtidos nos códigos de ALN implementa-
dos nesta pesquisa, com os obtidos do software de Analise Elastoplás-
tica Plaxis 2D e o software de ALN Optum G2.

Nas análises foram criadas malhas não estruturadas de mais de 5000
elementos e para Plaxis 2D e Optum G2 foram empregadas malhas de 2293
e 2000 elementos respectivamente1.

Tabela 4.4: Fator de Segurança obtido para diferentes casos de parâmetros
do solo na análise de estabilidade

Caso 1 2 3 4 5 6 7 8

Parâmetros
γ(kN/m3) 18 16 17 18 18 18 16 19
c(kPa) 5 10 15 25 25 30 40 50
φ(°) 35 30 25 15 30 20 0.1 35

FS

SOCP D-P Cone 1 0.58 0.71 0.74 0.72 1.02 0.91 0.65 1.56
SOCP D-P Cone 2 0.59 0.73 0.77 0.77 1.07 0.97 0.75 1.66
SOCP D-P Cone 3 0.85 0.90 0.89 0.82 1.21 1.04 0.75 1.80
SOCP D-P Cone 4 0.91 0.97 0.95 0.86 1.29 1.10 0.75 1.91
SOCP D-P Cone 5 1.19 1.18 1.12 0.96 1.50 1.23 0.75 2.16
SDP M-C 0.59 0.73 0.76 0.74 1.05 0.94 0.69 1.61
M-C Optum G2 0.58 0.72 0.75 0.74 1.05 0.93 0.69 1.61
M-C Plaxis 0.51 0.65 0.69 0.71 0.98 0.89 0.66 1.53

No que diz respeito ao desempenho dos Cones D-P com SOCP, por
meio da Figura 4.8 é possível evidenciar que as melhores aproximações ao
critério M-C foram feitas pelos Cones 1 e 2, enquanto que os Cones 3, 4 e 5
resultaram em uma superestimação do FS.

Para o Cone 1 a diferença percentual média na estimação do FS com
respeito aos resultados obtidos do critério M-C com SDP, foi de 3.01% (infe-
rior), e no Cone 2 foi de 2.85% (superior).

Na Figura 4.9 foram representados os FS obtidos do critério D-P com
SOCP (Cone 1 e 2), do critério M-C com SDP e dos softwares Optum G2
e Plaxis 2D, para os 8 casos, os valores determinados neste trabalho foram
muito próximos aos estimados com o software de ALN Optum G2, de fato

1Os resultados apresentados para Optum G2, resultam do valor medio obtido das esti-
mações rigorosas pelo límite inferior e superior, na análise foi efetuado o processo de adap-
tação da malha disponível neste software.
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Figura 4.8: Comparação entre os resultados obtidos com os cones D-P
(SOCP) e M-C (SDP).

para a análise SDPM-C a diferença percentual media foi de 0.61% e de 2.42%
e 3.47% para a análise SOCP D-P com o Cone 1 e 2 respectivamente.

Com respeito aos FS conseguidos do Plaxis 2D, eles resultaram inferi-
ores em todos os casos aos obtidos da ALN e as diferenças percentuais me-
dias foram maiores que as estimadas com Optum G2, sendo de 8.24% para
a análise SDP M-C e de 5.01% e 11.26% para SOCP D-P com o Cone 1 e 2
respectivamente.

Figura 4.9: Comparação dos resultados conseguidos neste trabalho com os
resultados obtidos em Optum G2 e Plaxis 2D.

O tempo médio de processamento foi inferior a 10 segundos nas aná-
lises com SOCP, de 190 segundos nas analises com SDP, de 41 segundos no
Plaxis 2D e de 34 segundos no Optum G2. Dos 8 casos de parâmetros estu-
dados, apenas nos casos 5 e 8 foram obtidos FS maiores de 1, apresentando
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o colapso da estrutura geotécnica para essas condições. Na Figura 4.10 são
apresentados os mecanismos de colapso identificados no caso 7 para os mé-
todos de análise empregados, como se pode perceber a representação da su-
perfície de ruptura é idêntica.

Figura 4.10: Mecanismo de colapso para o caso 7. (a) Análise limite axissi-
métrica, programação SDP-MC (b) Optum G2 (c) Plaxis 2D.

4.1.5 Analise de estabilidade de poço considerando heterogeneidade

Com a finalidade de considerar o efeito da heterogeneidade na estabi-
lidade do poço, foram abordados 2 casos nos quais tem-se um contraste nos
parâmetros das camadas de solo pertencentes à estrutura geotécnica. Foram
realizadas análises SOCP D-P com o Cone 1 e 2 e SDP M-C, com condições
de contorno iguais às da Tabela 4.2 e mantendo as dimensões do poço da
Figura 4.3. Também foram feitas as análises para verificação de resultados
nos softwares Optum G2 e Plaxis 2D.

4.1.5.1 Caso 1: Camada mais resistente na base

O primeiro caso de heterogeneidade estudado no poço, considera um
perfil estratigráfico conformado por duas camadas, sendo a camada 2, na
base, a mais resistente. Na Figura 4.11 é apresentada a geometria do pro-
blema e a malha não estruturada utilizada na análise.

Os resultados obtidos na análise de estabilidade, em termos do FS são
apresentados na Tabela 4.5, com base na qual se podem fazer as seguintes

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912654/CA



Capítulo 4. RESULTADOS 65

observações:

– O FS obtido em todas as análises foi inferior a 1, o que implica o estado
de colapso da estrutura para essas condições

– As estimações do FS feitas pelas diferentes metodologias apresenta-
ram resultados muito próximos aos obtidos do Optum G2, principal-
mente as feitas com SOCP D-P Cone 1 e SDP M-C.

– Seguindo a tendência dos exemplos anteriormente estudados, a pro-
gramação SOCP apresento tempos de processamento bastante inferio-
res aos requeridos com a programação SDP e o Plaxis 2D.

Figura 4.11: Geometria e malha não estruturada do caso 1 de heterogenei-
dade.

Umdos aspectosmais interessantes na inclusão de heterogeneidade no
modelo é sua influência na definição da superfície de ruptura, da Figura 4.12
se pode verificar que para o caso estudado a posição da camada resistente
resulta fundamental na definição do mecanismo de colapso.
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Tabela 4.5: Resultados caso 1 de heterogeneidade, com camada mais resis-
tente na base

Parâmetros

Camada 1 2
γ(kN/m3) 17 18
c(kPa) 20 40
φ (°) 10 35

Tipo de análise FS Tempo de processamento (s) Número de nós
Diferença percentual
OPTUM G2 PLAXIS

SOCP D-P Cone 1 0.60 8.19 6443 2.87 0.28
SOCP D-P Cone 2 0.65 7.86 6443 5.11 8.51
SDP M-C 0.62 190.68 6443 0.43 3.68
M-C Optum G2 0.62 13.31 6003
MC Plaxis 0.60 62.00 7675

Figura 4.12: Mecanismo de colapso, caso 1 de heterogeneidade. (a) Análise
limite programação SDP M-C (b) Optum G2 (c) Plaxis 2D.

4.1.5.2 Caso 2: Presença de camada menos resistente

O caso 2 de heterogeneidade contempla a presença de uma camada
menos resistente de 5 metros de espessura na estratigrafia do poço (Figura
4.13). Da Tabela 4.6 com os resultados da análise se pode inferir que os FS
estimados pelas diferentes metodologias foram inferiores a 1, evidenciando
o estado de colapso para as condições dadas. A maior diferença percentual
foi obtida entre a análise feita comSOCPD-PCone 2 e o Plaxis 2D, correspon-
dente a um 7.79%. Como nos exemplos anteriores a programação SOCP de-
mandou os menores tempos de processamento e a programação SDP junto
com o Plaxis 2D os maiores.

Na Figura 4.14 foi representado o mecanismo de colapso obtido pelas
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Figura 4.13: Geometria e malha não estruturada do caso 2 de heterogenei-
dade.

Tabela 4.6: Fator de segurança estimado no caso 2 de heterogeneidade, com
presença de camada menos resistente

Parâmetros

Camada 1 2
γ(kN/m3) 18 18
c(kPa) 10 5
φ (°) 35 15

Tipo de análise FS Tempo de processamento (s) Número de nós
Diferença percen-
tual
OPTUM G2 PLAXIS

SOCP D-P Cone 1 0.48 8.65 6443 5.05 0.07
SOCP D-P Cone 2 0.49 8.47 6443 1.38 3.80
SDP M-C 0.51 172.97 6443 2.41 7.79
M-C Optum G2 0.50 16.86 6000
MC Plaxis 0.48 106.00 7295

diferentes metodologias, a superfície de ruptura foi similar em todas as
análises e a presença e posição da camada de solo menos resistente foi
fundamental em sua definição.

4.1.6 Comparação com resultados presentes na literatura, em termos do
número de estabilidade

Para finalizar a fase 1 da análise, foi feita uma comparação com os
resultados apresentados por Sun e Yang [16] e outros autores, para o caso
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Figura 4.14: Mecanismo de colapso, caso 2 de heterogeneidade. (a) Análise
limite programação SDP M-C (b) Optum G2 (c) Plaxis 2D.

de dois poços, cada um com diferentes relações H/R (Profundidade/Raio).
As geometrias e as malhas não estruturadas com refinamento local na zona
de interesse, são apresentadas na Figura 4.15.

Nas análises efetuadas para esses casos, a estabilidade foi avaliada em
termos do número de estabilidade Ns, definido como:

Ns = γmax H

c
(4-2)

onde H é a profundidade do poço, c é a coesão (considerada de 1kPa
para as análises) e γmax é o peso específicomáximo do solo do poço. O γmax é
obtido da otimização do fator de colapso λ quemultiplica a {fw} da equação
(4-1), neste caso, resultante da integração de {F} = {0,−1}T onde o -1 2

corresponde ao peso específico do solo em kN/m3 predefinido para facilitar
os cálculos.

Da Tabela (4.7) que apresenta os resultados das análises feitas nesta
pesquisa e os resultados de outros autores, nos quais se implementaram
formulações rigorosas pelos limites inferior (LI) ou superior (LS), podem-se
fazer as seguintes observações:

– A diferença percentualmáxima dosNs obtidos nas análises executados
nesta pesquisa e os obtidos por Sun e Yang foi de 4.56 %, 9.32 % e

2Sinal negativo devido à orientação da força
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Figura 4.15: Geometrias e malhas não estruturadas dos poços (a) relação
H/R = 1, malha de 9270 elementos (b) relação H/R = 3, malha de 9814
elementos.

1.01% para as programações SOCP D-P Cone 1, Cone 2 e SDP M-C
respectivamente.

– A estimação do Ns feita com SOCP D-P Cone 1 resultou ser a mais
conservadora das análises comparadas, entanto que osNs obtidos com
o Cone 2 resultaram em alguns casos ligeiramente maiores que os
obtidos com formulações do limite superior (Kumar et al, Lyamin e
Sloan e Zhang et al).

– Os Ns resultantes da análise SDP M-C na maioria dos casos ficaram
entre os valores dos limites superior e inferior das análises de Kumar
et al. e Lyamin e Sloan.

Os mecanismos de colapso identificados neste trabalho foram seme-
lhantes aos obtidos nas análises de Sun e Yang, nas quais a superfície de
ruptura é definida mediante um processo de refinamento adaptativo da ma-
lha, como se pode conferir nas Figuras 4.16 e 4.17.
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Tabela 4.7: Comparação do número de estabilidade (Ns) obtido para dife-
rentes valores de ângulo de atrito (φ)
H/R φ(°)

Resultados do presente tra-
balho

Sun e Yang
(2020)

Kumar et al.
(2014) †

Lyamin e Sloan
(2002)*

Zhang et al.
(2018)†

SOCP D-P
cone 1

SOCP D-P
cone 2

SDP M-C LI LS LI LS LI LS

1

0 - - 5.15 5.12 5.17 4.93 5.26 5.09 5.11
10 6.26 7.06 6.50 6.46 6.49 6.20 6.73 6.48 6.41
20 8.05 8.88 8.33 8.28 8.37 7.98 8.85 8.30 8.11
30 10.60 11.43 10.97 10.89 10.82 10.41 - - 10.53
40 14.51 15.34 15.12 14.97 15.59 14.25 - - 14.45

3

0 - - 6.65 6.62 6.75 6.45 6.83 6.59 -
10 8.62 9.81 9.07 9.03 9.01 8.80 9.42 9.00 -
20 12.10 13.50 12.70 12.64 12.78 12.24 13.43 12.54 -
30 17.61 19.22 18.47 18.38 17.83 17.72 - - -
40 27.13 28.97 28.50 28.23 29.62 27.03 - -

(*) Analise feita com modelo tridimensional
(†) Na formulação é aplicada a hipótese de Harr-von Karman (tratamento especial dado a σθθ como tensão
principal)

Figura 4.16: Mecanismo de colapso estimado para φ = 20° e H/R = 1 por:
(a) O presente trabalho SDP M-C (b) Sun e Yang (2020).

4.2 Fase 2: Analise de estabilidade de poço com anel de concreto

A fase 2 da análise do poço, contemplou a presença de um anel de
concreto, elemento que contribui à estabilidade do poço, conforme visto na
fase anterior, dada a geometria do problema se precisavam parâmetros do
solo mais elevados para conseguir FS próximos ou ligeiramente superiores
a 1, portanto resulta fundamental a presença de um elemento estrutural que
garanta a obtenção de FS maiores.

4.2.1 Condições do problema estudado

À análise do poço foi incorporada a presença de um anel de concreto,
com uma espessura da parede de 1.2 metros e um comprimento de 30
metros. A inclusão do anel na análise trouxe desafios na formulação do
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Figura 4.17: Mecanismo de colapso estimado para φ = 20° e H/R = 3 por:
(a) O presente trabalho SDP M-C (b) Sun e Yang (2020).

problema que foram abordados baseados nas seguintes considerações:

– O interesse da análise foi estudar a estabilidade do poço diante da
ruptura do solo, sendo assim foi assumido que o anel de concreto não
ia romper.

– Para os elementos pertencentes ao anel de concreto foram atribuídos
parâmetrosM-C suficientemente elevados para garantir o seu compor-
tamento como material rígido. Para isto se fizeram análises de calibra-
ção do modelo.

– A redução dos parâmetros de resistência, requerida no processo de
cálculo do FS, somente foi efetuada aos elementos finitos de solo, não
aos pertencentes ao anel de concreto.

– Nesta fase foi requerida uma modificação da equação de equilíbrio do
problema de otimização, que é apresentada em seguida.

4.2.1.1 Modificação da equação de equilíbrio

Para as análises da fase 2 a equação de equilíbrio sofre a seguinte
modificação:

[G] {σ} = {fw}+ λ {ff} (4-3)

onde {ff} é um vetor de força de volume fictícia, que resulta da inte-
gração de {Ffic} = {−1, 0}, no caso axissimétrico e {Ffic} = {0,−1, 0} no
caso tridimensional, o sinal negativo indica a direção contraria ao eixo r e y
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respectivamente, como foi demonstrado em Camargo [23] a inclusão dessa
força deixa o problemamais estável. E {fw} é o vetor com o peso da estrutura
geotécnica.

4.2.1.2 Calibração dos parâmetros M-C do anel de concreto

Se fizeram análises no estado axissimétrico para os 6 casos de parâme-
tros do solo apresentados na Tabela 4.8, e considerando para o concreto um
ângulo de atrito φ = 60◦, peso específico γ = 24 kN/m3 e coesão(c) variá-
vel. A ideia foi realizar análises para cada tipo de solo, com os parâmetros
do concreto γ e φ definidos acima e para diferentes valores de coesão, com a
finalidade de determinar a coesão do concreto necessária a fim de garantir o
comportamento rígido do anel.

Tabela 4.8: Parâmetros de solo utilizados na análise de calibração
Caso 1 2 3 4 5 6

Parâmetros do solo
φ (◦) 5 15 20 30 35 35
c (kPa) 30 10 8 5 25 50

γ (kN/m3) 17 18 18 17 18 19

Na Figura 4.18 são apresentados os resultados obtidos, dos quais é pos-
sível verificar o comportamento assintótico no cálculo de FS que começam
a apresentar as análises desde valores de coesão superiores a 1000 kPa. Esse
comportamento assintótico reflete uma característica importante do análise,
representa o ponto a partir do qual o mecanismo de colapso estudado per-
tence à ruptura do solo e não do anel de concreto. Para as análises apresenta-
das em seguida se adotou um valor de coesão para os elementos de concreto
de 2000 kPa.

4.2.2 Validação Analise Axissimétrico - Analise Tridimensional

Do mesmo modo como foi realizada uma validação da análise axissi-
métrica com a tridimensional na fase 1, foi executada na fase 2, nas Figuras
4.19 e 4.20 são apresentadas as geometrias e as malhas utilizadas nas análi-
ses. No caso tridimensional o modelo foi discretizado por meio de uma ma-
lha semi-estruturada de 31590 elementos e no modelo tridimensional atra-
vés de uma malha plana não estruturada de 6278 elementos. As condições
de contorno impostas para omodelo tridimensional são apresentadas na Ta-
bela 4.9 , e para a análise axissimétrica na Tabela 4.10. As análises foram feitas
com SOCP D-P, Cone 2.
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Figura 4.18: Resultados da análise de calibração dos parâmetros M-C do
concreto.

Tabela 4.9: Condições de contorno no modelo tridimensional do poço com
anel de concreto

Contorno Restrito em
x y z

1
2 X
3 X
4,5 e 6 X X X

Tabela 4.10: Condições de contorno no modelo axissimétrico do poço com
anel de concreto

Contorno Restrito em
r z

1 X
2 X X
3 X
4,5 e 6

Os resultados da validação são apresentados na Tabela 4.11, da qual
podem fazer-se as seguintes observações

– A diferença percentual das análises tridimensional e axissimétrica é
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Figura 4.19: Geometria e malha semi-estruturada tridimensional do poço
com anel de concreto, empregada na validação da análise axissimétrica.

Tabela 4.11: Comparação do Fator de Segurança obtido na análise axissimé-
trica e tridimensional, estabilidade do poço com anel de concreto

Caso 1 2 3 4

Parâmetros
γ (kN/m3) 16 17 18 19
c(kPa) 6 10 10 50
φ(°) 20 25 20 35

Número de elementos
Analise Axissimétrico 6278 6278 6278 6278
Analise 3D 31590 31590 31590 31590

Tempo de processamento (s) Analise Axissimétrico 15.22 13.44 16.71 22.94
Analise 3D 439.82 427.93 428.54 305.54

FS Analise Axissimétrico 2.94 3.86 3.10 6.93
Analise 3D 3.00 3.93 3.15 7.04

Diferença percentual 1.85 1.80 1.74 1.57

baixa, inferior ao 2% em todos os casos, o que sugere que se faz uma
boa representação do problema de estabilidade com o modelo axissi-
métrico.

– A diferença entre as análises, respeito ao tempo de processamento é
considerável, as análises axissimétricas foram feitas em tempos inferi-
ores a 23 segundos.

Os mecanismos de colapso identificados na analise tridimensional e
axissimétrica são representados nas Figuras 4.21 e 4.22 respectivamente,
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Figura 4.20: Geometria e malha não estruturada plana do poço com anel de
concreto, empregada na validação da análise axissimétrica.

como se pode perceber são idênticos e representam a ruptura pela base do
poço.

4.2.3 Analise de estabilidade para diferentes parâmetros M-C do solo

Para diferentes casos de parâmetros M-C do solo, foram efetuadas
analises com programação SOCP D-P Cone 1 e 2 e com SDPM-C, com o fim
de verificar os resultados também se fizeram utilizaram os softwares Plaxis
2D e Optum G2. No caso do Plaxis 2D o comportamento do material do
anel de concreto foi considerado elástico, com um modulo de elasticidade
E = 20 GPa, um coeficiente de Poisson v = 0.2 e um peso específico
γ = 24 kN/m3, no caso de Optum G2 o material foi caracterizado como
rígido, sendo somente necessário definir o peso específico do material γ =
24 kN/m3.

Dos resultados, apresentados na Tabela 4.12 e representados na Figura
4.23, se podem fazer os seguintes comentários:

– A diferença percentual media com respeito aos FS obtidos de Optum
G2 foram de 4.03%, 7.33% e 1.59% para as analises SOCP D-P Cone 1,
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Figura 4.21: Mecanismo de colapso obtido na análise tridimensional, análise
do poço com anel de concreto, SOCP D-P Cone 2, representação do caso 1.

Figura 4.22: Mecanismo de colapso obtido na análise axissimétrica, análise
do poço com anel de concreto, SOCP D-P Cone 2, representação do caso 1.

Cone 2 e SDP M-C, respectivamente.
– A diferença percentual media com respeito aos FS obtidos de Plaxis
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2D foram de 4.83%, 6.43% e 0.75% para as analises SOCP D-P Cone 1,
Cone 2 e SDP M-C, respectivamente.

– As analises feitas com o Cone 1 D-P resultaram para todos os casos em
estimações mais conservadoras do FS, nas analises feitas com o Cone
2 as estimações resultaram ligeiramente superiores aos obtidos dos
softwares, e na aplicação direta do critério M-C com SDP se obtiveram
os resultadosmais aproximados aos conseguidos dos softwares, sendo
que estes também utilizam o criterio M-C.

Os tempos médios de processamento foram, no caso da programação
SOCP D-P de 14 segundos, na programação SDP de 253 segundos, em
OptumG2de 24 segundos e emPlaxis 2D de 30 segundos. Na Figura 4.24 são
apresentados osmecanismos de colapso, que como se pode notar resultaram
muito similares.

Tabela 4.12: Fator de segurança obtido no análise de estabilidade do poço
com anel de concreto para diferentes casos de parâmetros do solo

Caso 1 2 3 4 5 6 7 8

Parâmetros
γ(kN/m3) 18 16 17 17 18 17 17 19
c(kPa) 10 10 15 25 5 1 10 50
φ (°) 20 15 25 10 12 15 18 35

FS

SOCP D-P Cone 1 2.77 2.13 3.62 1.93 1.59 1.84 2.51 6.18
SOCP D-P Cone 2 3.10 2.38 4.05 2.18 1.77 2.05 2.80 6.93
SDP M-C 2.93 2.25 3.83 2.07 1.68 1.93 2.65 6.56
M-C Optum G2 2.89 2.22 3.77 2.04 1.66 1.88 2.62 6.48
M-C Plaxis 2.91 2.23 3.80 2.04 1.68 1.92 2.61 6.58

Figura 4.23: Comparação dos resultados conseguidos neste trabalho com os
resultados obtidos em Optum G2 e Plaxis 2D.
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Figura 4.24: Mecanismo de colapso, poço com muro, caso 8. (a) Análise
limite programação SDP M-C (b) Optum G2 (c) Plaxis 2D.

4.2.4 Analise comparativo ALN-MPM

De forma complementar na verificação dos resultados, o caso 8 dos pa-
râmetros do solo da Tabela 4.12 foi analisado por Fernández [58] com o soft-
ware MPM-PUCRio3, foi criado um modelo MPM tridimensional, formado
por 93702 pontosmateriais distribuídos numamalha Euleriana de células de
0.6 m de lado. Amodelagem considerou o comportamento elastoplástico do
material, implementando o critério de ruptura de Mohr-Coulomb sem amo-
lecimento, com os parâmetros de resistência dos materiais apresentados na
Tabela 4.13.

Tabela 4.13: Parâmetros de resistência dosmateriais para amodelagemMPM
Solo Concreto

E 500 MPa E 20 GPa
v 0.2 (-) v 0.2 (-)
γ 19 kN/m3 γ 22 kN/m3

c 50 kPa
φ 35 ◦

Para determinar o FS na analise com MPM foi selecionado um ponto
de controle no centro do poço (x = 0, y = 0, z = 25), o FS pode ser obtido

3MPM (Método do Ponto Material) é um método numérico, que pode ser utilizado na
modelagem de problemas geotécnicos de grandes deformações
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Figura 4.25: Modelo MPM tridimensional do poço com o anel de concreto,
formado por 93702 pontos materiais.

graficamente como é representado na Figura 4.26. Da analise é estimado um
FS = 6.5, que resulta muito próximo aos valores conseguidos nesta pes-
quisa, sendo de 4.88%, 6.64%, e 0.97% a diferença percentual com os resulta-
dos da programação SOCP D-P Cone 1, Cone 2 e SDPM-C respectivamente.

Figura 4.26: Deslocamentos verticais finais para diversos FR, avaliados no
ponto de controle no centro do poço.
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Na Figura 4.27, é apresentado o mecanismo de ruptura obtido na ana-
lise MPM, que de maneira similar ao mecanismo de colapso da Figura 4.24,
estimado com ALN, reproduz a ruptura pela base ou fundo do poço.

Figura 4.27: Mecanismo de ruptura obtido com MPM. As Figuras mostram
o campo de deslocamentos verticais em metros, FS=6.5.

4.2.5 Analise de estabilidade do poço com anel de concreto, considerando
heterogeneidade

Para a fase 2 foi estudado o problema de heterogeneidade apresentado
na Figura 4.28. Tem-se a presença de 3 camadas de solo, foram efetuadas
analises do tipo SOCP D-P Cone 1 e 2 e SDP M-C, além do mais foi feito
um analise em Plaxis 2D para a verificação dos resultados. As condições
de contorno impostas são as mesmas da Tabela 4.10. Os parâmetros de
resistência do solo e os FS estimados são apresentados na Tabela 4.14.

Dos resultados da analise se pode observar que os obtidos com SDPM-
C e Plaxis 2D foram muito próximos, com a programação SOCP D-P segue
apresentando-se a tendência de estimativas conservadoras com o Cone 1 e
maiores com o Cone 2. Os mecanismos de colapso obtidos são apresentados
na Figura 4.29.

Para o mesmo exemplo com a finalidade de conferir a influência que
tem na estabilidade global da estrutura as propriedades resistentes das 3
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Figura 4.28: Geometria emalha não estruturada utilizada nomodelo do poço
com anel de concreto, considerando heterogeneidade.

Tabela 4.14: Parâmetros das camadas de solo e resultados do analise de
estabilidade do poço

Parâmetros

Camada 1 2 3
Peso específico (kN/m3) 16 17 18
Coesão (kPa) 1 2 4
Ângulo de atrito (°) 10 15 22

Tipo de analise FS Tempo de processamento (s) Número de nós
Diferença percentual

Plaxis 2D
SOCP D-P Cone 1 2.73 8.29 6443 4.99
SOCP D-P Cone 2 3.04 10.37 6443 5.86

SDP M-C 2.87 194.58 6443 0.08
MC Plaxis 2.90 42.00 6831 -

camadas, foi efetuado um analise adicional com programação SOCP D-P
Cone 2:

– Partindo dos parâmetros de resistência do solo da Tabela 4.14, foram
reduzidos um 50% os valores da coesão (c) e ângulo de atrito (φ) das
camadas 1 e 2, sem modificar os parâmetros da camada 3. Sob essas
condições o FS estimado foi de 2.81

– Alternativamente, e com base também na Tabela 4.14, foram reduzidos
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Figura 4.29:Mecanismo de colapso obtido para o analise de heterogeneidade
da Fase 2 (a) Análise limite com programação SDP M-C (b) Plaxis 2D.

um 50% os valores da coesão (c) e ângulo de atrito (φ) da camada 3,
semmodificar os parâmetros das camadas 1 e 2. Sob essas condições o
FS estimado foi de 1.64

Visto que o FS obtido com os parâmetros originais foi de 3.04, a redu-
ção de um 50% dos parâmetros das camadas 1 e 2 somente representou uma
redução de um 7.72% do FS, enquanto a redução do 50% dos parâmetros da
camada 3 significou a redução de um 46.06% do FS. Sendo assim é possível
concluir que o aporte à resistência da camada 3 é fundamental na analise de
estabilidade do poço, para o mecanismo de colapso estudado.

4.3 Fase 3: Analise de estabilidade de poço com anel de concreto,
considerando a presença do nível da água

A fase final do problema estudado incorpora na fase anterior a pre-
sença do nível da água, e considera portanto, seu efeito na analise de esta-
bilidade. Para isto foram executadas analises SOCP D-P, programação para
a qual foi estudada a inclusão do efeito das poropressões na secção 3.4.2. A
equação de equilíbrio considerada teve a mesma forma que a equação (4-3)
da Fase 2.

As analises são divididas em duas etapas: A analise de fluxo para ob-
tenção das poropressões e a analise de estabilidade. A analise de fluxo foi
feita no Optum G2 e as poropressões calculadas pelo software foram expor-
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tadas e interpoladas para os elementos da malha do analise de estabilidade,
de tal forma que no centroide de cada elemento foi definido umdeterminado
valor de poropressão. Na Figura 4.30 é apresentada a geometria, e a distri-
buição das poropressões definida na malha não estruturada do problema. O
solo acima do nível da àgua foi considerado seco.

Foram efetuadas 5 analises, para solos com diferentes parâmetros de
resistência, porém com o mesmo valor de condutividade hidráulica k, o
concreto foi considerado como material impermeável e seus parâmetros de
resistência foram os mesmos obtidos da analise de calibração da fase 2. Na
Tabela 4.15 são apresentados os parâmetros do solo e os resultados obtidos.

Figura 4.30: Distribuição das poropressões (kPa) adotada na análise.

Dos resultados das analises se pode reparar na diminuição geral do
FS calculado ao incluir o efeito das poropressões,especificamente no caso 5,
análogo ao caso 8 da fase 2 (Tabela 4.12) pode-se estimar uma redução doFS
de um 50% aproximadamente. A diferença percentual media dos analises
respeito aos resultados de Optum G2 foi de 3.96% e 5.66 % para o SOCP D-
P Cone 1 e Cone 2 respectivamente. O tempo médio de processamento da
programação SOCP D-P foi de 12 segundos e do Optum G2 de 15 segundos.

Na Figura 4.31 são apresentados osmecanismos de ruptura obtidos das
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Tabela 4.15: Fator de segurança obtido na análise de estabilidade do poço
com muro, considerando poropressão, para diferentes casos de parâmetros
do solo

Caso 1 2 3 4 5

Parâmetros

γd(kN/m3) 16 17 16 18 19
γsat(kN/m3) 18 18 17 19 20
c(kPa) 10 15 25 40 50
φ(°) 20 25 25 20 35
k(m/s) 1.50E-05 1.50E-05 1.50E-05 1.50E-05 1.50E-05

FS
SOCP D-P Cone 1 0.43 0.70 1.30 1.96 3.05
SOCP D-P Cone 2 0.45 0.73 1.30 2.16 3.33
M-C Optum G2 0.48 0.74 1.28 2.00 3.02

analises.

Figura 4.31:Mecanismo de colapso, análise do poço commuro considerando
o efeito da poropressão, caso 5. (a) Análise limite com programação SOCP-
DP Cone 1 (b) Optum G2.

4.3.1 Analise comparativo ALN-MPM

O problema da fase 3 também foi analisado por Fernández [58], me-
diante um modelo MPM tridimensional, considerando os parâmetros dos
materiais apresentados na Tabela 4.16.

O FS foi obtido graficamente com ajuda de um ponto de controle no
meio do poço (x = 0, y = 0, z = 25), como é representado na Figura 4.32.

O FS estimado no analise MPM foi de 3, sendo de 1.67% e 11% a
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Tabela 4.16: Parâmetros dos materiais para a modelagem MPM
Solo Concreto

E 500 MPa E 20 GPa
v 0.2 (-) v 0.2 (-)
γd 19 kN/m3 γ 22 kN/m3

γsat 20 kN/m3

c 50 kPa
φ 35 ◦

k 1.50E-05 m/s

Figura 4.32: Deslocamentos verticais finais para diversos FR, avaliados no
ponto de controle no centro do poço.

diferença percentual com os resultados da programação SOCP D-P Cone 1
e Cone 2 respectivamente. O mecanismo de ruptura identificado na analise
MPM é apresentado na Figura 4.33.
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Figura 4.33: Mecanismo de ruptura obtido com MPM. As Figuras mostram
o campo de deslocamentos verticais em metros, FS=3.0.

4.4 Analise da capacidade de carga de uma fundação circular rasa

Um assunto de interesse na prática da engenharia, é a estimação da ca-
pacidade de carga de fundações, na condição axissimétrica pode-se estudar
o caso de fundações circulares rasas dando mais uma aplicação ao código
implementado neste trabalho. Foram executadas analises comparativas em
termos do fator de capacidade de cargaNc, o qual pode-se obter da equação
de capacidade de carga para uma sapata circular rasa:

qu = cNc + 1
2DγNγ (4-4)

onde qu e a capacidade de carga (Força de superfície) obtida da ALN, c
e γ são os parâmetros de resistência domaterial,D é o diâmetro da fundação
e Nγ e Nc são os fatores de capacidade de carga que dependem do valor
do ângulo de atrito φ. Assumindo um valor de coesão c = 1kPa e do peso
específico γ = 0, a equação (4-4) pode-se reduzir a:

qu = Nc (4-5)

Dessa maneira é estimado o valor deNc. Em quanto à determinação de
qu, neste trabalho se optou por seguir a seguinte metodologia:

– O modelo adotado e apresentado na Figura 4.34, considera a presença
de dois materiais, solo e concreto, o concreto correspondente à sapata
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de raio R = 1 m e espessura e = 0.3 m. As condições de contorno
impostas são apresentadas na Tabela 4.17.

Tabela 4.17: Condições de contorno no modelo axissimétrico da sapata cir-
cular rasa

Contorno Restrito em
r z

1 X
2 X X
3 X
4

– Para os elementos pertencentes à sapata foram restritos os graus de
liberdade em r, e considerados os parâmetros de resistência φ = 60◦,
c = 2000kPa e γ = 1kN/m3, o valor do peso específico foi assumido
assim, já que a ideia para a aplicação da carga foi maximizar o peso
específico da sapata

– A equação de equilíbrio foi modificada da seguinte maneira:

[G] {σ} = λ {fwc}+ {fws} (4-6)

onde o vetor maximizado {fwc} é um vetor de força de volume, corres-
pondente ao peso específico do concreto e {fws} é o vetor de força de
volume do solo. O resultado do processo de otimização é uma carga
por unidade de volume, para obter qu esse valor foi multiplicado pela
espessura da sapata (e).

Para as analises foram utilizados todos os Cones do critério D-P com
programação SOCP, e o criterio M-C com SDP. Na Tabela 4.18 são apresen-
tados os resultados obtidos neste trabalho e os obtidos por outros autores.

Tabela 4.18: Comparação dos valores do fator de capacidade de carga Nc

obtidos para uma fundação circular rasa
φ(◦)

RESULTADOS OBTIDOS NESTE TRABALHO Sun e Yang
(2020)

Mohapatra
e Kummar
(2018)

SOCP D-P
cone 1

SOCP D-P
cone 2

SOCP D-P
cone 3

SOCP D-P
cone 4

SOCP D-P
cone 5

SDP M-C LI LS

5 7.00 8.12 8.32 8.43 8.76 8.05 8.05 8.12
10 9.00 10.43 10.44 11.45 12.68 11.07 11.07 11.07
15 11.71 13.51 14.44 16.08 19.70 15.82 15.81 15.83
20 15.41 17.63 20.48 23.49 33.86 23.63 23.59 23.68
25 20.50 23.19 30.24 36.16 68.42 37.24 37.21 37.36
30 27.58 30.77 47.40 59.85 188.91 62.56 62.26 62.93
35 37.49 41.20 81.38 110.65 - 113.72 112.46 114.78
40 51.48 55.72 163.79 250.04 - 229.76 225.53 230.87

Dos resultados obtidos se podem fazer as seguintes considerações:
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Figura 4.34: Geometria e malha não estruturada de 17685 elementos empre-
gada na analise da capacidade de carga da sapata circular rasa.

– Os valores de Nc obtidos com SDP M-C foram muito próximos aos
obtidos por Sun e Yang4 e Mohapatra e Kummar 5, sendo de somente
0.48 % e 0.43 % a diferença percentual media, respectivamente.

– Das analises feitas com os Cones D-P. As efetuadas com o Cone 1 e 2
resultaram em uma subestimação considerável do valor de Nc, sendo
de 42.11% e 34.16 % a diferença percentual media com os resultados
de Sun e Yang.

– A melhor aproximação feita com os Cones D-P ao critério M-C com
SDP e aos resultados de outros autores foi conseguida com o Cone 4,
sendode 3.68%e 3.70%adiferença percentualmedia comos resultados
de Sun e Yang e Mohapatra e Kummar, respectivamente.

Na Figura 4.35 são apresentadas as superfícies de ruptura,definidas
pelo campo de velocidades, para diferentes ângulos de atrito.

4Analise com formulação rigorosa pelo limite inferior e programação SDP M-C
5Analise com formulação rigorosa pelo limite superior e programação SDP M-C
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Figura 4.35: Superfícies de ruptura identificadas para (a) φ = 15◦ (b) φ = 20◦
(c) φ = 25◦ (d) φ = 30◦.
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5
Conclusões

O trabalho desenvolvido nesta dissertação de mestrado foi focado na
aplicação da ALN para a resolução de problemas na condição axissimétrica.
Dos resultados obtidos se podem fazer as seguintes conclusões:

– A comparação dos resultados da modelagem axissimétrica com a tri-
dimensional, feita com SOCP D-P nas fases 1 e 2 do poço, demostrou a
validez dos resultados obtidos, tanto em termos doFS quanto na iden-
tificação do mecanismo de colapso, para o modelo plano com analise
axissimétrica e sua eficiência em termos do tempo de processamento.

– Para a formulação mista implementada nesta dissertação, a sensibili-
dade do FS ao processo de refinamento da malha foi baixa, com di-
ferenças percentuais de menos do 1% em analises comparativas feitas
aumentando em mais de 7 vezes o número de elementos da malha.
Em concordância com o trabalho de Krabbenhøft et al. [9] no qual é
demonstrado o desempenho da formulação mista e sua baixa variação
para analises com malhas mais refinadas.

– Na fase 1 da análise de estabilidade do poço para os diferentes casos de
parâmetros do solo, os Cones 1 e 2 do critério D-P demonstraram re-
sultadosmais próximos aos conseguidos da aplicação direta do critério
M-C com programação SDP, sendo estes empregados nas analises das
fases seguintes, com o Cone 1 foram obtidas estimações conservadoras
do FS e com o Cone 2 estimações ligeiramente superiores.

– Os tempos de processamento da programação SDP para todos os ana-
lises efetuados neste trabalho, com modelos planos no estado axissi-
métrico, foram superiores aos requeridos pela programação SOCP e
a analise elastoplástica do Plaxis 2D. Por outro lado a programação
SOCP demonstrou uma notável eficiência para o tratamento desse tipo
de problemas, em geral as analises feitas com essa programação foram
efetuadas em menos de 25 segundos.

– As analises efetuadas considerando heterogeneidade no poço, tanto na
Fase 1 quanto na Fase 2, permitiram conferir a grande influência que
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tem a presença de camadas mais ou menos resistentes, na estimação
do FS e na definição da superfície de ruptura.

– Para a geometria do poço, na Fase 1, foi evidente que a estrutura
geotécnica precisava de parâmetros do solo relativamente altos, que
garantiram FS ligeiramente superiores a 1, a inclusão de um anel de
concreto nomodelo, na Fase 2, representou um acréscimo considerável
na estabilidade do poço, que sem ele, para a maioria de parâmetros de
solo estudados, apresentou um estado de colapso iminente.

– Os resultados obtidos na Fase 2 da analise do poço, permitem concluir
que o processo de calibração dos parâmetros M-C do concreto, como
material rígido foi bem sucedido, e garante o estudo de estabilidade
diante da ruptura do solo.

– Como era esperado, a incorporação do efeito das poropressões no
modelo do poço, na Fase 3, resultou na redução importante dos FS,
sendo de aproximadamente um 50% em comparação com as analises
da Fase 2.

– Os resultados obtidos por Fernández [58] com o método MPM para
as Fases 2 e 3 da analise do poço, foram muito próximos aos obtidos
neste trabalho, na estimação do FS e na identificação do mecanismo
de colapso.

– As analises efetuadas para poços de diferentes proporções
Raio/Profundidade, em termos do número de estabilidade Ns per-
mitiram verificar a boa aproximação feita pela formulação mista-fraca
deste trabalho, às formulações rigorosas utilizadas por outros autores.

– Finalmente, no estudo da capacidade de carga, feito em termos do fa-
torNc, para uma fundação circular rasa, se verificou que ametodologia
utilizada, com programação SDP M-C, permite obter resultados prati-
camente idênticos aos apresentados por Sun e Yang [16]. E no caso do
critério D-P a melhor aproximação a esses resultados foi conseguida
da aplicação do Cone 4.

Como sugestões para futuras pesquisas tem-se:

– Para o estudo de estabilidade de maciços rochosos se sugere fazer
a implementação com programação semidefinida do critério Hoek-
Brown. Na literatura já tem-se referência da adaptação feita por Kumar
e Mohapatra [59].
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– Neste trabalho foi considerada a presença de um elemento de concreto,
porém não se utilizaram elementos de interface na analise, seria inte-
ressante incorporá-los, como referência tem-se o trabalho de Ribeiro
et al. [60] feito com programação não linear. Assim também sería de
grande utilidade a inclusão de outros elementos de reforço nomodelo,
como por exemplo ancoragens.

– As analises da Fase 3 do poço, contemplando o efeito das poropressões
foram executadas somente mediante o critério D-P, se sugere adaptar
na analise M-C com programação semidefinida o efeito das poropres-
sões.
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