2
Modelo de Espaco de Estado Linear Gaussiano

2.1
Introducao

O modelo em espago de estado linear gaussiano pode ser escrito de

véarias formas. A forma considerada nesta tese é a seguinte:

Y = Zioy + €, e~ N(0, Hy), (2-1)
a1 = Tyou+ Ry, me~ N(0,Qy), t=1,...,n, (2-2)

onde g; é um vetor p X 1 de observacoes; a; é um vetor nao-observado
m X 1 chamado vetor de estado, os termos do erro ou choques, € e n;, sao
considerados variaveis aleatorias independentes e identicamente disribuidas.

A idéia é que o movimento do sistema no tempo é determinado por
ay, de acordo com (2-2), mas como «a; nao é observado diretamente a analise
deve ser baseada nas observagoes y;. A equagao (2-1) é chamada de equagao
das observagoes ou equagao das medidas e (2-2) é chamada de equagdo do
estado.

As matrizes Z;,T;, R, H; e (Q;, com dimensoes apropriadas, sao fixas,
chamadas matrizes do sistema, assumidas inicialmente como conhecidas. Na
prética algumas ou todas as matrizes dependem de elementos de um vetor de
hiperparametros desconhecidos denominado ¥, cuja forma de estimacao esta
descrita, por exemplo, em Harvey [17] e Durbin & Koopman [7]. Assume-se
que R; é um subconjunto de colunas de I,,,, a matriz identidade de ordem m;
R; é chamada de matriz de selecao, posto que escolhe as linhas da equagao
do estado que tem perturbacgoes nao-nulas. Quando as matrizes do sistema
s@o constantes, o modelo com as equagoes (2-1) e (2-2) é dito invariante no
tempo.

Na tabela [2.1] sao dadas as dimensées dos vetores e matrizes do

modelo de espaco de estado.
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Vetor Matrix
Yt px1 Zy pxm
o m X 1 T, m X m
€ px1 H, PXp
M rx1 R, mXxr
Q; rXr
ai m X 1 P m X m

Tabela 2.1: Dimensoes do modelo de espaco de estado.

Uma vez que o modelo é posto na forma de espaco de estado, podese
usar o filtro de Kalman para construir um procedimento recursivo para
realizar inferéncias sobre o vetor de estado e as observacoes. E importante
notar que a representacao na forma de espaco de estado de um sistema
linear nao é unica.

Por simplicidade na deducao do filtro de Kalman, o estado inicial oy é
suposto N(ay, P;), independente de €y, ...,€, € ny,...,n,, onde a; e P, sdo
conhecidos.

Um modelo geral para o vetor de estado inicial é:
ay = a+ Ad + Rono, o ~ N(0, Qo), (2-3)

onde o vetor a de dimensao m x 1 é conhecido, § é um vetor ¢ x 1
desconhecido. As matrizes de selecao, A de dimensao m X q, e Ry de
dimensao m x (m — q), sdo definidas de modo que em conjunto suas colunas
constituem um conjunto de g colunas de I,,,, com ¢ < m e ARy = 0. A
matriz )y é assumida definida positiva e conhecida. Geralmente o vetor a
¢é considerado nulo, a menos que alguns elementos do estado inicial sejam
constantes conhecidas. Quando todos os elementos do vetor de estado sao
estacionarios, as médias, varidncias e covariancias iniciais deste vetor de
estado podem ser obtidas dos parametros do modelo.

A titulo de ilustracao da forma de inicializacao dos modelos de espaco

de estado, considere o modelo:

Yo = Mt prt €, e ~ N(0,0?),
Pr1 = Op+ T, 7 ~ N(0,07),
perr = e+ B+ v, vy ~ N(0, 0727),
By = B+ &, & ~ N(0, 02)

onde |¢|<1, e os choques sao serialmente e mutuamente nao-correlacionados.

Assim p; ¢ um modelo de tendéncia linear, que é nao-estaciondrio, e p; é
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um processo AR(1) estaciondrio, nao-observével e de média zero.

O modelo acima pode ser escrito na forma de espaco de estado como:

Pt
Y = ( 1 11 ) W | + e
Bt
Pt+1 ¢ 00 Dt 100 T
Hit1 = 01 1 Lt +1 0 1 0 Uy
Bri1 001 B 001 &

O objetivo da representacao (2-3) é particionar a; numa parte con-
stante a, uma parte nao-estaciondria A, e uma parte estacionéaria Ryng.

Desta forma:

m = p1 e Qo = 02/(1 — ¢?) é a variancia da série estaciondria p;. Na
pratica, ¢ é um parametro desconhecido que na analise classica é estimado
por maxima verossimilhanca.

Na abordagem bayesiana, «; pode ser tratado como tendo uma
densidade a priort conhecida ou nao-informativa.

O vetor § pode ser tratado como um vetor fixo de parametros descon-
hecidos e pode ser estimado por maxima verossimilhancga, de acordo com o
procedimento desenvolvido por Rosenberg [30], ou tratado como um vetor
de variaveis aleatdrias gaussianas com variancia infinita.

Quando 9 é aleatdrio assume-se que tem distribuicao dada por:
d ~ N(0,kl,),

onde k — o0, e I; é a identidade de orden gq.
A inicializagao entao considera o filtro de Kalman com a; = E(ay) = a
e P, =Var(a;), onde:

P, = kP + P, k — cc.

Na equacgao acima Py, = AA" e P, = RyQoR},. Dado que A é formado

por colunas de I,,,, entao P,, é uma matriz m x m diagonal com ¢ elementos
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iguais a um, e os outros elementos iguais a zero. E assumido que quando
um elemento diagonal de P, é diferente de zero o elemento correspondente
de P, é zero.

Esta inicializacao é chamada de inicializacdo difusa, dado que um
vetor qualquer com distribui¢ao N (0, kI,), com k — oo é chamado de difuso.

Uma forma aproximada de inicializagao difusa é substituir k por
un nuimero arbitrariamente grande e usar o filtro de Kalman sem modi-
ficagoes, mas é preferivel considerar um tratamento exato conforme descrito
em Koopman [24], que usa uma expansdo em k', tomando somente os
primeiros dois ou trés termos, e fazendo k — oo. As equacoes do filtro de
Kalman devem ser re-adequadas para se considerar a inicializagdo exata,
mas apods algumas iteracoes tém-se a mesma forma das equagoes do filtro
de Kalman em que é suposto que os valores iniciais a; e P; sao conhecidos,
0 mesmo acontece para a funcao de verossimilhanca.

Na formulacao de espaco de estado, a equacao das observacoes tem a
estrutura de um modelo de regressao linear, onde o vetor de coeficientes oy
varia no tempo, e a equacao do estado tem uma estrutura markoviana, que
é uma forma efetiva de descrever a estrutura de correlacao serial presente
nas observacoes.

Os modelos em espaco de estado proporcionam uma metodologia unifi-
cada para andalise de um amplo espectro de problemas. Seu propédsito funda-
mental é inferir propriedades relevantes de «; baseado no conhecimento das
observagoes y1, - - ., Y,. Fistes modelos permitem a utilizacao de algoritmos
associados ao filtro de Kalman [22], para a realizacao de tarefas de interesse,

como por exemplo:

— Estimacao de hiperparametros;

— Filtragem: que consiste basicamente na atualizacao do conhecimento

do sistema quando uma nova observacao ¢ disponivel,

— Alisamento: que permite basear a estimacéo de quantidades de inter-

esse na amostra completa yi, ..., yn;

— Simulagao Suavizada (Simulation Smoothing): Que permite gerar
amostras do vetor de estado e/ou das perturbagdes condicional as
observagoes. Este procedimento é usado no algoritmo desenvolvido
por Durbin & Koopman para o estudo de modelos nao-lineares/nao-

gaussianos.
— Previsao: extrapolacao do modelo;

— Tratamento da série no caso de dados faltantes.
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Desenvolvido por Kalman [22], o filtro de Kalman é a ferramenta fun-
damental para a andlise dos modelos de espaco de estado calcula recursiva-
mente a média e as covariancias a posteriori do vetor de estado, supondo o
vetor de hiperparametros conhecido.

Os capitulos 4 a 7 do livro de Durbin & Koopman [7] apresentam um
tratamento completo dos modelos de espaco de estado lineares e gaussianos
utilizando o filtro de Kalman, o que também pode ser achado em diversos
outros artigos e livros, como, por exemplo, em Harvey [17] e Anderson &
Moore [1].

2.1.1
O Filtro de Kalman

O filtro de Kalman é um algoritmo recursivo que permite atualizar
o conhecimento do sistema cada vez que chega uma nova observacao, ele
permite calcular de forma otima o vetor de estado baseado na informacao
disponivel até o tempo t. O filtro de Kalman pode ser derivado por meio da
aplicacao de resultados existentes na teoria de regressao multivariada com
erros gaussianos.

Considere o modelo (2-1) e (2-2), com a condicao inicial ay~N(ay, Py),
onde a; e P, sdao conhecidos, e seja Y;_ 1 o conjunto de observacoes
até o tempo t — 1, isto é, Y1 = (y1,...,y1). Pode-se mostrar que
p(yelon, ... o, Yio)=p(ylar) e plagalan, ..., o, Yy)=plag|ay).

O objetivo é obter a distribuicao condicional de oy, dado Y;, para
t=1,...,n.

Uma vez que as distribui¢oes consideradas no modelo sao gaussianas,
entao distribuicoes condicionais de um subconjunto destas variaveis dado
outro subconjunto das mesmas varidveis sao também gaussianas; deste
modo, para se obter a distribuicdo condicional de interesse é suficiente
conhecer a;11 = E(ay1]Y;) e Py = Var(ag1|Yy).

Sob o suposto que oy dado Y;_1 é N(ay, P;), com a; e P, conhecidos, o
objetivo é calcular a;11 e Piyq.

Parat=1,...,n e como oy = Ty + Ryny, temos:

a1 = E(Tioy + Ryni|Yr)

= T,E(w|Y,), (2-4)
Py = Var(Tya, + R|Y))

= TVar(a|Y)T, + RQ.R,. (2-5)
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Seja vy o erro de predicao um passo a frente de y; dado Y;_q, isto é:
ve=y — EW|Yi-1) =y — E(Zioy + &|Yio1) = Yo — Zay. (2-6)

Note que quando Y;_; e v; sao fixos, Y; é fixo e vice-versa, de modo
que E(aq|Y:) = E(ae|Y;-1,14).

Por outro lado,
E(w|Y,-1) = E(yy — Ziar|Yi—1) = E(Zyay + €, — Zyay|Yio1) = 0,

de modo que E(v,) = E(E(1]Y;-1)) = 0.

Também, tem-se que para j = 1,...,t — 1, Cou(y;,1n) =
E(y; E(|Yi-1)") = 0.

A dedugao do filtro de Kalman utiliza o lema da regressao multivariada
mostrado a seguir:

Lema: Suponha que z,y e z sdo variaveis aleatérias de ordem ar-
bitraria, conjuntamente distribuidas como normal, com média ,, e matriz
de covariancia ¥,, = E [(p — 11p)(q — g)'], para p,q = x,y e z, com i, =0
eY,. =0, entdo:

E(xly,z) = E(x‘y)+§]zzz;zlz7 (2-7)
Var(zly,z) = Var(zly) — .20 5. (2-8)

A prova do lema anterior pode ser achada na péagina 37 do livro de
DK [7].

Utilizando a equagao (2-7) do lema, pode-se escrever:

E(|Y;) = Elo|Yio1,v)
= BEloy|Yi1) + Cov(ay, 1) [Var(v)] ' v
= ¢ + MtFi;th, (2_9)

onde M; = Cov(ay, 1), F; = Var(n).

Mt = CO’U(Oét, Vt) =F [E {Oét(ZtOét + € — Ztat)']Y;,l}]
= E[E{o(e — a) Zi|Yi1}] = P Zj,

F, = Var(ZtOzt + € — Ztat) = ZtPtZtI + H;.
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Assume-se que F; é nao-singular e usando (2-4):

a1 = Ty + T, M F 'y,
= ,I;fat—i-Ktl/t, tzl,...,n,

onde K, = T,M,F;\ = T,P,Z/F.

Desta forma a;11 ¢ obtido como uma combinacao linear do valor
anterior a; e v.

Para achar Var(a|Y;) usa-se a equagdo (2-8) do lema da maneira

seguinte:

Var(a:|Y:) = Var(o|Yi-1,v:)
= Var(a|Yi_1) — Cov(ayg, vy)[Var(v)] " Cov(ay, v;)
— P~ MF'M!
— P.—PZF'ZP,.

Substituindo na equagao (2-5), obtém-se:
Pt+1 = TtPtL;f —|— RtQtRéa t = 17 ey N, Onde Lt = Tt — KtZt'

De modo que as equacoes do filtro de Kalman sao:

Vg = Y — Zyay, F, = Z,PZ,+ H,
Kt = nPtZt/Ft_l, Lt = Tt — KtZt t = 1, Lo, (2—10)
a1 = T+ Ky, Py = T,PL,+ RQR,

O filtro de Kalman pode ser escrito considerando o processo de
atualizagao, incorporando o célculo do vetor a,; = E(ay|Y;) e sua variancia

denotada por Py, = Var(ay|Y;), as equagdes resultantes sao:

Vg = Yy — Zay, F = Z,P,Z]+ Hy,

Mt = PtZ)ga
at‘t = Q¢ + MtFtilyt -Pt\t = ]Dt — MtFtilMt/, t= 1, Lo,
agy1e = Trags, Piw = TPyT) + RQ Ry,

A prova desta formulacao pode ser achada no livro de Durbin &

Koopman [7].
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2.2
Modelos Estruturais para Séries Temporais

Na abordagem estrutural de séries temporais, a série é decomposta
em componentes que possuem interpretacao direta, tais como: tendéncia,
sazonalidade, ciclo e irregular. Cada componente é especificada através de
um processo estocastico, e assim sendo os parametros do modelo mudam
ao longo do tempo. Isto é muito diferente da filosofia dos modelos de Box-
-Jenkins, onde a tendéncia a e sazonalidade sao removidas por diferenciacao
antes de uma analise detalhada da série.

A abordagem estrutural para séries temporais pode ser estudada
colocando-se o modelo em forma de espago de estado, onde no estado estao
as componentes nao-observaveis.

A seguir é descrito brevemente o abordagem estrutural univariado,
para um estudo mais completo do tema, ver por exemplo, o artigo de Harvey
e Shephard [19].

As diferentes componentes do modelo devem ser construidas de acordo
com o problema em estudo. Na pratica, existe um grupo de componentes
usadas com freqiiéncia. Por exemplo, uma série temporal pode ser especifi-
cada considerando a inclusao de uma componente de tendéncia y; , uma de
sazonalidade ; , uma de ciclo i, e uma componente irregular ¢;. Assim, o

modelo da série é:
Yo = pe + 7 + ¥y + €, onde ¢ ~ N(0,02). (2-11)

As componentes consideradas acima sao estocdsticas e as perturbacoes
sao serial e mutuamente nao-correlacionadas.

Estas componentes sao generalizacoes estocasticas de funcoes deter-
ministicas no tempo, e se reduzem a elas no caso limite; a componente
irregular é um ruido branco.

A seguir, apresentam-se breves descricbes de cada uma das compo-
nentes.

A tendéncia deterministica linear é dada por:
=+ B, (2-12)

assim gy = py—1 + (3, com po = a.

Ao introduzir termos estocdsticos, a componente de tendéncia é
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definida como:

peyr = e+ B+, ne ~ N(0, 072,) (2-13)
B = B+, st ~ N(0,0?), (2-14)

onde 7; e ¢ sdo ruidos brancos, mutuamente nao-correlacionados, de média

2
n

nivel da tendéncia varie estocdsticamente no tempo, enquanto ¢; permite

zero e variancias, o’ e a?, respectivamente. O choque n; permite que o
mudancgas na inclinagdo. Assim sendo, variancias grandes no choque im-
plicam em maior movimento estocastico na tendéncia. No caso em que
o, =02 =0, a equagdo (2-13) tem forma similar & tendéncia deterministica
definida em (2-12), e assim a tendéncia deterministica é um caso limite da
tendéncia estocastica.

Seja 1y uma funcgao ciclica de freqiiéncia A., a qual é medida em
radianos, cujo periodo de ciclo é 27 /\.. Uma funcao ciclica pode ser expressa

como uma mistura de senos e cosenos:
Py = acos A\t + [sin A,

onde « e 3 sdo parametros, com amplitude (a? + 3%)'/2 e fase tan™'(3/a).
A componente ciclica pode ser construida considerando o seguinte
modelo estocéstico:
¢*t _, cqs Ae  sin . w:q . ]it (2-15)
(0N —sin A, cos A iy t)
onde k; e kj sao pertubagoes mutuamente nao-correlacionadas, com
variancia comum o7, ¢ 0 < p < 1. O modelo ¢ estaciondrio se p é estri-
tamente menor que um, e no caso que A, seja zero ou 7, o modelo se reduz
a um processo autoregressivo de ordem um.

O modelo com sazonalidade deterministica considera que os efeitos
sazonais somam zero no periodo sazonal. Os efeitos sazonais podem mudar
no tempo, deixando que a soma no periodo seja igual a um termo aleatdrio
wy, de média zero e variancia o2. Assim, se temos s estagoes no perfodo, o

modelo é dado por:

s—1

Y1 = — Z’Ytﬂ—j + Wy, Wy ~ N(O,ai), t=1,...,n. (2-16)

J=1

Uma forma alternativa é considerar a definicao de 7;; como o efeito
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da estacao j no tempo ¢; entao «;; ¢ gerado a partir de:
Ve =Y twy,  t=(-Ds+j  i=12..; j=1..s

Nesta formulagao, deve ser considerado um ajuste de modo que cada
conjunto sucessivo de s componentes sazonais somem zero.

A sazonalidade pode ser modelada também por um conjunto de
termos trigonométricos nas freqiiéncias \; = 27j/s, j = 1,...,[s/2], onde
[s/2]=s/2 se s é par, e [s/2]=(s — 1)/2 quando s é impar. O efeito sazonal

em t é:
[s/2]

Vi = Z(% cos Ajt + 7 sin Ajt).
j=1

No caso de s par, o termo correspondente a funcao seno desaparece
para j = s/2. Assim o nimero de parametros trigonométricos, os v e 75,
sao sempre (s —1)/2.

Esta componente sazonal pode evoluir no tempo, da mesma forma que

a componente ciclica, e tem a forma:

[s/2]

Ve = Z'Yj,h (2-17)
7=1

onde
- cos\;  sin ) i W,
’Y;Zyt _ . J J ’ijt 1 4 *]7t (2‘18)
Vit —sin\; cos\; Vi1 (e
wjr e wi,, j=1,...,[s/2] sdo processos de ruido branco com média zero,

nao-correlacionados, e variancia comum ¢%. Quando s ¢é par, a componente
para j = s/2 é:

Vit = Vit—1 COS )\j + Wit-

Variaveis explicativas

Na abordagem estrutural, podem ser incluidas varidveis explicativas.
Sejam xy4,...,Tr, k varidveis explicativas no tempo ¢, com coeficientes
B, ..., Br, constantes.

Adicionando estas varidveis no modelo (2-11), tem-se:

K
Yo = e +v + U + Z Bixji + €. (2-19)

=1
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Os coeficientes 3; podem variar no tempo, através de:

Bjir1 = Bjt + Xjt, Xt ~ N(0,0i), j=1,... k.

Analises de intervencao

A andlise de intervencao refere-se ao fato de haver inferéncias acerca
de efeitos de eventos conhecidos. Por exemplo, Harvey & Durbin [16] fazem
inferéncia sobre o efeito de uma lei de transito no nimero de mortos ou
feridos graves em acidentes de transito no Reino Unido. Este efeito pode ser
medido incluindo uma varidvel de intervencao. Assim o modelo (2-19) tem
a forma: .

Ye = Mg + e + 0+ Z Bixj + Awy + €, (2-20)

j=1
onde w; é a variavel de intervencao e A mede a mudanca no nivel da série
no tempo conhecido 7. A definicido de w; depende da forma assumida para
o efeito da intervencao. Se a intervencgao é transitoria e tem efeito sé em ¢,
w; é uma funcao pulso. Mais geralmente a intervencao pode ter um efeito

t—1

transitério, que decai gradualmente, por exemplo, w; = "7 onde |p| < 1,
t>T.

Uma mudanca permanente de nivel na série pode ser capturada por:

1, t>71
Wy =
0 t<71
Um efeito deste tipo também pode ser interpretado como um choque

transitorio na equacao do nivel na componente de tendéncia.

Uma outra forma de intervengao é considerar a variavel:

0, t<rTt
Wy =
l1+t—7 t>T1
Coeficientes como A, que nao mudam no tempo, podem ser incorpora-
dos no vetor de estado, fazendo a pertubacgao correspondente igual a zero.
O modelo (2-20) pode ser posto na forma de espaco de estado direta-

mente. A seguir, se apresentam alguns exemplos de formulacées em forma

de espaco de estado :
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Exemplos da formulacdo de Espaco de Estado

Modelo de Nivel Local

Yt = Mt €&, GtNN(OaUS)

Het1 = phe + 7, ne ~ N(0, 0727)

neste caso, a formulacao em espaco de estado é direta.

Modelo de Tendéncia Local

Y = Mt €, EtNN(Ovaz)
Piv1 = pe + B+ e, ne ~ N(0, 0727)
Bir1 = B +e, E¢ ~ N(Ovo-g)

em formulacao de espaco de estado:

w=(10) (Z) +e
6-6)-6-6 96

Modelo Estrutural Basico

Yt = e+t € et ~ N(0,07)
peyr = e+ B+ e, ne ~ N (0, 0727)
Bir1 = B +eu, € ~ N(O,af)

s—1
Yer1 = — Z%H—j + wy, wy ~ N(0, Ui)
=1

em formulacao de espaco de estado:

G

Vi
yt=<1 010 .. 0) te
Yi—1

Vi—s+2

26
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1 1 0 0 0 0 0
gt“ 01 0 0 0 0 0 Zt
i 00 -1 -1 —1 1 -1 ‘
Ve+1 _lo o 0 0 0 0 Ve n
o 00 0 1 0 o o] ™!
Temss 00 0 0 0 .. 1 o]\t
1 00
010
o0 1| (™
oo ol |
Wt
0 0 0
Modelo Estrutural Basico com ciclo
Yo = ettt e, e~ N(0,07)
perr = pe+ B+, mNN(O,ai)
Biy1 = Pr+es, 5tNN(07052)
s—1
Vg1 = —Z'Yt+1—j+wta WtNN(();UZ)
=1

onde (¢, 1) é dado por (2-15). O modelo tem a seguinte estrutura em

formulacgao de espago de estado:

Mt
By
Vi
yt:(l 010 .01 0) L s

Yi—s+2

(&

*
t
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110 0 0 ... 0 0 0 0
feed 01 0 0 0 .. 0 0 0 0 pe
fra 00 -1 -1 -1 ... =1 -1 0 0 b
e 00 1 0 0 0 0 0 0 T
ol Zloo 0o 1 0 0 0 0 0 e
Timsts 000 0 0 ... 1 0 0 0 T2
wtjl 00 0 0 0 ... 0 0 pcosA. psinA. dji
Vin 0 ... 0 0 psinA. pcosA. !
10000
01000
oo0o10o0| (™
00000O0]|]%
+ Wy
Ky
00000,
0

Selecao do Modelo

Um dos aspectos complicados ao se trabalhar com séries temporais
é a selecao do modelo. A abordagem de modelos estruturais permite ao
pesquisador formular um modelo que considere as caracteristicas proprias
da série, por exemplo os fatos estilizados de tendéncia e sazonalidade. Uma
vez que o modelo é estimado, pode-se verificar sua adequabilidade através
de testes estatisticos e graficos de residuos. Deve-se também considerar
se as componentes estimadas sao consistentes com o conhecimento prévio
disponivel sobre o fenomeno modelado. Por exemplo, ao considerar uma
componente ciclica numa série economica, o conhecimento da histéria
econdmica do periodo considerado permite julgar se o ciclo estimado é

consistente com a evolugao da economia naquele periodo.

Modelos Multivariados

A metodologia de modelos estruturais pode ser generalizada para
séries temporais multivariadas. Por exemplo, o modelo de nivel local para

um vetor p X 1 de observagoes y;, é:
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Y = T €&
U1 = e+ Ny

onde /i, € e 1, sdo vetores px 1 e e ~ N(0,%.), . ~ N(0,3,), e as matrizes
Y e X, tem dimensao p x p. Esta classe de modelos ¢ chamada de SUTSE
(seemingly unrelated time series equations), descrevendo o fato que as séries
individuais estao conectadas somente através das perturbacoes correlatadas
pela equagao das observagoes e equacao do estado.

Uma modelo SUTSE diz-se homogéneo quando as variancias associ-
adas com as diversas perturbacoes sao proporcionais. Por exemplo, a re-

stricao de homogeneidade para o modelo de nivel local é :
277 = qzea

onde ¢ é a razao sinal-ruido, 0 < ¢ < cc.

Modelo de Fatores Comuns

Considere o modelo de nivel local sem a restricaio de homogeneidade,
mas com a hipdtese que o posto de ¥, é r < p. O modelo contem sé r
componentes e é chamado de nivel comum. O reconhecimento de fatores
comuns tem uma interpretacao interessante, e pode proporcionar eficientes
inferéncias e predi¢oes. Apds um apropriado ordenamento da série, o modelo

pode ser escrito como:

Y = CL"’A/,L:"’Et,
M1 = g+,

onde p; e i sao vetores de dimensao r x 1, a é um vetor p x 1 e A é uma
matriz p X 7.

Supondo que:

0 I
a = 9 A - 9 o~ N 0, E* 5
CL* A* 7715 ( 7])
a* é um vetor (p—r) x 1 e A* é uma matriz (p—r) X r de valores nao-nulos,

e ) é uma matriz r x r definida-positiva.
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Como ilustragao, considere o modelo de nivel local bivariado abaixo:

Yt = Mg+ €
Yot = Mot + €
Hig+1 = Hae =+ Tt
H2g41 = Mot + 72t

onde ¢ e 1 sao independentes em todo o periodo de tempo.

A matriz de variancia de n, = (14, 72¢)’ €
o? 0190
Y o 1n PnI1n02q
n 2
PnT1n02n 02

O modelo pode ser escrito como:

py € a correlacao.

Y1 = g+ €y
Yor = T + [4+ €

o -
De fato, fazendo 1oy = 71 + 7, onde ™ = pnﬁ, entdo, segue que:
0'177

El] = 0;
Covlme,m) = Elmam,]
= Elmu(noe — mn1)]
= Elm) — i)

= 1y oy — py 2l g2
PnO1n02y /0770_177 1n
= 0.
E assim sendo, temos que:
Varfn] = Var[ny — mnl

= Var[ny + 7*Var[ny] — 2rCov[ny, na]
= Ugn + 7r20i7 — 2T Py0 1,02y
- Ugn + '07270377 - 2'07270377

2 2 2
= 0% — PpO2-

2 0
Cov Tt =" 2 2 2 |-
nt 0 UQn_anQU

Portanto
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Por outro lado:

Mot+1 = Mot + N
= ot + TN + T,
= o+ (11 — fag) + 7y

De modo que pode-se escrever:
H2t+2 — T 41 = floe — Thae + 7
Fazendo 11, = por — muye, tem-se:
Py = g + s e for = Th1g + [y, de modo que:
Yo = Mo + €
= M1 + [ + €2
Assim o modelo bivariado, pode ser escrito como:

Yie = M1zt €1
Yoo = Tty €y
Hip+1 = Hig+ M
Hepy = e+

Mt _ O—%n 0
ﬁt 0 Ogn - 107270-%17

No caso que p, = %1, 11, ¢ constante, e hd s6 uma tendéncia comum,

onde:

que serd denotada por ;.

O modelo tem a forma:

Yie = py +en
Y = T + I+ €
:U/:_-i—l = M?_ + 77t+7 7]:_ ~ N(O7 0-%17)'

Se m = 1, a tendéncia da segunda série fica sempre a uma distancia

constante i da tendéncia na primeira série, isto é, oy = i + fi14-



Capitulo 2. Modelo de Espaco de Estado Linear Gaussiano 32

Pré-multiplicando-se o vetor das observagoes pelo vetor (—m,1):

Yor = Y1t + 1+ €,

’P‘ O2np . ~ . ’
€ = €9 — Wey, € T = ———, dado que a combinacao linear yo; — wY1¢ é

p on
estaciondria, tem-se que as séries sao co-integradas.

2.3
Regressao com Coeficientes Variantes no Tempo

Suponha que no modelo de regressao linear y, = Z;3 + ¢; o vetor de
coeficientes  mude no tempo. Um modelo apropriado é obtido fazendo-se
8 = 0B; e deixando que cada coeficiente (;;, mude de acordo com o seguinte

processo estocastico:
Bit+1 = Bie + Nt

0 que proporciona uma equacao de estado para o vetor (;, da forma
Bis1 = B + m. Como este modelo é um caso particular de (2-1)-(2-2), ele

pode ser trabalhado pelo abordagem espago de estado.

2.4
Variaveis Explicativas

O modelo de espago de estado pode-se estender o modelo em forma
de espaco de estado com a inclusao de variaveis explicativas e intervencoes.

Nesta situacao, a equagao das observagoes (2-1) é substituida pela equacao:
Yy = Zroy + Xy B + €,

Xi = (1, oy . .., ) € uma matriz de dimensao p x k de varidveis ex-
plicativas, e § é um vetor de dimensao k x 1 de coeficientes de regressao,
assumidos constantes, pois no caso que eles sejam variantes no tempo, po-
dem ser incluidos no vetor de estado, numa generalizacao 6bvia apresentada
na secao anterior.

O modelo em espaco de estado com vetor de coeficientes constantes
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pode ser escrito como:

Y = <Zt Xt) (gt>+€t

t

Q41 T, O Qg Ry
— + N, t=1,...,n.
() - )6 (0)

O vetor de estado inicial (3, pode ser considerado difuso ou fixo. No

caso difuso o modelo para o estado inicial é:

()16) (5 2)+ () )

k — o00. O vetor 3 é considerado com o sufixo ¢, somente por conveniéncia,

posto que 11 = B = 3.



