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A
Apéndice

Al
Prova de Correcao

No capitulo 3, na prova de correcao do processo de sintese construtiva
(segdo 3.4.1) é apresentada apenas a prova para as regras de inferéncia que
tiveram os comandos da linguagem de programagao associados a elas alterados,
em relagao a prova de corregao apresentada em [47]. Esta segao apresenta a prova

das outras regras que nao foram tratadas anteriormente.

¢ Introducao da Conjuncao

Seja esta regra a ultima a ser aplicada na derivacao D:
A By By 01y ey O A B, ooy Oy 015 -, O

A:oz¥ \Il:ﬁj‘f
ARV : (anB)Y

A regra de construcao de programas, associada a essa regra de inferéncia

realiza a composicao dos programas associados as suas premissas.

Pela hipotese indutiva tem-se que:
1-A 81,y Bny 01500, = A a¥ se, e somente se:
M,o
3U; completo C CSCJG\/[ (a¥) tal que, V@1 € U; onde @ =

<L1, <7 ,?> ,W1>, tem-se:

- {m:Ll/\(?:7)}A{(?:6’)Aoutzwl}.

Hoare

2-A 81,y By 01y s Oy |E W ﬁ‘T/ se, e somente se:
M,o
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3U; completo C C’SC% (ﬂ¥) tal que, VQ2 € Uy seja Q =

<L2, <7 ,7> ,W2>, tem-se:

- {in:Lg/\(7:7)}\11{(?:7)/\0ut:W2}.

Hoare

A composicao dos comandos podem ser descritos pela seguinte semantica:

A= {m:LlA(?:Z’)}A{(?:?)Aoutzwl}
v 7)}@{(?:7)A0ut:m}

-~
S
|
=
>
~
=
>
o]
Il
=l
—
-
®
S
— =

(T 6)) N out = (W1 VAN WQ}

ko = <L1, <7,7> W1> € CSCY, (a¥) e
ks = (Lo, <7,6’> W2> e €8, (BY)

Se (U’ € CSCY; ((a A B)Y) entéo:
— /= _— <L1, <_Z),7 W1> el e
07 = (B (7. 7). Ti) / (12,(7.3), W) € Uy

Como U’ é formado por U; e U: ue possuem os mesmos valores de
p 1 2,

—
’ 7 . = 3
entrada e saida em memdria( i ,0), tem-se que U’ é completo.

—_—

Seja Q € U, @Q = <L1L2,<i,7>,m> tal que: Qo =

<L1, <7,7> ,W1> e (hcCscl, (oY) e Qp = <L2, <7,6’> ,W2> c
(Ug ccCs C’]e\/[ (ﬁ¥ )) Qo e g, pela hipdtese indutiva, sao gerados pelos progra-

mas A e ¥ respectivamente.

Pela semantica do comando gerado (a), tem-se que (A ® W) calcula @,

como (Q é uma tupla arbitraria que pertence a U’, pode-se concluir que:

A, By eoes By 01,0 = A@ T (@ A B)Y.
M,o
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¢ Eliminacao da Conjuncao

Seja esta regra a ultima a ser aplicada:

Caso 1:
A>ﬁl?"'7ﬁna(517"'75m
A AB)Y
D— (a 5)T
A a¥
Caso 2:

( A7/817"'7/677/7517"'75m

A (anB)
A:ﬁ¥

O programa associado a premissa calcula mais propriedades do que a
conclusao faz referéncia. Entretanto para simplificar o processo de geracao de
programas, nao serao utilizados filtros e o programa associado a conclusao sera

o mesmo da premissa.

Caso 1:
Pela hipétese indutiva:

A, By ey By 01, s 6 B A (o A B)Y. se, e somente se:
M,o

JU completo C CSC]@V[ ((a /\ﬁ)%) tal que, VQQ € U sendo Q =
- —

<L, < 1,0 > ,W>, tem-se que:

- {m:LA(?:?)}A{(?:7)Aout:W}.

Hoare

Dado que:
C’SC% ((a A [3)¥) =
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e R = (1 (7T) W) € CSCY (af) e
< <Z O>’ >/ kﬁ:<L2,<7,6’>,WQ>GCSCA§4(;¥)

Pela definicio de CSCY, ((a/\ﬁ)%) , tem-se que U, C U, logo U, é

completo.
Seja Q, € (Ua C C’SC}‘\} (a%)) entao Q. = <L1, <7,7> ,W1> .

Pode-se observar que Q, C Q. Como (), é uma tupla arbitraria de U,,

conclui-se que:

A751a“'7ﬂn7517"~76m ): A CM¥
M,o

Caso 2: Essa prova é andloga & apresentada para o caso 1. Assim,

A;Blw")ﬂnvélv'”u(s’m ): v ﬁ’}“/

M,o
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¢ Introducao da Disjuncao

Seja esta a ultima regra aplicada em uma derivacao:

Caso 1:
( AHBl?""ﬁn:élv"-aém
N ET4
D= i
AD :(avp)Y.
Caso 2:
( Avﬁl)"')ﬂ’ru(slv-“aém
Do y () LY.

W0 (av )Y

\

Esta regra pode ser interpretada da seguinte forma: existe uma propriedade
que pode ser expressa de dois modos diferentes. Assim, tem-se dois programas
diferentes que calculam a mesma propriedade, logo, qualquer um deles é sufi-
ciente para o calculo da propriedade. Pode-se, entao, assumir que a regra para a
construgao de programa associado a esta regra nao altera o programa associado

a premissa da mesma.
Caso 1:
Pela hipétese indutiva:

A, B, ., By 01, o, O A)4: A . a¥ se, e somente se:
o

3U completo C C’SC’% (a¥) tal que, V@ € U onde Q =
- =

<L1, <21 ,01> ,W1>, tem-se que:

- {m =LA (T = Z’)} AD(T =07) Aout = Wi} .

Hoare

Pela  hipétese indutiva: U C C’SC% (ay), logo, U C
(CSCYy (o) UCSCY (o)) -
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Dado que:

CSCY ((aVp)¥) = CSCY, () UCSCY, (pF)
Tem-se que: U C CSCY, ((aV p)¥.).
Logo, A, B1, -y By 01, oy 6m = AW 2 (@ V p)¥.

M,o

Caso 2: A prova para este caso é andloga a apresentada para o caso 1.

Assim: A, B, ..., Bn, 61500, 0 = WU 2 (@ V p)Y.
M,o
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¢ Eliminacao da Disjuncao
Suponha que esta regra seja a ultima aplicada em uma derivacao D:

% . Vi
A,ﬂl, ...,ﬁn,él, ,(Sm o OéTi g pTi

a:(a\/p)g Ay Uy
if («) then(A) else (if (p) then(¥)) : %

Na aplicacao desta regra, o programa associado & conclusao é o comando
condicional, que apés a verificagdo de qual propriedade (descrita pelas premissas
menores) ¢ satisfeita, um conjunto de comandos serd executado para obter a

solucao relacionada com a conclusao.
Pela hipétese indutiva:

1- A, By ey By 01, oy 6m = A 24X se, e somente se:
M,o

JU; completo C CSC’%J“ (’y¥) tal que, V@1 € U; sendo Q1 =
- —

<L, < 1,0 > ,W> , tem-se que:

- {m:LAW:T)}A{(?Zﬁ)Aout:W}.

Hoare

2-A,01, 0y By 01y ey 0 | U ’y‘T/ se, e somente se:
M,o

dUs completo C CSCﬁ/[Up (”y¥) tal que, VQo € Us sendo Qo =
- —

<L,< i ,0 > ,W>, tem-se que:

- {m:m(?:?)}xp{(

Hoare

Sendo

com base na semantica do comando condicional, a semantica do programa

gerado serd a seguinte:

A B
{inzL/\(?z?)} if (o) then {A} else {if (p) then {W}}{(?z?)/\out:W}

Pela hipodtese indutiva, a partir da prova v com a hipotese o pode-se extrair

0 C’SC}O\}[JO‘ (*y¥), e a partir da prova de v com a hipdtese p pode-se extrair o
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C5C1 (31).

Dado que a e p sao hipdteses exclusivas, tem-se que: CSC’?}IJO‘ (7¥ ) U
0
CSCUP () = STl ().

Se U’ = CSCY,(7)¥, entdo U’ = Uy U Us. Como U’ é construido a partir
de U; e Uy, U’ é completo.

Logo:

A, By e Bry 01y s 6 = if (@) then(A) else (if (p) then(¥)) : v¥
M,o
Observagao A.1.1 A premissa maior desta regra pode ter conteido computa-
ctonal, mas o programa associado, apds a sua exrecucdo, retornard valores
boolenos “Verdadeiro”ou “Falso”. Logo, podem ser interpretados como tendo ape-

nas conteido computacional.
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A.2
Prova do teorema apresentado por Parik em [11]

Teorema A.1 Parik:

k
F Vza(z) se, e somente se, existe um k tal que Vn = «a(n) [11]
PA PA

Sera apresentado um esquema da prova deste teorema, pois é necessario

fazer uma analise desta prova para provar o teorema 4.5.

Observacao A.2.1 Note que o resultado do teorema 4.9 € utilizado sobre HA.

Logo, a prova serd restringida sobre os operadores logicos intuicionistas.

A.2.1
Conceitos Basicos

" Notagao

Abaixo segue as notacoes utilizadas na formalizacao do sistema:

1. Calculo de predicados

(a) Varidveis : x,y, z,z1, ...

(b) Constantes: ¢, c1,c11, ...

(d) Simbolos funcionais: f,g,h, fi, ...

[§]

)
)
(c) Simbolos de predicados n-arios para n=0: F,G(x), H(z,y), ...
)
) Simbolos légicos: =, V, A, —, V, 3.

)

(
() L)

2. Meta notacao

(a) Metavariaveis: u,v,w,uy,...,
(b) Varidveis de termos: r,s,t,71,...,

(c) Varidveis para predicados n-drios (férmulas) com n=0:

P,Q(z), R(x,y), ...

Observagao A.2.2 Pode-se assumir, sem perda de generalidade, que 0s n's nos
itens (c) sao limitados, apesar de se saber que sao necessdrios infinitos predicados

de varidveis n-drios para cada n.

Os termos sao formados a partir de varidveis, constantes, metavariaveis,
varidveis de termo e através de simbolos funcionais. Letras gregas mintsculas
denotam termos. Se estes nao possuirem meta notagao serao denominados como

termos regulares e podem ser denotados pelas iniciais do alfabeto grego (a,(,...).
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As férmulas atomicas sdo formadas por varidveis de predicados ou cons-
tantes adicao de termos, caso contrario serao formadas por férmulas atomicas
combinadas com conectivos e quantificadores Vz, Jz,Vu, Ju,.... Se as férmulas
forem regulares, estas serao denotadas por letras maiusculas do alfabeto romano

(A, B...), caso contrério serao representadas por letras géticas (§, ®).

" Processo de substituigao

Uma substitui¢ao S serd a atribuicao de:
- variaveis x1, ..., T, para determinadas metavariaveis uq, ..., un,

- termos regulares o, ...a,, para determinados termos de varidveis t1, ..., t;n,

- férmulas regulares A, B,... para determinadas varidveis de predicado
P,Q(z), ... .

O mapeamento das substituicoes de termos regulares é definido por:

S(u)) =x;,S(ti) =a; i=1,...,n,j=1,..m,e
S(f(01, 0 08)) = F(S(01), - S(01))

onde a expressao do lado direito da atribuicao é definida e f é um simbolo

de fungao k-ario.

Para uma dada férmula §, a substitui¢ao S(§) é definida por:

Definicao A.2 (i)Seja § atomico com o simbolo de predicado reqular onde
§ =F(o1,...,0). Entao S(§) =F(S(01),...,S(0k)), dado que a substituicio da
expressao do lado direito da igualdade seja definida.

(ii)Seja § atémico para wm simbolo de predicados de varidvel P(xi,...,xk)
como simbolo de predicado: § =P(x1,...,xx),S(P(x1,...,2,)) = A. Entdo
SF) = s(x1,..xp; S(01), ...,S(0)))A, onde s é a substitui¢ao usual e apenas as
ocorréncias de x; livres serdo substituidas.

(113)S(F N &) = S(F) AN S(®) ete.,

(0)S(¥2F) = Y25 (3),

(0)S(VuF) = (YS(w)S(3).

" Restrigoes admissiveis
Uma restricao é dita admissivel se for da forma:
- “o é livre para u (o mesmo vale para z) em P”ou
- “u (ou x) nao é livre em P”ou
- “u (ou x) nado ocorre em P”,
onde u é uma metavariavel, x é uma variavel, o é um termo e P é uma varidvel
de predicado.
Exemplo de uma substituicio S que obedece a restricio R : S obedece “o é

livre para u em P”se , e somente se, S(o) é livre para S(u) em S(P). Uma


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9924916/CB


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 9924916/CB

Extracao de Conteiiddo Computacional de Provas Intuicionistas 134

substituicao obedece um conjunto finito de restricbes se, e somente se, todas
elas forem obedecidas. Utiliza-se a expressao restricdo ao invés de restri¢oes

admissivess.

Desta forma, um esquema de axiomas serd representado por um par or-
denado (§, R), onde § é uma férmula e R é um conjunto finito de restrigoes.
Axiomas que satisfazem um esquema de axiomas serdo férmulas S(F), onde
S obecede R. Similarmente, uma regra de inferéncia k—aria é uma sequéncia
(%1, -, 8k, 8, R), F1,..., 5k, onde G sdo férmulas e R é um conjunto finito de
restrigoes, e esta regra serd aplicada da seguinte forma: “Se Aq,..., Ax, B s@o
S(F1)s -, S(Fk), S(G), respectivamente S obedece R, entao B é derivado a partir
de Ay, ..., A 7.

Neste trabalho, teorias sao formalizadas com um nimero finito de axiomas,
e os sistemas sao definidos por um numero finito de esquemas de axiomas e de

esquemas de regras de inferéncia.

A.2.2
Lemas de substituicao

Dado uma prova em um sistema de esquemas, a qual pode ser estruturada
na forma de uma arvore de prova, uma andlise desta prova é um conjunto de
informacGes sobre a arvore de forma que, para cada férmula, tem-se se é um
axioma ou nao, se for, a qual esquema pertence e, se for derivado, de qual regra

de inferéncia é derivada.

Através de uma andlise, deseja-se encontrar uma arvore de tais observacoes
que nao precise estar associada com alguma prova especificamente. Como existe
apenas um numero finito de andalises de tamanho k, questoes considerando provas
de tamanho k podem ser reduzidas a questoes sobre provas com uma andlise
particular 2. O seguinte lema permite que se trabalhe com a noc¢ao de um objeto

sintatico ao invés da noc¢ao informal de analises.

O seguinte lema prova que toda andlise 2" se reflete em uma arvore de
prova. Essa andlise pode ser “concatenada”com outras analises, de forma a obter
uma andlise 2 que, apds o processo de substituicao S refletird a prova da férmula

A e vice-versa.

Lema A.2.3 Dado uma andlise 2, pode-se efetivamente encontrar formulas
S1s s 8miG1,--,.Gm;H com um conjunto finito de restricoes R, tal que a formula

A tenha uma prova cuja andlise € 2 se, e somente se, existir uma substituicao S
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obedecendo R, tal que, S(Fi) =S(Gi),i=1,...,m e S(H) = A.
E a sequéncia S(§1), ..., S(Em), A € a prova desejada.

Prova. A prova é realizada por indugao no tamanho da analise de 2 (k).

a) Se k = 1, entao a anélise pode ser reduzida para um esquema de axioma,
logo m = 0;

b) k > 1. Seja o dltimo passo de A a aplicacao da regra (£, ..., £, M, R;)

sobre uma determinada férmula previamente derivada.

Suponha que a analise da féormula previamente derivada seja a sequéncia

1 1 .01 1. . 1 I .0l L.
g]_ 7"'7gm I gl PR} gm7H17 "'731 7"'7gm7g1 VAR gm7H l-

Pode-se assumir que todos os meta-simbolos desses diferentes grupos te-
nham sido renomeados, de forma a ndo existir metavaridveis comuns entre eles
ou com £y, ..., £, .

A sequéncia para a anélise 2l serd S% e S H 1, 8’%, o H g{, ...,gﬁn, SLQ%, sy 213N

As restrigoes sdo obtidas pela unido de todas as diferentes restricoes.

Suponha que exista uma substituicdo & para a sequéncia acima, i.e.: §

FH=8(G),8 (H1)=8 (&) e S (M) = A.

Entao, pela hipdtese indutiva, cada S (Hjp) é provado pela subprova cor-
respondente e S (M) = A serd provado a partir de S (£;) utilizando a regra de

inferéncia associada. Porém, se S (H;) = S (£;), tem-se a prova desejada.

Para provar o outro sentido da implicacao, suponha que se tenha a prova
desejada. Desta forma, cada premissa da dltima regra podera ser provada a partir
da subprova correspondente, e a ultima formula A é provada com a ultima regra
de inferéncia. Logo, existird um processo de substituicoes Sy, ..., S;, S’ para todas
as regras. Como todas as metavariaveis foram renomeadas de forma a evitar

conflitos, pode-se combinar todas as substituigoes gerando a substituicao S. U

Notagao

PA simboliza o sistema usual da aritmética de Peano com S, +, . e o
esquema da inducéo finita, PA* corresponde o sistema de PA, onde as operacoes
+,. sdo substituidas pelos predicados ternarios A, M e com a adi¢do de axiomas
que dizem que esses predicados representam fungoes. Se T for um dos dois
sistemas, entdo 7; é um sistema com a inducao restrita a formulas légicas de

complexidade < [. A complexidade l6gica é dada pelo ntimero de simbolos l6gicos
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em uma férmula. Uma teoria T l—f A representa que A é provavel em T com
no maximo k aplicages de regras de inferéncia. PA, PA* possuem o mesmo
poder de expressdo, mas, provas em PA* serdo, geralmente, mais longas. A
aritmética de Presburger expressa uma aritmética com S,+,0, no entanto, sem
a multiplicacdo. E sabido por [5] que PA ( ou PA*) é completo com respeito a

férmulas fechadas na qual a multiplicacdo nao aparece.

Este lema prova que, dado um conjunto de férmulas, suas restrigoes (isto é,
uma analise) e uma férmula « na aritmética de Presburger, de forma que existe
um processo de substituicoes que obedece as restricoes e quando aplicadas sobre
o conjunto de férmulas gera uma prova para «. Inicialmente serdo realizadas
todas as substituicoes de forma a se obter apenas férmulas regulares em PA*.
No passo seguinte é demonstrado que as substituicoes sao finitas e definem uma

determinada férmula na aritmética de Presburger.

Lema A.2.4 Seja§i,....8m,G1,....01,41(x),...,Ap(x), R tal que §1,...,.8m,G1,....Gi
sao formulas de PA*, Ai(x),...,Ap(z) sdo formulas requlares de PA*, m =1+ p,
e R € o conjunto de restrigoes. Entao, existe uma formula B(x) da aritmética de
Presburger tal que, para todo n, B(n) é equivalente a proposicao: “Eriste uma
substituicao S que obedece R tal que S(§;) = S(Gi) para i <1 e S(Fii) = Ai(n)
para i < p”.

Prova. A primeira parte do argumento é aplicado para todos os sistemas de
esquemas com 0,5 como simbolos. Os tultimos passos sao aplicados somente
a PA*. Fixando n e denotando A;(n) pela expressao G;;. Entao, precisa-se
encontrar um S obedecendo R tal que S(§;) = S(G;) é uma férmula regular
de PA* para i < m.

Observagao A.2.5 Seja u = I13% onde ¢; € o numero de simbolos légicos em
Gi. Se u = 1, entdo todas as formulas G; sao atéomicas. Considere as relagoes
minimais sobre as varidveis de predicados: P < Q, P ~ Q de tal forma que < €
uma relagao transitiva e ~ é uma relagao de equivaléncia e (P < Q)N (Q < P) <
P~ Q. Se P ocorrer em §; e Q ocorrer em G; entdo Q < P; e se G; for atéomico
entdo Q ~ P. Este sistema € decidivel se tal relacdo existir e caso contrdrio nao
existe uma substituicio S. Por outro lado, pode-se ter P < () quando o numero

de simbolos l6gicos em S(P) € menor ou igual ao nimero de simbolos ldgicos em

S(Q).

Caso A.2.6 Suponha u = 1. Neste caso §; e G; sdo atéomicos. Se x1,...,Tn
aborda todas as varidveis e ui,...,u, todas as metavaridveis que ocorrem em
§i,Gi, R. Entdo pode-se assumir sem perda de generalidade que todos os S(u;)

sao representados por Ti,...,T 1, ..., T Elimina-se, desta forma, todas as

n +m°*

metavaridvess.
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Caso A.2.7 Suponha u > 1, entdo existe um P tal que P é mazimal em <, P

ocorre em §;, € G; mao € atéomica.
A prova € realizada analisando sempre o conectivo principal da formula G.

Simbolo légico: conjunc¢ao
Seja G; da forma g; A Q;/, substituindo P por P' AN P", onde P e P" sao

duas novas varidveis de predicados, substitua o par de férmulas que estd sendo

1

analisado, §i = P(.), Gi = G;()) AG; (_), pelos pares P(_), G;(_) e P", G (.). As
restricoes sobre P sdo refletidas em termos das restri¢oes sobre P, P", etc.

A substituicao existird se, dado que §; = P' N P" e G; da forma g; A g;/
existe um S tal que: S(Fi) = S(G1) se, e somente se, S(P') = S(G;) e
S(P") = 8(G;). Desta, forma obtem-se a correspondéncia entre as subférmulas

de §i,e G;.

Simbolo logico: disjuncao
Seja Gi da forma G, V G, , substituindo P por P'V P", onde P’ e P" sio

duas novas varidveis de predicados, substitua o par que estd sendo analisado,
"

$i=P(), Gi=G,() VG (), pelos pares P(.), G;(1) e P", G/ (.). As restrigies
sobre P sao refletidas em termos das restricoes sobre P, P", etc.

A substituicdao existird se, dado que §; = P'V P" ¢ G; = QZI- vV g;’ eriste um
S tal que: S(Fi) = S(G1) se, e somente se, S(P') = S(G;) e S(P") = S(G;).

Desta forma, obtem-se a correspondéncia entre as subférmulas de §;,e G;.

Simbolo légico: implicagcao

Seja G; da forma Q; — Q;/, substituindo P por P' — P", onde P e P"
sao duas novas varidveis de predicados, substitua o par que estd sendo analisado,
Si=P(), Gi=G;()) — G (), pelos pares P(), Gi(_) e P", G, (.). As restri¢ies
sobre P sdo refletidas em termos das restricoes sobre P, P", etc.

A substituicao existird se, dado que §; = P/ — P" ¢ G; = g; — Q;/ existe
um S tal que: S(F;) = S(G1) se, e somente se, S(P') = S(G;) e S(P") = S(G; ).

Desta forma, obtém-se a correspondéncia entre as subformulas de §; e G;.

Simbolo logico: negacgao

Seja G; da forma —Q;, substituindo P por —=P’, onde P’ é uma nova varidvel
de predicado, substitua o par que estd sendo analisado, §; = P(_), G; = ﬁg;, pelo
par P()), g;(_). As restricoes sobre P sdo refletidas em termos das restricoes
sobre P, etc.

A substituicao existird se, dado que §; = - P'e G;= —|Q; eriste um S tal
que: S(Fi) = S(G1) se, e somente se, S(P') = S(G;). Desta forma, obtem-se a
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correspondéncia entre as subformulas de §;,e G;.

Simbolo logico: Quantificador Universal

Seja G; da forma V:L‘g;, substituindo P por VxP', onde P é uma nova
varidvel de predicado, substitua o par que estd sendo analisado, §; = P(.),
G = Vacg;, pelo par P(_), g;(_). A restrigio “o € livre para y em P7serd sub-

stituida pela “y ndo € livre em P”ou pela “x nao ocorre em o”se x # y.

A substituicdao existird se, dado que §; = Vo P'e Qi:VacQ; eriste um S tal

que: S(Fi) = S(G1) se, e somente se, S(P') = 8(G;). Desta forma, obtém-se a

correspondéncia entre as subformulas de F;e G;.

Simbolo légico: Quantificador Existencial

Seja G; da forma ng;, substituindo P por JxP’', onde P’ é uma nova
varidvel de predicado, substitua o par que estd sendo analisado, §; = P(.),
G: = 3xG,, pelo par P(.), G,(_). Se as varidveis livres do termo que substitui a
varidvel x tiverem a restricdo “c € livre para y em P7 estas serdo substituidas
pela “y nao € livre em P”. Apds todas essas substituicoes serd inserida a re-

stricao “r ndo ocorre em o”.

A substituicao existird se, dado que §; = xP'e G;= 3xG] existe um S tal
que: S(Fi) = S(G1) se, e somente se, S(P') = S(G,). Desta forma, obtem-se a

correspondéncia entre as subformulas de F;e G;.

Esse procedimento deve ser aplicado a todos os simbolos de predicados
equivalentes a P, e desta forma, a complexidade de u decresce. Depois de um
nidmero finito de passos, tem-se que u =1, e todos 0s G; serao atomicos. (Se nao

for possivel executar o procedimento, entdo, ndao existe S).

Assumindo, sem perda de generalidade, que S(F;) e S(G;) sao atdmicos.

Sejam x1,...,T, todas as possiveis varidveis que podem ocorrer R. Se
existir uma substitui¢aio S, pode-se definir §'(P) como sendo a subférmula
atomica mais a esquerda de S(P) precedidos por todos quantificadores Vz;, Jx;

com i = 1..n do seu especifico escopo. Logo, se S for uma solugao, S’ também sera.

Pode-se assumir que sao conhecidos todos os simbolos de predicados en-
volvidos. Para cada par §; = P(.),G; = F(_), o simbolo de predicado para a

variavel de predicado P é F.
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Todas as varidveis de predicado nao cobertas por essa consideracao, pode

se atribuir a elas uma férmula regular fixa A sem perda de generalidade.

Assim, pode-se assumir que, para cada variavel de predicado P:
S (P(yla ceey yk)) = (lel), sy (prp)Fp(el(yla ceey yk)a ceey Qq(ylv ceey yk))
onde @); sao quantificadores, Fj, ¢ um predicado conhecido e ¢; sao termos

que dependem de y;.

Pode-se dizer que duas férmulas (ndo obviamente equivalentes) sdo iguais

se, e somente se, os termos correspondentes forem iguais.

A argumentagdo dada até este momento se restringe a esquemas que
conténham apenas S e 0. Neste ponto, a argumentacao serd extendida de forma

a atender esquemas em PA*.

Dado que « seja uma férmula atomica em PA*, « é da seguinte forma:
i-0=¢6,

i ~A(60,0',0") ou M(0,6',6")

onde 6,0 e 0" sao da forma S0 ou S% e x é uma varidvel que esta

limitada a um conjunto finito de possibilidades.

Assim a substituicdo pode ser definida completamente pela especificacao se
(a) para cada F), se este for os predicados =, A ou M; ou se cada 6 representa
um S90 ou S%z e, (b) especificando os valores ¢; (metavariaveis), onde 6; é igual

a S%0 ou S%x ou uma variavel de termo t; igual a S%0; ou S%zx.

A parte (a) consiste em escolher uma das possibilidade dentre um conjunto
finito. Para cada possibilidade, a condigao sobre a substitui¢ao S para que S(g;) =
S(G;) reduz para os varios ¢;, satisfazendo determinadas equagoes da aritmética
de Presburger. Assim, ao considerar que todas as possiveis substitui¢cbes S para
cada n em particular, obtém-se a seguinte equivaléncia: S existe se, e somente
se, a férmula By (n) V...V B,(n) for valida, onde B; é uma férmula da aritmética
de Presburger. Tomando B(z) como sendo Bi(n) V ...V B.(n), temos prova do
A24. O

O teorema abaixo prova que, a partir do tamanho da arvore de prova e da
complexidade méaxima das férmulas de uma arvore de prova, é possivel calcular a
complexidade maxima das férmulas nas quais se pode aplicar a regra de inferéncia

da inducao.
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Teorema A.3 Seja T uma teoria em PA ou PA* ek, k' € N. Eziste um niimero
I calculado a partir de k, k' tal que, para cada férmula A de complexidade < K/,
I—l} A se, e somente se, I—l}l A.
Prova. Seja uma andlise A de k linhas e as substituices para as sequéncias
(15 s S Hy 3Gy oGy A, R) , onde Fi,.., 800,615 -Gy € a sequéncia
fornecida pelo A.2.3.

Seja c(A) < K, entao existe um nimero finito de maneiras nas quais A pode
ser decomposta em uma formula atomica - a prova deste argumento € similar a
prova da existéncia de um numero finito de substituicdes apresentado no lema
A.2.4.

Suponha que a complexidade mdzima de uma formula que ocorre como
axioma, esquema de axioma ou esquema de regra de inferéncia seja «. Entdo
a compleridade de qualquer §;,G; ou H serd mo mdrimo «. Seja m = k — 1,

(2k—1)3k'1 (Supde-se que os ramos de prova

entdo o valor inicial de u serd ug = 3%
utilizados para a obtencdo das formulas de m possuem a complexidade mdxima o
e, dado que mo caso mdzximo o conectivo légico aplicado pela regra de inferéncia
é bindrio, observa-se que a complexidade das premissas de m é a(2k — 1), e a
complexidade da formula corrente € k).

Ao observar o lema A.2.J tem-se que o valor de u serd reduzido até atingir
uma férmula atomica (u = 1). Se a compleridade mdzima das formulas sobre as
quais pode-se aplicar a indu¢ao m(u) de uma formula em determinado ponto desta
redugdo for x, entao a compleridade mdzxima no ponto anterior (premissas) nao
pode ser maior que 2x + 1. Sendo m(1) = k quando as férmulas forem atomicas,

e m(u+1) <2m(u) + 1; pode-se perceber que | é igual a m(ug) < 3"0. O

Teorema A.4 Fpa- (Vz)A(x) se, e somente se, existe um k tal que (Vn) F5 4.
A(n).

Prova. Se Fpa« (Vz)A(x) entdo existe um k tal que (Vn) F% .. A(n), a prova de
(Vx)A(x) de l linhas fornece provas uniformes de A(n) para todo n com [ + 2

linhas.
Se existe um k tal que (¥n) F% . A(n) entdo Fpa~ (Vo)A(z).

Suponha que (¥n) F% .. A(n) , dado que F%,. A(n) correspondente a
formula B(z) na aritmética de Presburger tem-se que (Vx)B(z) € verdadeira,
logo, Fp s« (Vx)B(x). Pelos lemas A.2.3 e A.2.4, existe uma formula B;(x) na
aritmética de Presburguer tal que:

Fk, o« B(z) se, e somente se, Bi(z), onde B(x) = Bi(x) V...V B,(x) , i = l.r
e k € o tamanho da drvore de prova relacionada com B(x). Como a aritmética

de Presburquer € decidivel, é possivel saber qual é o B;(x) verdadeiro para cada

LA férmula que calcula a complexidade de uma, férmula é: TI3¢.
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n e, assim, pode-se calcular o tamanho de sua drvore de prova (k). Desta forma
Fpa- (VZ)B(z) pode ser representada como b=p 4. (Vn) FX . A(n). Pelo teorema
A.3: Fpye (Vn) }—’;,A; A(n). A partir deste momento o tamanho de k nao é mais
necessdario, logo ele pode ser omitido.

Pela prova do lema A.3.1 tem-se que uma definicio de verdade para PA] pode

ser dada através de PA*.

Logo: Fp 4 (Y1) Fp g A(n). O
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A.3
Prova do lema Kreisel e Wang em [6]

Lema A.3.1 Para cada inteiro n, Con(Z™) pode ser provada em Z.

Sera apresentado um esquema da prova deste teorema, pois é necessario

fazer uma andlise desta prova para provar os teoremas 4.9 e 4.5.

Observagao A.3.2 Como o teorema 4.5 trabalha com o sistema HA e na prova
do teorema 4.9 foi adotada a restricao de trabalhar apenas com os operadores

logicos intuicionistas, esta mesma restricao também serd mantida aqus.

Definicao A.5 H{*(n),...,H'(n) sao fungdes de substituicdo em m.

Definicao A.6 Considerando que as wvaridveis das formulas sdo dadas por
v1, V2, V3, ete, D(m,a,n) é numero da formula obtida a partir da férmula A (cugjo
numero € a) resultante da substituicdo da varidvel v;, i < m por H"(n) e vj,
j > m por 0. Nao € necessdrio que todos os v; ocorram em A. Se A for uma

formula fechada, i.e., v; sao varidveis livres, entao: D(m,a,n,z) = D(0,a,0,a)

Definicao A.7 P(a,b) se, e somente se, a é o nimero que representa a prova
de b.

Definicao A.8 Seja a e b numeros que representam as formulas A e B respec-
tivamente, e sejam elas conectadas através de operadores l6gicos bindrios, entdo
t(a,b) é o numero de A|B, onde o operador | pode ser substituido pelos operadores

l6gicos V, \,—, de forma a refletir o operador que relaciona as formulas A e B.

Definigao A.9 Seja a o numero que representa a formula A, a qual pode ser
descrita como =B, sendo b o nimero que representa a formula B, entao, t(a) é

o numero de B —_1 .

Definicao A.10 O(a) se, e somente se, a for o nimero da férmula VxB(z) e,
entdo, S[o(a),y] € o nimero de B(0W).

Definicao A.11 E(a) se, e somente se, a for o niumero da féormula IxB(x) e,

entdo, Sle(a),y] é o nimero de B(0W)).

Prova. Prova do lema A.3.1
Para cada k , a definicao de verdade para Ty (b) pode ser dada através de
uma férmula de Z, desde que satisfaca as condicGes abaixo:

a) Férmulas sem quantificadores:

i) To[D(m,a,n)] se, e somente se, JyPly, D(m,a,n)|; ou
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ii) To[D(m, L, n)] se, e somente se, ~IyPly, D(m, L, n)]; ou

iii) Conjungao:
JzIy{(z < D(m,a,n)) A (y < D(m,a,n)) A D(m,a,n) =
t(x,y) A [To(x) A To(y)]}s

iv) Disjungao:
Jz3y{(x < D(m,a,n)) A (y < D(m,a,n)) AN D(m,a,n) =
t(z, y) A [To(z) vV To(y)l};

v) Implicagao:
JzIy{(z < D(m,a,n)) A (y < D(m,a,n)) A D(m,a,n) =
t(z,y) A [To(z) — To(y)]};

vi) Negagao:
JzIy{(z < D(m,a,n))AD(m,a,n) = t(x, L)A[To(z) — To(L)]};

b) Férmulas com quantificadores

Ty i1[D(m,a,n)] se, e somente se, Ti[D(m, a,n)] ou,
{O[D(m, a,n)] AVyTi4+1[D(m, S(o(a),y),n)]} ou {E[D(m,a,n)] \VyTi+1[D(m, S(e(a),y),n)]tou,
JzIy{(z < D(m,a,n)) N (y < D(m,a,n)) A Dim,a,n) = t(z,y) A
[Th+1(2)[Th1 ()] }5

Pode ser vericado que T(b) define verdade como em [29], logo Con(Z™)
pode ser provada em Z. Note que T,,(b) é uma definicao de verdade apenas para

o sistema Z" e nao para Z. O
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