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Estudo sobre o contéudo computacional das regras do L

Pelo teorema (3.4), para toda prova de uma férmula da forma
Vaq ... Ve, Jya(zy,. .., x,,y) pode-se extrair um programa que é a solucao
para o problema enunciado pela férmula. Neste teorema, nao foi conside-
rada a regra de introducao da negacao, pois apesar dela ser uma aplicacao
direta da regra do L intuicionista, nao se sabia se esta regra possuia
contetido computacional ou nao. A questao da necessidade ou nao da regra
do absurdo ter conteido computacional é discutida neste capitulo (se¢ao
4.1), no contexto da arimética de Heyting, que além do conjunto de regras
de inferéncia utilizado no sistema sobre o qual o teorema (3.4) foi formali-
zado € inserida a regra w computacional. Foi obtida uma resposta parcial
para esta questao, que afirma que para qualquer férmula da forma acima
referenciada, é possivel obter uma prova, a partir da qual um programa
é gerado, na qual a regra do L sempre apresenta contetido logico. Apds
esse resultado, foi provado que toda proval realizada com a regra w pode
ser obtida utilizando apenas a regra de inferéncia da inducao finitaria, de
forma que ambas nao possuem a regra do L com contetido computacional

(secao 4.2).

Na se¢ao seguinte sera apresentada a primeira parte deste resultado,
onde é realizado um estudo sobre a possibilidade de sempre se obter, para
qualquer teorema da forma Vxi...Vz,Jya(zy,...,x,,y), provas onde a
regra do | apresenta sempre conteiudo logico. Isto é realizado a partir de
conceitos de computabilidade [49] (fungoes recursivas) e a utilizagao da regra

w.

'No contexto da aritmética de Heyting com a propriedade de reflexividade
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4.1
Contetdo computacional da regra do |

Pelo teorema (3.4), para toda prova de uma férmula da forma
Vay ... Vr,dya(xy, ..., x,,y) pode-se extrair um programa que é uma
solugao para o problema enunciado pela férmula. Esse teorema possui a
restricao sobre a regra de introducao da negacao. De acordo com o iso-
morfismo Curry-Howard o L s6 possui conteido logico; mas serd que a
introdugao da negagao possui também somente contetdo logico? Se tivesse

contetido computacional qual seria?

Nesta secao, sera apresentado um resultado parcial para estas

questoes, que ¢ expresso pelo seguinte teorema:

Teorema 4.1 Seja f uma fungdo recursiva (total) de N™ em N. Con-
sidere DNHA como a representacao do sistema de HA da aritmética in-
tuicionista e que usa como sistema dedutivo a Deducao Natural. Existe uma
prova Il da formula Vxy .. Ve, ya(z, ..., x,,y) em DNHA, tal que, nen-
huma aplica¢ao da regra do L tem conteudo computacional associado, e

a(xy, ..., T, y) representa f.

Sabendo que todo programa ¢é uma funcao recursiva, que as féormulas
que descrevem o problema sao da forma Vzp...Vx,Jya(zy,...,z,,y) €
que pelo isomorfismo Curry-Howard [13] as entradas e saidas do programa
gerado estao relacionadas, respectivamente, com o quantificador universal
e existencial, conclui-se que o programa gerado sempre péara e gera a saida
correspondente & dada entrada ( ndo se pode esquecer que isso ocorre se a
entrada respeitar o tipo de dados especificado como entrada do problema).

Logo, o programa gerado esta relacionado com as fungoes recursivas totais.

Com base nesse fato, na prova do teorema 4.1 é realizada uma analise
no sentido inverso ao de sintese de programas: serd relacionada cada fungao

recursiva (programa) a prova da féormula que a descreve.

A prova é realizada por inducao na definicao de funcgoes recursivas
totais e utiliza os conceitos de ser representdvel numericamente (ver [34] ou
[41]) bem como a interpretagao dada pelo isomorfismo Curry-Howard (ver
[26] e [13]). Neste trabalho sera utilizada a defini¢ao de fungao primitiva

recursiva descrita em [41].


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9924916/CB


PUC-RIo - Certificagao Digital N° 9924916/CB

Extracao de Conteiiddo Computacional de Provas Intuicionistas 72

A prova é dividida em dois passos: o primeiro sera provar o teorema por
inducgao sobre funcgoes primitivas recursivas f, enquanto no segundo passo
este resultado serd extendido para funcgoes recursivas através da prova do
teorema para a funcao de minimizagao.

A seguir serao apresentadas algumas defini¢oes tteis na prova do

teorema 4.1.

Definicao 4.2 Dado o predicado Theta e as funcoes x : N™ — N
e fi + N* — N (i = 1,..,m), tal que, I, é uma prova para a
formula V.. Vr,3yO, (1, ..., Tm,y), € para cada i € [1,m], II;, prova
Vay ... Vr,3yOy, (21, ..., x,,y) em alguma teoria T. O € uma operagdo

que gera a prova 11, a partir das provas Ily,.

Observacgao 4.1.1 Sera wutilizado a abreviagcao VZ para simbolizar

Vz1,...,Vz, (para qualquer k) e @ para ay, ..., an (para qualquer m).

[®f1 (@, bl)]l cee [@fm (@, bm)]m
A1

/\@fi(a,bi) (O, (b1, - -+, by, €)™

th i:Lm/\ 0, @) Ao b
(d, b;) A yeeas b, C
YISO Y) EAY o
E
FyOx (b1, bmsy)  IyFyr - Fym N\ O£ @ yi) AOx(y1, - Ym,Y))
i=1,m
I, FyEyr--Fym N\ Os(@v) AOK(L, - Ymsy))
@ i=1,m
Vi 1, (,y) Ry
pr—— E
Oy, (d,y) FyGyr-. Fym N\ O (@ vi) AOx(y1, - Ymsy))
i=1m
i=1m 3]15
@y Fym N\ O5(@ ) AOK(1, - YmsY))
- i=1m = \V/[
Vi3y(3yr - 3ym N\ On (& y) AOK (1, -, Yms )
i=1,m

Fato 4.1.2 Na definicdo acima, se ©, e Oy, representam x e 0s f;’s respec-
tivamente em DN HA, pelo significado de 1L, e Iy, OM(IL,, g, ..., I1},,)
¢ uma prova que garante que Axy.. ATy X(f1(z1,- - 2n)y oy frm(T1, ..., 20))

¢ representdavel em DN HA.

Fato 4.1.3 Se as provas 11, e Ily, possuem somente utiliza¢ao logica das
regras do L, entao Op(IL,, Iy, ... Il ) também so possui a utilizag¢do

logica desta regra.

=)

m+1
EIE
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4.1.1
Prova do Teorema - Funcoes Primitivas Recursivas

Segue a apresentacao da primeira parte da prova do teorema 4.1
Funcoes Basicas

Sucessor A funcao suc : N — N & representada pelo axioma
Vady(suc(r) = y) em HA, e nao existe razao para se ter um
sistema computacional que implemente esta funcao utilizando
a negacao com conteudo computacional. Neste trabalho, é as-
sumido que existe uma mdquina que implementa este sistema

baseado nos axiomas de HA.

Zero Pode-se observar que a prova abaixo, da férmula que representa
a fungao Zero: Zero(z) = 0, ndo possui as regras do L.

=0

Jy(y = 0)
Vady(y = 0)

=)

Projegcao A férmula que representa a funcao de projecao,
[I(x1,...,2,) = 2; (i = 1,n), possui a seguinte prova que
nao contém a regra de inferéncia do L.

Vi(z; = x;)
(2 7 2 \V/E
Jr

T, = T4

Jy(y = i)

N4

Vay .. Vo, y(y = ;)
Operagoes Bdsicas

Composicao Este caso é consequéncia direta da definicao 4.2, da hipotese
indutiva sobre II, e Il;, (i =1,...,n), dos fatos 4.1.2 e 4.1.3.

Recursao Primitiva Para simplicar apresenta-se apenas o caso em
que fungao(y) é aplicada a somente uma variavel (p(0) = g,
o(suc(y)) = x(y,¢(y))). Para o caso geral, basta replicar a con-
strucao e o raciocinio da funcao de composicao, que aparece no item
acima, considerando a composicao geral. Tem-se que a prova II,,
que possui como conclusao a féormula Vz,Vr,3yO, (z1,22,y), pela
hipétese indutiva representa x e possui apenas regras do L com

contetdos 16gicos. A prova abaixo representa ¢ e possui regras do L
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com conteudos légicos.

As férmulas que sao utilizadas para representar ¢ (©,) sdo dadas
pela seguinte definigao recursiva (Def?) :

(CasoBase :)0,(0,y) =y=qe

(Casolndutivo)O,(suc(z),y) = F2(O4(x, 2) A Oy (suc(x), z,y)) .

O (,b)]? [Ox (suc(x), b, c)]!
O, (z,b) A Oy (suc(z), b, c)

I, 32(0,(z, 2) A Oy (suc(z), 2, ¢))
Va1V dyO, (21, 22, y) O, (suc(x), c)
I
MVE 3 FyOy (suc(z),b,y) FyOy (suc(z), y) 25 (1)
a=q _ [FyOu(z,y)] Oy (suc(z), y)
W=a) 3O, (suc(z). y) Y
) nd(3)

VoIyO©,(z,y)

Desta forma, foi obtida a prova da representacao das funcoes prim-
itivas recursivas em DNHA (similar as encontradas em [34] e [41]).
Seguindo o processo de sintese de programas estabelecido nos capitulos
2 e 3, o conteudo computacional da prova acima é um programa ite-
rativo gerado por um esquema recursivo ([26] e [13]). Assim, a partir
de raciocinios indutivos sobre o contetido computacional (programa),
dado que uma prova de P(0) = Jy = ¢ nao possui a utilizacao da
regra do L e pela hipdtese que o conteido computacional da prova
hipotética de JyO,(z,y) possui apenas a regra do L com contetido
l6gico, pode-se concluir que a prova acima possui apenas regra do L

com conteudo légico.

O

Assim, foi concluido o primeiro passo da prova do teorema 4.1, onde
foi demostrado que nao héa a necessidade da regra do 1. com contetido com-
putacional para as provas de propriedades associadas as funcoes primitivas

recursivas.

As linguagens de programagao imperativas possuem comandos rela-

3

cionados com loops “indefinidos”” que sao utilizados em implementagoes de

2Esta definicio é apenas uma forma de compactar e descompactar O,.
3Isto é, sem um niimero determinado de passos.
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varios problemas aritméticos, por exemplo, a implementagao da funcao de
Ackerman. Como este tipo de comando esta relacionado com a fungao de
minimizagao, sera apresentado, na se¢ao seguinte, a prova de que a férmula
que representa a funcao de minimizagao nao possui a utilizacao da regra do

L com conteido computacional.

4.1.2
Minimizacao

Estendendo a discussao sobre o contetido computacional da regra do
1 - quando esta é utilizada nas provas que representam fungoes recursivas
- sera abordada a funcao de minimizacao. Considerando a prova para as
fungoes primitivas recursivas presente na secao 4.1, é possivel estende-la
para fungoes recursivas (totais) adicionando a argumentagao a prova para

a funcao de minimizacao.

Nesta prova sera utilizado o sistema IHA,, isto é, a aritmética in-
tuicionista de Heyting (IHA) com a regra w ao invés da regra da indugao
finita. Uma das razoes para se utilizar a regra w é saber que IH A, possui
normalizagao, o que nao ocorre em HA com a regra de indugao [41]. S6 é
possivel atribuir conteido computacional a provas normalizadas, dado que
as saldas do programa (testemunhas fornecidas pelas regras de introdugao

existéncial) s@o obtidas através do processo de normalizagao.

E necessario restringir a regra w para adicionar conteido computa-
cional, podendo ser citado [30] como primeiro trabalho que trata a regra
w com restricdo. Nao se pode deixar de mencionar [37]; e outros trabalhos

que também utilizam a regra w computacionalmente como: [16] e [18].

Regra w computacional

Serd utilizada uma versdo da regra w similar a encontrada em [18].
Ao invés de definir a regra w em sua forma original, sera definida a regra w

para o caso em que sua aplicagao (instancia) é computével.
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Definicao 4.3 Seja
T, ) 1,
a(0) a(l) . a(n)
Vaa(r)

regraw

uma instancia da regra w.
Pode-se afirmar que uma instancia desta regra é computdvel se, e somente

se, eziste uma fungdo(total) computdvel f tal que retorna I, para todo n.

Uma instancia computavel da regra w pode ser codificada de forma
finita, e uma possivel codificacao é f : w, i.e., f é uma funcao que computa
as premissas que sao utilizadas como codigo da regra. No processo de prova
sera utilizada uma codificacao para a funcao f, logo, o procedimento de
normalizagao no subsistema HA%"?(H A com a regra w-computacional) é

garantido pelas aplicacoes das fungoes e composigoes.

Conteudo computacional da regra w computacional

Se existe uma prova normal para a férmula Vza(z) e se essa prova
terminar com uma aplicacao da regra w computacional, entao essa prova
carrega em si o codigo da funcao f que gera cada premissa para a aplicagao
desta regra. Sabendo que o contetido computacional do quantificador uni-
versal é a atribuicao de um valor a uma determinada posicao de memoéria
(ver 2.1.1 e 3.3) o comando * que reflete o contetido computacional da regra

w computacional é: read(x);y := exec(exec(f, —x), x); write(y); end.

Prova da minimizacao

Seja x : N x N — N e sua minimizacao: ¢ : N — N,
o(x) = py(x(x,y) = 1). Pela hipétese indutiva, a prova de II, esta
relacionada com a férmula V,Vz,dyO, . Sabendo que, pela hipdtese do teo-
rema ¢ é uma funcao total, que por defini¢do: ©,(a,b) = ©,(a, b, 1)A\Vz(z <
b — —=0(a,z,1)) e considerando a funcao T,, tal que para cada a € N,

produz uma prova em HA®™ tem-se que existe um b € N tal que ¢(a) = b.

4Para facilitar o entendimento foi associado a aplicacdo da regra de introducdo do
quantificador universal o comando read.
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Segue abaixo a prova de Y, (a)’

( HX
Vl’lvaEly(ax(xl? x2, y)
JyO(a, z,y) [©y(a, z,1)]
Oy (a,z,cz) Inj
c,=1 e =1
1
ﬂ@x(a, z, 1)
HX
V$1V$23yex($1, $27 y) \
HyGX(a,b,y) VZ(Z <b— —@X(a,z,l))
Oy (a,b,1) Def
Op(ab)

A prova da férmula Vo3yO,(x,y) que representa a minimizacao é

apresentada a seguir:

T,(0) Ty (1) Ty(n)
@@<O7b0) @w(lvbl) @W(nvbn)
FyO,(0,y) JyO,(1,y) e YOy (n, y)

w — rule

VoIyO,(z,y)

e o conteido computacional associado a esta prova é:

5 ~ . ~ 1.
T, (a) representa a fungdo f que computa as premissas que sdo utilizadas como
codigo da regra w computacional.
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read(a);
b:=0;
while y <> 1 do

<a,k,z>:x(a,b,y) ] .~ s . 01e
b e 9 sao varidveis auxiliares que recebem os valores de

b=k
Y=z
od
write(b);

b e y respectivamente.
Observagao 4.1.4

Pode-se observar que, na prova relacionada com a funcao de minimizacao,
existe apenas uma utilizagdo da regra do L e que ela, explicitamente, s6 possui
contetudo l6gico. Em um programa, ele funciona como um guarda do sistema que
verifica se a condicao de parada do loop é verdadeira ou falsa. Logo, para todo
teorema ¢, em HA,, existe uma prova em DNHA que nao possui a utilizagao

da regra do L com conteido computacional.

Nesta secao é apresentado um resultado que possibilita a construcao
de um processo de sintese de programas, no qual um programa imperativo é
gerado a partir de uma prova® realizada por um provador de teoremas 7 que,
além das regras de inferéncia usuais, possui a implementacao para a regra da
inducédo, para a regra da igualdade e para a regra w computacional. Além da

prova de correcao, foi obtida a completude deste processo de sintese de programas.

Considerando que nem todos os provadores de teorema possuem uma
implementacao para a regra w computacional, é interessante saber se é possivel
expressar as provas realizadas utilizando regra w computacional, na qual as regras
do L nao possuem contelido computacional, utilizando inducao finita de forma
que estas também nao tenham a regra do L com conteiido computacional. Este

resultado é apresentado a seguir.

4.2
Relacao entre a Regra w computacional e a Inducao Finita

A partir do teorema de normalizagdo para HA, [40], foi apresentado
na secao anterior como extrair o contetido computacional de provas, que nao
possuem regras do L com contetido computacional e nas quais as regras w sao

restritas a sua versao computacional. Entretanto, pode-se querer trabalhar com

6De um teorema da forma Va; ...Vx,3ya(zy,...,T,,y) e que ndo possui a regra do
1 com contetddo computacional.
TPara l4gica intuicionista que utiliza como sistema dedutivo a dedugao natural[31].
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provas baseada em inducées finitas ao invés da utilizacao da regra w computa-

cional.

Nesta secao, é apresentada a prova de que todas as provas - no contexto
da aritmética de Heyting com a propriedade de reflexividade - realizadas em um
sistema que possui regra w computacional podem ser efetuadas em sistemas que
possuem somente a indugao finita, sendo que ambas nao utilizam da regra do L

com contetdo computacional

4.2.1
Contetiido Computacional: Regra w computacional X Inducao Simples

Abaixo segue uma definicdo e o teorema que expressa o resultado a ser

apresentado nesta segao:

Definicao 4.4 Uma prova Il em HAL™ possui propriedade de reflexividade se,
e somente se, para toda premissa « de toda aplicagdo da regra w computacional

em II: HFA Bew("a’7) — ab, onde o' = a e a® = Bew(Tab~17).

Teorema 4.5 Seja II uma prova da formula o na HAS™, tal que:

o II tenha a propriedade de reflexividade e,

o Il nao contenha regras do 1L com conteido computacional

entdo, existe uma prova II' de a em HA, onde as regras do L também nao

possuem conteudo computacional.

Conceitos basicos

Aqui serao introduzidos alguns teoremas e definicbes que sao necessarios

para a compreensao da prova do teorema 4.5.

Definicao 4.6 Considera-se a definicdo usual do predicado de provabilidade
presente em [46](ver capitulo 2):
Vy(Bew(y) «— JxPr(z,y)), onde Pr(z,y) é um predicado primitivo recursivo

que € vdlido quando x for uma prova de y.

Teorema 4.7 Teorema de Lob:

;A Bew("a") — « se, e somente se, AT—A a, onde"a' € o numero de Gaodel para
a formula . [44]

k
Definicao 4.8 + « se dII tal que: |II| = k, onde k € o tamanho de 11, calculado

pelo niumero de linhas da prova e I € uma prova de a.
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k k
Observagao 4.2.1 Afirma-se que II{—A Bew("a™) — « se, e somente se, }ll_A Q,

pois de acordo com a prova do teorema 4.7 apresentada em [[46] p.57], pode-se

calcular o tamanho da prova, que € constante.

Teorema 4.9 Parik 8:

k
IL_A Vza(x) se, e somente se, existe um k tal que para todo n PFA a(n) [11]

Observagao 4.2.2 Observe que o teorema 4.9 € vdlido para HA.

4.2.2
Prova do Teorema 4.5

Esta prova tem como objetivo demonstrar que qualquer prova em H A,
que nao utiliza a regra do | com contelddo computacional, pode ser transformada
em uma prova em HA com uma indugao finita, que também nao utiliza a regra

do L com contetido computacional.

Prova. Considere a seguinte aplicacao da regra w computacional:
Lo 1L 11,
a(0) a(l) e a(n)
Vza(x)

onde f(i) =1I;, 7 € N e f é uma funcao recursiva.

Nenhuma regra do L em II; possui conteddo computacional e nao ha
nenhuma outra aplicagao da regra w.(Regra w computacional) em qualquer outro
1I;.

Como f ¢é uma fungdo recursiva(total), pelo teorema da repre-

sentacao[41](ou prova de corregao para f) tem-se que:
F P r .
£ nPr(f(n). a(n))
Assim | ;A Ip(Pr(p,"VnPr(f(n),"a(n)™)™).

Sabendo que |p| representa o tamanho da prova:

p|+1
¥n3p, = Prip,,"Pr(f(n), a(n)")7).

k
Dado que ¥ = p + 1 e aplicando a definicao 4.6: JkVn fII—A

Bew("Bew("a(n)™)7)

8ver prova em Apéndice A.
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Sabendo que II tem propriedade reflexiva (definicao 4.4), e utilizando o

teorema 4.7: N
3 F 1
kvn i a(n) (1)
k
Utilizando uma dire¢ao do teorema [11]: Se existe um k tal que, Vn h'I_A a(n)

entao }II—A Vza(x) e aplicando este resultado sobre (1):
F Vv
i na(n)

Pode-se observar na prova do teorema [11], presente no apéndice, que em
nenhum momento da prova - sobre a existéncia de uma relacao entre a regra
w computacional (na prova II) e a indugdo simples (na prova II’) - houve a
utilizacao da negacgao, nao havendo assim a insercao de novas regras do L.
Logo, pode-se concluir que a prova resultante, II' de @ em HA, nao possui a

regra do | com contetido computacional.
O

Com estes resultados, tem-se a prova da corregao e da completude do pro-
cesso de sintese de programas, que gera um programa imperativo a partir de
uma prova de um teorema® que representa uma funcdo total realizada por um

10

provador de teoremas' que, além das regras de inferéncia usuais, possui a

implementacao das regras da inducao, da igualdade e regra w.

Também foi observado que é possivel construir um processo de sintese de
programas em um sistema semelhante ao anteriormente citado - no contexto da
aritmética de Heyting com a propriedade de reflexividade e com a diferenciagao
da nao implementacao da regra w. No entanto, essa possibilidade depende se a
prova com indugao finita for normal, pois, no caso contrario, é preciso determinar
mecanismos para a extragao de contetidos computacionais de provas nao normais.

Esses tépicos serao abordados em trabalhos futuros.

9Da forma Vo ... Vo, ya(zy, ..., o0, 7).
0Para légica intuicionista que utiliza como sistema dedutiva a deducio natural.
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