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Conceitos Basicos

Este capitulo aborda os conceitos basicos necessarios para a com-
preensao deste trabalho e foi dividido em duas se¢bes a primeira que traz
um resumo do trabalho sobre sintese construtiva de programas a partir do
qual se originou essa tese [47], e uma breve explicacao sobre a definigao
do predicado de provabilidade. Na secao seguinte é apresentado um resumo
sobre o processo de sintese construtiva de programas proposto, no qual um
programa é gerado a partir de um provador de teoremas em logica de predi-
cados intuicionista poli-sortida para aritmética, que além das usuais regras
de inferéncia em deducgao natural, possui as regras de indugao finita e igual-
dade.

2.1
Sintese Construtiva de Programas

A sintese construtiva de programas é um método de especificacao
formal fundamentada no Isomorfismo Curry-Howard, no qual se afirma
a existéncia de uma funcao injetora entre uma prova construtiva de um
teorema e um programa (fungao) que retorna, como saida, uma testemunha
para as varidveis quantificadas com o existencial [13]. Esta sintese, inicial-
mente aplicada sobre o paradigma de programacao funcional, é conhecida

como: prova como programa (proof-as-program)[15].

O processo de sintese construtiva de programas, que se baseia no
processo paralelo de construir e verificar programas, é dividido em dois

passos:

Passo 1: Encontrar uma prova construtiva para a existéncia de uma funcao

total f que mapeie os elementos de entrada nos elementos de saida do

programa;
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Passo 2: Extrair a funcao f, a partir do contetido computacional da prova,

associando cada regra de inferéncia aplicada no processo de prova a

uma regra de construcao do programa.

A prova construtiva para a existéncia da fungao f é obtida através da
prova do teorema que descreve essa fungao. Este teorema possui a seguinte

forma: Vx3yP(x,y).

Sabendo que a funcao f é total, o teorema pode ser interpretado
da seguinte forma: “Pode-se extrair um programa que satisfaga a relagao
especificada por P, tal que, para toda entrada do tipo x este programa

terminara e retornara y como saida”.

Como a funcao f é construida a partir da prova, o programa que
a soluciona (fungao) serd construido como se fosse um efeito da prépria

prova, o que acarreta na adequacao do programa alvo com as especificagoes.

Neste trabalho, como serd visto a partir da préxima segao, é abordado
o segundo passo do processo de sintese de programas: a extracao do contetido
computacional (geragao de programas) e a garantia da corregao do processo.
E suposta uma prova em légica intuicionista que utilize a deducao natural

como sistema dedutivo.

2.1.1
Processo de Sintese Construtiva de Programas 1

E apresentado um processo de extracao do conteido computacional
de uma prova onde, dada a prova é iniciado um mapeamento de todas as
configuragoes da memoéria para cada regra de inferéncia, seguido da asso-
ciagao de cada regra de inferéncia com comandos em uma linguagem de pro-
gramacao imperativa (semelhante a linguagem PASCAL [10]). Ao término
do processo tem-se um programa que expressa a solugao do problema. Para
garantir que o programa reflete a solucao do problema expressa pela prova,

¢ apresentado o teorema para provar a corregao do sistema.

Marcacao das configuracoes de memdria

Do ponto de vista computacional, a execu¢cao de um programa pode
ser compreendida como o resultado da movimentacao de bits dentro da

memoria do computador. Essa movimentacao ¢é resultante da aplicacao de
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operagoes sobre os dados do programa. Logo, pode-se descrever todo o
processo computacional a partir das modificagoes de meméria efetuadas
durante a computacao, que sao definidas através das varidveis do programa

e dos valores atribuidos a elas.

De acordo com a leitura operacional dos quantificadores, dado pelo
isomorfismo de Curry-Howard (C.H.), as varidveis quantificadas univer-
salmente sao associadas com os dados de entrada do programa e sao
representadas por varidveis livres, uma vez que podem aceitar qualquer
valor (do mesmo tipo da varidvel), que torna a férmula verdadeira. Os
dados de saida do programa, que estao associados as varidveis quantificadas
existencialmente, sao representados em uma férmula por variaveis livres e

termos que dependem das variaveis de entrada.

Portanto, partindo da interpretacao da prova, que tem por base o
isomorfismo de C.H. em que cada regra de inferéncia pode ser interpretada
como um passo na construcao do programa, é realizado o processo de
marcacao das configuracoes de memoria que calcula a configuracao da

memoéria para cada aplicagao da regra de inferéncia.

O processo de marcacao das configuragoes da memoria em uma prova
gera dois conjuntos: um para as varidveis de entrada (varidveis livres) e
outro para os termos de saida. No inicio do processo de marcacao dos dados
de entrada e de saida, que é aplicado no sentido ascendente (bottom — up),

0s conjuntos estao vazios.

Quando o processo atinge as folhas das arvores de prova, pode-se en-
contrar algumas variaveis e termos que pertencam ao conjunto de variaveis
livres ou ao conjunto de termos de saida que nao sao utilizados como
entrada e saida do programa associado a prova. Esses residuos sao inseridos
no conjunto de variaveis de entrada e no conjunto de termos de saida das
férmulas, que pertencem ao caminho da prova derivado, a partir da férmula
em que eles foram detectados pela primeira vez (este processo sera realizado
na dire¢ao descendente (top —down)). Assim, os residuos se propagam até a
raiz da drvore de prova (conclusdo) cujos conjuntos de varidveis de entrada

e de termos de saida estardo adequadamente instanciados !.

IN&o serdo mais vazios.
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Como ja foi dito, a marcagao das regras de configuracao de memoria
esta relacionada com as aplicagoes das regras de inferéncia. Esta relagao é
apresentada através das regras de marcagao das configuragoes de memoria

na se¢ao seguinte.

Regras de marcacao das configuracoes de memoria

Na apresentacao das regras sera utilizada a seguinte notagao:

. ¥, onde a é uma férmula, ¥V um conjunto de varidveis de entrada

e T um conjunto de termos de saida;

. K U a representa a insercao de “a”em K, onde a é uma variavel de
entrada ou de termo de saida e K é uma lista de varidveis de entrada ou de

termos de saida.

Observagao 2.1.1 As regras de marcacao devem ser analisadas na direcao
ascendente (bottom—up), de acordo com o processo de marcagao (Veja tabela
2.1).

Observacao 2.1.2 No processo de marcacdo das configuracoes de
memoria, se uma prova utiliza a propriedade de congruéncia da igual-
dade, as formulas resultantes terao os conjuntos de varidveis de entrada
e de wvaridveis de saida modificados da sequinte forma: as varidveis ou
termos substituidos serao retirados do conjunto a que pertencem e serao
adicionados os novos termos e varidveis (dos quais o termo substituto

depende) em seus respectivos conjuntos. Observe o sequinte exemplo:

Vavp((z = p) — (= = p = 0D}
Va(lxo = o)} h(h+0=mi} o o glh vp((b=p) — (b—p=0)fp! .
1*z:zﬁ}} z+o:z%}} .1} (b:z)—»(b—z:o)%'}” o
l*x+0:x§37}l} bfzzogg’}” o
Leat -0 =ai"),

Apesar de ter sido apresentada a marcacao de entradas e saidas
para todas as regras, existem duas delas que apresentam restricoes na sua
utilizagao, visto que a extracao de seus conteidos computacionais nao é

trivial.
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Foérmulas iniciais
. . Qv
Axioma: 3y

V Eliminacao
Vaza(z)y.
a(h)p™

4 Eliminagao
O‘<h)¥uh
Jra(z)y :

\%1
1,

Vi
Ty

A Eliminacgao
(@np)yr — (anB)y
ar Bt

V Eliminacgao

an o
(aVp)p :
w7
7T
— Eliminagao
ap (a—p)y
Pr
Inducao
(k<Dp  ala)g
: : (a; < w)%

ak)p”  a(w)p™

Yya(y)r
onde k reflete o termo associado
com o caso base e w reflete o termo
associado com o passo indutivo.

Formulas iniciais
. ’ . V
Hipotese: (.

V Introducao
a(h)p”
Vya(y)y

4 Introducgao
O‘(h)¥uh
dra(z)y

A Introducgao
1% Vi
an B
A \ViuVe
(anp )TiuTz

V Introdugao

1% \%
Qp Pr

(@vpyr (aVp)r

— Introducgao
\%1
ap

o
(= p)¥

Regra do absurdo intuicionista

%1 \%}
,yTl B /yT2
L

1%
ap

Tabela 2.1: Regras de marcacao das configuragdes de memoria.
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Restricoes sobre as regras utilizadas na prova

1. - Regra de introducao da negagao

Essa regra esta diretamente relacionada com a regra do absurdo intui-
cionista, que de acordo com a extracao dos conteidos computacionais,
expressa a alocacao de memoria vazia, pois toda utilizacao da regra
do L esta relacionada com a inferéncia de propriedades que envolvem
dados contraditorios. Logo, associada com a premissa da regra de in-
troducao da negacao tem-se uma alocagao de memoria vazia. Como
nao se tem certeza sobre este fato, foi decidido fazer a restricao de nao

se utilizar esta regra e estudd-la melhor 2.

2. - Eliminacao do quantificador existencial

Na associacao dos conteudos semi-computacionais de uma prova com
esta regra, é considerada a existéncia de um programa associado a
premissa maior, que serd referenciado através do comando (exec) du-
rante o processo de extracao dos contetidos semi-computacionais (esse
comando serd substituido pela chamada de um procedimento). No
caso da hipotése indutiva, o programa relacionado com o quantifi-
cador existencial é o mesmo que esta sendo construido. Entao, sabe-se
qual é a chamada do programa que substituira o comando exec. Caso
contrario, o programa referido é somente hipoétetico, e como nao se
sabe o formato da chamada, o usuario fica encarregado de fornecer
esta informacao para o programa?®.
Apds o processo de marcacao das entradas e das saidas que é utilizado
na de verificagdo da correcao do sistema, sao apresentados os comandos da
linguagem imperativa (semelhante a linguagem PASCAL [10]) relacionados

as especificas regras de inferéncia em dedugao natural.

Associacao das regras de inferéncia com comandos da linguagem
imperativa

No processo de geracao de programas, que é realizado percorrendo a
arvore de prova na diregao descendente (top — down), cada férmula estd

relacionada a um programa resultante da associagao das regras de inferéncia

20 capitulo 4 apresenta uma argumentacdo para a eliminacdo desta restricio.
3A argumentacdo para a eliminacdo desta restricio estd presente no capitulo 3.
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com os comandos de uma dada linguagem de programacao. Cada asso-
ciagao estd baseada no contetdo (ldgico ou semi-computacional) da férmula,

de forma que o programa refletira a semantica associada a prova da férmula.

Uma féormula possui contetdo logico quando é derivada a partir de
um axioma (tipo de dados) e descreve a natureza dos objetos utilizados
pelo programa para resolver o problema proposto, ou seja, descreve as
estruturas de dados do programa e o conjunto de operacoes que podem ser

aplicados a elas.

O conteudo semi-computacional de uma férmula é o conjunto de
informacgoes que expressam as relagoes entre os dados de entrada e de saida
do programa — que é a solucao do problema especificado pela féormula —

onde para mais de uma entrada pode-se ter uma ou mais saidas.

O conteudo computacional de uma féormula é uma funcao, contida
nos conteudos semi-computacionais, que relaciona a entrada com saidas
especificas do programa, refletindo a aplicagao das regras de inferéncia

utilizadas para a obtencao da féormula.

Utiliza-se a seguinte notagao para descrever as regras de geragao de

programas:

1. -A : o) — onde, A é um programa que calcula a propriedade descrita

em oy ;

2. - W — lista de varidveis contidas em V;

3. -1 - lista de varidveis contidas em T;

4. -A, U, T" — programas;

5. - 0 — descri¢ao da alocagao de meméria (conteido 16gico);

6. - p — nome do programa relacionado com a férmula.

Observacao 2.1.3 1. - A comunicacao entre as iteragoes do programa

¢ realizada via arquivo;

2. - Os comandos da linguagem, na qual o programa serd construido, pos-
suem a mesma semantica dos comandos equivalentes nas linguagens

de programagao imperativas usuais,
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o Formulas iniciais
Axiomas

Axiomas descrevem a natureza dos objetos utilizados pelo programa
para resolver um problema, possuindo assim, somente conteidos l6gicos.

A regra associada é: o : 3.

Hipdteses

Hipoteses expressam a configuragao de meméria requisitada pelo
programa relacionado com a prova desta férmula. Pelas restricoes da
prova, estas hipdteses sao indutivas; logo, o programa associado esta sendo
construido. A execucao do programa fornece a configuracao de memoria
requisitada.

: 4 SV
A regra associada é: p: 67

o Eliminacgao do Quantificador Universal

Essa regra pode ser interpretada como a alocacao de memoria para
uma variavel que sera instanciada com um valor de entrada. A premissa
desta regra pode apresentar conteidos logicos ou um programa associado
a hipotese. Nos dois casos, a agao associada a regra adicionara uma nova
alocacao de memoria ao conjunto de variaveis de entrada.

—_—

= Vaa(z)V
# , onde Z é uma

) VUh
ca(h)p
metavariavel e pode expressar conteudos 16gicos ou programas.

A regra de associagao de comandos é:

[1]

o Introdugao Quantificador Universal

Essa regra pode ser interpretada como a atribuicao de um valor a um
espaco de memoria reservado a ele. A aplicacao desta regra adicionard ao
programa o comando read(...), que atribui um dado de entrada ao espago

de memoria associado a variavel.
A a(h)yr

A;read(h) : Vya(y)¥

A regra de associacao de comandos é:
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o Eliminagao do Quantificador Fxistencial

Essa regra pode ser interpretada da seguinte forma: existe um valor
que satisfaz a propriedade e que pode ser utilizado para concluir outras
propriedades. Como esta regra ¢é aplicada sobre o conjunto de hipéteses,
a premissa maior esta associada a um programa e uma de suas saidas é o

valor referenciado.
h — exec(V, V) : a(h)¥

U : Jza(r)y

\%
Aygy

A regra de associacao de comandos é: %
. 1

Ay

, . e

,onde v descreve a lista de variaveis de entrada.

Observagao 2.1.4 Como a regra de eliminacdo do quantificador existen-
ctal € aplicada sobre uma formula que representa uma hipétese indutiva, o

comando exec serd substituido pela chamada do procedimento.

o Introdugao do Quantificador Existencial

A aplicacao desta regra pode ser interpretada da seguinte forma:
existe um valor (h) que satisfaz as propriedades especificadas pela pre-
missa. Assim, h serd a saida do programa associado a premissa. Essa regra
adicionard ao programa relacionado a premissa o comando write(...), que
escreve no arquivo de saida o valor gerado pelo programa.

A a(h)¥uh
A;write(h) : 3za(x)Y.

A regra de associacao de comandos é:

o Eliminac¢ao da Conjuncao

Essa regra pode ser interpretada da seguinte forma: dada uma prova
de uma propriedade que é composta por outras duas, pode-se afirmar que
ambas foram provadas.

Se o objetivo for apenas o conjunto de comandos relacionados com
uma das conclusoes derivadas a partir da aplicacao desta regra, é necessario
filtrar o programa associado a premissa para eliminar os comandos rela-

cionados a outra conclusao.
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Neste caso, tem-se a seguinte regra de associacao de comandos:
A (anB)Y A:(anB)y
I (A) rayl  TI(A): By
aplicados em funcao das varidaveis que pertencem ao conjunto de entrada
(V =WUV,).

, onde II; e Il, sao filtros que serao

Neste sistema o programa é gerado a partir de uma prova normal,
(premissas sao derivadas de hipéteses indutivas ou de axiomas) que garante
que filtros nao sao necessarios. Logo, o programa relacionado com a con-

clusao serd o mesmo da premissa, como se pode ver na seguinte regra de
A:(anp)Y Az (anp)y

associacao de comandos:
Aol A 5‘/2
Lo L Brs

o Introdugao da Conjunc¢ado

Esta regra pode ser interpretada da seguinte forma: dada uma pro-
priedade que é composta por duas outras, se for possivel obter suas respec-
tivas provas, é possivel obter a prova resultante de sua composicao.

O programa relacionado a conclusao dessa regra é a composi¢ao
(expressa pelo operador ®) dos programas associados as premissas.

A a¥ U ﬁj‘{
ARV : (aAB)Y

A regra de associagao de comandos é:

o Eliminagao da Disjunc¢ao

Pode-se interpretar esta regra como: existem duas formas de provar
uma propriedade, cada uma a partir de suposicoes diferentes. Sabendo que
ao menos uma delas é verdadeira, mas nao qual, é necessario fazer as duas
provas possiveis.

Na aplicacao desta regra, o programa associado a conclusao sera
o comando condicional. Apds verificar qual propriedade (descrita pela
premissa menor) é satisfeita, um conjunto de comandos serd executado para
obter a solucao relacionada com a conclusao.

A verificacao se a propriedade é satisfeita ou nao é realizada por um
programa que retorna um valor booleano: Verdadeiro, se for satisfeita; e

Falso, caso contrario.

O‘:Oé% J:p%
Vi
o:(aVp)p
A:'y‘T/ \If:fy:,‘f

A regra de associacao de comandos é:

if (a) then(A) else (if (p) then(¥))

Y
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o Introdugao da Disjunc¢ao

Esta regra pode ser interpretada da seguinte forma: existe uma pro-
priedade que pode ser expressa de dois modos diferentes. Logo, a prova de
uma delas é suficiente para garantir que se tem a prova da anterior.

Na aplicacao desta regra, o programa relacionado com a conclusao
serd o programa associado a premissa.

A a¥ ¥ p¥

A:(aVvp)y T:(aVvp)l

A regra de associacao de comandos é:

o Eliminacao da Implica¢ao

A regra associada a regra de eliminacao da implicacao pode ser
interpretada como uma prova de uma propriedade (p) que depende da
suposicdo de uma outra («). Porém, obtendo-se uma prova da suposta
propriedade (), pode-se anexd-la a outra prova (p).

Pelas restricoes da prova, a premissa menor possui sempre contetido

16gico; logo, o programa gerado serd o mesmo da premissa maior:

=:af A:(a— p)¥

A:p¥

o Introducao da Implicagao

Esta regra pode ser interpretada da seguinte forma: supondo-se que
uma propriedade é verdadeira, ela pode ser utilizada para provar outra
propriedade. Isto reflete a possibilidade da existéncia de um procedimento
que pode ser usado ou nao pelo programa. No entanto, de acordo com
as restricoes da prova, a hipdtese utilizada no processo de prova possui
somente conteudo légico.

Assim, tem-se a seguinte regra de associacao de comandos:
=. Wi
A, By ey Brs 01, ooy Oy 22 [0 71

A:p¥
A:(a—p)y
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¢ Regra do absurdo intuicionista

A aplicacao desta regra pode é interpretada como a nao existéncia
do objeto. Logo, a conclusao da aplicagao desta regra possui somente

contéudos logicos, e a configuracao de memoéria associada é vazia.

o [a]¥,’
1L
A regra de associacao de comandos é: % , onde 7y descreve uma
o . 7{}

propriedade qualquer derivada do absurdo intuicionista.

o Inducao

Essa regra de inferéncia procura provar propriedades sobre um deter-
minado dominio. Ela divide o dominio (passo indutivo) até que se chegue
a um subconjunto do dominio, para o qual sabe-se que a propriedade é
satisfeita (passo base). Este conceito é andlogo aos programas recursivos,
que serao gerados pela aplicacao desta regra. Pode-se notar que esta regra
também é uma forma alternativa para a regra de introdugao do quantificador
universal, que possui associado a ele o comando read. Conseqiientemente,
o programa gerado terd o comando relacionado a programas recursivos for-
mados pelos comandos condicionais e read:

[z < l]¥ p: oz(ai)%

U:a(2)y*  Ara(k)¥d a < k%

Procedure Rec{

read(y);
if (y <) then ¥
else{ :Vya(y)¥

A — {exec([p], ¥ )= Rec*}

}

Observagao 2.1.5 Na regra acima, o “* 7

significa o comando relativo a
renomeacdo do programa hipotético (ewec([p], v )) pela chamada recursiva
(Rec) do programa (A ).

O processo de sintese de programas é composto de duas partes:
marcacao das configuragoes de memoria das formulas da prova e a extracao
do conteido computacional da prova. Com este método, obtém-se um

programa que apresenta a mesma semantica da prova e, para garantir isto,
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deve-se provar a corretude do sistema que é obtida pela prova do teorema

apresentado na secao seguinte.

Prova de corretude do processo de sintese

Para a compreensao do teorema enunciado nesta secao é necessario a

apresentacao das defini¢oes abaixo:

Definigao 2.1 - Considere S um conjunto de formulas e Hy um conjunto
de constantes que ocorrem em S. Se nenhuma constante ocorrer em S, entao

Hy ¢é formado por uma simples constante, isto €, Hy = {a}.

Hi 1, ondei=0,1,2,..., € a uniao de H; com o conjunto de todos os termos
da forma f™(ti,...,t,) para todas as fun¢ao n-drias ( f) que ocorrem em
S, ondet; com j=1,...,n, sao membros do conjunto H,;. Assim, cada H;

¢ denominado como conjunto de constantes do nivel i de S, e Hy, , tal que:

H, = 'UNH,- ¢ denominado como Universo de Herbrand de S [36].
1€

Definigao 2.2 - Seja S um conjunto de formulas; H o universo de Her-

brand de S, e I uma interpretacao de S sobre H, se I satisfizer as sequintes

Testricoes:

1. I mapeia todas as constantes de S nelas mesmas; e

2. Seja f um identificador para uma fun¢ao n-dria e hy, ..., h, elementos
de H. Em I, f é uma func¢ao que mapeia (hy,..., h,)(um elemento
de Hy), em f(hy,..., hy), (um elemento de H ).

I serd uma Interpretacdo de Herbrand de S [36].

Definicao 2.3 - Seja S um conjunto de formulas, uma interpretacao de

Herbrand que satisfaz S € denominada como Modelo de Herbrand de S.

Teorema 2.4 Seja M um modelo de Herbrand para o conjunto de axiomas
(A) e um conjunto de hipdteses que nao sao axiomas (31, ..., Bn, 01, -, Om),
o uma func¢ao de atribuicao de valores a varidveis. Dada uma prova Il da
formula da forma Yx3ya(z,y) obtida a partir de A e (B, ..., Bu, 01, vy Om),
e um programa A gerado pela fungio G(L(I1)), entao:

A, By By 01, b = A VaTya(z,y)t ]

M,o

isto €, se M satisfaz o modelo de A, By, ..., Bp, 01, ..., 6y cOm o entao
satisfaz A.
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Prova. A prova do teorema acima é realizada por inducao no tamanho da
prova, através da comparacao da semantica das modificagoes sintaticas do
programa com os contetidos semi-computacionais das regras de inferéncia
[47]. Ver figura 2.1. O

Nota: Esta prova é similar a que sera apresentada na secao 3.4.1.

1 L 1
I = _
Vxdya(x,y) Vxdya(x, ),

UG
I1

A Vxﬂya(x,y)§§

Figura 2.1: Esquema do processo de sintese.

Observacao 2.1.6 FEste processo de sintese é composto por duas partes:
a marca¢do das configuragoes de memdria (L) e a extragio do conteido

computacional da prova (G).

2.2
Exemplo
o WA ) i, 0 o e ]|
H Lo il
! 2 o o sl pla), pi) — i, S0 o P Mp(p) D)
. (. k) (I 0 o
c = exedpl) [ E{alk, ¥), C)]{a) - M) o MO, 50‘))%} N M(PU)-J')H}
E—
o e )l
: 0
pl (a9, Z))gf, k}] & V(I (alu, s, s (aly, v)))){} o
’ & Vv (ak, s, sta e, W
/ Oy
e dat s stat,
[= g8 Vu(f(a(u,o),u))ié} o o exec(pl) t Ilatk, s, s(c))g&g}} .
o - a0, W ¢ exectp, Y write(s()) (I (atk, s, 2 B
10} = 1 i 32
write (k) Elz(f(cz(k,o),z))gg}} €~ exer:(pl); write(s(c)) 1 3z (alk, s(y)),z))?}”’k}
=R
Procedure Inc{ recd(y),if (¥ = 0) thenfwrite(@)}else{c « mc(y write(s(c))} §; Inc,  Ywik( (alk, w),z))?;} (mdut;a:))
ficd

Program Somaf
Procedure Inc{ read (), i (v = 0) thenfwrite(R)else {c +— incQy write (5o Wrtw Iz (I CACGE, W), z))i i(l)
read(ky, Inc, }

Figura 2.2: Extragao do conteiido computacional para a prova da adicao de
dois nimeros naturais
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2.3
Predicado de Provabilidade

Esta secao apresenta o predicado de provabilidade que é utilizado na
secao 4.2.2.

O segundo teorema da incompletude de Godel afirma que qualquer
sistema formal contendo a aritmética de Peano (PA) é consistente se, e
somente se, ele nao puder provar sua prépria consisténcia.

Esse teorema pode ser generalizado e abstraido de varias maneiras,
mas todas as provas sao baseadas na noc¢ao do predicado de provabilidade
(Bew), que desempenha papel fundamental nos estudos modernos da meta-

matematica.
Predicado de provabilidade*
Conceitos basicos

. X 'é um numeral que representa o nimero de Gédel para a férmula
X;

. Uma férmula é atomica se a férmula tiver uma das seguintes formas
€1+ ¢y = 3, C1.co = €3, €1 = C9, OU ¢ < ¢, onde cada ¢, ¢ ou c3; ou é
uma varidvel ou é um numeral (sendo que, em uma férmula, alguns podem
ser variaveis e outros numerais)

Pode-se definir a classe de férmulas Y, indutivamente da seguinte

forma:

i - Toda férmula Yy atomica é g;

ii -Se Fe G sao Xy, entao - F, FVG, FAG, FF— G e F = G também

Sa0 X,

iii - Para qualquer féormula ¥, qualquer variavel v; e todo ¢, seja ele
numeral ou variavel diferente de v;, a expressao Vv;(v; < ¢ — F)

também é uma férmula ;.

. Pode-se dizer que uma féormula o é uma férmula »; se ela for da

forma Jv, 11 F(v1, ..., Un, Upp1) onde F(vy, ..., Uy, Upy1) é uma férmula 3, .

40 Predicado de provabilidade é apresentado para arimética de Peano, mas cabe
ressaltar que este resultado também vale para aritmética de Heyting.
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Dados os conceitos acima tem-se que, a férmula Bew(v;), onde v; é
uma variavel livre, é chamada de predicado de provabilidade para S, onde
S é um sistema formal, se para toda sentenca X e Y valem as seguintes

condigoes: 00
P, - Se X for provdvel em S, entdao Bew( X ).
Py - Bew('X - Y") — (Bew(' X") — Bew("Y")) é provavel em S.

P; - Bew(" X ") — Bew("Bew("X")") é provdvel em S.

Suponha que Bew(v;) seja uma X;— férmula que expressa® o con-

junto P do sistema PA. A partir da hipétese da w—consisténcia, Bew(v;)

representa® P em PA.

Com base na hipétese de consisténcia simples, tem-se que Bew(v;)
representa algum superset de P, e este fato é suficiente para garantir a
implicacdo que se X é provavel em PA entdao Bew("X'). Assim, a pro-

priedade P, é valida.

Utilizando o mesmo raciocinio para a propriedade P,, a sentenca
Bew('X — Y") — (Bew("X") — Bew("Y")) é, obviamente, verdadeira
(essa verdade é equivalente a proposigao que, se X — Y e X sao provaveis

em PA, entao, por modus ponens, Y é provavel em PA).

Para a propriedade P; a sentenca Bew(' X ') — Bew( Bew("X ")) é
verdadeira (essa verdade é equivalente a proposicao que, se X é provavel,
entdo Bew('X"), j& que Bew("X") é verdade se, e somente se, X for
provével; Bew( Bew('X ")) é verdade se, e somente se, Bew( X) for

provavel).

Desta forma a nocao de verdade de uma sentenga se restringe a propriedade
Py

Tem-se que esta sentenca nao é apenas verdadeira mas também é provavel
em PA[44]. Este resultado é obtido a partir de um caso especial do fato
que para toda sentenca ¥1— (Y), a sentenga Y — Bew(Y') é provavel em

PA. O esquema dessa prova pode ser encontrado em [46].

SInformalmente, uma férmula F(v;), onde v; é a tinica varidvel livre, expressa um
conjunto A se, e somente se, Vn(EF("n") é verdade «» n € A).
K )
6Sem maiores detalhes, uma férmula F(v;), onde v; é a tinica varidvel livre, representa
um conjunto A se, e somente se, Vn € A, F("n™) for provével.
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