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Resumo

Manghi dos Santos, Jéssica Andreza; Sirakov, Boyan. Desigual-
dade de Harnack e Estimativas de Holder para Equagoes
Elipticas de Segunda Ordem. Rio de Janeiro, 2021. 59p. Dis-
sertacao de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

O objetivo principal dessa dissertacao é estudar a desigualdade de Har-
nack e as estimativas de Holder, para um operador eliptico de segunda ordem,
na forma nao divergente (N D) e na forma divergente (D), respectivamente,

0? ;
Oxtoxi +Ba) dx; ()

L =a"(x) (0.1)

Lu = D;(a"” (z)Dju) + V' (z)u + ¢'(z) Dyu + d(z)u (0.2)
sendo os coeficientes a®, b', c'.c, B', d(i,j = 1,...,n) fungdes mensurdveis e

limitadas em um dominio 2 C R".

Palavras-chave
EDP; Equagoes Diferenciais Parciais; Desigualdade de Harnack; Esti-

mativas de Holder; Equagoes Elipticas.
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Abstract

Manghi dos Santos, Jéssica Andreza; Sirakov, Boyan (Advisor).
Harnack’s Inequality and Holder Estimates for Second Or-
der Elliptical Equations. Rio de Janeiro, 2021. 59p. Dissertacao
de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia Universi-
dade Catolica do Rio de Janeiro.

The main objective of this dissertation is to study Harnack’s inequality
and Holder’s estimates for a second-order elliptical operator, written in the
non-divergent form (N D) and in the divergent form (D), respectively,

32
0xt0xI * Bz(m)axi @)

L =a"(z) (0.3)

Lu = D;(a” (z)Dju) + V' (z)u + ¢'(z) Dyu + d(z)u (0.4)
where the coefficients a®, V', ¢',c, B, d(i,j = 1, ...,n) are measurable bounded

functions in a domain 2 C R”.

Keywords
PDE; Partial Differential Equations; Harnack’s Inequality; Holder Esti-
mate; Elliptical Equation.
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1
Introducao

Nesta dissertacao estudaremos propriedades de regularidades de solugoes
fracas para um operador eliptico de segunda ordem, escrito na forma nao
divergente (N D) e na forma divergente (D), respectivamente,

92

L=a" (x)(?miaxj + B'(x) P c(x)

(0.1)

Lu = D;(a"” (z)Dju) + V' (z)u + ¢'(z) Dyu + d(z)u (0.2)
sendo os coeficientes a/, v', c',c, B, d(i,7 = 1,...,n) fungoes mensurdveis e
limitadas em um dominio {2 C R™.

No caso nao divergente os coeficientes satisfazem as seguintes hipoteses:
AEP? < a(x)e'e? < ATHEP, |Bla)| < AT 0 < cfa) < AT

para algum ntimero real 0 < A < 1, & = (£1,...,£") € R” onde
B(z) = (B'(z),..., B"(x)).

No caso divergente os coeficientes satisfazem:
. )
a’ &€ > €|

> a(e) < A?e X YD (IDF@) + D @) + A7 d(x)| <7

i,j=1 6j=1
para algum A, A >0, 2z € Q,£ € R”

Teoremas relativos a desigualdade de Harnack e estimativas de norma
Holder para equagoes elipticas e parabodlicas de segunda ordem desempenham
um papel importante na teoria de equagoes lineares e nao lineares. Os primeiros
resultados gerais de De Giorgi e Nash a respeito da propriedade de Holder das
solugoes foram obtidos no final da década de 50 e deram um poderoso estimulo
ao desenvolvimento da teoria das equagoes elipticas e parabdlicas na forma
divergente (ver[3-6]).

Comparativamente muito pouco se sabia sobre equagdes na forma nao
divergente com coeficientes mensuraveis. Em 1953 no caso bidimensional para

14+«

equagoes elipticas Nirenberg obteve estimativas a priori em ¢ ™ com a > 0.

Em 1956 Corder [8] prova resultados similares para equagoes elipticas em R”
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Capitulo 1. Introducio 9

com n > 3, e obtem estimativas em ¢ baixo certas restricoes sobre a dispersao
dos autovalores.

As desigualdades de Harnack e propriedades de Hoélder de solugoes de
equagoes elipticas e parabolicas foram provadas por E.M. Landis, V. Krylov e
M. Safonov (ver[5]).

Esta dissertacao esta dividida em quatro capitulos.

No capitulo 1, apresentamos a introducao da dissertacao.

No capitulo 2, apresentamos resultados preliminares importantes para a
compreensao e entendimento dos demais capitulos.

No capitulo 3, estudaremos as propriedades de regularidade do operador
L na forma nao divergente, desenvolvido a partir do artigo de Safonov ([14]).
Veremos regularidade de equagdes elipticas na forma nao divergente. Entre os
resultados mais importantes deste capitulo temos os Lemas de Crescimento.
Estes lemas levam esse nome pois permitem deduzir a partir de propriedades
de uma supersolugao u (pode ser u > 1) sobre partes de medidas positivas de
uma bola g + Bg/s (ou uma bola xy + eBpg/2) propriedades (u > $>0) sobre
a toda a bola xg + Bp/s.

Usando os lemas de crescimento provaremos a desigualdade de Harnack.
Podemos interpretar esta desigualdade como segue: se uma solugao de uma
equacao uniformemente eliptica é controlada em um ponto entao ela é contro-
lada em qualquer subconjunto compacto do dominio. Provaremos também a
propriedade de regularidade de Hélder.

No capitulo 4, estudaremos as propriedades de regularidade do operador
L na forma divergente desenvolvido a partir de [15], no qual veremos regu-
laridade de equagoes elipticas na forma divergente. Entre os resultados mais
importantes deste capitulo temos limitacoes globais de solucoes fracas, propri-
edades locais de solugoes fracas, principio do maximo forte, desigualdade de

Harnack e propriedade de regularidade de Holder.
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2
Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados necessarios para o de-

senvolvimento e compreensao dos capitulos seguintes.

Teorema 2.1 (Densidade de Lebesgue) Seja A C R™ um subconjunto mensu-
ravel no sentido de Lebesque. Define-se a densidade aprorimada de A em uma
vizinhanga 6 de um ponto x € R"™ como ds(x) = |B|‘SB(:()Q)A|
bola fechada de raio § centrada em x. Entao tem-se que para quase todo ponto

xr €A, limg_yg d(g(l‘) =1.

, onde Bs(x) denota a

2.0.1
Espacos LP.

Os resultados desta segdo podem ser encontrados em Brezis [1] e em

Gilbarg-Trudinger [15].

Definicao 2.0.1 Seja Q@ C R™ wm conjunto aberto e seja p € R, com
1 <p<+o0.
Definimos, LP(Q) = {f : Q — R; f mensuravel e [, |f(z)[Pdx < +o0}.
Entao o espago LP(£2), com 1 < p < 400 ,é um espago de Banach com

a sequinte norma,

[ fl]r ) = (/Q |f(x)|p)%dx.

Definigao 2.0.2 Sejam Q C R™ um conjunto aberto. Definimos

L>*(Q) ={f: Q— R; f mensurdvel e existe C < 0 tal que |f(z)| < Cq.s. em Q}.

O espago L*>(Q2) é um espago de Banach com a seguinte norma,

| fllzoey = inf{C;|f(z)] < C q.5s em Q}.

Definicao 2.0.3 Dizemos que uma funcao f : Q2+ R é localmente integravel
em ), quando f € integravel em todo compacto K C . O espaco das fungoes

localmente integrdveis é denotado por L},.(Q2).
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Capitulo 2. Resultados Preliminares 11

Definicao 2.0.4

(i) C*(Q) = {¢ : Q — R tal que ¢ é k vezes continuamente diferencidvel em

(ii) CF(Q) = {¢ € C*(Q) tal que D¢ é uniformemente continua sobre todos
0s subconjunto limitado de Q2 para todo || < K}.

(1ii) Denotamos C§(S2) o espago de fungoes infinitamente diferencidveis

¢ : U — R com suporte compacto em §2.

Proposicao 2.0.1 u e LY .(Q) <= u € L*(k), para todo k C 2 compacto.

Teorema 2.2 (Desigualdade de Holder). Sejam p,q € [1,+00), com %4—% =1.
Se f € LP(Q), g € LU(Q) entio fg € L'(Q) e Jo|fglde <||fllr@llgl|za)

Teorema 2.3 (Desigualdade de Interpolagao) Se 1 < p < q <r entdo:

(1= >\)

(i) |lull oy < |lulltqlulli-io) para w € LT(Q), com =2+

(ii) |Jul| Loy < ellullr@) + e #||ulltr), ondee >0 e p = (

Teorema 2.4 (Desigualdade de Minkowski). Sejam p € [1,+00), e
f,g € LP(QY). Entao,

I1f + gllee@) < 1 fllr) + lgllze @)

Proposicao 2.0.2 Seja 2 um dominio limitado de R™. Se uw é uma funcao

mensurdvel em ) tal que |ulP € L*(Q) para p € R™, definimos

000 = |1 . \urpdw];

Verificam-se as sequintes propriedades:
(1) limy,_,oo ®,(u) = supg |u|.
(71) lim,, o ®,(u) = infq |ul.

(tit) limy, o ®,(u) = exp [ﬁ Jo log|u|dx} :

Teorema 2.5 (Teorema da Convergéncia Mondtona) Seja ( f,) uma sequéncia

de funcoes em L' que satisfaz:

()i <fo< . . <fa< fun .o
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Capitulo 2. Resultados Preliminares 12

(ii) supy [ fn < 00
Entao fn(x) converge q.t.p em Q para um limite finito, denotado por

f(z), entdo a fungao f pertence a L' e ||fn — f|l1 — 0.

Teorema 2.6 (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja ( f,) uma sequéncia
de fungoes em L' que satisfaz:
(i) fulx) = f(x) gt.p em €.

(ii) Eziste uma funcdo g € L' tal que para todo n,|f,(z)| < g(x) g.t.p em Q.
Entio f € L* e ||f. — f|l1 — 0.

Proposicao 2.0.3 Sejam p,q € [1,+00), com p < q e suponha que § seja um
aberto limitado de R"™. Entao L(Q2) estd contido em LP(S).

Proposigao 2.0.4 Sejam Q C R"™ subconjunto aberto e p € [1,+00). Entao
Ce(QQ) é denso em LP(Q).

Teorema 2.7 (Representa¢io de Riesz-Fréchet). Sejam 1 < p < 400 e
w € (LP(2)). Entdo existe uma tnica funcio w € LI(Q) com ;1) —i—é =1,
tal que,

<@ > ) xene) = /Q“fd“’

para todo f € LP(2). Além disso, ||ul|rr@)) = lloll(zr()y)-

2.0.2
Espacos de Sobolev

Os resultados desta se¢do podem ser encontrados em Evans[2], Brezis[1]

e Gilbarg-Trudinger [15].

Definigao 2.0.5 Seja u € L}, suponhamos que existe v € L} .(Q) tal que
YV ¢ € C5°(Q) temos,

99
Q u@xi T /Q ve.
Chamamos v de derivada fraca em x; de u e escrevemos v = g;“.
Definicao 2.0.6 Se fu% = (=Dl fwe, para todo ¢ € C®(Q),
1 OTn

*uy

lal = a1 + s + ... + an , entdo w € por definigio a derivada fraca 5-—at—5—
1 0a

Proposicao 2.0.5 (Unicidade da Derivada Fraca) Se existe vy, vy tal que

—[uo= [usl = [uo

para todo ¢ € C§°(SY), entdo vy = vy ¢.t.p.
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Capitulo 2. Resultados Preliminares 13

Lema 2.0.1 (Du Bois Raymond). Seja w € L}, .(Q). Entio [oud = 0 para

loc

todo ¢ € C§°(Q2) se, e somente se, u=0 g.t.p em €.

Definicao 2.0.7 Define-se o espago de Sobolev

WHhP(U) = {u € L, .(U)|para todo || < k, D existe no sentido fraco e D*u € LP(U)}

Observagao 2.0.1 Se p =2, escrevemos H*(U) = W*2(U) com k = 0, 1, ...
Observe que H*(U) = L*(U).

Definigdo 2.0.8 Se u € W*P(U), definimos a norma

—~

(Xjaj<n supessy| D] (p = o0

| Sk o IDuPdz)r (1< p < o)
[ |

Teorema 2.8 W*?(U) é um espago de Banach.
Teorema 2.9 H*(U) é um espago de Hilbert.

Teorema 2.10 (Friedrichs) Seja u € W'P(Q) com 1 < p < co.Entdo existe
uma sequéncia (u,) em C°(RN) tal que:

(i) Unjo — u em LP(Q),

(1) Vnjw — VU em LP(w)N para todo w CC Q. Quando Q@ = RN e
u € WHP(RN) com 1 < p < oo, existe uma sequéncia (u,) em CC(RN) tal

que,
u, — u em LP(RY),

Vi, — yu em LP(RM)N

Proposicao 2.0.6 (Diferenciagio de um Produto)
Sejam u,v € WHP(Q) N L>®(Q) com 1 < p < oo. Entdo uv € WHP(Q) N L>(Q)

e

0 ou ov

ox; (uwv) = 6miv * uax"'

comi=1,2,...,N.

Proposigao 2.0.7 (Diferenciagio de uma Composicio) Seja G € C*(R) tal
que G(0) =0 e |G'(s)| < M , para todo s € R para alguma constante M. Seja
u e WhH(Q) com 1 <p < oo. Entao,

Goue W'(Q)
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Capitulo 2. Resultados Preliminares 14

0
8$i

ou
E)xi

(Gou) = (G ou)
comi=1,2,...,N.

Defini¢ao 2.0.9 Um dominio limitado Q2 C R™ tem fronteira de classe C**
com 0 < a <1 se em cada ponto X, pertencente a fronteira de ) existe uma

bola B = B(zy) e uma aplicagio injetora W de B sobre D C R™ que satisfaz:
(i) V(BNQ) C RY,

(it) V(B NoQ) C ORY,

(iii) U € C*(B), ¥~ € CH(D).

Teorema 2.11 (Imersdes de Sobolev) Seja Q um C®' dominio em R". Tem-se
as sequintes imersoes:
(i) Se mp < n, entdo W™P(Q) é imerso continuamente em LP (), em

que p* = nlli?z;lp e imerso compactamente em L1(QY), para todo 1 < q < nfif;p =

*

P
(it) Se 0 < k <m—2 <k+1 o espago W™P(Q) € continuamente imerso
em CP(Q),a = m — + — k e compactamente imerso em C*8(Q) para todo
B < a.
Definicao 2.0.10 Seja Q um subconjunto aberto de RY. Definimos
W@ =CGr@”
No caso p =2, o espago WP (Q) serd representado por HJ*(Q).

Teorema 2.12 (Desigualdade de Poincaré). Sejam € C RN uma aberto
limitado e 1 < p < 4o00. Entao existe uma constante C (dependendo de €
e p), tal que

lull oy < ClIVul 1m0y

para todo u em Wy (Q).

Teorema 2.13 Seja Q aberto, limitado de R™ de classe C™, entio C™(Q) ¢é
denso em W™P(Q) para todo 1 < p < oc.

Teorema 2.14 Seja f uma funcio diferencidvel por partes em R com f €
L>®(R), f(0) = 0. Entao se u € W'P(Q), temos f ou € W'P(Q). Além disso,
denotando por L o conjunto do pontos onde f nao é diferencidvel por partes,

temos
f(uw)Du se u¢ L

0 se u € L.

iy -
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Capitulo 2. Resultados Preliminares 15

Teorema 2.15 Sejau € WH2(Q), onde Q2 é convezo e suponha que existe uma

constante k tal que, para todo Br C (1,
/ |Dul?dx < kR"*.
QNBgr
Entdo existem constantes positivas oq e C = C(n) tais que,
/ eklv=val 4y < C'(diam Q)"
Q

em que o = oo(Q)(diam Q)™".
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3
Regularidades de Equacoes Elipticas na Forma Nao Diver-
gente

Neste capitulo abordaremos regularidade de equagoes elipticas na forma
nao divergente. Os resultados deste capitulo foram obtidos seguindo as ideias
do famoso artigo de Safonov (ver [14]) em que ele d4 uma demonstragao
relativamente simples e baseada somente na desigualdade ABP (veja Teorema
3.1 abaixo) dos resultados fundamentais que obteve com Krylov.

Consideremos o operador eliptico

2
0z 0xl + B'() dx; (),
com coeficientes mensuraveis e limitados. Em particular, suponhamos que

existe 0 < A < 1 tal que para todo & = (£1,...,&%) € R" ,z € R" temos,

L =a"(x) (3.1)

Mg < a¥(2)e¢ < ATHER, [B(a)l <AL 0<c() AT, (3.2)
em que B(x) = (BY(x), ..., B4(x)).
Nesse capitulo trabalharemos com o espaco de Sobolev W2 () definido

por,
W2 Q) ={f: QCR"—R/D*fe L"), a e N", ay + -+, <2}

O seguinte teorema fundamental é conhecido como desigualdade ABP,
de Alexandrov-Bakelman-Pucci. Ele é uma estimativa a priori para o tamanho

de uma solucao u do problema de Dirichlet em termos do tamanho de Lu.

Teorema 3.1 Seja o dominio
QCBr={z€eR":|z| <R},0< R<1 euma fungio u € Wr"(Q) N C(Q)

comu=0 em 0F) eu >0 sobre Q. Entao temos a estimativa
mﬁax{u} < AR|(Lu)-|pn (),

em que a constante A depende apenas de n e A e (Lu)_ = max {—Lu,0}.

Demonstragdo. Seja o conjunto de contato dos pontos em que o grafico de u

pode ser tocado por cima por um hiperplano,

I't={yeQ/IpeR": ux) <uy) +p(r —y), para todox € N}  (3.3)
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Podemos verificar que u é uma funcio céncava em € se, e somente se I'" = Q.
Também quando u € C'(Q) tem-se que p = Du(y), além do mais quando
u € C*(2) a matriz Hessiana D?*u = D;;u é nao positiva em I'". Em geral T'"
é fechado relativo a Q, para todo u € C'(2).

Para y € Q) define-se 0 mapa normal,

X(Y) = xu(y) ={p € R"/u(x) < u(y) + p(r —y), Vo € Q}

Se A C Q, definimos x(A4) = Uyeax(y).

Temos que x(y) # 0 se e, somente se, y € I'" e quando u € C*(Q),
X(y) = Du(y) em I'".

Como um exemplo de uma fungdo nao diferenciavel "u”, seja Q a bola

B = Bg(z) e u a fungao cujo grafico é um cone com base 2 e vértice (z,a)

para algum a € R, isto é, u(x) = a(1l — 2 ; d ).
Entao tem-se,
—aly — z)
——=——~ para y#=z
X(y) =1 £ly—2| (3.4)

Ba/r(0) se Y=z,

pois
X(z) ={p e R"/u(x) <u(z) +p.(r—2) Yo e Q}

={peR"/a <1—

a r—z
= e R" — — <.

|z = 2|

>§a+p.(x—z)‘v’x6§2}

VeeQ}

p(z—2x) a
= R"/———= < —V Q
{peR"/ o—a] SRVEE }
= {p € B,/r(0)}.
Lema 3.3.1 Para u € C*(Q)NC%Q) tem-se
1/n
supu < L (/ \detD2u|>
Q r+

1/n
wn/

em que w, € o volume da bola unitaria em R".

Demonstragao. Denotamos por |x(€2)| a n-dimensional medida de Lebesgue de

X(€). Assim, temos
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X(Q)] = [x(T)| = [Du(T)]

= 1dz , fazendo z=Du e dz=det(D(Du))
Du(T'+)

= det|D(Du)| (3.5)

T+

= det(D*u)

T+
< |det D*u).
T+

Agora provaremos que u pode ser estimado em termos de |x(£2)|. Suponha
que u tome um maximo positivo num ponto y € € e seja k a fungao cujo grafico
é o cone K com vértice (y,u(y)) e base uma bola com raio 1. Pela hipétese
do teorema esta bola contém e logo xx(2) C x.(€2), desde que para cada
hiperplano que toca o grafico de k& por cima, existe um hiperplano paralelo
tangente ao grafico de v em um ponto interior de 2. Logo toda inclinagdo em
X%(€2) também é uma inclina¢ao de x,(12).

Assim y(2) C xx(£2) e consequentemente
(] < [xa ()],
logo de (3.4) e (3.5) tem-se

wa(u(y))" < | |detD?l
T+

e logo,
<! D? v
uly) < ([, 1detD?u])
e logo,
1 1/n
supu < — - (/ \detD2u|) :
Q Wn n r+
[ |
O caso especial do Teorema 3.1 quando b = 0 segue do Lema 3.3.2
tr(AB)\"
através da desigualdade matricial det(A)det(B) < ( r( )> ,onde Ae B
n

sao matrizes simétricas e A, B > 0.

Com efeito, considerando A = —D?u, B = a" temos sobre I'*
|det D*u| = det(—D?u)
< 1 —aijDiju " (36)

~ det(a)

n
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logo do Lema 3.3.1 tem-se que

Supq U < T (Jp ]detDzuD%

(L)
" win [/m (((dzza%;m) 1

1

-

—_

|=

(Zij Diju
(detaii)n

=1
Wn N Ln(T+)

De onde obtemos para b = 0 o seguinte lema.
Lema 3.3.2 Para u € C*(Q) N C(Q) tem-se

—CLijDZ'jU
det(aii)t/n

1
supu < -
Q d’LUrlz/

Ln(I+)

Para tratar o caso geral para b # 0, vamos mostrar o seguinte lema.

Lema 3.3.3 Seja g > 0 uma funcao localmente integravel em R™. Entao para
qualquer u € C?(Q) N C(Q) tem-se

J,

g§/ g(Du)|det D*u)
© I+

—a Dju "
< g(DU)<,7Un> ,
r+ n (det(a¥))

M

em que M = supu.
Q

Demonstragao. Temos pelo Teorema de mudanga de varidveis em integrais

= = Du)|det D*u 3.7
| =) 0= [ o(Du)ldet D% (37)
e como x;(2) C xu(92) entdo de (3.4), (3.6) e (3.7), tem-se

/ g< gé/’dDdeD%I

By (0) Xz () r+

—a" D;:u "
< | g(Du) (]1/n>
r+ n (det(a™))

Agora consideremos

n n 1-n
9(p) = (‘Mm + VH) para v > 0 a fixar posteriormente.
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Usando a desigualdade de Holder tem-se em QF = {z € Q/u(z) > 0}

—aijDiju < BZDZU — Lu

< B'Dyu + (Lu ois — Lu < (Lu)~
et ) 7" = (det(aryy = D P R < (Lu))

< 1Bl[Dul + [(Lu)"|
n (det(ai))""
~ UBIIDul +~7"|Luly) (1 L 1)
n (det(a))"’" U
n—1
1 “n
(1Bl + v L) [
\1/n |Du|n—1 + yn-t
n (det(a¥))
(g(Dw) ="
(3.8)
Logo do Lema 3.3.3 e (3.8) tem-se
- |B|" + " (Lw)"
gg/gDu.gDu U"”( —
/BM(O) r+ (Du)-(g(Du)~"") n" (det(a¥)) (3.9)
_ 1/ |B|" + " Lu|” '
o Jrs det(a¥)
Como
g(p) = 27"(Ipl" +9") 7,
temos 9—n n 1
/ >/ 27 (Jpl" +4%)
3.10)
M (
= Log(? + Dw,.2*".
Assim de (3.9) e (3.10)
Mn on—2 |B|n + ’)/_n’LU|n
Log(~— +1) < / B 3.11
o9/ ™ 1)< w,n" Jr+ det(a') ( )
Lu)-
Se v = ‘(u)l/n , entao
(det(a')) Ln(T+)
2n—2 |B’n
I< / 1) 3.12
— w,n™ Jr+ (det(a“) * ) (312)
Assim de (3.11) e (3.12)
5 2n72 Bl® 1/n Lu)~
M < { exp( | |,,+1)—1 &
w,n™ Jr+ det(a®) det(a)n Ln(0+)
< AR|(Lu)™ |pnrty < AR|(Lu)™ | pn(p)
em que A = A(n,7).
Assim,
supu < AR|(Lu) ™ | 1rq), (3.13)
Q

ficando provado o Teorema 3.1 quando u € C?(Q2) N C(9).
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Se u € W2"(Q) N C(Q), como C?() é denso em W?"(Q) existe
(uy) C C%(Q)NC(Q) tal que u,, — u em W2m(Q).

Tem-se,
(L) o) < | (Lt = 0) [y + (D) iy (314)
Também se u,, — v em W?"(Q) = u,, — u em C(Q), logo
SUp Uy, — Sup u. (3.15)
Q Q
Assim de (3.13) aplicado a u,, tem-se

SUp Uy, < AR|(Ltt) ™ [0 (3.16)
9)

Logo de (3.14), (3.15), usando o Teorema da convergéncia dominada de
Lebesgue,

supu < AR|(Lu)™|zn (),

Q

ficando provado o Teorema 3.1.
|
A partir do Teorema 3.1, mediante um raciocinio por absurdo podemos

provar o Principio do Maximo para fungoes em W?2"((Q).

Coroléario 3.2 (Principio do Mdzimo para funcoes em W?™(Q))
Se uy,upy € W2(Q)NCO(Q), com uy > uy em 0, Luy < Luy (q.s em Q) entdo

up > Uy em €.

Demonstracao. Por absurdo
Seja u = uy — uy, e €y é uma componente conexa nao vazia de {u > 0}
arbitraria. Como u < 0 em 0f) e u é continua, temos u = 0 em 0€);. Assim

pelo Teorema 3.1 aplicando a €2, tem-se

mQ@X{u} < AR|(Lu) |,
1

max(Lu)_ = max{—Lu,0} =0

1

= max{u} < AR|0|1, @) =0
951

Absurdo, pois §2; é nao vazio. [ |
Do Principio do Méximo podemos ver que se uma funcao é maior ou
igual a zero na fronteira e o operador aplicado a L é menor ou igual a zero,

entdo a fungao é maior ou igual a zero em todo o dominio.

Na continuagao vamos precisar de algumas definigoes.
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Seja Rp, 0 < po < 1 e um conjunto I' C Bpg,, com || > 0. Com respeito
a I', Ry, po construiremos um subconjunto aberto I'y C Bp,.

Denote por ¥ o sistema de bolas B = x+ Bp, tal que B C Bpg,, |BNT'| >
po|B|. Entao definimos T'g:

FOZUﬁgBRO

Observamos que:
(i) 'y é aberto pois ¢ uma uniao de abertos B de 9.

(ii) Se |I'| > po|Br,| entao I'y = Bg,. Com efeito, neste caso Bgr, C v

pois,
TN Bro| = [T = po| Br,|-
Assim,
Br, CUpcyB =T,
logo,

FO - BRO'

Na continuagao provaremos um resultado técnico da Teoria de Medida,
usando o conceito de ponto de Densidade de Lebesgue, e que sera de suma
importancia na prova dos Lemas de Crescimento.

Lema 3.3.4 |I'\ To| = 0 ¢ se |I'| < po| Br,|, entdo [To| > (1 +5£2) [T,

Demonstrag¢io. Suponha Ry = 1. Vamos demonstrar que |I' C I'g| = 0.

Como |I'| > 0, quase todo € I' é um ponto de densidade, i.e.

5 |Bs(z)NI|
m ——————— =
00 | Bs(w)|

Observe que Bs(z) NT' C Bs(x), entdo

. | Bs(x) N T
|Bs(z) NT'| < |Bs(z)], dai temos ————— < 1.
| Bs ()|
Como limgs_,g IB\EE;I()SF =1, dado ¢ > 0 existe dy > 0 tal que |% -1 <¢

para todo 0 < || < 0y de onde para § = Jy tem-se,

| Ba@nT)
B (@)

Considere £ = 1 — pg, logo temos que existe dy > 0 tal que

<l+4e¢

| Bsy () N T

—_— B 'l > uglB,
Ho > |B§O(CL’>| :>’ 50(l’)ﬂ |—:U’0| 50<I>|7

entdo, x € I'y. Por tanto |I'\ I'g| = 0.
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Seja I' C B, |P’ < M0|Bo|
Define-se,
' ={Bcv:|BNT|=puB|}

Seja B=x+ Bre9,0<60<1,
B = (1 —0)z+ Br(0) +0(1 — R) = Brigu-nr)((1 — 0)x).

Definimos a seguinte fungao,

p:[0,1] — [0, 1]

0
0 — p(0) = Bl

Afirmagdo: p é continua, p(0) > pgep(l) < po.

Provemos que p(0) > .

__|Br|

Com efeito, como p(0) = B BY =z + Bp € 9, temos

[B°NT| > polB°).

Assim,
|1B'NT
0) = ——— > uo.
p( ) ’BO| Z Mo
Provemos que p(1) < pp.
Dado que
p(1) =80 B =0+ B, = By e |[BiNT| = 0| < | B,

deduzimos p(1) = B < Ho-
Provemos que p é continua.
Se 6,, — 6 entao
B | = |Broma-n (1 = 0")2)| = [Brroa-n((1 - 0)2)| = |B|.
Analogo,
B NT| — |B°NTY,

B NI |B’NT|
") = = p(0).
p(0") G — Vg p(0)

Assim p : [0,1] — [0, 1] é continua.
Logo para algum 6y, p(6y) = po (pelo Teorema do Valor Intermedidrio).
Logo B% € 9° ¢ também

B =1+ Bg, B® = (1 — 6y)x + Brreya_r(0),

B c B%,
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Sey € B, |y — x| < R, temos

ly — (1 —=0o)z| = |y — z + Oox| < |y — x| + |6oz|

entdo y € B%.
Assim B esta contido em alguma bola de 9¥°; como B € 9 foi escolhido

arbitrariamente, entdao 9 C 9°, logo 9 = °.
Assim Ty = U = WP,

3.3.1
Lemas de Crescimento

Estes lemas levam esse nome pois permitem deduzir a partir de proprie-
dades de positividade de u (pode ser u > 1) sobre partes de medidas positivas
de uma bola xo + Bp/, (ou uma bola xy +eBpg/2) propriedades de positividade
(u> > 0) sobre a toda a bola xy + Bg/s.

Utilizando o Teorema 3.1, provaremos o seguinte lema.

Lema 3.3.5 Sejau € W?"(xg+ Br), 0 < R<1,u>0 em xo+ Br Lu <0
q.s em xg + Br. Suponha que [y, 0 < By < 1 € dado. Entao para a constante

po = po(d, N, o) = 1 — (12((:;’%)%1)” < 1 onde A = A(n,\) é a constante do

Teorema 3.1, da relacao
|[(zo + Br) N{u = 1} > po| Brl, (3.17)

tem-se
inf {u} > B,.
r0+BR/2{ } B 60
Demonstragio. Mediante a transformagao r — R_l(x — xp) a bola x¢ + Bp se
transforma em B.
Provaremos o Lema para zo = 1, R = 1. Seja x, € El/g 0 ponto para o

qual

u(r,) = min{u} = inf {u} (existe poisu € C°(B;) e B}/, é compacto).

1/2 Bia

Considere o caso u(z,) < 1. Seja v(z) = 1 — 4|z — z,]* — u(z), como

u < CO<P1) N WQ,n(Bl) = v E CO(El) N WQ,n(Bl)
Também, V(z,) = 1 — u(x,) > 0.
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Seja © a componente conexa de By N {V > 0} contendo o ponto z..

Também se & € O(x. + By/2), entao

Viz)=1—4lz — 2> —u(z,) <1—4|z — 2> =0.

Tem-se
QCZ’*+B1/2CB1 e V=0emof. (318)
Também
LV — (1 —4|z — 2,/*) = L(—u(x)) = —L(u) > 0.
Consequentemente

L(V)> L(1 — 4|z — z.]*) = f, (3.19)

em que f = —c—4[2+r(a”) + 2B (2" — 2°) — c|x — z,|?]. Pelo Teorema 3.1
aplicadoa Vem Q, V >0em 2, V =0 em 0f2, temos
max{V} < A[|(LV) ]|z, (3.20)
Também
V(z,) < max{V}, (3.21)

e de (3.19), temos —L(V) < —f. Devido a este tltimo, max{—L(V),0} <

max{—f,0}. Entao,
(LD La@) <[]z (3.22)

Logo de (3.20)-(3.22), temos
Viz.) < Alf-|L.@), (3.23)

onde A = A(n, A). Também de (3.18) para x € €2, tem-se

ij —1 _
tr(a”) < nA7" (basta tomar¢ = (0,0, \1/ y . 0))

i—ésimo

Logo a” < A7' de onde tr(a¥) = 31 a7 < d\7'; de (3.18) temos que
|z — x| < 3, logo |Bi(z" — 2l)| < |Bllz — 2] <5 A7 e 0 < e < A7 Assim

—f=c+4 (2tr(aij) + 2B (2" — 2%) — clz — x*|2>
1 1
<A H42nA ) + 25/\‘1 + le
=\ 18(n+1).
Assim de (3.22) .
V() < A(Jo X180 +2)m)". (3.24)
Como V > 0, entdo 1 — u(z) — 4|z — z,|*> > 0, logo
|2

1 —u(x) > 4|z — x,]° > 0, e isto implica 1 > u(z).
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Logo D C {u < 1}. Como By = ByN{u> 1} U B; N {u < 1}, temos

|Bi| = By N {u > 1}
= [Bi] = [BiN{u =1}

< |B1] — po| By
= (1 — /’LO)|Bl’7 por (317)
< 2(1 — o).

Assim de (3.23) e (3.24)

V(z.) < AB(n+1))2(1 — o)/
< 1 - ﬂOa

entao

60 S 1-— V([Eo)

Consequentemente,

inf {u} =u(x,) =1—V(x,) > Sy

By /2

Fazendo uso do Principio do Maximo, provaremos o seguinte lema.

Lema 3.3.6 Seja u € W?"(xg+ Br),0 < R<1,0<e <1/2,u >0 em
xo+ Bgr, Lu <0 g.s em xo + Bg, e

inf > 1.
wo{&-nBeR{U} o
Entao

Ioi%]{/g{u} - c ’

onde m = (n+ 1)A"2 > 0.

Demonstragio. Fazendo a transformacio z — R™!(z — ) verificamos que
xro + Bg transforma-se em B;, assim o problema se reduz ao caso xy = 0 e
R=1.
Seja p(x) = |z|™™, para x € B; \ B. tem-se
m(m + 2)a"z'zI mtr(a”)  mB"

Lo = _ ~ o
4 R N

Para x € By, por (3.18) tem-se a”z'z? > A|z|?, tr(a”) < nA~! (como no Lema
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anterior ) |B'x!| < |Bllz] < X710 < e < A71) assim

L(p = 1) = (m(m+2)A —mnA~t —mA~t = A7) &
= [(m+2)(n + DA2A = A (mn +m +1)] (%
= [(2n + A7) 5.

Observe que na primeira desigualdade estamos utilizando o fato de que

e © SOISL’IZ _ P e < ¥
z?” ¢ ]2

Logo
Lu<0<L(p—1)qs em B \ B,

e também sobre 9By U OB, = 9(By \ B.).

Temos a seguinte igualdade,

1 €
m _1:m -1 — | Zm _ m.
(p—1) = ( ) e

jz|™
como infg_ {u} > 1, entdo u > 1 em 0B..

Logo,
u>e"(p—1) em 0By UOJB.. (3.25)

Pelo Corolario 3.2 (Principio do Maximo), temos
u>e"(¢p—1)emB;\ B. (3.26)
e também pela hipdtese
u>1>e"Vr e B, (3.27)

e também em By \ B. , e < |z <1/2.
Logo, L > - >2m p—-1>2"—1>1.

)’ gem |1."m

Assim de (3.26), temos que

u>¢e"em By \ B.. (3.28)
De (3.27) e (3.28),
inf >e™.
Bt =
|

Agora fazendo uso de todos os resultados vistos até agora, temos o

seguinte resultado.
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Lema 3.3.7 Seja u € W*"(xg+ Bg),0 < R<1,u>0 em 29+ Bg, Lu <0
(q.s., em o+ Bgr). Dado p com 0 < pu < 1, existe uma constante f = (n, A\, p)
tal que a relacao
(w0 + Bry2) N {u > 1} > p|Brysl,
implica
inf > 3, 3.29

xoi—%R/z{U} 2P ( )
onde B pode ser tomado como a constante H, onde H = 2-*m+D,
ko = [logop™'] + 1,0 = [m] + 1, A = A(n,\) sao as constantes do
Teorema 3.1.

Coroléario 3.3 Seja u € W»™(Bg),0 < R <1, Lu > 0 ¢q.s, em Bg. Dado u
com 0 < pu <1, da relagao

|Brjo N {u < 0} > p| Brys|

tem-se,
sup{u} > M sup{u},
Bgr

R/2

onde M = M(n,\,u) = (1 —3)"' > 1, e B € a constante do Lema 3.3.7.

Demonstragio. Sem perda de generalidade, suponha que sup{u} > 0. Entao
Br
com a transformacao u — Nu, com N > 0 conveniente a demonstracao se

reduz a
sup{u} = 1.
Br
Seja v =1—wu,comu < 1entdo v > 0 em B, Lv = —c— Lu < 0, e

[Brya 1 {v 2 1} = [Brya 0 {u < 0} > p|Byal.
Logo pelo Lema 3.3.7

inf {0} > 5, onde § = B(n, A, ) > 0.
R/2

Logo como sup{u} = sup{l —v} = 1 — inf{v}, entao
R/2 Br/2 Br

sup{u} <1— B = (1 - 8) sup{u},

Br/2 Brj2

de onde sup{u} > (1 — 3) ' sup{u}.
Br —

Br/2
|
O seguinte resultado serd de muita utilidade na demonstracao da Desi-

gualdade de Harnack. Na sua prova utilizaremos o lema 3.4 e o lema 3.6.
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Lema 3.3.8 Seja u € W*"(xg+ Bg), 0 < R<1,u >0 em xg+ Bg, Lu=10
q.s em Bgr. Suponha u(xg) > 1 e que para alguma constante M > 1 tem-se
sup {u} < M. Entao

z0+Br/2
i >
xolffgg{u} > [ >0,
onde 1 = P1(n,\, M) = %5 > 0, sendo B a constante do Lema 3.3.7 calculada

_ A n
para pr= [16(n+1)(2M—1)A] :

Demonstragdo. Suponha o = 0 e seja v = MM%l%, tem-se v > 0 em Bp/, (pois

u< M em Bg)e Lv= Lf\y_);/g” = ;j_MJg < 0 q.s em Bgjy (pois ¢ > 0), entao

inf {v} <v(0) = M = u(0) M=1

< <1.
Brya M—1/2 = M—1/2

Aplicando o Lema 3.3.5 (na sua forma contra reciproca) a v e a bola Bpg/s,

M71>:1_[ A

com fip = fip(n, A, M-1/2

oI TAl - tem-se
B {02 1)1 < ol B,

Le.,

‘BR/Q N{v <13 > (1~ NO)|BR/2|7

entao
|Bry2 N {u = 1/2}| = [Brpe N {v < 1} = (1 — po)| Bry2l-

Pelo Lema 3.3.7 com p =1 — pp, tem-se

inf {u} > ;ﬁ(n,)\, 1 — o) = pi.

Bry2

3.3.2
Desigualdade de Harnack para Equacdes Elipticas

A Desigualdade de Harnack diz que para solugoes em W?>"(Bg) de
Lu =0 em B com u > 0 em Bg tem-se que sup{u, Br/s} < Ninf{u, Brs},
onde N depende da dimensao do espaco e do operador L. Mais exatamente,

temos os seguinte resultado.

Teorema 3.4 Suponha que os coeficientes de L em (3.1) satisfazem as condi-
¢oes (3.2) e que u € W™(Bg), 0 < R<1,u >0 em Bg, Lu =0 q.s em Bg.

Entao,
sup{u} < N inf {u}, (3.30)
Brys Brys
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onde N = N(n,\) = 12m87", m = (n+1)A\"2, 3, € a constante do Lema 3.3.8,
tomado quando M = 2™. No caso particular B =0, ¢c = 0 =, a desigualdade
(3.30) vale para R > 1.

Demonstragio. Fazendo a transformacio r — Rz, u — Cu com uma

constante C' apropriada, reduzimos o problema ao caso R =1 e

sup{u} = 1.

1/8

Para ¢ <7 < 1 e (m=(n+1)A"2, definimos as fungdes

n(7) = max{u}, v(7) = (2 —87)™™.

Seja 7y a maior raiz de n(7) = v(7). Como

1 1.
n(g) =1=v(g), )g}g(f) = +0o0,

e u ¢ continua e limitada em B4, segue que 75 é corretamente definido e
To < 1/4
Para algum z, € B, tem-se u(x;) = 1(70) = v(7). Se 71 = =4, como

x1 € B;,, temos
By + 4T _ 1 — 47 1+ 47
xl—l—BﬁCQ,pmsm—i— 0 = 0.
8 8 8
—————
T1
Por tanto da definicdo de g, temos

1+47'0 1-'-4’7'0

) < v S )= (1 —47)™™ = 2"v(m).

sup {u} < n(
$1+B71

u

Aplicando o Lema 3.3.8 a fungao ) (note que (zg + By, = x1 + By, C
Bijy, M =2™)) tem-se

inf { Y }261 = if; {u} > Biv(m),

z1+B-, | v(7p)

em que (; = B1(n, A, 2™) > 0.

Finalmente observe que

T € Pm C Biys, Bijg C 1+ B3y C By
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Pelo Lema 3.3.6, wg + B; = w1 + Bgs, p = %7’, logo,

inf {ful > inf {u
Bl/g{ }—m1+33/8{ }

> 51’/(70)(27'1)m

— Bi(2— 87) (X _6470)7”

=127 = N"'1= N"'sup{u},

1/8

ficando provado o Teorema.

Corolario 3.5 (Teorema unilateral de Liuoville)
Suponha que B=0 e c¢=0, u € W?"(Bg) para todo R >0, u >0 em R" ¢

Lu =0 qs em R". Entao u é constante.

Demonstragio. Considerando @ = u — infga{u} tem-se que infou = 0, logo a
desigualdade (3-29) vale para todo R > 0. Logo,

sup{u} < N inf uw =0,
BR/8 BR/8

assim se R — 0o, © =0 em R" e logo & = u — iﬂgﬂf{u} = 0, entao

u = 1H1{1nf{u} = cte

3.3.3
Propriedades de Hdlder da Solucao da Equacao Eliptica

A Propriedade de Holder consiste em provar estimativas sobre uma norma
de Holder de u sobre um sub-domfnio " em termos de sup{|u|, 2} e || Lu|| o )-
Como antes, consideremos os operadores elipticos (3.1) com coeficientes que

satisfazem as condigoes (3.2).

Lema 3.3.9 Suponha que u € W?"(Bgr), 0 < R<1,C =0, Lu =0 ¢.s em

Bpr entao para todo xq, x1 € Br tem-se

[u(wo) — u(r1)] < NR™|zo — x1|asgp{|u|},
R
OHdGNZN(’rL’)\) = 2v ’ Oé:Oé(TL,)\) :l0927/ , V= # > 17

e M = M(n,\) >1 é a constante do Coroldrio 3.2.
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Demonstragio. Fazendo a transformacio x — R~z reduzimos a demonstracio
ao caso R = 1. Usando a bibliografia [5], pag 59-60, bastard estabelecer a

estimativa
08Cypriu} > v.08Cyip ,{u}, (3.31)

para cada bola x + B;/, C By, onde oscr{u} = supp{u} — infr{u}.
Também usando argumentos de [3, 5] que consideram c¢ju + ¢y em lugar

de u. Para constante adequada ¢; e ¢o reduzimos a prova de (3.31) ao caso

Supz+BT/2 {U’} = 17 inforBT/z {U} = _17
(@ + Brya) 0 {u < 0}] = 3B, .

Aplicando neste caso o Corolario 3.3 com p = 1/2 tem-se,

sup {u} > M sup {u} = M, (3.32)
r+B, x—l—BT/Q

onde M = M(n, A, 1/2) > 1 é a constante do Corolario 3.3.
Agora,

xlﬂé{u} < xigf/z{u} =-1= —Elil;{u} > 1. (3.33)

Assim de (3.32) e (3.33)

0sCrp. {u} = sup {u} — 13]; {u} > M +1,

x+BT/2

enquanto

oscsa{u) = mp ()= gt {0} =2
T/2 T
1 -1

Logo tem-se (3.31) com v = > 1 pois 08¢y, {u} > M+1 =242 =

M+1
£ 08¢y, ,{u}, e o Lema fica provado. |

Lema 3.3.10 Seja u € W?"(Bg), 0 < R < 1, ¢ = 0. Entdo para xq, v, €

PR/Q, temos
lu(xo) — u(zy)| < Ny [ R™%xg — 21| S];lp{]u|} + R|Lu|in(sp)| (3.34)
R

onde Ny = Ni(n,\) = max {N, A}, N e «a sdo as constantes do Lema 3.3.9 e

A € a constante do Teorema 3.1.

Demonstragio. Em (3.34) aplicamos um processo de limite com fungoes regu-
lares u e operadores L com coeficientes regulares. Assim para u, L arbitrarios

podemos supor que u e os coeficientes de L sao regulares. Entao u = u; + us
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sao fungoes regulares, solucoes dos problemas

{Lul—OemBR

u; = u em 0Bp

{ Luy, = Lu em Bpg

us = 0 em O0Bgp.
Pelo Principio do Maximo tem-se

sup [ur| < sup |us| = sup [u] < sup |uf.
Bpr 0BR OBRr Br

Também pelo Lema 3.3.9, aplicado a u, tem-se

[ur (o) — ur(21)] < NR™%|z0 — x1|asélp{|ul\}

Y . R (3.35)
< NR™|wg — o1~ sup{|ul},

R

e pelo Teorema 3.1 aplicado a uy tem-se,

maxpy{uz} < AR|[Luz—||1n(Bp)
S AR’(LU,)’LTL(BR)

S AR|LU Ln(BR).
Logo, '
lug(z0) — ug(z1)| < max{us} (poisug > 0) (3.36)
S ARlLu‘L"(BR)-
De (3.35) e (3.36), tem-se
[u(wo) — u(w1)] = [(u1 + uz)(w0) — (ur + uz)(z1)]
< (o) — ua(z1)] + uz(wo) — u(x1)]
< NR™|wg — 21| *sup{u} + AR|Lu|rn(gp)
Br
< (NVA) ||z — 1] “sup{u} + R|Lu|znsy)|
—_——— Br
Ny
ficando o Lema provado. [ ]

Para os préximos Teoremas, o = «(§,\) > 0 é a constante do Lema
339, N = &2 > 0, 0 é um dominio de R” e para = €  denota-se
p(z) = p(z,0Q) = inf{|z —y| : y € 0Q}.

Teorema 3.6 Seja u € W"(Q), xg, 1 € Q, 2|rg — 21| < p(x0), B=0, C =

0. Entao para todo p € [2|xg — x1|, p(x0)], tem-se

[u(xo) — u(w1)] < 2N1p~|zg — 21 [* S?)P{|U|} +olLuln|
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onde Ny = Ni(n,\) € a constante do Lema 3.3.10.

Demonstragio. Seja 7 = 28p! N zg — 2, |¥, R = 7. e do fato de que

2|zo — 21| < p < p(x0),

temos .
T = 2T+ (inf{|x — y|/y € ON}) ™= |xg — 21| T+
« 1 o P
< 2T+apTha (£)T+a
Também

7> 2758 (2lzy — a1 |) e 2o — 14| THe

= 2|I0 — ZE1|.

Assim tem-se

2|z — 21| <7 < p < p(0).

Logo para todo z € xg + B, |z — 29| < 7 < p(xg) = 20+ B C Qe
|I0 —131| < % = I1 € X9 +§7/2.
Assim, pelo Lema 3.3.10 aplicado a z¢ + ET/Q tem-se

lu(zo) — u(z1)] < Ni |77 %wo —21|* sup {lul} + 7| Lulpn(ze+5,)

z0+B7 )2

= Ny | 28090 0CED 30— g RNz — 20| sup {[ul} + 7| Lul o (a1 8,)

I0+B7/2
€ como
(1 =R)(—a) = 5 (-a) = _Ni
N(— =a(l—N)= =N
(~a) ta=oa(l-N)=a(;—) =¥,
tem-se,

u(zo) — u(zy)| < Ny |27°%

'7:0+B7'/2

pMag — Y sup {Jul} + 2% Nay — $1||LU|Ln(xo+BT)]

< 2N1pMag — a0 [ sup {|ul} + 2NP|LU’Ln(zo+BT)] :

z0+B; )2
Logo
|u(wo) — u(z1)| < 2N1p~|zg — a1 [¥ [Sgp{|u|} + 2NP|LU|LH(Q)] , (337)

ficando provado o Teorema.
|
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Teorema 3.7 Seja u € W"(Q), xy, 71 € Q, 2|zg — 21| < min {1, p(xo)} ,

entao
u(wo) — u(z1)] < Na (LA p(0)) ™ |wo — 2" sgp{w} + [Luln)|

onde Ny — Na(n,\) = 2(1 + 2XA71)Ny, sendo Ny a constante do Lema 3.3.10.

Demonstragao. Seja p = 1A p(x), seguindo como na demonstragao do Teorema
anterior (que usa o Lema 3.3.10, o qual por sua vez usa o Teorema 3.1 que é
valido para Lu + cu e o Lema 3.3.9 que pode ser adaptado a Lu + cu).

Assim tem-se por (3.37) do Teorema 3.6 com lado direito Lu + cu em

lugar de Lu,

u(zo) — u(a:)| < 2Nip™|zo — 2| | sup {|ul} + p|L(u + CU)|Ln(zo+BT)1 :

zo+D5r

(3.38)
também,
|Lu + culpn(zorB,) < [LU|pn@orB,) + |Ct|Lo(zorB,),
< |Lt|pn(agsn,) + A7 BV sup Jul.
xO“l‘B‘r
Daqui, temos
L+l < |lioapiny + A B sup ful. (339
Zo T

Assim de (3.38) e (3.39) tem-se

|u(zo) — u(x1)| < 2N1p Nag — o ° Slglzp{luu(l + AT B M) + ILUILn(Q)]

< 2N(L+ A B (LA plao)) Nao — 21N [Sgp{IUI} + ’LU‘L”(Q)} ;

N2
ficando provado o Teorema. [ |

Teorema 3.8 Suponha que o dominio Q' C Q, u € W»™(Q). Denotamos
p=p(Q,00) =inf{lx —y|, x € A,y € 9N} e suponhamos que p > 0. Entao
para todo xy, r1 € Q' tem-se

[ulwo) —u(@)] < Na(LA p)|zo — 21" sup ul + | Lulzna |

onde Ny = No(n,\) € a constante do Teorema 35.7.
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Demonstragdo. Se 2|xg — 21| < (1 A p), como xg € €

p(xo) = p(xo, 0S2)
= inf{|zo — y|/y € 00}
> inf{|lz —y|/z € Q, y € 0N}
= p.
Logo,
LAp(xo) > 1Ap = (1Ap(x)) ™ < (1 Ap) ™

Assim do Teorema 3.7

uan) = u(en) £ N (LA )™ oo = i [sup{ll} + [ Eulivo |
¢ (3.40)
< Ny (1A ,0)7N 2o — 21| [sgp{|u|} + |Lu’Ln(Q)] )

Também, se 2|zg — z1| > (1 A p) = 2%z — 21N (1A p)™ > 1, logo

M = 2ms T <4 <21+ AT (NVA) =2(1+ A1) (1+ M)V A) =N,
N
1

Assim 28! < 4 < N,. Logo,

[u(o) — u(z1)]
< 2supffuf} < 228w — 21X A p) ) sup{|ul}
< 25N p) o — 2|7V sup ful < No(1A p) g — [ sup Jul.
Q Q

(3.41)
De (3.40) e (3.41), tem-se

|u(wo) — u(zr)| < No(1 A p)N|ag — M Sup |ul + [Luln ()
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Neste capitulo consideremos o operador L dado na forma divergente
definido por:
Lu=D; (aij(:c)Dju + biu) + ' (x)Dyu + d(z)u,

onde os coeficientes a, b’, ¢!, d sao mensurdveis no dominio 2 C R". O

operador L ¢ estritamente eliptico em (2, i.e,
I € RT tal que a”(2)&& > MNP Vo € Q,€ € RY, (4.1)

e seus coeficientes sao limitados: para alguns A, v > 0 temos

i (@) <A e A7 Y (IDH ()] + D' (@)2) + A d()| <77 (4.2)

i,j=1 tj=1
Nesse capitulo trabalharemos com o espaco de Sobolev W12(2) definido

por,
Wh2Q)={f: QCR"—R/D*f € L*(Q),a e N" a; + -+, < 1}

Por definicio u € W?(Q) é solugdo generalizada de

u = em O0f), .

se satisfaz
L(u, :/ D+ bu) Dy — (¢ Dyu + du) vd
(u,v) Q(a U+ u) v (c u + u)vx
=F(v) = /inDiv —gvdz, Yv € C3(Q),
peWH(Q) eu—pe Wy?(Q).

Observe que de (4.2) tem-se
| L(u, v)| < Cllullwr2@l[ollw2q)-

Para alguns resultados precisaremos também da seguinte hipétese
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/Qm—wm@dxgm Vo >0, veCHQ). (4.4)
Q

441
Limitacoes Globais de Solucdes Fracas

Nesta secao derivaremos resultados de limitagoes globais de solugoes de
(4-3) em W12(Q) que sdo limitadas sobre a fronteira de 2. Usaremos as técnicas
das fungoes testes, que nao dependem tanto da linearidade do operador L mas
sim da estrutura nao linear satisfeita por ele. Sendo mais explicito podemos

escrever a equacao

na forma A
D;(A'(z,u, Du)) + B(z,u, Du) =0 (4.5)
onde A'(z, z, P) = a”(z)P; + b'(z)z — f'(x)
B(z,z, P) = ()P + d(x)z — g(x) (4.6)
para todo (z,z, P) € Q x R x R™.
Uma fungao fracamente diferencidvel é chamada subsolugao (supersolugao,
solugao) fraca de (4.5) em €, se A'(x,u, Du), B(x,u, Du) sao localmente
integraveis e
/ (DivAi(x,u, Du) — vB(x, u,Du)) dz <0 (>, =0) para todov > 0 em CL(Q)
Q

(47)
Escrevendo b = (b',....0"), ¢ = (¢}, ....c"), f = (f',...,f") e usando (4.1) e

desigualdade de Schwartz tem-se
{ P2, P) 2 PP~ & (b + |1P) .
|B(x, 2, P)| < |c]|P| + |dz] + |g];

com efeito, de (4.1) tem-se
0 PiAY(z, 2, P) = P (a" (2)P; + 'z — f'(x))
i
também .
(Pbi| < 2PP + b2
[P < 31PP+ 3I£17
Logo
(it) Pz = Pif' > 5| PP = 5 (b2 + [ f1%),

assim de (¢) e (47) tem-se (4.7),, também
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|B(z, 2, P)| = |'P; + dz — g|
< [e[|P| + |dz| + |g],

de onde tem-se (4.7),.

Escrevendo, para algum &k > 0,

_ I N R BN | 1
2= el b= 5 (W24 1o 1P) + 5 (l+ lol)  @9)
tem-se
(iv) PA"(x,z,P)= Pa"(x)P;+ Pb'z— P,f
e

zZB(x,z,P) = (|z| + k) (B(z, z, P))
= (|2l + k) (P, + dz — g).

Assim, como £ = £ 41> 1e|z| < |z]? pois Z > 1, tem-se

|Pb'z — Bif| < [Pb[[Z] + | Pif]
Kl

k2

IN

1 _ A 1
PP+ SO + 7 1PP + 1T

IN

1 _ _
PP+ 5 (1P + K72 7P) [P

IN

(1PP + 20720 + k7211 [21°)

IA
DO > >0 > | >

(1P +28=P) .

de onde
(v) Pbz—Pf > 3PP~ (2077).

De (iv) e (v) tem-se

PA (z,z,P) >

DO | >

(I1P? - 2b%%) (4.10)
e para todo ¢ tal que 0 < e < 1,
|ZB(x,z, P)| = |Z||c'P; + dz — ¢
Zllel| Pl + [dl[zl]=] + |z]]g]
€l PP+ aixleflz? + |dl[z* + [2]]g]
< 2 (el PP + L(A2[el? + AMd] + ATk gl 2]2)

IN

IA

assim A 5
2Bz, P)| < 5 <5|P|2 + |z\2> . (4.11)
€

Nosso primeiro resultado sobre limitagoes globais de solugoes fracas é o

seguinte teorema.
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Teorema 4.1 Se o operador satisfaz (4.1) e (4.2); f € LY(Q),i=1,...n, g€

L3(Q) para algum q > n; e u € WH(Q) € subsolucio (supersolugio) de

Lu < g+ Dif (=) em Q e satisfazu < 0 (u > 0) em 0N, entio tem-se
supu (—u) < C <HuJr (u )|l + k) : (4.12)
e

onde k =X\ (|| fll, + llgllg) e C = C(n,v,q,19)).

Demonstracio. Suponha que u é subsolucao de Lu < g + D, f*, i.e,
/ (DiUAi({L',U, Du) — vB(z, u, Du)) dx <0, para todov >0, v € Ca(£).
Q
Para 3 > 1, N > k define-se H € C*(k, +00) por

B _ kP k, N
H(z) = z z € [k, N|
az+b z> N.

Define w =ut =ut +k (u™ = max{u,0}) e considere a funcao
V = G(w) :/k \H' ()] ds. (4.13)

Tem-se que V assim definido é maior ou igual a zeroe V' € C3(Q) (consequéncia

da regra da cadeia), assim de (4.2) e (4.1) tem-se

/ Dy A" (x,u, Du) — vB(x,u, Du) dx

@ , (4.14)

- / &' (w) DwAi (2, u, Du) — G(w)B(x, u, Du) dz < 0,
Q

Du q.s u>0,

como Dw = Dut™ =
0 q.5 u < 0.

Por (4.9), tem-se

) A A _
! % > 2 ! 2 _ 2 )
/QG(w)DwA (z,u, Du) dxr > 5 /QG(w)\Dw\ dx 5 /Qwa G'(w) c(li: 5

De (4.12), (4.13), (4.9), G(s) < sG'(s), e Du= Dw, se V = G(w) > 0:
/ G'(w)|Dw|* dx < 2/ G(w)B(z,u, Du) da:—|—2/ bw?G' (w) dx
O ~ Ao o Q

2 A Ab|G(w)]? -
< Z / - D 2 e 2 2 Y/
_)\/QG(w)Q&t] w| —|—2€ G'(w) + /wa G'(w) dx

< e/QG’(w)|Dw|2 + zsz’(w) dz + 2/QBw2G'(w) dz

< E/QG'(w)|Dw]2 +(2+ i) /QBG’(w)w2 d.

Tomando € = %, tem-se
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1 2 < 'Nal 2 ]
/Q G (w)|Dw|? dz < 10 /Q bG! (w)w? da, (4.16)

também de (4.11),

G'(w)Dw = [H'(w))* Dw = D (H(w)),
e { ID(H(W)P = H'(w) | Duf .
= G'(w)| Dwl?.
Logo de (4.14) tem-se

/ |DH (w)|* dx < 10/ bl H' (w)|*|w|? dz.
Q Q

Observe H(w) € W'2(Q). Pela Imersio de Sobolev temos que W;?*(Q)
estd imerso continuamente em L%(Q) se n > 2, Wy?(Q) estd imerso
continuamente em L%(Q) para todo ¢ > 1 se n = 2 e W,*(Q) estd imerso

continuamente em C°(Q) se n < 2.

Logo
o )12
H(w)| <C(/ b(H )
[H(w)| 20, o = b (w)w)
< C\by;gm'(w)qug

onden =nsen>22<2<q C=CHn)sen>2eC =C(2Q se
n = 2. Assim

(W), 2, ) < Ol ()] 2

onde C' = C(n,v,|$2|). Observe que da definigdo de H se N — oo como

wH'(w) ~ W# a inclusio w € L?79/472(Q) implica a inclusio mais forte

we Liss, Assim, se ¢* = %, X = % > 1 temos
[w]gxgs < (CB)YP||w][pge (4.18)

Seja B =x"™, m=0,1,... Logo por (4.16) tem-se

‘w‘xq* < ‘w‘q*

-1 -1
|w|x2q* < (Cx)¥ |w|xq* < ClOx[X  w q*

—2 1 —2
wysgr < (OX*)X |wlyeq- < CIOXXT O w

q*

[wlvgs < TEHOX™ X" w

q*

< CoXT|w)g (ondeo =y ) ' x™™, 7=Y0"""mxy ™)

< Clw

q*
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onde C' = C(n,v,q, |Q]). Fazendo N — oo tem-se

«_ 2
q*s q _q_27

sup |w| < Cl|w
Q
ecomoq*22<:>q%22
sup |lw| < Cllwll,.
Qp| | < Ol

Assim (4.10) segue da definigdo de w = u™ + k pois
s1§12p(uJr + k) <Cllut + k|l = Sup u < sgp(qu + k) < Cllut + kl|o.
Se u é supersolucao, i.e,
/gzDivAi(x,u, Du) — vB(z,u, Du)dx > 0

para todo v > 0, v € C}(Q2) da defini¢do de A*, B tem-se que —u é subsolugao
com f! = —fle g= —g assim
sup(—u) < ¢ (=) 1l + k) (—w) =u7)
<C(lull2+ k)
[ |

Observacao 4.4.1 A demonstragdo do Teorema 4.1 pode ser feita por escolha

de outras funcoes testes. A iteragio em cima usando LP normas foi introduzida

por Moser (ver [13]).

Observagao 4.4.2 Agora suponha que a hipotese u < 0 do Teorema 4.1 u

generalizada a u <1 em 0 para algum £ constante. Como

L(u—0) = Lu— L(l)

a conclusio do Teorema /4.1 vale para a fungdo u — I com k substituindo por
k=k+\! (|l|(||b||q + ||a||q/2)) assim uma subsolugdo (supersolugio) u de
(4

.3) satisfaz a estimativa

supu(—u) < C (|fullz + % + 1), (4.19)
Q

como antes k = \~! <||f||q + ||g||q/g) e C'=C(n,v,q,|Q). Em particular se u

é solugdao entdo (4.17) é valido para |ul, i.e,

sup [ul < C ([[ullz + % + 1) -
Q
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Observagao 4.4.3 A seguir, proporemos obter uma estimativa para supg u
independente de ||u||s que é uma limitagcao a priori, o qual estende o principio

do mdzximo fraco.

Teorema 4.2 Se o operador L satisfaz as condigoes (4.1), (4.2) e (4.4) e
fle i), i=1,..,n, g € LY*(Q) para algum q > n, entdo se u € WH(Q)
¢ uma subsolugdo (supersolugio) da equagdio (4.3), tem-se

supu (—u) <suput (u”) + Ck, (4.20)
Q 0

onde k =X\ (|| £l + llglly2) e C = C(n,v,q,19).

Demonstragio. Suponha que u é subsolucio de Lu = ¢ + D;f'. Como
/Q(dv — biDl-v) dr < 0 para todov > 0, v € Cy(f2), temos que a constante
¢ = supg u™ é supersolucao. Assim, sem perda de generalidade, suponha ¢ = 0.
Tem-se - , ‘ ,
/Qa”DjuDiv — (' + )vDjudr < /QfZDiv —gvdzx (4.21)
para todov > 0 em W,?(Q) com uv < 0.

Utilizaremos (4.8) com b" = d = 0 e ¢ substituido por b + c. Seja k > 0,

definimos M = sup, ut e escolhemos a fungao teste v = WZW c Wy ().
Como
D Dt (M + k —u") 4+ Dyut (uh)
iV =
(M +k —ut)?
M + k)
Dy
(Diu )(‘M—i-/’{:—uﬂ27
tem-se,
a ]DjuDiU =a ]DJUDlum
’ M + k)
— 49D, +Di + ( ]
Rt (M +k —u)?

Logo de (4.8) em (4.21) temos

1/ | Dyt |2 I < 1 / |b+ clut|Du”|
2Ja(M+k—ut)?2 ~— M+kJo| (M+k—ut)

4.22
L _utll aeepyp o P
(M +k—ut) 2\ M +k—ut)?
Como k= A1 (||f||q + ||g||q/2) ek <k+ M—u' temos
1 1 *
< e 4 <1, (4.23)

k+M—ut k M+ k
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Também tem-se

u'lg| (M + k)| fI?
M+kJoa(M+k—ut) 2\ M+k—ut)?

1
< = 2
_kémmHﬁwfuww

1 2
< LClgllya + SB A1
)‘CngHQ/? )‘QCZQ ||f||2
~ g +lallarz 2011 1g + lgllas2)
< AC(19)).
Assim de (4.23), (4.24) em (4.22) tem-se
Du* b+ || Dut|
J <C+3 i
Q(M—f—k—iﬁ) ANo (M+k—ut)
Define w = log(M]\iqu), temos
1 | Du™|?
Dw=—————Du" Duw|? =
YT M k—ur " — Dl (M +k—ut)?

Logo de (4.25) em (4.24) tem-se

1
/]Dw|2d:c§C(1—|—/ \b—l—cHDw]dx)
Q AJa

1 , N\ 1 )
§C<1+)\2/|b+c| d:c) +§/Q|Dw| dz.

Logo
[1pupPar <c (1 a2 ]b+c|2dx> < C(1, Q)
Q Q
e pela Imersao de Sobolev,

wly < C(n,v,|9).

Provaremos que w é subsolugdo de uma equagio da forma (4.3),

44

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

. Seja

n € C3(Q) satisfazendo n > 0, nu > 0 em ). Substituindo em (4.21) a fungao

teste v = tem-se

n
M+k—ut>

[ a’DjuwDim+ naijDiijw — (b + mDyw da
Q

/ (Din +nDyw) f* .
- M+k—u+) (M +k—ut)
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de onde

/ a’DjwDim — (b + ¢ )nDyw + )\77/ |Dw\2 dx
Q

l9ln f'Din / 2
< d / Duwl?d
_/Q F T Or k) e J M Pnde g fonlDwlds

9] ’f|2 fiDﬂ? / 2
_ [ [(M TP e A oDl da
/QKk MY n+(M+k—u+) T JymPel dr

lgl | 1fP & I
Assim g =0+ o = i ©

/2
lgl 117\
1152 = /<k+2)\k2 &
2\ 9/2
S/ ()\\g\ +)\|f’> dx
Q |g|q/2 2|f|q

1
< \9/2 (1 ) .
< +3

131lq/2 < 22,

Entao,

e analogamente
1Fllg < 1.

Pelo Teorema 4.1 aplicado a w tem-se

supw < C (1 + [|w]|2)
Q

<C

onde C' = C(n,v,q,|Q)]), consequentemente

M+ k
— | <
lOg(M—f—k—uJF) <(C

— M+k<C(M+k)—Cu"
— ut < (C—-1)(n+k)
— u <supu' + Ck,
o0
logo
supu < sup +Ck
Q o9

ficando provado (4.20) para umr subsolugdo. O resultado para supersolugao é
obtido considerando —u em lugar de u.
[ |
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4.4.2
Propriedades Locais de Solucdes Fracas

Nesta secao concentraremos nas propriedades locais para solugoes fracas.
Lembremos que, como na secao precedente,
P A (x, 2, P) > ;\|P]2 — i (|bz|2 + yf|2) : (4.28)
|B(x, 2, P)| < [c]|[P] 4 [Xz] + |g],

Z=la|+k b=A2(|b7+ e+ k2f2) + 27 (Jdl + B gl)  (4.29)

para algum k£ > 0, assim obtemos para todo 0 < e < 1

PA!(z, 2, P) > 3 (|P|? - 2b7%)

B = (4.30)
ZB(z,z,P)| < 5 (a\P\z + 222) .

Denotaremos por a(x) = [a”(x)], e adicionaremos a condigao
| A, 2, P)| < [a]|[P[ + [bz] + [ ] (4.31)

A
Dividindo Lu = g+ D;f por — podemos assumir que A = 2, assim tem-
se de (4.28), (4.30) e (4.31)
|A(z, 2, P)| < al[p| + [b]|z] + [ f]
< |a||P| + 25| + 2k0"%) 2|
< |al||P| +2b'"*z (4.32)
PA(z,z, P) > |P|* — 2bz°
1_
ZB(x, z, P)| < | P|* + ~b%*
€

para todo 0 < e < 1.

Nesta secao definimos

k= k(R) = X" (RO Flly + B lgllg2)

0ndeR>Oeazl—ﬁ.

q
Podemos estabelecer um resultado local similar ao Teorema 4.1.

Teorema 4.3 Seja o operador L satisfazendo (4.1) e (4.2) e suponha que
fleLiQ),i=1,..,n,g <€ LY*Q) para algum q > n, entdo se u € W2(Q)
¢ subsolugao (supersolugao) de (4.3) em 2, temos para qualquer Bog(y) C 2 e

p>1
sup (—u) < C (R™||ut (u”)||osani) + k(R)) - (4.33)

Br(y)
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Demonstragcio. Suponha que R = 1 e k > 0. O caso geral é obtido através
da transformacao x — % e fazendo k — 0. Define para 3 # 0 e n € C3(By)
a funcio teste v = n?u® onde U = u + k. Entdo v pode ser considerada uma

funcao teste em
/ (DivAi(x,u, Du) —vB(z,u, Du)) dx <0 (>0). (4.34)
Q

Como
Dv = 2nDnu® + Bn*u’ ' Du, (4.35)

substituindo (4.35) em (4.34) tem-se

5/ @’ Du - Az, u, Du) dx + 2/ nDn - Az, u, Du)a’ dz
0 0

— | *@’B Du)d
< 0 se wu é subsolucao

> 0 se u ¢ supersolugao.

Usando (4.32) temos que

Du - A(z,u, Du) > |Du|? — 2bu?

e multiplicando esta ultima desigualdade por n?@’~! tem-se para qualquer

0<e<l,
n*u’ 1 Du - A(z,u, Du) > n*u~1|Du|?* — 20n*w’*!, também
[nDn - Az, u, Dwya?| < | Dyllal|Dula® + 25" *ln|| D[’
< |aln| Dn|[@®|| Du| + 25'*y| Dyfa**!
< gnzﬂﬁ—llDuF + (1 1 E‘f) ’Dn‘2ﬂ6+l +5n2ﬂ6+1
1n*@” B(x, u, Du)| = n*@”u(z, u, Du)

1.
< P! (alDu\z + bn2u2>
£

1-
9

(4.37)
Assumindo que 8 > 0 se u é uma subsolucao e 5 < 0 se u é supersolucao, e
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escolhendo € + mln{ |5|} tem-se por (4.36) e (4.37) que

/nQHﬁ_1|Du|2dx
Q
< / n?@" " Du - A(z,u, Du) + 2bn*"~* dx
/QUDnA(as u, Du) ﬂdx+/ n*w? B(z,u, Du) da:+2/ b*u’t da
S*/ Pt~ 1\DUI2d:E+/ 1+| al” |Dn*a”* + en*a® | Dul? + b172 "t dx
15} 92 2|e
1 _
< —/ n2ﬂ5*1|Du|2dx+—/ 7]2ﬂ5’1|Du]2d:1:+/ bn® + (1+ [a]?)| Dn?| 7" da
4 Jo 2 Ja Q
de onde,

| e Duldr < (1)) | (b0 + (1 + lal®)|Dyf?) [@l** da

em que C(|5]) ¢ limitado se || é limitado longe de zero. Introduzindo a fungao

s sef # —1
w =
logu sef =—
se v = [+ 1, tem-se
1
b+ u 2z Du sef#—1
—Du se f=—1
U

Logo de (4.37) tem-se

2
/7]2|Dw|2dx < PYZC(WD/Q (5772+(1+ |a|2)|D77|2) |w|2dx se f# —1

C8) [ (b + 1+ aP) Do) dr se =~

(4.38)
O processo de iteragao desejado pode ser obtido da primeira parte de (4.38).

Pelo teorema de imersao de Sobolev
L%(Q) se p<n

4.39
C%Q)  se p>n, (4.39)

W (Q) C {

e existe C' = C(n,p) tal que

]u|n% < C|Dul, para p <n
sup |u| < C|Q|%7%|Du|p para p > n.
Q

Podemos deduzir que
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|77w|i% < C’/Q InDw|* + |wDn|? dz (4.40)

onde n =nsen >2 2<2<qgeC = C(h). Usando a desigualdade de

Holder, e a desigualdade de interpolacao para espacgos LP tem-se,

| Bl d < [Blyjolwa

) : (a.41)
< Bz (cllrol s, + &~ lipwll)
em que o = q%ﬂ
Logo de (4.40), (4.41) e (4.39) para € tal que ||y 2e = 3, tem-se
nw| 2o < CA+ )7 (n+ D) wil2 (4.42)

onde C = C(n, A, v, q,|B]) é limitado se || é limitado longe de zero.
Agora vamos especificar a funcdo de corte 7. Sejam ri, ry tais que

1<r <ry <3 eseja

~J 1 em B,, com |Dn| < Tzzn
V0 emQ\B,.

A

n 5 tem-se de (4.42)

Se x =

A

[lwllz2x(s,,) < C(L+ D70+ [Dnlwl

<CL+ )7+

ry — 171 L (BTQ)'

2
T9 — T )wHLz(BQ) (4.43)

Para r < 4 e p # 0, introduzimos

o) = ([ topar)”

Tem-se pela proposigao 2.0.2 que ¢(co,r) = ple o(p,r) =supu, e
> Q

¢(—oo,r) = lim ¢(p,7) = infu

T

De (4.43) e a definicao de w tem-se

(/ o d:E)QlX < C(1+ |y))7+! /
B, - 9 — 1T B

1/2
|u|wx) |

T2
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de onde, elevando a | | tem-se,

1
et 1 a+1\ 2/l 1/
</ e dx) v (C( + ) ) (/ @ da:) ’
By o — T B,

C(1 + |y|)o+! 2/hl
L) gy se >0

o1\ 2/l
P(7,12) < <M> o(x7v,71) se ¥ <0
ro —T

Agora podemos iterar estas desigualdades, por exemplo se u é subsolugao tem-

isto é,

d(xv,m1) < <
(4.44)

se 8 >0ey=p+1>1logo tomando # > 1 colocamos v = ~,, = x"'p e
rm=1+2"" m=0,1,2,... Por (4.44)

2
0+1 XM p
SO, 1) < (SRR T (3, )
. 2x 7
<TI0 (C24(1+x7p) ) T, 2)
2xp

< I (02”2()( p)"“) ¢(p,2)
2(c+1)x 7p

o(p,2)
< (é ) (o+1)p> 7 dx J¢( 2)

em que C' = C(n, A, v, q,p).

Tomando limite quando m — oo tem-se

supT < Clfal 15
B1

usando a transformagao x — %, tem-se

T = supT(s)
supu = sup u\ —
BE Blp R

< Clfu(s LGS

_ T )1/p
c</32|u<R)| dz
1/p
- - [ gl
C’(R /BR ™ dm)

= CR™P[1|pr(p,,)-
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Logo como w = u + k tem-se

supu + k < CR™™P|u + K| 1o (Bor)
Br
< CR "/p|u + k|Lp Bar)

< C(RT7)|u || ooy + B(R)) -

de onde supu < C (R_”/p\|u+\|Lp(B2R) + k(R))
Br
Esté provado (4.33), isto é, o Teorema 4.3 fica provado. [ |

Um resultado importante no desenvolvimento das propriedades locais de

solugoes fracas serd a seguinte Desigualdade de Harnack para supersolugoes.

Teorema 4.4 Se o operador L satisfaz (4.1), (4.2) e f* € L1(R), g € LY%(Q)

para algum q > n, entdo se u € WH(Q) é uma supersolugdo de (4.3) em Q2

ndo negativa em uma bola Byr(y) C Q el <p < L5, temos
—R7"?|[u)| 1o (Bon(yy) < C | inf u+Kk(R) (4.45)
Br(y)

onde C = C(n ,/\,I/R q,p).
Demonstragao. Para quaisquer p, po tal que 0 < py < p < x = ="5 tem-se

o(p,2) < C9(po, 3)
#(—po,3) < Cop(—o0,1),

com C' = C(n, A, q,p,po), pois

(4.46)

1/p
op.2) = ([ far) " < sl
BQ Bg

< Claal o (By)| Ba| 7 < C(po, 3).

Também,
1

oo 3) = ([ a7 da)
3
_1
< ( [ Gty dm) B
B3 Bs
< |Bs| % infu
Bs
< |By| 7 infu
Bi
§C¢(—OO,1),

assim a conclusao do Teorema 4.4 seguira se podemos demonstrar que para

algum py > 0
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Para provar isto, se By, é qualquer bola de raio 2r em By = By(y) escolhemos

uma funcao de corte n tal que

] 1 em B, el|Dp| <2
7 0 em B, \ By.

De (4.38), usando a desigualdade de Hélder, tem-se

1/2
/ |Dw| dz < Cr™/? (/ |Dw|2d:v>
B, B,

< Cpl? (C’(l n (2)2>> 1/2 on

r (4.48)
1
=Cr*?(1 4 -)
r
< COrnt,
|
Pelo Teorema 2.15 existe pg > 0 dependendo de n, A e v tal que para
1
= — dzr tem-
wo \B3| ng T tem-se
/ epolw=wol go: < C'(n, A, v)
B3
e assim

/ ebow da:/ e POy’ < CeProe—Powo — (7,
B3 B3

Logo, como eP% = ePolled @l — 770 tem-ge

/ @l de / @ dr’ < C,
Bs Bs

1/po 1/po )
< / |u|p°dx> (/ |u|_p°dm') <c'm ¢
Bs Bs
1/po —1/po
< / |u|p°dx> go( / |u|_p°dx’>
Bs Bs

= ¢(p07 3) < C¢(_p07 3)7
ficando provado (4.47). Assim de (4.46) e (4.47) tem-se

de onde,

Logo,

R™P|[a]| oy < Clinf ).
Br
Como 7 = u + k tem-se,

R—n/p||u||Lp(BQR) S C(lél}fu + k?(R)),
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onde C'= C(n,A/\, VR, q,p), ficando provado o Teorema 4.4.
Como consequéncia da Desigualdade de Harnack Fraca serdo provados

o Principio do Méaximo Forte, a Desigualdade de Harnack e a Propriedade de
Continuidade de Holder.

4.4.3
Principio do Maximo Forte

Teorema 4.5 Seja o operador L satisfazendo (4.1), (4.2) e (4.4) e seja
u € WH(Q) satisfazendo Lu > 0 em Q. Entdo se em alguma bola B €
tem-se

supu = supu > 0,
B Q

a fungdo u deve ser constante em Q) e a igualdade vale em (4.4), isto é,
/ dv —b'Dyvdr =0 para todo v > 0, v € Cy(Q),
Q

quando u # 0.

Demonstragio. Escrevendo B = Bg(y) sem perda de generalidade assumimos
que Bygr(y) C 2.
Seja M = supq u e aplicamos a desigualdade de Harnack com
f=0,9g=0ecomp=1 a supersolucao v = M — u, tem-se
R™ (M —u)dx <C inf (M —u)+ k(R) (4.49)
Bzr Br(y) T

pois
B(R) = A" R7|Ifllg R [|glly | =0.
0 0
Portanto M = supqu = supgu —> infg(M — u) = 0, logo de (4.49)
podemos deduzir M = u em Bsg, (como M — u > 0 em Byg). Como

supg u = supg, u = M, entdo u = M em Bagr(y) e

Bir(y) C Q = supu =supu =M = u = M em Byg(y).
Q Baor

Dado 7 € €2 como €2 é um dominio conexo, existe um numero finito de bolas

de raio r; < R tal que a curva que une 7 e y esta contida em 2 e
C C By, (y)U...UB,, (y,) C

e pelo visto acima u = M em B, (y;). Assim u = M em 7, logo como 7 é

arbitrario, temos u = M em ().
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4.4.4
Desigualdade de Harnack

Teorema 4.6 Se o operador L satisfaz as condigoes (4.1) e (4.2) e u €
Wh2(Q) satisfaz u >0 em Q e Lu =0 em Q entdo V Byr(y) C Q tem-se

sup v < C inf w,
Br(y) Br(y)

onde C = C(n,A/\,VR).

Demonstragdo. Seguindo como na demonstracao do Teorema 4.4 com

f=0,g=0, p=1 tem-se que

k=k(R)=X"| R [|flly +R* [lgllg2 | =0.
0 0

Assim de (4.33) com u > 0 (i.e. ut = u)

sup u < C (R™"[ul| Lo(Boniv)))
Br(y)

< C inf wu.
Br(y)

Corolario 4.7 Se L e u satisfazem as hipoteses do Teorema 4.6 entdo para
todo Q' € Q) tem-se

supu < C'inf u,
Q/ Q/

onde C = C(n, A/, v, 2, Q).

4.4.5
Propriedades de Holder

Nesta secao apresentaremos as propriedades de continuidade de Holder
para as solugdes de (4-3). Estes resultados sao fundamentais para a teoria das
equagoes quase-lineares de segunda ordem e foram descobertos por De Giorgi
para operadores da forma Lu = D;(a"(z)D;u). Esta descoberta iniciou a teoria

das equagoes quase-lineares em mais de duas variaveis.

Teorema 4.8 Se o operador L satisfaz as condigoes (4.1) e (4.2) e fi € L1(Q),
g € LY*(Q) para algum q > n entdo seu € WH2(Q) é solugio de Lu = g+D; f°

em €2, seque-se que u € localmente Hélder continua em €2 e para toda bola
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By = Bgr,(y) C Q2 e R < Ry tem-se
oscpyu < CR” (RS‘ sup |u| + k:) ,
By

onde C' = C(n,A/\v,q,Ry) e « = a(n, A/\, VR, q) sao constantes positivas
e k=X ([|fllg + lgllq/2)-

Demonstracao.

R
Sem perda de generalidade R < ZO' Denotamos

My = sup |u|, My =supu, my = inf u, M; = supu, m; = inf u.
By Bsr Bar Br Br

Entao tem-se

Considerando,

R(R) = AR (|| £l + Mol [bllg) + A B2 (J[glla2 + Mol d]lqz2) ,
oc=1- Q,

q

e aplicando a desigualdade de Harnack (4.45) com p = 1 as fungdes My —u, u—

my em Bip temos
R™ [ (My—wu)dz < C(My— M +k(R)) (4.50)
Bar
R‘”/ (u—ma)dx < C (my —my +K(R)) . (4.51)
Bsr
Logo somando (4.50) e (4.51) tem-se
R™ (My —u)de + R™™ (u—my)de

Bar Bar
=R M4 — My dx

Bar

= R™" (M, — my) | Bag|

=R (My; —my4) C(2R)"

= C, (My —my)

<O, (M4 —my +my — M, —l—E(R))

de onde

M4 — My é C <M4 — My +mq — M1 —|—E(R)) s (452)
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assim escrevendo w(R) = oscu = M; — my, temos de (4.52)
w(R) < yw(4R) + k(R).
Provaremos o seguinte Lema:

Lema 4.4.1 Seja w uma fun¢io nao decrescente sobre o intervalo (0, Ry)

satisfazendo para todo R < Ry, a desigualdade
w(TR) < yw(R) + o(R) (4.53)

onde o é também ndo decrescente e 0 < ~y, T < 1. Entdo para todo p € (0,1)
e R < Ry tem-se
w(R) < € ()" w(R) + o (RRY™)) (1.59)
0

onde C' = C(v,7) e a = ay, T, ) sio constantes positivas.

Demonstragio. Fixemos Ry < Ry, logo para todo R < Ry por (4.53), tem-se

w(TR) < yw(R) + o(R)
< yw(R) + o(Ry).

Logo,
w(r?Ry) < w(t(TRy))
< yw(TRi) +7(TR)
< y(w(Ra)) +y(Ra) +v(Ba)
= y’w(R) + y(R) (1 +7).
Analogamente,

w(r*Ry) = w(t(T?Ry)) < yw(TRy) +v(T°Ry)
<~ (ygw(Rl) +y(R)(1+ 7)) +(R)
<Yw(Ry) +y(R)(1+7+77).

Assim sucessivamente

w(t™R1) < y"w(Ri) +y(Ri) Y
2'201 (4.55)
Para todo R < R; podemos escolher m tal que
TR < R< TRy (4.56)

Logo de (4.55)
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w(R) < w(r™ " Ry)
7" w(Ro) + o (Ri) 1=

| A

57

(4.57)

1, R, 1
< = og~v/log T R R
< ()™ T w(Ro) + () =
Seja Ry = Ry "R". De (4.57), tem-se
1 R o(Ry " R")
R) < = (=9Y0=WEF (R,) + Z0 V)
w(R) € ()P () + T
< (5 w(Ry) + o(RRY ™)),
Ry
log~y 1 1
onde a = (1 — p) C' = max {—, ——}, ficando provado o Lema 4.4.1.
logt’ v 1—7
|
Agora, aplicando o Lema 4.4.1 com p tal que
log v
1
( )ng<ium
tem-se
1 R
w(R) < (R )Tw(Ro) + k(R“Ry ")
0
< CR* (R™7w(Ro) + k(Ry, £.b,g,d))
Logo,

oscppu < CRM (R“" sup |u| + k)
Bg

ficando provado o Teorema 4.8.

A bibliografia contém 15 livros e artigos, [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,

12, 13, 14, 15].
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