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Resumo

Manghi dos Santos, Jéssica Andreza; Sirakov, Boyan. Desigual-
dade de Harnack e Estimativas de Holder para Equações
Elípticas de Segunda Ordem. Rio de Janeiro, 2021. 59p. Dis-
sertação de Mestrado – Departamento de Matemática, Pontifícia
Universidade Católica do Rio de Janeiro.

O objetivo principal dessa dissertação é estudar a desigualdade de Har-
nack e as estimativas de Holder, para um operador elíptico de segunda ordem,
na forma não divergente (ND) e na forma divergente (D), respectivamente,

L = aij(x) ∂2

∂xi∂xj
+Bi(x) ∂

∂xi
− c(x) (0.1)

Lu = Di(aij(x)Dju) + bi(x)u+ ci(x)Diu+ d(x)u (0.2)
sendo os coeficientes aij, bi, ci,c, Bi, d(i, j = 1, ..., n) funções mensuráveis e
limitadas em um domínio Ω ⊂ Rn.

Palavras-chave
EDP; Equações Diferenciais Parciais; Desigualdade de Harnack; Esti-

mativas de Holder; Equações Elípticas.
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Abstract

Manghi dos Santos, Jéssica Andreza; Sirakov, Boyan (Advisor).
Harnack’s Inequality and Holder Estimates for Second Or-
der Elliptical Equations. Rio de Janeiro, 2021. 59p. Dissertação
de Mestrado – Departamento de Matemática, Pontifícia Universi-
dade Católica do Rio de Janeiro.

The main objective of this dissertation is to study Harnack’s inequality
and Holder’s estimates for a second-order elliptical operator, written in the
non-divergent form (ND) and in the divergent form (D), respectively,

L = aij(x) ∂2

∂xi∂xj
+Bi(x) ∂

∂xi
− c(x) (0.3)

Lu = Di(aij(x)Dju) + bi(x)u+ ci(x)Diu+ d(x)u (0.4)
where the coefficients aij, bi, ci,c, Bi, d(i, j = 1, ..., n) are measurable bounded
functions in a domain Ω ⊂ Rn.

Keywords
PDE; Partial Differential Equations; Harnack’s Inequality; Holder Esti-

mate; Elliptical Equation.
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1
Introdução

Nesta dissertação estudaremos propriedades de regularidades de soluções
fracas para um operador elíptico de segunda ordem, escrito na forma não
divergente (ND) e na forma divergente (D), respectivamente,

L = aij(x) ∂2

∂xi∂xj
+Bi(x) ∂

∂xi
− c(x) (0.1)

Lu = Di(aij(x)Dju) + bi(x)u+ ci(x)Diu+ d(x)u (0.2)
sendo os coeficientes aij, bi, ci,c, Bi, d(i, j = 1, ..., n) funções mensuráveis e
limitadas em um domínio Ω ⊂ Rn.

No caso não divergente os coeficientes satisfazem as seguintes hipóteses:

λ|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ λ−1|ξ|2, |B(x)| ≤ λ−1, 0 ≤ c(x) ≤ λ−1

para algum número real 0 < λ < 1 , ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ Rn onde
B(x) = (B1(x), ..., Bn(x)).

No caso divergente os coeficientes satisfazem:

aijξiξj ≥ λ|ξ|2

n∑
i,j=1

aij(x) ≤ Λ2 e λ−2 ∑
i,j=1

(
|Djb

i(x)|2 + |Djc
i(x)|2

)
+ λ−1|d(x)| ≤ γ2

para algum Λ, λ > 0 , x ∈ Ω, ξ ∈ Rn

Teoremas relativos a desigualdade de Harnack e estimativas de norma
Hölder para equações elípticas e parabólicas de segunda ordem desempenham
um papel importante na teoria de equações lineares e não lineares. Os primeiros
resultados gerais de De Giorgi e Nash a respeito da propriedade de Hölder das
soluções foram obtidos no final da década de 50 e deram um poderoso estimulo
ao desenvolvimento da teoria das equações elípticas e parabólicas na forma
divergente (ver[3-6]).

Comparativamente muito pouco se sabia sobre equações na forma não
divergente com coeficientes mensuráveis. Em 1953 no caso bidimensional para
equações elípticas Nirenberg obteve estimativas a priori em c1+α com α > 0.
Em 1956 Corder [8] prova resultados similares para equações elípticas em Rn
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Capítulo 1. Introdução 9

com n > 3, e obtem estimativas em cα baixo certas restrições sobre a dispersão
dos autovalores.

As desigualdades de Harnack e propriedades de Hölder de soluções de
equações elípticas e parabólicas foram provadas por E.M. Landis, V. Krylov e
M. Safonov (ver[5]).

Esta dissertação está dividida em quatro capítulos.
No capítulo 1, apresentamos a introdução da dissertação.
No capítulo 2, apresentamos resultados preliminares importantes para a

compreensão e entendimento dos demais capítulos.
No capítulo 3, estudaremos as propriedades de regularidade do operador

L na forma não divergente, desenvolvido a partir do artigo de Safonov ([14]).
Veremos regularidade de equações elípticas na forma não divergente. Entre os
resultados mais importantes deste capítulo temos os Lemas de Crescimento.
Estes lemas levam esse nome pois permitem deduzir a partir de propriedades
de uma supersolução u (pode ser u ≥ 1) sobre partes de medidas positivas de
uma bola x0 + BR/2 (ou uma bola x0 + εBR/2) propriedades (u ≥ β>0) sobre
a toda a bola x0 +BR/2.

Usando os lemas de crescimento provaremos a desigualdade de Harnack.
Podemos interpretar esta desigualdade como segue: se uma solução de uma
equação uniformemente elíptica é controlada em um ponto então ela é contro-
lada em qualquer subconjunto compacto do domínio. Provaremos também a
propriedade de regularidade de Hölder.

No capítulo 4, estudaremos as propriedades de regularidade do operador
L na forma divergente desenvolvido a partir de [15], no qual veremos regu-
laridade de equações elípticas na forma divergente. Entre os resultados mais
importantes deste capítulo temos limitações globais de soluções fracas, propri-
edades locais de soluções fracas, princípio do máximo forte, desigualdade de
Harnack e propriedade de regularidade de Hölder.
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2
Resultados Preliminares

Neste capítulo apresentaremos alguns resultados necessários para o de-
senvolvimento e compreensão dos capítulos seguintes.

Teorema 2.1 (Densidade de Lebesgue) Seja A ⊂ Rn um subconjunto mensu-
rável no sentido de Lebesgue. Define-se a densidade aproximada de A em uma
vizinhança δ de um ponto x ∈ Rn como dδ(x) = |Bδ(x)∩A|

|Bδ(x) , onde Bδ(x) denota a
bola fechada de raio δ centrada em x. Então tem-se que para quase todo ponto
x ∈ A, limδ→0 dδ(x) = 1.

2.0.1
Espaços Lp.

Os resultados desta seção podem ser encontrados em Brezis [1] e em
Gilbarg-Trudinger [15].

Definição 2.0.1 Seja Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e seja p ∈ R, com
1 ≤ p < +∞.

Definimos, Lp(Ω) = {f : Ω 7→ R; f mensuravel e
∫

Ω |f(x)|pdx < +∞}.
Então o espaço Lp(Ω), com 1 ≤ p < +∞ ,é um espaço de Banach com

a seguinte norma,

||f ||Lp(Ω) = (
∫

Ω
|f(x)|p)

1
pdx.

Definição 2.0.2 Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto aberto. Definimos
L∞(Ω) = {f : Ω 7→ R; f mensurável e existe C < 0 tal que |f(x)| ≤ Cq.s. em Ω}.

O espaço L∞(Ω) é um espaço de Banach com a seguinte norma,

||f ||L∞(Ω) = inf {C; |f(x)| ≤ C q.s em Ω} .

Definição 2.0.3 Dizemos que uma função f : Ω 7→ R é localmente integrável
em Ω, quando f é integrável em todo compacto K ⊂ Ω . O espaço das funções
localmente integráveis é denotado por L1

loc(Ω).
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PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1913155/CA



Capítulo 2. Resultados Preliminares 11

Definição 2.0.4

(i) Ck(Ω) = {φ : Ω → R tal que φ é k vezes continuamente diferenciável em
Ω}.

(ii) Ck(Ω) = {φ ∈ Ck(Ω) tal que Dαφ é uniformemente contínua sobre todos
os subconjunto limitado de Ω para todo |α| ≤ K}.

(iii) Denotamos C∞0 (Ω) o espaço de funções infinitamente diferenciáveis
φ : U −→ R com suporte compacto em Ω.

Proposição 2.0.1 u ∈ LpLoc(Ω)⇐⇒ u ∈ Lp(k), para todo k ⊂ Ω compacto.

Teorema 2.2 (Desigualdade de Holder). Sejam p, q ∈ [1,+∞), com 1
p
+ 1
q

= 1.
Se f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω) então fg ∈ L1(Ω) e

∫
Ω |fg|dx ≤ ||f ||Lp(Ω)||g||Lq(Ω).

Teorema 2.3 (Desigualdade de Interpolação) Se 1 ≤ p ≤ q ≤ r então:

(i) ||u||Lq(Ω) ≤ ||u||λLp(Ω)||u||
1−λ
Lr(Ω) para u ∈ Lr(Ω), com 1

q
= λ

p
+ (1−λ)

r
.

(ii) ||u||Lq(Ω) ≤ ε||u||Lr(Ω) + ε−µ||u||Lp(Ω), onde ε > 0 e µ = (1
p
− 1

q
)/(1

q
− 1

r
).

Teorema 2.4 (Desigualdade de Minkowski). Sejam p ∈ [1,+∞), e
f, g ∈ Lp(Ω). Então,

||f + g||Lp(Ω) ≤ ||f ||Lp(Ω) + ||g||Lp(Ω)

Proposição 2.0.2 Seja Ω um domínio limitado de Rn. Se u é uma função
mensurável em Ω tal que |u|p ∈ L1(Ω) para p ∈ Rn, definimos

Φp(u) =
[

1
|Ω|

∫
Ω
|u|pdx

] 1
p

.

Verificam-se as seguintes propriedades:

(i) limp→∞Φp(u) = supΩ |u|.

(ii) limp→−∞Φp(u) = infΩ |u|.

(iii) limp→0 Φp(u) = exp
[

1
|Ω|
∫

Ω log|u|dx
]
.

Teorema 2.5 (Teorema da Convergência Monótona) Seja (fn) uma sequência
de funções em L1 que satisfaz:

(i)f1 ≤ f2 ≤ . . . ≤ fn ≤ fn+1 ≤ . . .

DBD
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Capítulo 2. Resultados Preliminares 12

(ii) supn
∫
fn <∞

Então fn(x) converge q.t.p em Ω para um limite finito, denotado por
f(x), então a função f pertence a L1 e ||fn − f ||1 → 0.

Teorema 2.6 (Teorema da Convergência Dominada) Seja (fn) uma sequência
de funções em L1 que satisfaz:

(i) fn(x)→ f(x) q.t.p em Ω.

(ii) Existe uma função g ∈ L1 tal que para todo n, |fn(x)| ≤ g(x) q.t.p em Ω.
Então f ∈ L1 e ||fn − f ||1 → 0.

Proposição 2.0.3 Sejam p, q ∈ [1,+∞), com p ≤ q e suponha que Ω seja um
aberto limitado de Rn. Então Lq(Ω) está contido em Lp(Ω).

Proposição 2.0.4 Sejam Ω ⊂ Rn subconjunto aberto e p ∈ [1,+∞). Então
C∞0 (Ω) é denso em Lp(Ω).

Teorema 2.7 (Representação de Riesz-Fréchet). Sejam 1 ≤ p < +∞ e
ϕ ∈ (Lp(Ω))′. Então existe uma única função u ∈ Lq(Ω) com 1

p
+ 1

q
= 1,

tal que,
< ϕ, f>(Lp(Ω))′×Lp(Ω)) =

∫
Ω
ufdx

para todo f ∈ Lp(Ω). Além disso, ||u||(Lp(Ω)) = ||ϕ||((Lp(Ω))′ ).

2.0.2
Espaços de Sobolev

Os resultados desta seção podem ser encontrados em Evans[2], Brezis[1]
e Gilbarg-Trudinger [15].

Definição 2.0.5 Seja u ∈ L1
Loc suponhamos que existe v ∈ L1

Loc(Ω) tal que
∀ φ ∈ C∞0 (Ω) temos, ∫

Ω
u
∂φ

∂xi
= −

∫
Ω
vφ.

Chamamos v de derivada fraca em xi de u e escrevemos v = ∂u
∂xi

.

Definição 2.0.6 Se
∫
u ∂kφ
∂x
α1
1 ...∂xαnn

= (−1)|α|
∫
ωφ, para todo φ ∈ C∞(Ω),

|α| = α1 + α2 + ...+ αn , então ω é por definição a derivada fraca ∂ku
∂x
α1
1 ...∂xαnn

.

Proposição 2.0.5 (Unicidade da Derivada Fraca) Se existe v1, v2 tal que

−
∫
v2φ =

∫
u
∂φ

∂x1
=
∫
v1φ

para todo φ ∈ C∞0 (Ω), então v1 = v2 q.t.p.
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Capítulo 2. Resultados Preliminares 13

Lema 2.0.1 (Du Bois Raymond). Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então

∫
Ω uφ = 0 para

todo φ ∈ C∞0 (Ω) se, e somente se, u = 0 q.t.p em Ω.

Definição 2.0.7 Define-se o espaço de Sobolev

W k,p(U) = {u ∈ L1
loc(U)|para todo |α| ≤ k , Dαu existe no sentido fraco e Dαu ∈ Lp(U)}

Observação 2.0.1 Se p = 2, escrevemos Hk(U) = W k,2(U) com k = 0, 1, ...
Observe que H0(U) = L2(U).

Definição 2.0.8 Se u ∈ W k,p(U), definimos a norma

||u||Wk,p :=

 (∑|α|≤k ∫U |Dαu|pdx)
1
p (1 ≤ p ≤ ∞)

(∑|α|≤k supessU |Dαu| (p =∞)

Teorema 2.8 W k,p(U) é um espaço de Banach.

Teorema 2.9 Hk(U) é um espaço de Hilbert.

Teorema 2.10 (Friedrichs) Seja u ∈ W 1,p(Ω) com 1 ≤ p < ∞.Então existe
uma sequência (un) em C∞0 (RN) tal que:

(i) un|Ω → u em Lp(Ω),

(ii) 5un|ω → 5u|ω em Lp(ω)N para todo ω ⊂⊂ Ω. Quando Ω = RN e
u ∈ W 1,p(RN) com 1 ≤ p < ∞, existe uma sequência (un) em C∞0 (RN) tal
que,

un → u em Lp(RN),

5un →5u em Lp(RN)N

Proposição 2.0.6 (Diferenciação de um Produto)
Sejam u, v ∈ W 1,p(Ω)∩L∞(Ω) com 1 ≤ p ≤ ∞. Então uv ∈ W 1,p(Ω)∩L∞(Ω)
e

∂

∂xi
(uv) = ∂u

∂xi
v + u

∂v

∂xi

com i = 1, 2, . . . , N .

Proposição 2.0.7 (Diferenciação de uma Composição) Seja G ∈ C1(R) tal
que G(0) = 0 e |G′(s)| ≤M , para todo s ∈ R para alguma constante M. Seja
u ∈ W 1,p(Ω) com 1 ≤ p ≤ ∞. Então,

G ◦ u ∈ W 1,p(Ω)
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Capítulo 2. Resultados Preliminares 14

e
∂

∂xi
(G ◦ u) = (G′ ◦ u) ∂u

∂xi

com i = 1, 2, . . . , N .

Definição 2.0.9 Um domínio limitado Ω ⊂ Rn tem fronteira de classe Ck,α

com 0 < α ≤ 1 se em cada ponto X0 pertencente à fronteira de Ω existe uma
bola B = B(x0) e uma aplicação injetora Ψ de B sobre D ⊂ Rn que satisfaz:

(i) Ψ(B ∩ Ω) ⊂ Rn
+,

(ii) Ψ(B ∩ ∂Ω) ⊂ ∂Rn
+,

(iii) Ψ ∈ Ck,α(B),Ψ−1 ∈ Ck,α(D).

Teorema 2.11 (Imersões de Sobolev) Seja Ω um C0,1 domínio em Rn. Tem-se
as seguintes imersões:

(i) Se mp < n, então Wm,p(Ω) é imerso continuamente em Lp
∗(Ω), em

que p∗ = np
n−mp e imerso compactamente em Lq(Ω), para todo 1 ≤ q < np

n−mp =
p∗.

(ii) Se 0 ≤ k < m− n
p
< k+1 o espaço Wm,p(Ω) é continuamente imerso

em Ck,α(Ω), α = m − n
p
− k e compactamente imerso em Ck,β(Ω) para todo

β < α.

Definição 2.0.10 Seja Ω um subconjunto aberto de RN . Definimos
Wm,p

0 (Ω) = C∞0 (Ω)W
m,p(Ω).

No caso p = 2, o espaço Wm,p
0 (Ω) será representado por Hm

0 (Ω).

Teorema 2.12 (Desigualdade de Poincaré). Sejam Ω ⊂ RN uma aberto
limitado e 1 ≤ p < +∞. Então existe uma constante C (dependendo de Ω
e p), tal que

||u||Lp(Ω) ≤ C||∇u||Lp(Ω)

para todo u em W 1,p
0 (Ω).

Teorema 2.13 Seja Ω aberto, limitado de Rn de classe Cm, então Cm(Ω) é
denso em Wm,p(Ω) para todo 1 ≤ p <∞.

Teorema 2.14 Seja f uma função diferenciável por partes em R com f
′ ∈

L∞(R), f(0) = 0. Então se u ∈ W 1,p(Ω), temos f ◦ u ∈ W 1,p(Ω). Além disso,
denotando por L o conjunto do pontos onde f não é diferenciável por partes,
temos

D(f ◦ u) =

 f
′(u)Du se u 6∈ L

0 se u ∈ L.
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Teorema 2.15 Seja u ∈ W 1,2(Ω), onde Ω é convexo e suponha que existe uma
constante k tal que, para todo BR ⊂ Ω,

∫
Ω∩BR

|Du|2 dx ≤ kRn−1.

Então existem constantes positivas σ0 e C = C(n) tais que,
∫

Ω
e
σ
k
|u−uΩ| dx ≤ C(diamΩ)n

em que σ = σ0(Ω)(diamΩ)−n.
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3
Regularidades de Equações Elípticas na Forma Não Diver-
gente

Neste capítulo abordaremos regularidade de equações elípticas na forma
não divergente. Os resultados deste capítulo foram obtidos seguindo as ideias
do famoso artigo de Safonov (ver [14]) em que ele dá uma demonstração
relativamente simples e baseada somente na desigualdade ABP (veja Teorema
3.1 abaixo) dos resultados fundamentais que obteve com Krylov.

Consideremos o operador elíptico

L = aij(x) ∂2

∂xi∂xj
+Bi(x) ∂

∂xi
− c(x), (3.1)

com coeficientes mensuráveis e limitados. Em particular, suponhamos que
existe 0 < λ < 1 tal que para todo ξ = (ξ1, ..., ξd) ∈ Rn , x ∈ Rn temos,

λ|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ λ−1|ξ|2, |B(x)| ≤ λ−1, 0 ≤ c(x) ≤ λ−1, (3.2)
em que B(x) = (B1(x), ..., Bd(x)).

Nesse capítulo trabalharemos com o espaço de Sobolev W 2,n(Ω) definido
por,

W 2,n(Ω) = {f : Ω ⊂ Rn 7→ R/Dαf ∈ Ln(Ω), α ∈ Nn, α1 + · · ·+ αn ≤ 2}

O seguinte teorema fundamental é conhecido como desigualdade ABP,
de Alexandrov-Bakelman-Pucci. Ele é uma estimativa a priori para o tamanho
de uma solução u do problema de Dirichlet em termos do tamanho de Lu.

Teorema 3.1 Seja o domínio
Ω ⊆ BR = {x ∈ Rn : |x| < R}, 0 < R ≤ 1 e uma função u ∈ W 2,n(Ω) ∩ C(Ω)
com u = 0 em ∂Ω e u > 0 sobre Ω. Então temos a estimativa

max
Ω
{u} ≤ AR|(Lu)−|Ln(Ω),

em que a constante A depende apenas de n e λ e (Lu)− = max {−Lu, 0}.

Demonstração. Seja o conjunto de contato dos pontos em que o gráfico de u
pode ser tocado por cima por um hiperplano,

Γ+ = {y ∈ Ω/∃ p ∈ Rn : u(x) ≤ u(y) + p(x− y), para todo x ∈ Ω} (3.3)
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Podemos verificar que u é uma função côncava em Ω se, e somente se Γ+ = Ω.
Também quando u ∈ C1(Ω) tem-se que p = Du(y), além do mais quando
u ∈ C2(Ω) a matriz Hessiana D2u = Diju é não positiva em Γ+. Em geral Γ+

é fechado relativo a Ω, para todo u ∈ C(Ω).
Para y ∈ Ω define-se o mapa normal,

χ(y) = χu(y) = {p ∈ Rn/u(x) ≤ u(y) + p(x− y), ∀x ∈ Ω}

Se A ⊂ Ω, definimos χ(A) = ∪y∈Aχ(y).
Temos que χ(y) 6= ∅ se e, somente se, y ∈ Γ+ e quando u ∈ C1(Ω),

χ(y) = Du(y) em Γ+.

Como um exemplo de uma função não diferenciável ′′u′′, seja Ω a bola
B = BR(z) e u a função cujo gráfico é um cone com base Ω e vértice (z, a)

para algum a ∈ R, isto é, u(x) = a(1− |x− z|
R

).
Então tem-se,

χ(y) =


−a(y − z)
R|y − z|

para y 6= z

Ba/R(0) se y = z,
(3.4)

pois
χ(z) = {p ∈ Rn/u(x) ≤ u(z) + p.(x− z) ∀x ∈ Ω}

= {p ∈ Rn/a

(
1− |x− z|

R

)
≤ a+ p.(x− z) ∀x ∈ Ω}

= {p ∈ Rn/− a

R
≤ p.

x− z
|x− z|

∀x ∈ Ω}

= {p ∈ Rn/
p.(z − x)
|z − x|

≤ a

R
∀x ∈ Ω}

= {p ∈ Ba/R(0)}.

Lema 3.3.1 Para u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) tem-se

sup
Ω
u ≤ n

w
1/n
n

(∫
Γ+
|detD2u|

)1/n

em que ωn é o volume da bola unitária em Rn.

Demonstração. Denotamos por |χ(Ω)| a n-dimensional medida de Lebesgue de
χ(Ω). Assim, temos
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|χ(Ω)| = |χ(Γ+)| = |Du(Γ+)|

=
∫
Du(Γ+)

1dz , fazendo z=Du e dz=det(D(Du))

=
∫

Γ+
det|D(Du)|

=
∫

Γ+
det(D2u)

≤
∫

Γ+
|detD2u|.

(3.5)

Agora provaremos que u pode ser estimado em termos de |χ(Ω)|. Suponha
que u tome um máximo positivo num ponto y ∈ Ω e seja k a função cujo gráfico
é o cone K com vértice (y, u(y)) e base uma bola com raio 1. Pela hipótese
do teorema esta bola contém Ω e logo χk(Ω) ⊂ χu(Ω), desde que para cada
hiperplano que toca o gráfico de k por cima, existe um hiperplano paralelo
tangente ao gráfico de u em um ponto interior de Ω. Logo toda inclinação em
χk(Ω) também é uma inclinação de χu(Ω).

Assim χk(Ω) ⊂ χk(Ω) e consequentemente

|χk̃(Ω)| ≤ |χu(Ω)|,

logo de (3.4) e (3.5) tem-se

wn(u(y))n ≤
∫

Γ+
|detD2u|

e logo,

u(y) ≤ 1
w

1/n
n

(∫
Γ+
|detD2u|

)1/n

e logo,

sup
Ω
u ≤ 1

w
1/n
n

(∫
Γ+
|detD2u|

)1/n
.

�

O caso especial do Teorema 3.1 quando b = 0 segue do Lema 3.3.2

através da desigualdade matricial det(A)det(B) ≤
(
tr(AB)
n

)n
, onde A e B

são matrizes simétricas e A,B ≥ 0.
Com efeito, considerando A = −D2u, B = aij temos sobre Γ+

|detD2u| = det(−D2u)

≤ 1
det(aij)

(
−aijDiju

n

)n (3.6)
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logo do Lema 3.3.1 tem-se que

supΩ u ≤ 1

w
1
n
n

(
∫
Γ+ |detD2u|)

1
n

≤ 1
w

1
n
n

(∫
Γ+

[
1
D

(
−a

ijDiju

n

)n]) 1
n

= 1
w

1
n
n n

[∫
Γ+

(
(−aijDiju)
(detaij) 1

n

)n] 1
n

≤ 1
w

1
n
n n

∣∣∣∣∣ aijDiju

(detaij) 1
n

∣∣∣∣∣
Ln(Γ+)

De onde obtemos para b = 0 o seguinte lema.

Lema 3.3.2 Para u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) tem-se

sup
Ω
u ≤ 1

dw
1/n
n

∣∣∣∣∣ −aijDiju

det(aij)1/n

∣∣∣∣∣
Ln(Γ+)

Para tratar o caso geral para b 6= 0, vamos mostrar o seguinte lema.

Lema 3.3.3 Seja g ≥ 0 uma função localmente integrável em Rn. Então para
qualquer u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) tem-se

∫
BM̃ (0)

g ≤
∫

Γ+
g(Du)|detD2u|

≤
∫

Γ+
g(Du)

(
−aijDiju

n (det(aij))1/n

)n
,

em que M̃ = sup
Ω
u.

Demonstração. Temos pelo Teorema de mudança de variáveis em integrais∫
χu(Ω)

g =
∫
χu(Γ+)

g =
∫

Γ+
g(Du)|detD2u| (3.7)

e como χk̃(Ω) ⊂ χu(Ω) então de (3.4), (3.6) e (3.7), tem-se
∫
BM̃ (0)

g ≤
∫
χk̃(Ω)

g ≤
∫

Γ+
g(Du)|detD2u|

≤
∫

Γ+
g(Du)

(
−aijDiju

n (det(aij))1/n

)n
.

�

Agora consideremos

g(p) =
(
|p|

n
n−1 + γ

n
n−1
)1−n

para γ > 0 a fixar posteriormente.
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Usando a desigualdade de Hölder tem-se em Ω+ = {x ∈ Ω/u(x) > 0}

−aijDiju

n (det(aij))1/n ≤
BiDiu− Lu
n (det(aij))1/n ≤ BiDiu+ (Lu)− (pois − Lu ≤ (Lu)−)

≤ |B||Du|+ |(Lu)−|
n (det(aij))1/n

≤ (|B||Du|+ γ−1|Lu|γ)
n (det(aij))1/n

(
1
n

+ 1
n
n−1

= 1
)

≤

(
|B|d + γ−n|Lu|n

)1/n

n (det(aij))1/n

|Du| n
n−1 + γ

n
n−1︸ ︷︷ ︸

(g(Du))−1/n


n−1
n

(3.8)
Logo do Lema 3.3.3 e (3.8) tem-se∫

BM̃ (0)
g ≤

∫
Γ+
g(Du).(g(Du)−1/n)n

(
|B|n + γ−n(Lu)n
nn (det(aij))

)

= 1
nn

∫
Γ+

|B|n + γ−n|Lu|n

det(aij) .

(3.9)

Como
g(p) ≥ 22−n(|p|n + γn)−1,

temos ∫
BM̃ (0)

g(p) ≥
∫
BM̃ (0)

22−n
(
|p|n + γd

)−1

= Log(M̃
n

γn
+ 1)wn.22−n.

(3.10)

Assim de (3.9) e (3.10)

Log(M̃
n

γn
+ 1) ≤ 2n−2

wnnn

∫
Γ+

|B|n + γ−n|Lu|n

det(aij) = I (3.11)

Se γ =
∣∣∣∣∣ (Lu)−

(det(aij))1/n

∣∣∣∣∣
Ln(Γ+)

, então

I ≤ 2n−2

wnnn

∫
Γ+

(
|B|n

det(aij) + 1
)
. (3.12)

Assim de (3.11) e (3.12)

M̃ ≤
(
exp( 2n−2

wnnn

∫
Γ+

|B|n

det(aij) + 1)− 1
)1/n ∣∣∣∣∣ (Lu)−

det(aij)n

∣∣∣∣∣
Ln(Γ+)

≤ AR|(Lu)−|Ln(Γ+) ≤ AR|(Lu)−|Ln(D)

em que A = A(n, γ).
Assim,

sup
Ω
u ≤ AR|(Lu)−|Ln(Ω), (3.13)

ficando provado o Teorema 3.1 quando u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω).

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1913155/CA



Capítulo 3. Regularidades de Equações Elípticas na Forma Não Divergente 21

Se u ∈ W 2,n(Ω) ∩ C(Ω), como C2(Ω) é denso em W 2,n(Ω) existe
(um) ⊂ C2(Ω) ∩ C(Ω) tal que um → u em W 2,n(Ω).

Tem-se,

|(Lum)−|Ln(Ω) ≤ | (L(um − u))− |Ln(Ω) + |(Lu)−|Ln(Ω) (3.14)

Também se um → u em W 2,n(Ω) ⇒ um → u em C(Ω), logo

sup
Ω
um → sup

Ω
u. (3.15)

Assim de (3.13) aplicado a um tem-se

sup
Ω
um ≤ AR|(Lum)−|Ln(Ω). (3.16)

Logo de (3.14), (3.15), usando o Teorema da convergência dominada de
Lebesgue,

sup
Ω
u ≤ AR|(Lu)−|Ln(Ω),

ficando provado o Teorema 3.1.
�

A partir do Teorema 3.1, mediante um raciocínio por absurdo podemos
provar o Principío do Máximo para funções em W 2,n(Ω).

Corolário 3.2 (Principio do Máximo para funções em W 2,n(Ω))
Se u1, u2 ∈ W 2,n(Ω)∩C(Ω), com u1 ≥ u2 em ∂Ω, Lu1 ≤ Lu2 (q.s em Ω) então
u1 ≥ u2 em Ω.

Demonstração. Por absurdo
Seja u = u2 − u1, e Ω1 é uma componente conexa não vazia de {u > 0}

arbitraria. Como u ≤ 0 em ∂Ω e u é continua, temos u = 0 em ∂Ω1. Assim
pelo Teorema 3.1 aplicando a Ω1, tem-se

max
Ω1
{u} ≤ AR|(Lu)−|Ln(Ω),

max
Ω1

(Lu)− = max{−Lu, 0} = 0

⇒ max
Ω1
{u} ≤ AR|0|Ln(Ω) = 0

Absurdo, pois Ω1 é não vazio. �

Do Princípio do Máximo podemos ver que se uma função é maior ou
igual a zero na fronteira e o operador aplicado a L é menor ou igual a zero,
então a função é maior ou igual a zero em todo o domínio.

Na continuação vamos precisar de algumas definições.
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Seja R0, 0 < µ0 < 1 e um conjunto Γ ⊆ BR0 , com |Γ| > 0. Com respeito
a Γ, R0, µ0 construiremos um subconjunto aberto Γ0 ⊆ BR0 .

Denote por ϑ o sistema de bolas B = x+BR0 tal que B ⊆ BR0 , |B∩Γ| ≥
µ0|B|. Então definimos Γ0:

Γ0 = ∪ϑ ⊆ BR0

Observamos que:
(i) Γ0 é aberto pois é uma união de abertos B de ϑ.
(ii) Se |Γ| ≥ µ0|BR0| então Γ0 = BR0 . Com efeito, neste caso BR0 ⊂ ϑ

pois,
|Γ ∩BR0| = |Γ| ≥ µ0|BR0|.

Assim,
BR0 ⊂ ∪B⊂ϑB = Γ0,

logo,
Γ0 = BR0 .

Na continuação provaremos um resultado técnico da Teoria de Medida,
usando o conceito de ponto de Densidade de Lebesgue, e que será de suma
importância na prova dos Lemas de Crescimento.

Lema 3.3.4 |Γ \ Γ0| = 0 e se |Γ| < µ0|BR0 |, então |Γ0| ≥
(
1 + 1−µ0

3n
)
|Γ|.

Demonstração. Suponha R0 = 1. Vamos demonstrar que |Γ ⊂ Γ0| = 0.
Como |Γ| > 0, quase todo x ∈ Γ é um ponto de densidade, i.e.

lim
δ→0

|Bδ(x) ∩ Γ|
|Bδ(x)| = 1.

Observe que Bδ(x) ∩ Γ ⊂ Bδ(x), então

|Bδ(x) ∩ Γ| ≤ |Bδ(x)|, dai temos |Bδ(x) ∩ Γ|
|Bδ(x)| ≤ 1.

Como limδ→0
|Bδ(x)∩Γ|
|Bδ(x)| = 1, dado ε > 0 existe δ0 > 0 tal que |Bδ(x)∩Γ

Bδ(x) − 1| ≤ ε

para todo 0 < |δ| ≤ δ0 de onde para δ = δ0 tem-se,

1− ε ≤ |Bδ0(x) ∩ Γ|
|Bδ0(x)| ≤ 1 + ε

Considere ε = 1− µ0, logo temos que existe δ0 > 0 tal que

µ0 ≤
|Bδ0(x) ∩ Γ|
|Bδ0(x)| ⇒ |Bδ0(x) ∩ Γ| ≥ µ0|Bδ0(x)|,

então, x ∈ Γ0. Por tanto |Γ \ Γ0| = 0.
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Seja Γ ⊂ B, |Γ| < µ0|B0|.
Define-se,

ϑ0 = {B ∈ ϑ : |B ∩ Γ| = µ0|B|}.

Seja B = x+BR ∈ ϑ, 0 ≤ θ ≤ 1,
Bθ = (1− θ)x+BR(0) + θ(1−R) = BR+θ(1−R)((1− θ)x).

Definimos a seguinte função,

ρ : [0, 1] 7→ [0, 1]
θ → ρ(θ) = |Bθ∩Γ|

|Bθ| .

Afirmação: ρ é continua, ρ(0) ≥ µ0 e ρ(1) < µ0.
Provemos que ρ(0) ≥ µ0.

Com efeito, como ρ(0) = |B0∩Γ|
|B0| , B

0 = x+BR ∈ ϑ, temos

|B0 ∩ Γ| ≥ µ0|B0|.

Assim,
ρ(0) = |B

0 ∩ Γ|
|B0|

≥ µ0.

Provemos que ρ(1) < µ0.

Dado que
ρ(1) = |B′∩Γ|

|B′| , B
′ = 0 +B1 = B1 e |B1 ∩ Γ| = |Γ| < µ0|B1|,

deduzimos ρ(1) = |B′∩Γ|
|B1| < µ0.

Provemos que ρ é continua.
Se θn → θ então

|Bθn| = |BR−θn(1−R)((1− θn)x)| → |BR+θ(1−R)((1− θ)x)| = |Bθ|.
Análogo,

|Bθn ∩ Γ| → |Bθ ∩ Γ|,

e
ρ(θn) = |B

θn ∩ Γ|
|Bθn|

→ |B
θ ∩ Γ|
|Bθ|

= ρ(θ).

Assim ρ : [0, 1] 7→ [0, 1] é continua.
Logo para algum θ0, ρ(θ0) = µ0 (pelo Teorema do Valor Intermediário).

Logo Bθ0 ∈ ϑ0 e também

B = x+BR, B
θ0 = (1− θ0)x+BR+θ0(1−R)(0),

B ⊂ Bθ0 .
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Se y ∈ B, |y − x| ≤ R, temos

|y − (1− θ0)x| = |y − x+ θ0x| ≤ |y − x|+ |θ0x|

≤ R + θ0(1−R),

então y ∈ Bθ0 .
Assim B esta contido em alguma bola de ϑ0; como B ∈ ϑ foi escolhido

arbitrariamente, então ϑ ⊂ ϑ0, logo ϑ = ϑ0.
Assim Γ0 = ∪ϑ = ∪ϑ0.

�

3.3.1
Lemas de Crescimento

Estes lemas levam esse nome pois permitem deduzir a partir de proprie-
dades de positividade de u (pode ser u ≥ 1) sobre partes de medidas positivas
de uma bola x0 +BR/2 (ou uma bola x0 + εBR/2) propriedades de positividade
(u ≥ β > 0) sobre a toda a bola x0 +BR/2.

Utilizando o Teorema 3.1, provaremos o seguinte lema.

Lema 3.3.5 Seja u ∈ W 2,n(x0 + BR), 0 < R ≤ 1, u ≥ 0 em x0 + BR Lu ≤ 0
q.s em x0 + BR. Suponha que β0, 0 < β0 < 1 é dado. Então para a constante
µ0 = µ0(d, λ, β0) = 1 −

(
λ(1−β0)

16(n+1)A

)n
< 1 onde A = A(n, λ) é a constante do

Teorema 3.1, da relação

|(x0 +BR) ∩ {u ≥ 1}| ≥ µ0|BR|, (3.17)

tem-se
inf

x0+BR/2
{u} ≥ β0.

Demonstração. Mediante a transformação x→ R−1(x− x0) a bola x0 +BR se
transforma em B.

Provaremos o Lema para x0 = 1, R = 1. Seja x∗ ∈ B1/2 o ponto para o
qual

u(x∗) = min
B1/2

{u} = inf
B1/2
{u} (existe poisu ∈ C0(B1) e B1/2 é compacto).

Considere o caso u(x∗) < 1. Seja v(x) = 1 − 4|x − x∗|2 − u(x), como
u ∈ C0(B1) ∩W 2,n(B1)⇒ v ∈ C0(B1) ∩W 2,n(B1)

Também, V (x∗) = 1− u(x∗) > 0.
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Seja Ω a componente conexa de B1 ∩ {V > 0} contendo o ponto x∗.
Também se x ∈ ∂(x∗ +B1/2), então

V (x) = 1− 4|x− x∗|2 − u(x∗) ≤ 1− 4|x− x∗|2 = 0.

Tem-se
Ω ⊂ x∗ +B1/2 ⊂ B1 e V = 0 em ∂Ω. (3.18)

Também
L(V − (1− 4|x− x∗|2)) = L(−u(x)) = −L(u) ≥ 0.

Consequentemente

L(V ) ≥ L(1− 4|x− x∗|2) = f, (3.19)

em que f = −c − 4 [2 + r(aij) + 2Bi(xi − xi∗)− c|x− x∗|2]. Pelo Teorema 3.1
aplicado a V em Ω, V > 0 em Ω, V = 0 em ∂Ω, temos

max{V } ≤ A||(LV )−||Ln(Ω). (3.20)

Também
V (x∗) ≤ max{V }, (3.21)

e de (3.19), temos −L(V ) ≤ −f . Devido a este último, max{−L(V ), 0} ≤
max{−f, 0}. Então,

|(L(V ))|Ln(Ω) ≤ |f−|Ln(Ω). (3.22)
Logo de (3.20)-(3.22), temos

V (x∗) ≤ A|f−|Ln(Ω), (3.23)

onde A = A(n, λ). Também de (3.18) para x ∈ Ω, tem-se

tr(aij) ≤ nλ−1 (basta tomar ξ = (0, 0, 1︸︷︷︸
i−ésimo

, ..., 0))

Logo aij ≤ λ−1, de onde tr(aij) = ∑n
i=1 a

ij ≤ dλ−1; de (3.18) temos que
|x− x∗| ≤ 1

2 , logo |B
i(xi − xi∗)| ≤ |B||x− x∗| ≤ 1

2λ
−1 e 0 ≤ c ≤ λ−1. Assim

−f = c+ 4
(
2tr(aij) + 2Bi(xi − xi∗)− c|x− x∗|2

)
≤ λ−1 + 4(2nλ−1) + 21

2λ
−1 + 1

4λ
−1

= λ−18(n+ 1).

Assim de (3.22)
V (x∗) ≤ A (

∫
Ω |λ−1(8n+ 2)|n)1/n

. (3.24)
Como V > 0, então 1− u(x)− 4|x− x∗|2 > 0, logo

1− u(x) > 4|x− x∗|2 > 0, e isto implica 1 > u(x).
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Logo D ⊂ {u < 1}. Como B1 = B1 ∩ {u ≥ 1} ∪B1 ∩ {u < 1}, temos

|B1| = |B1 ∩ {u ≥ 1}|
= |B1| − |B1 ∩ {u ≥ 1}|
≤ |B1| − µ0|B1|
= (1− µ0)|B1|, por (3.17)
≤ 2n(1− µ0).

Assim de (3.23) e (3.24)

V (x∗) ≤ A(8(n+ 1))2(1− µ0)1/n

≤ 1− β0,

então
β0 ≤ 1− V (x0).

Consequentemente,

inf
B1/2
{u} = u(x∗) = 1− V (x∗) ≥ β0

�

Fazendo uso do Principío do Máximo, provaremos o seguinte lema.

Lema 3.3.6 Seja u ∈ W 2,n(x0 + BR), 0 < R ≤ 1, 0 < ε ≤ 1/2, u ≥ 0 em
x0 +BR, Lu ≤ 0 q.s em x0 +BR, e

inf
x0+BεR

{u} ≥ 1.

Então
inf

x0+BR/2
{u} ≥ εm,

onde m = (n+ 1)λ−2 > 0.

Demonstração. Fazendo a transformação x → R−1(x − x0) verificamos que
x0 + BR transforma-se em B1, assim o problema se reduz ao caso x0 = 0 e
R = 1.

Seja ϕ(x) = |x|−m, para x ∈ B1 \Bε tem-se

Lϕ = m(m+ 2)aijxixj
|x|4

ϕ− mtr(aij)
|x|2

− mBi

|x|2
ϕ− cϕ.

Para x ∈ B1, por (3.18) tem-se aijxixj ≥ λ|x|2, tr(aij) ≤ nλ−1 (como no Lema
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anterior ) |Bixi| ≤ |B||x| ≤ λ−1, 0 ≤ c ≤ λ−1, assim

L(ϕ− 1) ≥ (m(m+ 2)λ−mnλ−1 −mλ−1 − λ−1) ϕ
|x|2

= [(m+ 2)(n+ 1)λ−2λ− λ−1(mn+m+ 1)] ϕ
|x|2

= [(2n+ 1)λ−1] ϕ
|x|2 .

Observe que na primeira desigualdade estamos utilizando o fato de que

−c = − c

|x|2
ϕ
|x|2

ϕ
= − cϕ

|x|2
|x|2+m ≤ − cϕ

|x|2
≤ −λ−1 ϕ

|x|2
.

Logo
Lu ≤ 0 ≤ L(ϕ− 1) q.s emB1 \Bε,

e também sobre ∂B1 ∪ ∂Bε = ∂(B1 \Bε).
Temos a seguinte igualdade,

εm(ϕ− 1) = εm
(

1
|x|m

− 1
)

= | ε
x
|m − εm;

como infBε{u} ≥ 1, então u ≥ 1 em ∂Bε.

Logo,
u ≥ εm(ϕ− 1) em ∂B1 ∪ ∂Bε. (3.25)

Pelo Corolário 3.2 (Principio do Máximo), temos

u ≥ εm(φ− 1) emB1 \Bε (3.26)

e também pela hipótese

u ≥ 1 > εm ∀x ∈ Bε, (3.27)

e também em B1/2 \Bε , ε < |x| ≤ 1/2.

Logo, 1
εm

> 1
|x|m > 2m, ϕ− 1 > 2m − 1 > 1.

Assim de (3.26), temos que

u ≥ εm em B1/2 \Bε. (3.28)

De (3.27) e (3.28),
inf
B1/2
{u} ≥ εm.

�

Agora fazendo uso de todos os resultados vistos até agora, temos o
seguinte resultado.
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Lema 3.3.7 Seja u ∈ W 2,n(x0 +BR), 0 < R ≤ 1, u ≥ 0 em x0 +BR, Lu ≤ 0
(q.s., em x0+BR). Dado µ com 0 < µ < 1, existe uma constante β = β(n, λ, µ)
tal que a relação

|(x0 +BR/2) ∩ {u ≥ 1}| ≥ µ|BR/2|,

implica
inf

x0+BR/2
{u} ≥ β, (3.29)

onde β pode ser tomado como a constante Hk0, onde H = 2−(2m+1),

k0 = [logθµ−1] + 1, θ = [ λ
96(n+1)A ] + 1, A = A(n, λ) são as constantes do

Teorema 3.1.

Corolário 3.3 Seja u ∈ W 2,n(BR), 0 < R ≤ 1, Lu ≥ 0 q.s, em BR. Dado µ
com 0 < µ < 1, da relação

|BR/2 ∩ {u ≤ 0}| ≥ µ|BR/2|

tem-se,
sup
BR

{u} ≥M sup
BR/2

{u},

onde M = M(n, λ, µ) = (1− β)−1 > 1, e β é a constante do Lema 3.3.7.

Demonstração. Sem perda de generalidade, suponha que sup
BR

{u} > 0. Então

com a transformação u → Nu, com N > 0 conveniente a demonstração se
reduz a

sup
BR

{u} = 1.

Seja v = 1 − u, com u ≤ 1 então v ≥ 0 em BR, Lv = −c − Lu ≤ 0, e
|BR/2 ∩ {v ≥ 1}| = |BR/2 ∩ {u ≤ 0}| ≥ µ|BR/2|.

Logo pelo Lema 3.3.7

inf
BR/2
{v} ≥ β, onde β = β(n, λ, µ) > 0.

Logo como sup
BR/2

{u} = sup
BR/2

{1− v} = 1− inf
BR
{v}, então

sup
BR/2

{u} ≤ 1− β = (1− β) sup
BR/2

{u},

de onde sup
BR

{u} ≥ (1− β)−1︸ ︷︷ ︸
M

sup
BR/2

{u}.

�

O seguinte resultado será de muita utilidade na demonstração da Desi-
gualdade de Harnack. Na sua prova utilizaremos o lema 3.4 e o lema 3.6.
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Lema 3.3.8 Seja u ∈ W 2,n(x0 + BR), 0 < R ≤ 1, u ≥ 0 em x0 + BR, Lu = 0
q.s em BR. Suponha u(x0) ≥ 1 e que para alguma constante M > 1 tem-se

sup
x0+BR/2

{u} ≤M. Então

inf
x0+BR

{u} ≥ β1 > 0,

onde β1 = β1(n, λ,M) = 1
2β > 0, sendo β a constante do Lema 3.3.7 calculada

para µ = [ λ
16(n+1)(2M−1)A ]n.

Demonstração. Suponha x0 = 0 e seja v = M−u
M−1/2 , tem-se v ≥ 0 em BR/2 (pois

u ≤M em BR) e Lv = L(M)−Lu
M−1/2 = −cM−0

M−1/2 ≤ 0 q.s em BR/2 (pois c ≥ 0), então

inf
BR/4
{v} ≤ v(0) = M − u(0)

M − 1/2 <
M − 1
M − 1/2 < 1.

Aplicando o Lema 3.3.5 (na sua forma contra reciproca) a v e à bola BR/2,
com µ0 = µ0(n, λ, M−1

M−1/2) = 1− [ λ
16(n+1)(2M−1)A ]n, tem-se

|BR/2 ∩ {v ≥ 1}| < µ0|BR/2|,
i.e.,
|BR/2 ∩ {v ≤ 1}| ≥ (1− µ0)|BR/2|,

então
|BR/2 ∩ {u ≥ 1/2}| = |BR/2 ∩ {v ≤ 1}| ≥ (1− µ0)|BR/2|.

Pelo Lema 3.3.7 com µ = 1− µ0, tem-se

inf
BR/2
{u} ≥ 1

2β(n, λ, 1− µ0) = β1.

�

3.3.2
Desigualdade de Harnack para Equações Elípticas

A Desigualdade de Harnack diz que para soluções em W 2,n(BR) de
Lu = 0 em BR com u ≥ 0 em BR tem-se que sup{u,BR/8} ≤ Ninf{u,BR/8},
onde N depende da dimensão do espaço e do operador L. Mais exatamente,
temos os seguinte resultado.

Teorema 3.4 Suponha que os coeficientes de L em (3.1) satisfazem as condi-
ções (3.2) e que u ∈ W 2,n(BR), 0 < R ≤ 1, u ≥ 0 em BR, Lu = 0 q.s em BR.
Então,

sup
BR/8

{u} ≤ N inf
BR/8
{u}, (3.30)
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onde N = N(n, λ) = 12mβ−1
1 , m = (n+1)λ−2, β1 é a constante do Lema 3.3.8,

tomado quando M = 2m. No caso particular B = 0, c = 0 ⇒, a desigualdade
(3.30) vale para R ≥ 1.

Demonstração. Fazendo a transformação x → R−1x, u → Cu com uma
constante C apropriada, reduzimos o problema ao caso R = 1 e

sup
B1/8

{u} = 1.

Para 1
8 ≤ τ < 1

4 e (m = (n+ 1)λ−2, definimos as funções

η(τ) = max
Bτ

{u}, ν(τ) = (2− 8τ)−m.

Seja τ0 a maior raiz de η(τ) = ν(τ). Como

η(1
8) = 1 = ν(1

8), lim
τ→1/4

ν(τ) = +∞,

e u é continua e limitada em B1/4, segue que τ0 é corretamente definido e
τ0 < 1/4.

Para algum x1 ∈ Bτ0 , tem-se u(x1) = η(τ0) = ν(τ0). Se τ1 = 1−4τ0
8 , como

x1 ∈ Bτ0 , temos
x1 +Bτ1 ⊂

B1 + 4τ0

8 , pois τ0 + 1− 4τ0

8︸ ︷︷ ︸
τ1

= 1 + 4τ0

8 .

Por tanto da definição de τ0, temos

sup
x1+Bτ1

{u} ≤ η(1 + 4τ0

8 ) < ν(1 + 4τ0

8 ) = (1− 4τ0)−m = 2mν(τ0).

Aplicando o Lema 3.3.8 a função u
ν(τ0) (note que (x0 + Bτ0 = x1 + B2τ1 ⊂

B1/4, M = 2m)) tem-se

inf
x1+Bτ1

{
u

ν(τ0)

}
≥ β1 ⇒ inf

x1+Bτ1
{u} ≥ β1ν(τ0),

em que β1 = β1(n, λ, 2m) > 0.
Finalmente observe que

x1 ∈ Bτ0 ⊂ B1/4, B1/8 ⊂ x1 +B3/4 ⊂ B1.
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Pelo Lema 3.3.6, x0 +Bτ = x1 +B3/4, µ = 4
3τ, logo,

inf
B1/8
{u} ≥ inf

x1+B3/8
{u}

≥ β1ν(τ0)(3
4τ1)m

= β1(2− 8τ0)−m(1− 4τ0

6 )m

= 12−m = N−1.1 = N−1 sup
B1/8

{u},

ficando provado o Teorema.
�

Corolário 3.5 (Teorema unilateral de Liuoville)
Suponha que B = 0 e c = 0, u ∈ W 2,n(BR) para todo R > 0, u ≥ 0 em Rn e
Lu = 0 q.s em Rn. Então u é constante.

Demonstração. Considerando u = u − infRn{u} tem-se que infΩ u = 0, logo a
desigualdade (3-29) vale para todo R > 0. Logo,

sup
BR/8

{u} ≤ N inf
BR/8

u = 0,

assim se R→∞, u = 0 em Rn e logo u = u− inf
Rn
{u} = 0, então

u = inf
Rn
{u} = cte

�

3.3.3
Propriedades de Hölder da Solução da Equação Elíptica

A Propriedade de Holder consiste em provar estimativas sobre uma norma
de Hölder de u sobre um sub-domínio Ω′ em termos de sup{|u|,Ω} e ||Lu||LΩ(Ω).
Como antes, consideremos os operadores elípticos (3.1) com coeficientes que
satisfazem as condições (3.2).

Lema 3.3.9 Suponha que u ∈ W 2,n(BR), 0 < R ≤ 1, C = 0, Lu = 0 q.s em
BR então para todo x0, x1 ∈ BR tem-se

|u(x0)− u(x1)| ≤ NR−α|x0 − x1|α sup
BR

{|u|},

onde N = N(n, λ) = 2ν , α = α(n, λ) = log2ν , ν = 1+M
2 > 1,

e M = M(n, λ) > 1 é a constante do Corolário 3.2.
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Demonstração. Fazendo a transformação x→ R−1x reduzimos a demonstração
ao caso R = 1. Usando a bibliografia [5], pag 59-60, bastará estabelecer a
estimativa

oscx+BR{u} ≥ ν.oscx+Bτ/2{u}, (3.31)
para cada bola x+Bτ/2 ⊂ B1, onde oscΓ{u} = supΓ{u} − infΓ{u}.

Também usando argumentos de [3, 5] que consideram c1u+ c2 em lugar
de u. Para constante adequada c1 e c2 reduzimos a prova de (3.31) ao caso

supx+Bτ/2{u} = 1, infx+Bτ/2{u} = −1,
|(x+Bτ/2) ∩ {u ≤ 0}| ≥ 1

2 |Bτ/2|.

Aplicando neste caso o Corolário 3.3 com µ = 1/2 tem-se,

sup
x+Bτ
{u} ≥M sup

x+Bτ/2
{u} = M, (3.32)

onde M = M(n, λ, 1/2) > 1 é a constante do Corolário 3.3.
Agora,

inf
x+Bτ
{u} ≤ inf

x+Bτ/2
{u} = −1 ⇒ − inf

x+Bτ
{u} ≥ 1. (3.33)

Assim de (3.32) e (3.33)

oscx+Bτ{u} = sup
x+Bτ/2

{u} − inf
x+Bτ
{u} ≥M + 1,

enquanto
oscx+Bτ/2{u} = sup

x+Bτ/2
{u}︸ ︷︷ ︸

1

− inf
x+Bτ/2

{u}︸ ︷︷ ︸
−1

= 2.

Logo tem-se (3.31) com ν = 1 +M

2 > 1 pois oscx+Bτ{u} ≥M+1 = M+1
2 −2 =

M+1
2 oscx+Bτ/2{u}, e o Lema fica provado. �

Lema 3.3.10 Seja u ∈ W 2,n(BR), 0 < R ≤ 1, c = 0. Então para x0, x1 ∈
BR/2, temos

|u(x0)− u(x1)| ≤ N1

[
R−α|x0 − x1|α sup

BR

{|u|}+R|Lu|Ln(BR)

]
, (3.34)

onde N1 = N1(n, λ) = max {N,A} , N e α são as constantes do Lema 3.3.9 e
A é a constante do Teorema 3.1.

Demonstração. Em (3.34) aplicamos um processo de limite com funções regu-
lares u e operadores L com coeficientes regulares. Assim para u, L arbitrários
podemos supor que u e os coeficientes de L são regulares. Então u = u1 + u2
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são funções regulares, soluções dos problemas Lu1 = 0 em BR

u1 = u em ∂BR

e  Lu2 = Lu em BR

u2 = 0 em ∂BR.

Pelo Principio do Máximo tem-se

sup
BR

|u1| ≤ sup
∂BR

|u1| = sup
∂BR

|u| ≤ sup
BR

|u|.

Também pelo Lema 3.3.9, aplicado a u, tem-se

|u1(x0)− u1(x1)| ≤ NR−α|x0 − x1|α sup
BR

{|u1|}

≤ NR−α|x0 − x1|−α sup
BR

{|u|},
(3.35)

e pelo Teorema 3.1 aplicado a u2 tem-se,

maxBR{u2} ≤ AR||Lu2−||Ln(BR)

≤ AR|(Lu−)|Ln(BR)

≤ AR|Lu|Ln(BR).

Logo,
|u2(x0)− u2(x1)| ≤ max{u2} (poisu2 > 0)

≤ AR|Lu|Ln(BR).
(3.36)

De (3.35) e (3.36), tem-se

|u(x0)− u(x1)| = |(u1 + u2)(x0)− (u1 + u2)(x1)|
≤ |u1(x0)− u1(x1)|+ |u2(x0)− u(x1)|
≤ NR−α|x0 − x1|−α sup

BR

{u}+ AR|Lu|Ln(BR)

≤ (N ∨ A)︸ ︷︷ ︸
N1

[
|x0 − x1|−α sup

BR

{u}+R|Lu|Ln(BR)

]
,

ficando o Lema provado. �

Para os próximos Teoremas, α = α(ξ, λ) > 0 é a constante do Lema
3.3.9, ℵ = α

1+α > 0, Ω é um domínio de Rn e para x ∈ Ω denota-se
ρ(x) = ρ(x, ∂Ω) = inf{|x− y| : y ∈ ∂Ω}.
Teorema 3.6 Seja u ∈ W 2,n(Ω), x0, x1 ∈ Ω, 2|x0 − x1| ≤ ρ(x0), B = 0, C =
0. Então para todo ρ ∈ [2|x0 − x1|, ρ(x0)], tem-se

|u(x0)− u(x1)| ≤ 2N1ρ
−ℵ|x0 − x1|ℵ

[
sup

Ω
{|u|}+ ρ|Lu|Ln(Ω)

]
,
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onde N1 = N1(n, λ) é a constante do Lema 3.3.10.

Demonstração. Seja τ = 2ℵρ1−ℵ|x0 − x1|ℵ, ℵ = α
1+α e do fato de que

2|x0 − x1| ≤ ρ ≤ ρ(x0),

temos
τ = 2

α
1+α (inf{|x− y|/y ∈ ∂Ω})

1
1+α︸ ︷︷ ︸

ρ

|x0 − x1|
α

1+α

≤ 2
α

1+αρ
1

1+α (ρ2)
α

1+α

= ρ.

Também
τ ≥ 2

α
1+α (2|x0 − x1|)

1
1+α |x0 − x1|

α
1+α

= 2|x0 − x1|.

Assim tem-se
2|x0 − x1| ≤ τ ≤ ρ ≤ ρ(x0).

Logo para todo z ∈ x0 + Bτ , |z − x0| ≤ τ ≤ ρ(x0) ⇒ x0 + Bτ ⊂ Ω e
|x0 − x1| ≤ τ

2 ⇒ x1 ∈ x0 +Bτ/2.

Assim, pelo Lema 3.3.10 aplicado a x0 +Bτ/2 tem-se

|u(x0)− u(x1)| ≤ N1

[
τ−α|x0 − x1|α sup

x0+Bτ/2
{|u|}+ τ |Lu|Ln(x0+Bτ )

]

= N1

[
2ℵ(−α)ρ(1−ℵ)(−α)|x0 − x1|ℵ(−α)|x0 − x1|α sup

x0+Bτ/2
{|u|}+ τ |Lu|Ln(x0+Bτ )

]

e como 
(1− ℵ)(−α) = 1

1+α(−α) = −ℵ,

ℵ(−α) + α = α(1− ℵ) = α( 1
1 + α

) = ℵ,

tem-se,

|u(x0)− u(x1)| ≤ N1

2−αℵρ−ℵ|x0 − x1|ℵ sup
x0+Bτ/2

{|u|}+ 2ℵρ1−ℵ|x0 − x1||Lu|Ln(x0+Bτ )


≤ 2N1ρ

−ℵ|x0 − x1|ℵ
 sup
x0+Bτ/2

{|u|}+ 2ℵρ|Lu|Ln(x0+Bτ )

 .
Logo

|u(x0)− u(x1)| ≤ 2N1ρ
−ℵ|x0 − x1|ℵ

[
sup

Ω
{|u|}+ 2ℵρ|Lu|Ln(Ω)

]
, (3.37)

ficando provado o Teorema.
�
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Teorema 3.7 Seja u ∈ W 2,n(Ω), x0, x1 ∈ Ω, 2|x0 − x1| ≤ min {1, ρ(x0)} ,
então

|u(x0)− u(x1)| ≤ N2 (1 ∧ ρ(x0))−ℵ |x0 − x1|ℵ
[
sup

Ω
{|u|}+ |Lu|Ln(Ω)

]
,

onde N2 −N2(n, λ) = 2(1 + 2λ−1)N1, sendo N1 a constante do Lema 3.3.10.

Demonstração. Seja ρ = 1∧ρ(x0), seguindo como na demonstração do Teorema
anterior (que usa o Lema 3.3.10, o qual por sua vez usa o Teorema 3.1 que é
valido para Lu+ cu e o Lema 3.3.9 que pode ser adaptado a Lu+ cu).

Assim tem-se por (3.37) do Teorema 3.6 com lado direito Lu + cu em
lugar de Lu,

|u(x0)− u(x1)| ≤ 2N1ρ
−ℵ|x0 − x1|ℵ

[
sup
x0+Bτ

{|u|}+ ρ|L(u+ cu)|Ln(x0+Bτ )

]
,

(3.38)
também,

|Lu+ cu|Ln(x0+Bτ ) ≤ |Lu|Ln(x0+Bτ ) + |cu|Ln(x0+Bτ ),

≤ |Lu|Ln(x0+Bτ ) + λ−1|Bτ |1/n sup
x0+Bτ

|u|.

Daqui, temos

|Lu+ cu|Ln(x0+Bτ ) ≤ |Lu|Ln(x0+Bτ ) + λ−1|B1|1/n sup
x0+Bτ

|u|. (3.39)

Assim de (3.38) e (3.39) tem-se

|u(x0)− u(x1)| ≤ 2N1ρ
−ℵ|x0 − x1|ℵ

[
sup

Ω
{|u|}(1 + λ−1|B1|1/n) + |Lu|Ln(Ω)

]
≤ 2N1(1 + λ−1|B1|1/n)︸ ︷︷ ︸

N2

(1 ∧ ρ(x0))−ℵ|x0 − x1|ℵ
[
sup

Ω
{|u|}+ |Lu|Ln(Ω)

]
,

ficando provado o Teorema. �

Teorema 3.8 Suponha que o domínio Ω′ ⊂ Ω, u ∈ W 2,n(Ω). Denotamos
ρ = ρ(Ω′, ∂Ω) = inf{|x − y|, x ∈ Ω′, y ∈ ∂Ω} e suponhamos que ρ > 0. Então
para todo x0, x1 ∈ Ω′ tem-se

|u(x0)− u(x1)| ≤ N2(1 ∧ ρ)−ℵ|x0 − x1|ℵ
[
sup

Ω
|u|+ |Lu|Ln(Ω)

]
,

onde N2 = N2(n, λ) é a constante do Teorema 3.7.
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Demonstração. Se 2|x0 − x1| ≤ (1 ∧ ρ), como x0 ∈ Ω′ ,

ρ(x0) = ρ(x0, ∂Ω)
= inf{|x0 − y|/y ∈ ∂Ω}
≥ inf{|x− y|/ x ∈ Ω′ , y ∈ ∂Ω}
= ρ.

Logo,
1 ∧ ρ(x0) ≥ 1 ∧ ρ ⇒ (1 ∧ ρ(x0))−ℵ ≤ (1 ∧ ρ)−ℵ.

Assim do Teorema 3.7

|u(x0)− u(x1)| ≤ N2 (1 ∧ ρ(x0))−ℵ |x0 − x1|ℵ
[
sup

Ω
{|u|}+ |Lu|Ln(Ω)

]

≤ N2 (1 ∧ ρ)−ℵ |x0 − x1|ℵ
[
sup

Ω
{|u|}+ |Lu|Ln(Ω)

]
.

(3.40)

Também, se 2|x0 − x1| > (1 ∧ ρ) ⇒ 2ℵ|x0 − x1|ℵ(1 ∧ ρ)−ℵ > 1, logo

2ℵ+1 = 2
α

1+α+1 < 4 < 2(1 + λ−1) (N ∨ A)︸ ︷︷ ︸
N1

= 2(1 + λ−1) ((1 +M) ∨ A) = N2.

Assim 2ℵ+1 < 4 < N2. Logo,

|u(x0)− u(x1)|
≤ 2 sup

Ω
{|u|} ≤ 2(2ℵ|x0 − x1|ℵ(1 ∧ ρ)−ℵ) sup

Ω
{|u|}

≤ 2ℵ+1(1 ∧ ρ)−ℵ|x0 − x1|−ℵ sup
Ω
|u| ≤ N2(1 ∧ ρ)−ℵ|x0 − x1|ℵ sup

Ω
|u|.

(3.41)
De (3.40) e (3.41), tem-se

|u(x0)− u(x1)| ≤ N2(1 ∧ ρ)−ℵ|x0 − x1|ℵ
[
sup

Ω
|u|+ |Lu|Ln(Ω)

]
.

�
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4
Regularidades de Equações Elípticas na Forma Divergente

Neste capítulo consideremos o operador L dado na forma divergente
definido por:

Lu = Di

(
aij(x)Dju+ biu

)
+ ci(x)Diu+ d(x)u,

onde os coeficientes aij, bi, ci, d são mensuráveis no domínio Ω ⊂ Rn. O
operador L é estritamente elíptico em Ω, i.e,

∃λ ∈ R+ tal que aij(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2 ∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn, (4.1)

e seus coeficientes são limitados: para alguns Λ, γ ≥ 0 temos
n∑

i,j=1
aij(x) ≤ Λ2 e λ−2 ∑

i,j=1

(
|Djb

i(x)|2 + |Djc
i(x)|2

)
+ λ−1|d(x)| ≤ γ2. (4.2)

Nesse capítulo trabalharemos com o espaço de Sobolev W 1,2(Ω) definido
por,

W 1,2(Ω) = {f : Ω ⊂ Rn 7→ R/Dαf ∈ L2(Ω), α ∈ Nn, α1 + · · ·+ αn ≤ 1}

Por definição u ∈ W 2,1(Ω) é solução generalizada de Lu = g +Dif
i,

u = ϕ em ∂Ω,
(4.3)

se satisfaz

L(u, v) =
∫

Ω

(
aijDju+ biu

)
Div −

(
ciDiu+ du

)
v dx

= F (v) =
∫

Ω
f iDiv − gv dx, ∀ v ∈ C1

0(Ω),

ϕ ∈ W 1,2(Ω) e u− ϕ ∈ W 1,2
0 (Ω).

Observe que de (4.2) tem-se

|L(u, v)| ≤ C||u||W 1,2(Ω)||v||W 1,2(Ω).

Para alguns resultados precisaremos também da seguinte hipótese
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∫
Ω

(
dv − biDiv

)
dx ≤ 0, ∀ v ≥ 0, v ∈ C1

0(Ω). (4.4)

4.4.1
Limitações Globais de Soluções Fracas

Nesta seção derivaremos resultados de limitações globais de soluções de
(4-3) emW 1,2(Ω) que são limitadas sobre a fronteira de Ω. Usaremos as técnicas
das funções testes, que não dependem tanto da linearidade do operador L mas
sim da estrutura não linear satisfeita por ele. Sendo mais explícito podemos
escrever a equação

Lu = g +Dif
i

na forma
Di(Ai(x, u,Du)) +B(x, u,Du) = 0 (4.5)

onde Ai(x, z, P ) = aij(x)Pj + bi(x)z − f i(x)

B(x, z, P ) = ci(x)Pi + d(x)z − g(x)

para todo (x, z, P ) ∈ Ω× R× Rn.

(4.6)

Uma função fracamente diferenciável é chamada subsolução (supersolução,
solução) fraca de (4.5) em Ω, se Ai(x, u,Du), B(x, u,Du) são localmente
integráveis e∫

Ω

(
DivA

i(x, u,Du)− vB(x, u,Du)
)
dx ≤ 0 (≥, = 0) para todo v ≥ 0 em C1

0 (Ω)
(4.7)

Escrevendo b = (b1, ..., bn), c = (c1, ..., cn), f = (f 1, ..., fn) e usando (4.1) e
desigualdade de Schwartz tem-se PiA

i(x, z, P ) ≥ 1
2 |P |

2 − 1
λ

(|bz|2 + |f |2)

|B(x, z, P )| ≤ |c||P |+ |dz|+ |g|;
(4.8)

com efeito, de (4.1) tem-se

(i)

 PiA
i(x, z, P ) = Pi (aij(x)Pj + biz − f i(x))

≥ λ|P |2 + Pib
iz − Pif i,

também
|Pibiz| ≤ λ

4 |P |
2 + 1

λ
|bz|2

|Pif i| ≤ λ
4 |P |

2 + 1
λ
|f |2.

Logo
(ii) Pibiz − Pif i ≥ λ

2 |P |
2 − 1

λ
(|bz|2 + |f |2) ,

assim de (i) e (ii) tem-se (4.7)1, também

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1913155/CA



Capítulo 4. Regularidades de Equações Elípticas na Forma Divergente 39

|B(x, z, P )| = |ciPi + dz − g|

≤ |c||P |+ |dz|+ |g|,

de onde tem-se (4.7)2.
Escrevendo, para algum k > 0,

z = |z|+ k, b = 1
λ2

(
|b|2 + |c|2 + 1

k2 |f |
2
)

+ 1
λ

(
|d|+ 1

k
|g|
)

(4.9)

tem-se
(iv) PiA

i(x, z, P ) = Pia
ij(x)Pj + Pib

iz − Pif

e
zB(x, z, P ) = (|z|+ k) (B(x, z, P ))

= (|z|+ k) (ciPi + dz − g) .

Assim, como z
k

= z
k

+ 1 > 1 e |z| < |z|2 pois z > 1, tem-se

|Pibiz − Pif | ≤ |Pibi||z|+ |Pif |

≤ λ

4 |P |
2 + 1

λ
|b|2|z|2 + λ

4 |P |
2 + 1

λ
|f |2 |z|

2

k2

≤ λ

2 |P |
2 + 1

λ

(
|b|2 + k−2|f |2

)
|z|2

≤ λ

2
(
|P |2 + 2λ−2(|b|2 + k−2|f |2)|z|2

)
≤ λ

2
(
|P |2 + 2b|z|2

)
,

de onde
(v) Pib

iz − Pif ≥ −λ
2 |P |

2 − λ
2

(
2b|z|2

)
.

De (iv) e (v) tem-se

PiA
i(x, z, P ) ≥ λ

2
(
|P |2 − 2bz2

)
(4.10)

e para todo ε tal que 0 < ε < 1,

|zB(x, z, P )| = |z||ciPi + dz − g|

≤ |z||c||P |+ |d||z||z|+ |z||g|

≤ λ
2ε|P |

2 + 1
2ελ |c|

2|z|2 + |d||z|2 + |z|2|g|

≤ λ
2

(
ε|P |2 + 1

ε
(λ−2|c|2 + λ−1|d|+ λ−1k−1|g|)|z|2

)
,

assim
|zB(x, z, P )| ≤ λ

2

(
ε|P |2 + b

ε
|z|2

)
. (4.11)

Nosso primeiro resultado sobre limitações globais de soluções fracas é o
seguinte teorema.
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Teorema 4.1 Se o operador satisfaz (4.1) e (4.2); f ∈ Lq(Ω), i = 1, ..., n, g ∈
L
q
2 (Ω) para algum q > n; e u ∈ W 1,2(Ω) é subsolução (supersolução) de

Lu ≤ g + Dif (≥) em Ω e satisfaz u ≤ 0 (u ≥ 0) em ∂Ω, então tem-se

sup
x∈Ω

u (−u) ≤ C
(
||u+ (u−)||2 + k

)
, (4.12)

onde k = λ−1
(
||f ||q + ||g|| q

2

)
e C := C(n, ν, q, |Ω|).

Demonstração. Suponha que u é subsolução de Lu ≤ g +Dif
i, i.e,

∫
Ω

(
DivA

i(x, u,Du)− vB(x, u,Du)
)
dx ≤ 0, para todo v ≥ 0, v ∈ C1

0(Ω).

Para β ≥ 1, N > k define-se H ∈ C1(k,+∞) por

H(z) =

 zβ − kβ z ∈ [k,N ]
az + b z ≥ N.

Define w = u+ = u+ + k (u+ = max{u, 0}) e considere a função

V = G(w) =
∫ w

k
|H ′(s)|2 ds. (4.13)

Tem-se que V assim definido é maior ou igual a zero e V ∈ C1
0(Ω) (consequência

da regra da cadeia), assim de (4.2) e (4.1) tem-se∫
Ω
DivA

i(x, u,Du)− vB(x, u,Du) dx

=
∫

Ω
G′(w)DwAi(x, u,Du)−G(w)B(x, u,Du) dx ≤ 0,

(4.14)

como Dw = Du+ =

 Du q.s u > 0,
0 q.s u ≤ 0.

Por (4.9), tem-se∫
Ω
G′(w)DwAi(x, u,Du) dx ≥ λ

2

∫
Ω
G′(w)|Dw|2 dx− λ

2

∫
Ω

2bw2G′(w) dx.
(4.15)

De (4.12), (4.13), (4.9), G(s) ≤ sG′(s), e Du = Dw, se V = G(w) > 0:
∫

Ω
G′(w)|Dw|2 dx ≤ 2

λ

∫
Ω
G(w)B(x, u,Du) dx+ 2

∫
Ω
bw2G′(w) dx

≤ 2
λ

∫
Ω
G′(w)λ2 ε|Dw|

2 + λ

2
b

ε

|G(w)|2
G′(w) + 2

∫
Ω
bw2G′(w) dx

≤ ε
∫

Ω
G′(w)|Dw|2 + b

ε
w2G′(w) dx+ 2

∫
Ω
bw2G′(w) dx

≤ ε
∫

Ω
G′(w)|Dw|2 + (2 + 1

ε
)
∫

Ω
bG′(w)w2 dx.

Tomando ε = 1
2 , tem-se
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∫
Ω
G′(w)|Dw|2 dx ≤ 10

∫
Ω
bG′(w)w2 dx, (4.16)

também de (4.11),

G′(w)Dw = [H ′(w)]2Dw = D (H(w)) ,

assim  |D(H(w))|2 = |H ′(w)|2|Dw|2

= G′(w)|Dw|2.
(4.17)

Logo de (4.14) tem-se
∫

Ω
|DH(w)|2 dx ≤ 10

∫
Ω
b|H ′(w)|2|w|2 dx.

Observe H(w) ∈ W 1,2(Ω). Pela Imersão de Sobolev temos que W 1,2
0 (Ω)

está imerso continuamente em L
2n
n−2 (Ω) se n > 2, W 1,2

0 (Ω) está imerso
continuamente em Lq(Ω) para todo q > 1 se n = 2 e W 1,2

0 (Ω) está imerso
continuamente em C0(Ω) se n < 2.

Logo

|H(w)|
L

2n̂
n̂−2 (Ω)

≤ C
(∫

Ω
b(H ′(w)w)2

)1/2

≤ C|b|1/2q/2|H
′(w)w| 2q

q−2

onde n̂ = n se n > 2, 2 < 2̂ < q, C = C(n) se n > 2 e C = C(2̂, |Ω|) se
n = 2. Assim

|H(w)|
L

2n
n−2 (Ω)

≤ C|wH ′(w)| 2q
q−2

onde C = C(n, ν, |Ω|). Observe que da definição de H se N → ∞ como
wH ′(w) ≈ W β a inclusão w ∈ L2βq/q−2(Ω) implica a inclusão mais forte
w ∈ L

2β̂n̂
n̂−2 . Assim, se q∗ = 2q

q−2 , χ = n̂(q−2)
q(n̂−2) > 1 temos

|w|βχq∗ ≤ (Cβ)1/β||w||pq∗ . (4.18)

Seja β = χm, m = 0, 1, . . . Logo por (4.16) tem-se

|w|χq∗ ≤ |w|q∗
|w|χ2q∗ ≤ (Cχ)χ−1|w|χq∗ ≤ C|Cχ|χ−1 |w|q∗
|w|χ3q∗ ≤ (Cχ2)χ−2|w|χ2q∗ ≤ C|Cχ|χ−1|Cχ2|χ−2|w|q∗

|w|χN q∗ ≤ ΠN−1
0 (Cχm)χ−m||w||q∗

≤ Cσχτ |w|q∗ (ondeσ = ∑N−1
0 χ−m, τ = ∑N−1

0 mχ−m)

≤ C|w|q∗
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onde C = C(n, ν, q, |Ω|). Fazendo N →∞ tem-se

sup
Ω
|w| ≤ C||w||q∗ , q∗ = 2q

q − 2 ,

e como q∗ ≥ 2⇔ 2q
q−2 ≥ 2

sup
Ω
|w| ≤ C||w||2.

Assim (4.10) segue da definição de w = u+ + k pois

sup
Ω

(u+ + k) ≤ C||u+ + k||2 ⇒ sup
Ω
u ≤ sup

Ω
(u+ + k) ≤ C||u+ + k||2.

Se u é supersolução, i.e,
∫

Ω
DivA

i(x, u,Du)− vB(x, u,Du) dx ≥ 0

para todo v ≥ 0, v ∈ C1
0(Ω) da definição de Ai, B tem-se que −u é subsolução

com f i = −f i e g = −g assim

sup
Ω

(−u) ≤ C
(
||(−u)+||2 + k

)
((−u)+ = u−)

≤ C
(
||u−||2 + k

)
�

Observação 4.4.1 A demonstração do Teorema 4.1 pode ser feita por escolha
de outras funções testes. A iteração em cima usando Lp normas foi introduzida
por Moser (ver [13]).

Observação 4.4.2 Agora suponha que a hipótese u ≤ 0 do Teorema 4.1 u

generalizada a u ≤ l em ∂Ω para algum ` constante. Como

L(u− `) = Lu− L(l)

= Lu− `(Dib
i + d),

a conclusão do Teorema 4.1 vale para a função u − l com k substituindo por
k̂ = k + λ−1

(
|l|(||b||q + ||a||q/2)

)
assim uma subsolução (supersolução) u de

(4.3) satisfaz a estimativa

sup
Ω
u(−u) ≤ C

(
||u||2 + k + |l|

)
, (4.19)

como antes k = λ−1
(
||f ||q + ||g||q/2

)
e C = C(n, ν, q, |Ω|). Em particular se u

é solução então (4.17) é valido para |u|, i.e,

sup
Ω
|u| ≤ C

(
||u||2 + k + |l|

)
.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1913155/CA



Capítulo 4. Regularidades de Equações Elípticas na Forma Divergente 43

Observação 4.4.3 A seguir, proporemos obter uma estimativa para supΩ u

independente de ||u||2 que é uma limitação a priori, o qual estende o principio
do máximo fraco.

Teorema 4.2 Se o operador L satisfaz as condições (4.1), (4.2) e (4.4) e
f i ∈ Lq(Ω), i = 1, ..., n, g ∈ Lq/2(Ω) para algum q > n, então se u ∈ W 1,2(Ω)
é uma subsolução (supersolução) da equação (4.3), tem-se

sup
Ω
u (−u) ≤ sup

∂Ω
u+ (u−) + Ck, (4.20)

onde k = λ−1
(
||f ||q + ||g||q/2

)
e C = C(n, ν, q, |Ω|).

Demonstração. Suponha que u é subsolução de Lu = g + Dif
i. Como∫

Ω

(
dv − biDiv

)
dx ≤ 0 para todo v ≥ 0, v ∈ C1

0(Ω), temos que a constante
` = supΩ u

+ é supersolução. Assim, sem perda de generalidade, suponha ` = 0.
Tem-se ∫

Ω
aijDjuDiv − (bi + ci)vDiu dx ≤

∫
Ω
f iDiv − gv dx (4.21)

para todo v ≥ 0 em W 1,2
0 (Ω) com uv ≤ 0.

Utilizaremos (4.8) com bi = d = 0 e c substituído por b + c. Seja k > 0,
definimos M = supΩ u

+ e escolhemos a função teste v = u+

M+k+u ∈ W 1,2
0 (Ω).

Como
Div = Diu

+(M + k − u+) +Diu
+ (u+)

(M + k − u+)2

= (Diu
+) (M + k)

(M + k − u+)2 ,

tem-se,
aijDjuDiv = aijDjuDiu

(M + k)
(M + k − u)2

= aijDju
+Diu

+ (M + k)
(M + k − u)2 .

Logo de (4.8) em (4.21) temos

1
2

∫
Ω

|Du+|2

(M + k − u+)2 dx ≤
1

M + k

∫
Ω

[
|b+ c|u+|Du+|
(M + k − u+)

+ u+|g|
(M + k − u+) + (M + k)|f |2

2λ(M + k − u+)2 dx

(4.22)

Como k = λ−1
(
||f ||q + ||g||q/2

)
e k < k +M − u+ temos

1
k +M − u+ <

1
k

e u+

M + k
< 1. (4.23)
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Também tem-se

1
M + k

∫
Ω

u+|g|
(M + k − u+) + (M + k)|f |2

2λ(M + k − u+)2 dx

≤ 1
k

∫
Ω
|g| dx+ 1

2k2

∫
Ω
|f |2 dx

≤ 1
k
C1||g||q/2 + C2

2
2k2 ||f ||

2
q

≤
λC1||g||q/2
||f ||q + ||g||q/2

+ λ2C2
2

2(||f ||q + ||g||q/2) ||f ||
2

≤ λĈ(|Ω|).

Assim de (4.23), (4.24) em (4.22) tem-se∫
Ω

Du+

(M + k − u+)2 dx ≤ C + 2
λ

∫
Ω

|b+ c||Du+|
(M + k − u+) . (4.24)

Define w = log( M+k
M+k−u), temos

Dw = 1
M + k − u+Du

+ =⇒ |Dw|2 = |Du+|2

(M + k − u+)2 . (4.25)

Logo de (4.25) em (4.24) tem-se
∫

Ω
|Dw|2 dx ≤ C

(
1 + 1

λ

∫
Ω
|b+ c||Dw| dx

)
≤ C

(
1 + 1

λ2

∫
Ω
|b+ c|2 dx

)2
+ 1

2

∫
Ω
|Dw|2 dx.

Logo ∫
Ω
|Dw|2 dx ≤ C

(
1 + λ−2

∫
Ω
|b+ c|2 dx

)
≤ C(ν, |Ω|) (4.26)

e pela Imersão de Sobolev,

|w|2 ≤ C(n, ν, |Ω|). (4.27)

Provaremos que w é subsolução de uma equação da forma (4.3)1. Seja
η ∈ C1

0(Ω) satisfazendo η ≥ 0, ηu ≥ 0 em Ω. Substituindo em (4.21) a função
teste v = η

M+k−u+ , tem-se
∫

Ω
aijDjwDiη + ηaijDiwDjw − (bi + ci)ηDiw dx

≤
∫

Ω
− ηg

(M + k − u+) + (Diη + ηDiw)f i
(M + k − u+) dx,
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de onde∫
Ω
aijDjwDiη − (bi + ci)ηDiw + λη

∫
Ω
|Dw|2 dx

≤
∫

Ω

|g|η
k

+ f iDiη

(M + k − u+) + 1
2λk2

∫
Ω
|f |2η dx+ λ

2

∫
Ω
η|Dw|2 dx

=
∫

Ω

[(
|g|
k

+ |f |
2

2λk2

)
η + f iDiη

(M + k − u+)

]
dx+ λ

2

∫
Ω
η|Dw|2 dx.

Assim ĝ = |g|
k

+ |f |
2

2λk2 , f̂
i = f i

M + k − u+ e

||ĝ||q/2q/2 =
∫

Ω

(
|g|
k

+ |f |
2

2λk2

)q/2
dx

≤
∫

Ω

(
λ|g|
|g|q/2

+ λ

2
|f |2

|f |q

)q/2
dx

≤ λq/2
(

1 + 1
2

)
.

Então,
||ĝ||q/2 ≤ 2λ,

e analogamente
||f̂ ||q ≤ 1.

Pelo Teorema 4.1 aplicado a w tem-se

sup
Ω
w ≤ C (1 + ||w||2)

≤ C

onde C = C(n, ν, q, |Ω|), consequentemente

log

(
M + k

M + k − u+

)
≤ C

=⇒ M + k ≤ C(M + k)− Cu+

=⇒ u+ ≤ (C − 1) (n+ k)

=⇒ u ≤ sup
∂Ω

u+ + Ck,

logo
sup

Ω
u ≤ sup

∂Ω
+Ck

ficando provado (4.20) para umr subsolução. O resultado para supersolução é
obtido considerando −u em lugar de u.

�
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4.4.2
Propriedades Locais de Soluções Fracas

Nesta seção concentraremos nas propriedades locais para soluções fracas.
Lembremos que, como na seção precedente,

PiA
i(x, z, P ) ≥ λ

2 |P |
2 − 1

λ

(
|bz|2 + |f |2

)
, (4.28)

|B(x, z, P )| ≤ |c||P |+ |λz|+ |g|,

z = |z|+ k, b = λ−2
(
|b|2 + |c|2 + k−2|f |2

)
+ λ−1

(
|d|+ k−1|g|

)
(4.29)

para algum k > 0, assim obtemos para todo 0 < ε < 1

PiA
i(x, z, P ) ≥ λ

2

(
|P |2 − 2bz2

)
|zB(x, z, P )| ≤ λ

2

(
ε|P |2 + b

ε
z2
)
.

(4.30)

Denotaremos por a(x) = [aij(x)], e adicionaremos a condição

|A(x, z, P )| ≤ |a||P |+ |bz|+ |f |. (4.31)

Dividindo Lu = g+Dif por λ

2 podemos assumir que λ = 2, assim tem-
se de (4.28), (4.30) e (4.31)

|A(x, z, P )| ≤ |a||p|+ |b||z|+ |f |

≤ |a||P |+ 2b1/2|+ 2kb1/2|z|

≤ |a||P |+ 2b1/2
z

PA(x, z, P ) ≥ |P |2 − 2bz2

|zB(x, z, P )| ≤ ε|P |2 + 1
ε
bz2

(4.32)

para todo 0 < ε < 1.
Nesta seção definimos

k = k(R) = λ−1
(
Rσ||f ||q +R2σ||g||q/2

)

onde R > 0 e σ = 1− n

q
.

Podemos estabelecer um resultado local similar ao Teorema 4.1.

Teorema 4.3 Seja o operador L satisfazendo (4.1) e (4.2) e suponha que
f i ∈ Lq(Ω), i = 1, ..., n, g ∈ Lq/2(Ω) para algum q > n, então se u ∈ W 1,2(Ω)
é subsolução (supersolução) de (4.3) em Ω, temos para qualquer B2R(y) ⊂ Ω e
p > 1

sup
BR(y)

(−u) ≤ C
(
R−m/p||u+ (u−)||Lp(B2R(y)) + k(R)

)
. (4.33)
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Demonstração. Suponha que R = 1 e k > 0. O caso geral é obtido através
da transformação x 7→ x

R
e fazendo k → 0. Define para β 6= 0 e η ∈ C1

0(B4)
a função teste v = η2uβ onde u = u + k. Então v pode ser considerada uma
função teste em∫

Ω

(
DivA

i(x, u,Du)− vB(x, u,Du)
)
dx ≤ 0 (≥ 0). (4.34)

Como
Dv = 2ηDηuβ + βη2uβ−1Du, (4.35)

substituindo (4.35) em (4.34) tem-se

β
∫

Ω
η2uβ−1Du · A(x, u,Du) dx+ 2

∫
Ω
ηDη · A(x, u,Du)uβ dx

−
∫

Ω
η2uβB(x, u,Du) dx

≤ 0 se u é subsolução

≥ 0 se u é supersolução.

(4.36)

Usando (4.32) temos que

Du · A(x, u,Du) ≥ |Du|2 − 2bu2

e multiplicando esta ultima desigualdade por η2uβ−1 tem-se para qualquer
0 < ε < 1,

η2uβ−1Du · A(x, u,Du) ≥ η2uβ−1|Du|2 − 2bη2uβ+1, também

|ηDη · A(x, u,Du)uβ| ≤ η|Dη||a||Du|uβ + 2b1/2
u|η||Dη|uβ

≤ |a|η|Dη||uβ||Du|+ 2b1/2
η|Dη|uβ+1

≤ ε

2η
2uβ−1|Du|2 +

(
1 + |a|

2

2ε

)
|Dη|2uβ+1 + bη2uβ+1

|η2uβB(x, u,Du)| = η2uβ−1u(x, u,Du)

≤ η2uβ−1
(
ε|Du|2 + 1

ε
bη2u2

)
≤ εη2uβ−1|Du|2 + 1

ε
bη2uβ+1.

(4.37)
Assumindo que β > 0 se u é uma subsolução e β < 0 se u é supersolução, e
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escolhendo ε+ min{1
2 ,
|β|
4 } tem-se por (4.36) e (4.37) que

∫
Ω
η2uβ−1|Du|2 dx

≤
∫

Ω
η2uβ−1Du · A(x, u,Du) + 2bη2uβ−1 dx

= 1
β

∫
Ω

2ηDηA(x, u,Du)uβ dx+
∫

Ω
η2u2B(x, u,Du) dx+ 2

∫
Ω
bη2uβ+1 dx

≤ 2
β

∫
Ω

ε

2η
2uβ−1|Du|2 dx+

∫
Ω

(
1 + |a|

2

2|ε|

)
|Dη|2uβ−1 + εη2uβ−1|Du|2 + 1

ε
bη2uβ+1 dx

≤ 1
4

∫
Ω
η2uβ−1|Du|2 dx+ 1

2

∫
Ω
η2uβ−1|Du|2 dx+

∫
Ω

[
bη2 + (1 + |a|2)|Dη|2

]
uβ+1 dx

de onde,
∫

Ω
η2uβ−1|Du|2 dx ≤ C(|β|)

∫
Ω

(
bη2 + (1 + |a|2)|Dη|2

)
|u|β+1 dx

em que C(|β|) é limitado se |β| é limitado longe de zero. Introduzindo a função

w =

 u
β+1

2 se β 6= −1
logu se β = −1,

se γ = β + 1, tem-se

Dw =


β + 1

2 u
β−1

2 Du se β 6= −1
1
u
Du se β = −1.

Logo de (4.37) tem-se

∫
Ω
η2|Dw|2 dx ≤


γ2

4 C(|β|)
∫

Ω

(
bη2 + (1 + |a|2)|Dη|2

)
|w|2 dx se β 6= −1

C(|β|)
∫

Ω

(
bη2 + (1 + |a|2)|Dη|2

)
dx se β = −1.

(4.38)
O processo de iteração desejado pode ser obtido da primeira parte de (4.38).

Pelo teorema de imersão de Sobolev

W 1,p(Ω) ⊂

 L
np
n−p (Ω) se p < n

C0(Ω) se p > n,
(4.39)

e existe C = C(n, p) tal que

|u| np

n−p
≤ C|Du|p para p < n

sup
Ω
|u| ≤ C|Ω|

1
n
− 1
p |Du|p para p > n.

Podemos deduzir que

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1913155/CA



Capítulo 4. Regularidades de Equações Elípticas na Forma Divergente 49

|ηw|22n̂
n̂−2
≤ C

∫
Ω
|ηDw|2 + |wDη|2 dx (4.40)

onde n̂ = n se n > 2, 2 < 2̂ < q e C = C(n̂). Usando a desigualdade de
Hölder, e a desigualdade de interpolação para espaços Lp tem-se,∫

Ω
b(ηw)2 dx ≤ |b|q/2|ηw|22q

q−2

≤ |b|q/2
(
ε||ηw|| 2n̂

n̂−2
+ ε−σ||ηw||2

)2
,

(4.41)

em que σ = n̂
q−n̂ .

Logo de (4.40), (4.41) e (4.39) para ε tal que |b|q/2ε = 1
2 , tem-se

|ηw| 2n̂
n̂−2
≤ C(1 + |γ|)σ+1|| (η + |Dη|)w||2 (4.42)

onde C = C(n̂,Λ, ν, q, |B|) é limitado se |β| é limitado longe de zero.
Agora vamos especificar a função de corte η. Sejam r1, r2 tais que

1 ≤ r1 < r2 ≤ 3 e seja

η =

 1 em Br1 com |Dη| ≤ 2
r2−r1

0 em Ω \Br2 .

Se χ = n̂

n̂− 2 tem-se de (4.42)

||w||L2χ(Br1 ) ≤ C(1 + |γ|)σ+1||(η + |Dη|)w||2

≤ C(1 + |γ|)σ+1||(1 + 2
r2 − r1

)w||L2(Br2 )

= C(1 + |γ|)σ+1

r2 − r1
||w||L2(Br2 ).

(4.43)

Para r < 4 e p 6= 0, introduzimos

φ(p, r) =
(∫

Br
|u|p dx

)1/p
.

Tem-se pela proposição 2.0.2 que φ(∞, r) = lim
p→∞

φ(p, r) = sup
Ω
u, e

φ(−∞, r) = lim
p→−∞

φ(p, r) = inf
Br
u

De (4.43) e a definição de w tem-se

(∫
Br
|u|χγ dx

) 1
2χ
≤ C(1 + |γ|)σ+1

r2 − r1

(∫
Br2

|u|γ dx
)1/2

,
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de onde, elevando a 2
|γ| tem-se,

(∫
Br1

|u|χγ dx
) 1
χγ

≤
(
C(1 + |γ|)σ+1

r2 − r1

)2/|γ| (∫
Br2

|u|γ dx
)1/γ

,

isto é,
φ(χγ, r1) ≤

(
C(1 + |γ|)σ+1

r2 − r1

)2/|γ|

φ(γ, r2) se γ > 0

φ(γ, r2) ≤
(
C(1 + |γ|)σ+1

r2 − r1

)2/|γ|

φ(χγ, r1) se γ < 0
(4.44)

Agora podemos iterar estas desigualdades, por exemplo se u é subsolução tem-
se β > 0 e γ = β + 1 > 1 logo tomando β > 1 colocamos γ = γm = χmp e
rm = 1 + 2−m, m = 0, 1, 2, ... Por (4.44)

φ(χm+1p, rm+1) ≤
(
C(1+(χmp)σ+1)

2−(m+1)

) 2
χmp φ(χmp, rm)

≤ Πm
0

(
C2i+1(1 + χjp)σ+1

)2χ−jp
φ(p, 2)

≤ Πm
j=0

(
C2j+2(χjp)σ+1

)2χ−jp
φ(p, 2)

≤ Πm
j=0

[(
Ĉχ

)j]2(σ+1)χ−jp
φ(p, 2)

≤ (Ĉχ)2(σ+1)p
∑m

j=0 jχ
−j
φ(p, 2)

= Ĉφ(p, 2)

em que Ĉ = Ĉ(n̂,Λ, ν, q, p).
Tomando limite quando m→∞ tem-se

sup
B1

u ≤ C||u||Lp(B2)

usando a transformação x 7→ x
R
, tem-se

sup
BR

u = sup
B1

u( x
R

)

≤ C||u( x
R

)||Lp(B2)

= C
(∫

B2
|u( x

R
)|p dx

)1/p

= C
(
R−n

∫
BR
|u|p dx

)1/p

= CR−n/p|u|LP (B2R).
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Logo como u = u+ k tem-se

sup
BR

u+ k ≤ CR−n/p|u+ k|Lp(B2R)

≤ CR−n/p|u+ + k|Lp(B2R)

≤ C
(
R−n/p||u+||Lp(B2R) + k(R)

)
.

de onde sup
BR

u ≤ C
(
R−n/p||u+||LP (B2R) + k(R)

)
.

Está provado (4.33), isto é, o Teorema 4.3 fica provado. �

Um resultado importante no desenvolvimento das propriedades locais de
soluções fracas será a seguinte Desigualdade de Harnack para supersoluções.

Teorema 4.4 Se o operador L satisfaz (4.1), (4.2) e f i ∈ Lq(Ω), g ∈ Lq/2(Ω)
para algum q > n, então se u ∈ W 1,2(Ω) é uma supersolução de (4.3) em Ω
não negativa em uma bola B4R(y) ⊂ Ω e 1 ≤ p < n

n−2 , temos

−R−m/p||u||Lp(B2R(y)) ≤ C

(
inf
BR(y)

u+ k(R)
)

(4.45)

onde C = C(n, Λ
λ
, νR, q, p).

Demonstração. Para quaisquer p, p0 tal que 0 < p0 < p < χ = n̂
n̂−2 tem-se

φ(p, 2) ≤ Cφ(p0, 3)
φ(−p0, 3) ≤ Cφ(−∞, 1),

(4.46)

com C = C(n̂,Λ, q, p, p0), pois

φ(p, 2) =
(∫

B2
|u|p

)1/p
≤ sup

B2

u.|B2|1/p

≤ C|u|Lp0 (B3)|B2|1/p ≤ Cφ(p0, 3).

Também,

φ(−p0, 3) =
(∫

B3
|u|−p0 dx

)− 1
p0

≤
(∫

B3
(inf
B3
u)−p0 dx

)− 1
p0

≤ |B3|−
1
p0 inf

B3
u

≤ |B3|−
1
p0 inf

B1
u

≤ Cφ(−∞, 1),

assim a conclusão do Teorema 4.4 seguira se podemos demonstrar que para
algum p0 > 0

φ(p0, 3) ≤ Cφ(−p0, 3). (4.47)
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Para provar isto, se B2r é qualquer bola de raio 2r em B4 = B4(y) escolhemos
uma função de corte η tal que

η =

 1 em Br e |Dη| ≤ 2
r

0 em Br \B4.

De (4.38)2 usando a desigualdade de Hölder, tem-se∫
Br
|Dw| dx ≤ Crn/2

(∫
Br
|Dw|2 dx

)1/2

≤ Crn/2
(
C(1 + (2

r
)2)
)1/2

π2n

= Crn/2(1 + 1
r

)

≤ Crn−1.

(4.48)

�

Pelo Teorema 2.15 existe p0 > 0 dependendo de n,Λ e ν tal que para
w0 = 1

|B3
|
∫
B3
w dx tem-se

∫
B3
ep0|w−w0| dx ≤ C(n,Λ, ν)

e assim ∫
B3
ep0w dx

∫
B3
e−p0w dx′ ≤ Cep0w0e−p0w0 = C.

Logo, como ep0w = ep0|log u| = up0 , tem-se
∫
B3
|u|p0 dx

∫
B3
|u|−p0 dx′ ≤ C,

de onde, (∫
B3
|u|p0 dx

)1/p0 (∫
B3
|u|−p0 dx′

)1/p0

≤ C1/p0 = C.

Logo, (∫
B3
|u|p0 dx

)1/p0

≤ C
(∫

B3
|u|−p0 dx′

)−1/p0

=⇒ φ(p0, 3) ≤ Cφ(−p0, 3),

ficando provado (4.47). Assim de (4.46) e (4.47) tem-se

R−n/p||u||Lp(B2R) ≤ C(inf
BR

u).

Como u = u+ k tem-se,

R−n/p||u||Lp(B2R) ≤ C(inf
BR

u+ k(R)),
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onde C = C(n,Λ/λ, νR, q, p), ficando provado o Teorema 4.4.
Como consequência da Desigualdade de Harnack Fraca serão provados

o Princípio do Máximo Forte, a Desigualdade de Harnack e a Propriedade de
Continuidade de Holder.

4.4.3
Principio do Máximo Forte
Teorema 4.5 Seja o operador L satisfazendo (4.1), (4.2) e (4.4) e seja
u ∈ W 1,2(Ω) satisfazendo Lu ≥ 0 em Ω. Então se em alguma bola B b Ω
tem-se

sup
B
u = sup

Ω
u ≥ 0,

a função u deve ser constante em Ω e a igualdade vale em (4.4), isto é,
∫

Ω
dv − biDiv dx = 0 para todo v ≥ 0, v ∈ C0(Ω),

quando u 6= 0.

Demonstração. Escrevendo B = BR(y) sem perda de generalidade assumimos
que B4R(y) ⊂ Ω.

Seja M = supΩ u e aplicamos a desigualdade de Harnack com
f = 0, q = 0 e com p = 1 a supersolução v = M − u, tem-se

R−n
∫
B2R

(M − u) dx ≤ C inf
BR(y)

(M − u) + k(R)︸ ︷︷ ︸
0

(4.49)

pois

k(R) = λ−1

Rσ ||f ||q︸ ︷︷ ︸
0

+R2σ ||g||q/2︸ ︷︷ ︸
0

 = 0.

Portanto M = supΩ u = supB u =⇒ infB(M − u) = 0, logo de (4.49)
podemos deduzir M = u em B2R, (como M − u ≥ 0 em B2R). Como
supΩ u = supBR u = M , então u = M em B2R(y) e

B4R(y) ⊂ Ω =⇒ sup
Ω
u = sup

B2R

u = M =⇒ u = M em B4R(y).

Dado y ∈ Ω como Ω é um domínio conexo, existe um numero finito de bolas
de raio ri < R tal que a curva que une y e y esta contida em Ω e

C ⊂ Bri(yi) ∪ ... ∪Brn(yn) ⊂ Ω

e pelo visto acima u = M em Bri(yi). Assim u = M em y, logo como y é
arbitrário, temos u = M em Ω.
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�

4.4.4
Desigualdade de Harnack
Teorema 4.6 Se o operador L satisfaz as condições (4.1) e (4.2) e u ∈
W 1,2(Ω) satisfaz u ≥ 0 em Ω e Lu = 0 em Ω então ∀ B4R(y) ⊂ Ω tem-se

sup
BR(y)

u ≤ C inf
BR(y)

u,

onde C = C(n,Λ/λ, νR).

Demonstração. Seguindo como na demonstração do Teorema 4.4 com
f = 0, g = 0, p = 1 tem-se que

k = k(R) = λ−1

Rσ ||f ||q︸ ︷︷ ︸
0

+R2σ ||g||q/2︸ ︷︷ ︸
0

 = 0.

Assim de (4.33) com u ≥ 0 (i.e. u+ = u)

sup
BR(y)

u ≤ C
(
R−n||u||Lp(B2R(y))

)
≤ C inf

BR(y)
u.

�

Corolário 4.7 Se L e u satisfazem as hipóteses do Teorema 4.6 então para
todo Ω′ b Ω tem-se

sup
Ω′
u ≤ C inf

Ω′
u,

onde C = C(n,Λ/λ, ν,Ω′,Ω).

4.4.5
Propriedades de Hölder

Nesta seção apresentaremos as propriedades de continuidade de Holder
para as soluções de (4-3). Estes resultados são fundamentais para a teoria das
equações quase-lineares de segunda ordem e foram descobertos por De Giorgi
para operadores da forma Lu = Di(aij(x)Dju). Esta descoberta iniciou a teoria
das equações quase-lineares em mais de duas variáveis.

Teorema 4.8 Se o operador L satisfaz as condições (4.1) e (4.2) e f i ∈ Lq(Ω),
g ∈ Lq/2(Ω) para algum q > n então se u ∈ W 1,2(Ω) é solução de Lu = g+Dif

i

em Ω, segue-se que u é localmente Hölder contínua em Ω e para toda bola
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B0 = BR0(y) ⊂ Ω e R ≤ R0 tem-se

oscBR(y)u ≤ CRα

(
Rα

0 sup
B0

|u|+ k

)
,

onde C = C(n,Λ/λ, ν, q, R0) e α = α(n,Λ/λ, νR0, q) são constantes positivas
e k = λ−1(||f ||q + ||g||q/2).

Demonstração.
Sem perda de generalidade R ≤ R0

4 . Denotamos

M0 = sup
B0

|u|, M4 = sup
B4R

u, m4 = inf
B4R

u, M1 = sup
BR

u, m1 = inf
BR

u.

Então tem-se

L(M4 − u) = M4(Dib
i + d)−Dif

i − g
L(M −m4) = −m4(Dib

i + d) +Dif
i + g.

Considerando,

k(R) = λ−1Rσ (||f ||q +M0||b||q) + λ−1R2σ
(
||g||q/2 +M0||d||q/2

)
,

σ = 1− n

q
,

e aplicando a desigualdade de Harnack (4.45) com p = 1 às funçõesM4−u, u−
m4 em B4R temos

R−n
∫
B2R

(M4 − u) dx ≤ C
(
M4 −M1 + k(R)

)
(4.50)

R−n
∫
B2R

(u−m4) dx ≤ C
(
m1 −m4 + k(R)

)
. (4.51)

Logo somando (4.50) e (4.51) tem-se

R−n
∫
B2R

(M4 − u) dx+R−n
∫
B2R

(u−m4) dx

= R−n
∫
B2R

M4 −m4 dx

= R−n (M4 −m4) |B2R|

= R−n (M4 −m4)C(2R)n

= Cn (M4 −m4)

≤ Cn
(
M4 −m4 +m1 −M1 + k(R)

)
de onde

M4 −m4 ≤ C
(
M4 −m4 +m1 −M1 + k(R)

)
, (4.52)
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assim escrevendo w(R) = osc u = M1 −m1, temos de (4.52)

w(R) ≤ γw(4R) + k(R).

Provaremos o seguinte Lema:

Lema 4.4.1 Seja w uma função não decrescente sobre o intervalo (0, R0)
satisfazendo para todo R ≤ R0, a desigualdade

w(τR) ≤ γw(R) + σ(R) (4.53)

onde σ é também não decrescente e 0 < γ, τ < 1. Então para todo µ ∈ (0, 1)
e R ≤ R0 tem-se

w(R) ≤ C
(

( R
R0

)αw(R0) + σ(RµR1−µ
0 )

)
, (4.54)

onde C = C(γ, τ) e α = α(γ, τ, µ) são constantes positivas.

Demonstração. Fixemos R1 ≤ R0, logo para todo R ≤ R0 por (4.53), tem-se

w(τR) ≤ γw(R) + σ(R)

≤ γw(R) + σ(R1).

Logo,
w(τ 2R1) ≤ w(τ(τR1))

≤ γw(τR1) + γ(τR1)

≤ γ(w(R1)) + γ(R1) + γ(R1)

= γ2w(R1) + γ(R1)(1 + γ).

Analogamente,

w(τ 3R1) = w(τ(τ 2R1)) ≤ γw(τ 2R1) + γ(τ 2R1)

≤ γ
(
γ2w(R1) + γ(R1)(1 + γ)

)
+ γ(R1)

≤ γ3w(R1) + γ(R1)(1 + γ + γ2).

Assim sucessivamente

w(τmR1) ≤ γmw(R1) + γ(R1)
m∑
i=0

γi

≤ γmw(R0) + σ(R1)( 1
1− γ ).

(4.55)

Para todo R ≤ R1 podemos escolher m tal que

τmR1 < R ≤ τm−1R1. (4.56)
Logo de (4.55)
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w(R) ≤ w(τm−1R1)

≤ γm−1w(R0) + σ(R1) 1
1− γ

≤ 1
γ

( R
R1

)log γ/ log τw(R0) + γ(R1) 1
1− γ .

(4.57)

Seja R1 = R1−µ
0 Rµ. De (4.57), tem-se

w(R) ≤ 1
γ

( R
R0

)(1−µ) log γ
log τw(R0) + σ(R1−µ

0 Rµ)
1− γ

≤ C
(

( R
R0

)αw(R0) + σ(RµR1−µ
0 )

)
,

onde α = (1 − µ) log γ
log τ

, C = max {1
γ
,

1
1− γ }, ficando provado o Lema 4.4.1.

�

Agora, aplicando o Lema 4.4.1 com µ tal que

(1− µ) log γ
log τ

< µσ,

tem-se
w(R) ≤ 1

γ
( R
R0

)µτw(R0) + k(RµR1−µ
0 )

≤ CRµσ
(
R−µσw(R0) + k(R0, f, b, g, d)

)
.

Logo,

oscBR(y)u ≤ CRµσ

(
R−µσ sup

B0

|u|+ k

)

ficando provado o Teorema 4.8.

A bibliografia contém 15 livros e artigos, [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,
12, 13, 14, 15].

�
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