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Resumo

Leal, G.L.C.; Saldanha, N.C.. A realizagao de alguns subgru-
pos discretos do grupo Spin na algebra de Clifford. Rio de
Janeiro, 2021. 72p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

A &lgebra de Clifford Clg 41 ¢ uma algebra associativa que pode ser
realizada matricialmente. O grupo Spin,,,; ¢ uma superficie contida em c 41
e fechada por multiplicacao. Estudamos os geradores de tal grupo, assim como
dos grupos de matrizes Quat, , e B: +1 que sao subconjuntos de Spin,, ;.
Uma permutacao em S, 1, pode ser expressa como uma palavra reduzida, por
meio de geradores de Coxeter. Os mapas acute e grave nos fornecem elementos
em BZ 41, @ partir das palavras reduzidas de uma permutacao em S,,;. Um
elemento da 4lgebra de Clifford C1° 41 Pode ser escrito como uma combinacao
linear de elementos em Quat, _;, onde o coeficiente independente é conhecido
como parte real. Estudamos resultados que relacionam as caracteristicas de

uma permutacao em S,.1, com o elemento a ela relacionado em Cl?l 4

Palavras-chave
Permutacdo; Grupo Spin; Algebra de Clifford; Células de Bruhat;
Grupo de Coxeter.
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Abstract

Leal, G.L.C.; Saldanha, N.C. (Advisor). The construction of
certain discrete subgroups of the Spin group in the Clifford
algebra. Rio de Janeiro, 2021. 72p. Dissertacao de Mestrado —
Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catélica do
Rio de Janeiro.

The Clifford algebra C19,, is an associative algebra that can be con-

structed as an algebra of matrices. The group Spin,,,, is a surface contained

: 0
in Cl,

group, as well as of the matrix groups Quat,; and B: 41 Wwhich are subsets

and closed by multiplication. We studied the generators of such a

of Spin,, ;. A permutation in S,;, can be expressed as a reduced word, us-
ing transpositions to define the family of Coxeter generators. The acute and
grave maps provide us with elements in B:: 41, based on the reduced words of a
permutation in S, 1. An element of Clifford algebra Cl?Z 41 can be written as a
linear combination of elements in Quat, ., where the independent coefficient
is known as the real part. We studied results that relate the characteristics of

a permutation in S,,;, with the element related to it in CI?Z 41

Keywords
Permutation; Spin Group; Clifford Algebra; Bruhat Cell; Coxeter
Group.
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1
Introducao

O presente trabalho tem como objetivo, descrever os grupos Quat,, ,,
B;l e Spin,; como grupos de matrizes, para entao estudar permutacoes
0 € S,41 nas coordenadas de z € B: +1 C Spin,, ;. A inspiracdo para o trabalho
vem de [1].

O objetivo provém do estudo das curvas localmente convexas na esfera
S", levando assim ao interesse de tais curvas no grupo Spin,, ;.

Tal grupo, pode ser decomposto em células de Bruhat da seguinte forma:

Spin,,, = || Brus,

2€B} L,

esta decomposicao ¢ chamada estratificacao de Bruhat do grupo Spin,, ;.

A unido das células de Bruhat com sinal Bru, com z € B: 41 tal que
I(z) = P, € SOu41 é a célula de Bruhat sem sinal Bru, C Spin,_,, onde
o € S,41. Cada componente conexa de uma célula de Bruhat sem sinal contém
exatamente um elemento z € B: 41 C Spin,, 4.

Dessa forma, podemos compreender melhor o grupo Spin,, ., através das
células de Bruhat. Assim, a estratificacdo se mostrou uma ferramenta essencial
no estudo das curvas localmente convexas no grupo Spin,,; [5].

Primeiramente, ainda na introdugao, daremos uma breve explicagao dos
conceitos mencionados anteriormente, que guiaram o objetivo do trabalho.

No capitulo 2, faremos um breve resumo sobre o grupo de permutacoes
Sni1, assim como o grupo das matrizes de permutacoes com sinal B, ;.

No capitulo 3, vamos ver um pouco sobre algebras de Lie, mais precisa-
mente, dlgebras de Lie de matrizes, com o foco voltado para a algebra de Lie
50,41 do grupo de matrizes ortogonais SO, 1.

No capitulo 4, faremos primeiramente a construcao matricial do grupo
Quat,_; e de seus geradores @;, com i € [n] = {1,...,n}. Em seguida,
construiremos a algebra de Clifford Clg 41, que é uma dlgebra associativa com
unidade, cuja base ortonormal ¢ formada pelos elementos de um subconjunto
HQuat, ., C Quat, ;.

Apébs a construcao de Cl?z 41, faremos a construcao matricial do grupo

Spin,,,;, que é gerado pelos elementos «;(f), onde a; : R — Spin,; ¢ um
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Capitulo 1. Introducio 12

subgrupo a um parametro, com «;(m) = a;. Além disso, vale ressaltar que
. 0
Quat,,, C Spin,, ., C Cl,;.
Tendo construidos tais grupos, faremos a construgao do nosso tultimo

grupo de interesse B: 1 C Spin,.,; € C1%, |, que é o grupo de matrizes gerado

us

2
Ainda no capitulo 4, analisaremos a a¢do do homomorfismo

pelos elementos (%) = d;.

IT: Spin, ; — SO,

nos geradores dos grupos que construimos nas se¢oes anteriores.

No capitulo 5, estudaremos as permutagoes o € S,,11 por meio das coor-
denadas de z € B: +1 C Spin,, ;. Estudaremos primeiramente, o funcionamento
dos mapas acute, grave : S, 1 — B: 41, para enfim estudarmos resultados que
relacionam a parte real de elementos da algebra de Clifford CI?Z 41, com as
caracteristicas da permutacao a ele relacionada.

Por fim, no capitulo 6, faremos algumas afirmacoes sobre o comporta-

: 5+ :
mento de determinados elementos em B, ; C Spin,, ;.

~ ~ VTN 5T A
Notacao 1.0.1 As notagoes para os elementos G;,a;,6,0 € B, a; € ClgH,
bem como «; € Spin,, ., foram pensadas pelo orientador e seus colaboradores
para os trabalhos anteriores. Pode-se identificar a; € CIELJrl como @; = eji1€;j,

na notagio de [2].

1.1
Curvas Localmente Convexas

: ~ : SO _ T T

Para j € [n], considere as matrizes a}° = eji1€; — ejej € S0,41,

note que ajso ¢ anti-simétrica. Como $0,,41 e spin, , sao isomorfas, podemos
identificar tais elementos na algebra de Lie spin, ; como

Spin
a;

L,
= 5@])
onde a; € Quat,_; C Spin,,,, tal elemento serd apresentado mais tarde.

Notagao 1.1.1 Representaremos a?pm € spin,,, e ai? € 50,1 pora; quando

estiver implicita a dlgebra de Lie de origem.

Uma curva I' : J — Spin,,; com J C R, é dita localmente convexa se ¢

absolutamente continua, e sua derivada logaritmica tem a forma

CE) T = X ki),

J€ln]
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Capitulo 1. Introducio 13

onde ki, ..., k, : J — (0,400) sdo fungoes positivas.

Dada uma curva localmente convexa suave I', a curva suave
v = RN () = I(D(L))er,
satisfaz a desigualdade det(vy(t),~/(t),...,7™(t)) > 0, onde
IT : Spin, ; — SO,

é um mapa de recobrimento.

Uma curva paramétrica v : J — R"™! satisfazendo a desigualdade
acima, é também chamada de localmente convexa. Tal curva v, pode ser
levantada para uma curva localmente convexa §, em SO, 1, consequentemente
em Spin, ;, tomando a matriz ortogonal §,(t), cujos vetores coluna sdo
os resultados de aplicar o algoritmo de Gram-Schmidt na base ordenada
(v(8),7'(®), ..., 7" (#)) de R™.

A base ortogonal obtida é o frame de Frenet generalizado do espago de
curvas 7. Além disso, os coeficientes ki, ..., k, da derivada logaritmica de §,

sao as curvaturas generalizadas de v (multiplicadas pela velocidade v, = |7/]).

1.2
Estratificacao de Bruhat

A decomposicao de Bruhat é uma forma de escrever uma matriz como
um produto de matrizes especiais. Podendo assim, decompor um grupo de
matrizes em uma unidao disjunta de células de Bruhat.

Chamamos de B,;; o grupo das matrizes de permutagdes com sinal,
Up,, 41 0 grupo das matrizes triangulares superiores e Up,’ 41 quando a diagonal

é positiva.
Teorema 1.2.1 Dado M € GL, 1, existe uma unica permutacio o € S,11 e
Uo, Uy € Up,, 1, (ndo unicas), tais que

M = UOPO'U17

onde P, € S,+1 C Byy1. Em particular,

GLTL-‘rl - |_| Upn+1 PCT Upn+1 :

UESn+1

Observe que os subconjuntos Up,,,; P, Up,,,; sao classes laterais duplas.
Podemos absorver os sinais de Uy e U; em P,, gerando assim a decom-

posicdo de Bruhat com sinal: para toda M € GL, 1, existe uma Unica matriz
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de permutacdo com sinais P € B,y e Up,U; € Up,” 41 (ndo tnicas), tal que
M = UyPUL.

Observacao 1.2.1 Pode-se formular o teorema para matrizes triangulares

inferiores da mesma forma.

Para cada P € B, 1, a classe lateral dupla de Up," 41 ¢ um subconjunto
contratil de GL,,41. Chamamos de célula de Bruhat com sinal a intersecao da
classe com o grupo ortogonal. Cada célula de Bruhat com sinal é ainda uma
subvariedade contratil do grupo ortogonal.

A decomposi¢do de SO, ;1 em células de Bruhat é conhecida como

estratificacdo de Bruhat com sinais e é dada por

SO,41= || Brup, Brup=(Up},,PUp;,)NSO,1, PeB/,,

+
PeB}

onde B, | = B,11NSOp41.

A pré imagem de cada célula pelo mapa de recobrimento II : Spin, ; —
SO,,11 é uma uniao disjunta de duas componentes contrateis.

Para z € BZH = II7'[B/,,], seja Bru, a componente conexa de
H_I[Brun(z)] contendo z. Chamamos Bru, de célula de Bruhat com sinal. A
célula de Bruhat sem sinal Bru, C Spin,,; ¢ a uniao disjunta das células Bru,,
com z € B: +1-

Para z € Spin,,; e 0 € S,11, temos z € Bru, se e somente se, existem
U,Uy € Up,,, e P, € B4, tal que lI(2) = Uy P,Us.

Portanto, a estratificacao de Bruhat do grupo Spin,,, €

Spin,,,; = || Bru..
Bl

Para todo U € Up,,; e @ € SO,41, seja QU = Q(U'Q) uma Up, ;-
acao. As células de Bruhat em SO, podem ser vistas como Orbitas desta
Up:;_l—agzio.

Tal acdo preserva células de Bruhat e pode ser levantada para uma
agdo em Spin,,_, tomando z¥ = Q(U~'z). As células de Bruhat, assim como
anteriormente, podem ser vistas como érbitas desta Up,: 4 1-acao.

Além disso, se U € Up,; e I : [0,1] — Spin,,,; é localmente convexa,
entao 'V : [0,1] — Spin,,.;, com IV = Q(U™'T'(¢)) é também uma curva

localmente convexa.
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1.3
Motivacao

Nesta se¢ao, vamos falar um pouco sobre os resultados que motivaram
o presente trabalho. As construcoes detalhadas, assim como as demonstragoes
dos resultados, foram feitas pelo orientador juntamente com seus colaboradores
e podem ser encontradas em [5].

O grupo Quat, ; age livre e transitivamente por multiplicacao a es-
querda, sobre a colecao das componentes conexas de uma célula de Bruhat
sem sinal.

Portanto, o resultado a seguir, gera uma parametrizagao explicita para

todas as células de Bruhat com sinais do grupo Spin,, ;.

Teorema 1.3.1 Dadas palavras reduzidas a;, -~ - --a;, < a;,-----a;, a; para duas
permutagoes consecutivas em S,y1 e dados sinais €1, ...cx, e € {£1}, defina
(A €1 4 €k
2= (Gg,)™ e ()
, ~+

20 = 21(4;)° € B4y

Dado q € Quat,_,, 0o mapa V¥ : Brug,, x(0,7) — Brug., dado por V(z,0) =

zaj(ef) € um difeomorfismo.

Ao conseguirmos descrever a estratificacao de Bruhat do grupo Spin,,_;,
tornamos o estudo das curvas localmente convexas um pouco menos complexo,
pois agora temos a algebra das células de Bruhat a nosso favor.

Um exemplo de um resultado que relaciona as células de Bruhat com
as curvas localmente convexas é o teorema a seguir, o resultado discute a

transversalidade entre as curvas localmente convexas e as células de Bruhat.

. ~+ .
Teorema 1.3.2 Considere 2y € B, , C Spin, |, 0 = 0, € Sp41, 0 # 17,
k = inv(n) —inv(o) > 0, onde n € S,41 € o elemento com nimero mdzimo de
inversoes. Entao, existe uma vizinhanga aberta U,, da célula de Bruhat com

sinal nao aberta Bru,, em Spin, , e um mapa suave

f= o fi) Uy = R,

com as sequintes propriedades:
(i) Para todo z € U,,, tem-se que z € Bru,, se, e somente se f(z) =0;

(ii) Para todo z € U,,, a derivada Df(z) é sobrejetora;
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Capitulo 1. Introducio 16

(iii) Para qualquer curva localmente convexa suave I : (—¢, €) — U,,, tem-se

(feoT) () >0
para todo t € (—¢,¢€).

Outros resultados importantes, podem ser encontrados em [5].

Tendo em vista os resultados anteriores, podemos perceber a importancia
das células de Bruhat no estudo das curvas localmente convexas. Assim, fica
clara a necessidade de compreendermos os elementos de tais células, que nada

mais sao do que elementos do grupo Spin,, ;.
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2

Permutacoes

O grupo S, das permutacoes de n + 1 elementos é gerado pelas
transposicoes a; = (i,i+1), com i € [n], onde [n] = {1,...,n}. Tais geradores
nos proporcionam escrever uma palavra reduzida para o € S, 1.

Além disso, uma permutacdo o € S,,;1 pode ser associada a uma matriz
P,, chamada de matriz de permutacao.

Neste capitulo, estudaremos o grupo de permutagoes S, 1, as matrizes

de permutacao e por fim, o grupo de matrizes de permutacao com sinais B,, .

2.1
O Grupo Simétrico

Uma permutacgao de um conjunto é uma fungao bijetiva, que leva um
elemento do conjunto em outro elemento também no conjunto, ndo necessari-
amente diferente do original.

O grupo de permutagoes de um conjunto X é o conjunto de bijecoes
f X — X que com a operagao de composicao de fung¢des, formam um grupo.

Seja Sy,4+1 0 grupo das permutagoes do conjunto [n+1] = {1,...,n+1}.

Denotamos a ac¢ao de S,+1 em [n + 1] por
(0,k) — k°.
Escrevemos a composta da esquerda para a direita, de tal forma que temos
ko192 = (k71)°2.

Definig¢ao 2.1.1 S,y € o grupo gerado pelas n transposi¢oes a; = (i,1 + 1),

com i € [n].

Observagao 2.1.1 Os geradores a; = (i,i+1) sdo conhecidos como geradores
de Coxeter-Weyl. Além disso, o grupo S, 11 pode ser pensado também como o

grupo A, de Coxeter-Weyl, entretanto nao abordaremos tal interpretagdio (veja,

[6])-

Exemplo 2.1.1 Sejam oy = [3421] e oo = [4132] € S;. Como oy09 =

[19102201023010249192] " entgo o109 = [3214].
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Escrevemos uma permutacao o € S, usualmente de duas formas, como
uma lista de valores [1727 ... n%], assim como feito no exemplo acima, ou como

um produto de transposigoes, por exemplo 0 = a;, ... a;,.

Defini¢ao 2.1.2 Um ciclo é uma permuta¢io o = (iy...1) € Spi1, onde

ik > 11, 45 > 11 se 1 < j < k e — 4 caso contrdrio.

Proposicao 2.1.1 Toda permutacio o € S,.1 pode ser escrita como um

produto de ciclos disjuntos, de forma unica.

A demonstracdo da proposicao sera omitida, a mesma pode ser encon-
trada em [3].

Exemplo 2.1.2 Seja 0 = [24513] € Ss, visto que 1 — 2 +— 4 e 3+ 5, 0 é
escrita como o = (124)(35).

Definigao 2.1.3 O conjunto Inv(c) = {(i,j) € [n+1]* | (i <j)A (@ > j°)}
¢ o conjunto dos pares (i,j) que sao inversoes de o. Além disso, inv(o) =
card{Inv(c)}.

Exemplo 2.1.3 Seja 0 € S5 tal que o = [24153] = asaqaas, entdo Inv(o) =
{(1,3),(2,3),(2,5),(4,5)}, assim inv(c) = 4.

Definicao 2.1.4 Uma palavra reduzida para uma permutacio o € Spiq €
uma expressao de o como um produto de geradores a; = (1,1 + 1), tal que

a quantidade seja minimal e igual a inv(o).

No exemplo acima, temos uma permutacao ja escrita como uma palavra

reduzida, visto que o = asaqaias possui quatro geradores e quatro inversoes.

Definigao 2.1.5 Seja o0 € S,11, definimos sua matriz de permutagio P, por

el P, = el,.

Exemplo 2.1.4 Seja 0 = asasaias assim como no exemplo 2.1.3, entdo

aU

|
o o~ o o
_ o o o o

o O O O =
o O O = O
o = O O O
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Existe uma tnica permutacao n = aia2a1a3a2a;1 . . . ApGy_1 . .. a2a1, tal

. . . 1) -~ s . s
que o comprimento da palavra reduzida inv(n) = % ¢ 0 maximo possivel,

sua matriz ¢ dada por

Proposicao 2.1.2 Para todo i,j € [n], temos:

(i) aja; = a;a;, para [t — j| # 1;
(1) ;0 410; = Qip1GiQ41.
Prova.
Para a primeira igualdade, é simples ver que dados a; € a; com |i—j| # 1,
temos que ¢ # j + 1 e j # ¢ + 1. Portanto fazer primeiro a; ou a; nao altera o
resultado, visto que os geradores sao disjuntos.

Para a segunda igualdade, basta pensar na permutagdo representada

como lista de niimeros,

() ) (G0 1)) (G o+ 2)) )]
(G 1)) (@) ) (0 + 2))

(i +2)% ()" (@ + 1)*]

(t+2) (i+1) i,

a;Aj4105 =

[
[
[
[

da mesma forma podemos ver que

i1 Qi1 = [((imﬂ)ai)aiﬂ(((i + 1)a¢+1)ai)ai+1(((i + 2)ai+1>ai>ai+1]
=[(i+2) (i+1) 1.

Portanto a;a;11a; = a;110;a;11.

Teorema 2.1.1 Duas palavras reduzidas para uma permutacao estdo conecta-

das por uma sequéncia finita de movimentos dos tipos acima.

Prova.

Dividiremos a demonstragao em casos e procederemos por inducao no
comprimento [ = inv(o).

Os casos [ = 0, 1, 2 sdo triviais. Suponhamos por inducao que o enunciado

seja valido para valores menores que 1.
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Sejam w; = a;, ...a;, € wy = aj, ...a; duas palavras reduzidas para

n
0 € S,11, comn =invo.

Se a primeira letra de w; ¢ igual a primeira letra de wy, ou seja a;, = a;,,
temos que w; = a;, W e wy = a;,We, onde w; e Wy sao palavras reduzidas para
0, com o = a;,0.

Pela hipotese de indugao w; e wy estdo conectadas, portanto wy e wo
também estao.

Se a primeira letra de w; e a primeira letra de wy sdo tais que |i; —j1| > 1,
entao w; = a;,W; € wy = a;, W, onde w; e Wy sao palavras reduzidas para o,
e 0y respectivamente, com o = a;,01 € 0 = a;,0s.

Seja ¢ tal que 0y = a;,0 e 0y = a;,0. Sejam w3 e wy outras palavras
reduzidas para o; e oy respectivamente, tais que wz = a;, w3z, onde ws é outra
palavra reduzida para ¢ e wy = a;, w4, onde wy ¢ outra palavra reduzida para
0.

Por inducgao w; e ws estao conectadas, assim como wy e wy. Portanto,
também por indugao, ws e w, estdo conectadas. Assim, conectamos w; e ws.

Por tltimo, suponhamos que a primeira letra de wy € tal que a;, = a;, 41,
onde a;, é a primeira letra de w;. Assim, pelos argumentos anteriores, existe
o tal que 0 = a;,a;,410;,0 = Qj; 41,0, 4+10.

Se wy = a;, Wy, conectamos Wy a G, +10;,Ws. S€ We = A4, +1Ws, conectamos
W & a;,a;,+1ws. Note que ws e wy sao palavras reduzidas de o, portanto
podemos conecta-las, por indugao. Assim, conectamos wy e ws.

Logo, podemos conectar quaisquer duas palavras reduzidas de uma

permutacao o € S, 11, por meio dos movimentos que conhecemos.

Exemplo 2.1.5 Seja 0 = asajazagazas € Sg, fazendo uso da proposicio
anterior, podemos escrever mais de uma palavra reduzida que descreve a
permutagdo. Como por exemplo:

0 = 020104030405, 0 = A20401030405 € 0 = A204030710405.

Por uma verificacao simples vemos que as 4 palavras reduzidas represen-

tam a permutagio o = [261435] € Sg.

As palavras reduzidas para uma permutagdo o podem ser representadas
por meio de um diagrama. Existe mais de uma forma de ler tal diagrama. No
nosso caso, cada ponto representa um nimero comegando em 1 e terminando
em n, de cima para baixo, onde a permutacao é lida levando os pontos da
esquerda nos pontos da direita. Cada interse¢do representa um gerador a;, da
esquerda para a direita. Além disso, de cima para baixo, o espaco entre dois

pontos faz referéncia a um tnico gerador, comegando em a; e indo até a,.
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Utilizamos esta representacao para encontrar palavras reduzidas para as
permutacoes.

Vamos ver alguns exemplos.

Exemplo 2.1.6 Seja n = [4321], construimos o diagrama de n marcando os
pontos como descrito acima. Dessa forma, levamos o primeiro ponto da esquerda
ao ultimo ponto a direita, sequindo a permutacdio da mesma forma com os

outros pontos. Assim, temos

Figura 2.1: Diagrama de n € Sy

Agora so precisamos ler o diagrama. Como descrito acima, os geradores
sao lidos de cima para bairo e da esquerda para a direita. Portanto, temos que

a palavra reduzida de n € dada por
7 = a1a2a1030207 .

O préximo exemplo ilustra dois diagramas diferentes para uma tunica

permutacao.

Exemplo 2.1.7 Seja 0 = [2431] = asazasa; = agasasay, seus diagramas sao

respectivamente

Figura 2.2: Diagramas de 0 = asazasa; = asasaza; € Sy

Note que o que mudou no diagrama foi a inversio de 3 geradores,
que equivalem a asasas e agasas, respectivamente. Pela proposicdo anterior,

sabemos que sao iguais.
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2.2
Permutacées Com Sinais

Vimos na secao anterior que uma permutacao o € S,y estd associada a
uma matriz (n + 1) x (n + 1), denominada P,. Por outro lado, um certo tipo
de matriz também pode ser associado a uma permutacao. Nesta se¢do, vamos
estudar tais grupos de matrizes.

Seja B,,11 o grupo das matrizes de permutagoes com sinal, ou seja,

matrizes ortogonais P tais que existe uma permutacao o € S, 1, onde
el P=del,, Vie[n+1].

Exemplo 2.2.1 Seja a matriz

0o 0 1
P=|10 -1 0],
-1 0 0
como el P = e} el P = —el e el P = —el', entdao existe uma permutagio

o € S3 associada a P e 0 = [321] = ajaqay, dai P € Bs. O diagrama de o € S3

¢ dado por

Figura 2.3: Diagrama de o = ajasa; € S3

Definimos a intersecao de B,,;1 com o grupo das matrizes ortogonais com

determinante igual a 1, como BZH = B,11NSO,41.

Exemplo 2.2.2 A matriz do ezemplo anterior

0 0 1
P=10 -10
-1 0 0

ndo pertence a B, pois det(P) = —1.
Entretanto, ao trocarmos um dos sinais, teremos matrizes que pertencem

a B, por exemplo
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onde podemos ver com facilidade que det(P’") = 1.

Observagao 2.2.1 As matrizes pertencem a grupos distintos porém represen-

tam a mesma permutacao.

Definimos também o subgrupo normal Diag' ., C B}, que sdo as
matrizes de permutacao, diagonais e ortogonais com determinante 1. Tal
subgrupo ¢ isomorofo a {£1}".

O mapa ¢ : BY., — S,;; dado por P — op é um homomorfismo
sobrejetor, cujo nucleo é Diagrfﬂ. Portanto, como Diagf{+1 ¢ um subgrupo

normal, pelo teorema dos isomorfismos, temos que

+
Bn+1

— . ~ S
. F n+1 -
Diag;

Como podemos organizar os sinais em uma matriz diagonal, intuitiva-
mente, o que esse isomorfismo nos diz é que se “esquecermos” os sinais, o que
nos resulta é essencialmente uma permutacao.

Assim, vimos que toda permutacdo o € S, 11 é associada a uma matriz

P, e B:;Ll, onde op = 0.
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3
Algebra de Lie

Neste capitulo, faremos uma breve revisao do conceito de algebra de Lie,
mais precisamente para o interesse do trabalho, dlgebras de Lie de matrizes.

Além disso, apresentaremos a algebra de Lie so0,,; do grupo SO, 1,
cujo elemento a; é de grande importancia para as construgoes dos proximos
capitulos.

Por fim, apresentaremos o subgrupo a um parametro o° : R — SO, 11,

que ¢ definido a partir de a; € §0,,11.

3.1
A Algebra de Lie

Definicao 3.1.1 Uma dlgebra de Lie g é um espago vetorial sobre um corpo
munido de uma operagio [.,.] : g X g — @, chamada de colchete de Lie, que

satisfaz as sequintes condigoes:
(i) Bilinearidade,
(ii) Anti-simetria, ou seja, [ X, Y] = —[Y, X| para todo X,Y € g;

(1ii) Para todo X,Y,7Z € g, temos [X,|Y, Z]] + [Z,[X, Y]] + [Y,[Z, X]] = 0,

esta relagdo é conhecida como identidade de Jacobi.

Exemplo 3.1.1 Na dlgebra de Lie gl, ., o colchete de Lie é definido como
[A, Bl = AB — BA, para todo A, B € gl ;. As condi¢oes (i) e (ii) sao claras,
vamos verificar a identidade de Jacobi.

Sejam A, B,C € gl,,,,, temos

[A,[B,C]) = [A, BC — CB] = A(BC — CB) — (BC — CB)A
= ABC — ACB — BCA + CBA,

[C,[A, B]] = [C, AB — BA| = C(AB — BA) — (AB — BA)C
— CAB — CBA— ABC + BAC,

[B,[C, A]] = [B,CA— AC] = B(CA — AC) — (CA — AC)B
— BCA— BAC — CAB + ACB.
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Portanto, somando as parcelas temos

[A,[B,C] + [C,[A, B]| + [B,[C, A]] = ABC — ACB — BCA + CBA+
CAB — CBA — ABC + BAC + BCA — BAC — CAB + ACB = 0.

Logo, satisfaz a identidade de Jacobr.

Para a defini¢do a seguir, o colchete de Lie é definido como no exemplo

anterior.

Definicao 3.1.2 Uma dlgebra de Lie de matrizes é um espago vetorial de

matrizes, fechado pelo colchete de Lie.

Definicao 3.1.3 Um grupo de Lie é um grupo que também é uma variedade
real suave, de dimensdo finita, em que as operacoes multiplicagcdo e inverso sao

mapas suaves.

Definig¢ao 3.1.4 Um grupo de Lie de matrizes G C GL, 1 é uma variedade

suave, que possui identidade e € fechada para inverso e multiplicagdo.

Seja G um grupo de Lie de matrizes reais, como GG é uma superficie suave

podemos tomar seu espaco tangente na identidade.

Definicao 3.1.5 Defininimos o espag¢o tangente a G na identidade Ti(QG)
como as matrizes na forma X = M’'(0), onde M(t) é um caminho suave em
G, tal que M(0) = 1.

Proposicao 3.1.1 O espago tangente T1(G) € fechado para o colchete de Lie,
ou seja, se X, Y € T1(G) entdao [X,Y] € T1(G). Portanto, T1(G) € uma dlgebra

de Lie de matrizes.

Prova.
Queremos X,Y € T1(G), para isso vamos supor M (t) e N(t) caminhos
suaves em G, tais que M(0) = N(0) =1, M'(0) = X e N'(0) =Y.
Consideremos o caminho T',(t) = M (s)N(t)(M(s))~! para s fixo. Assim,
['s(t) é um caminho suave e I';(0) = 1, dai I',(0) € T1(G). Mas,

Ls(0) = M(s)N'(0)(M(s))™" = M(s)Y (M(s)) ™",

como M (s) é suave, entdo I';(0) é suave em s.
Portanto, temos um caminho suave C(s) = I'4(0), com C : Vi — T1(G),

onde Vy C R é uma vizinhanca de 0. Derivando o caminho, temos

C'(s) = M'(s)Y (M (s)) " — M(s)Y (M'(s)) "' M'(s)(M(s)) -
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Aplicando em s = 0, visto que M(0) =1 e M’'(0) = X, temos

C'(0) = M'(0)Y (M(0))~" — M(0)Y (M (0)) =" M"(0)(M(0))~"
= XY -YX
= [X,Y].

Como a derivada de C(s) aplicada em s = 0 também estd no espago
tangente 71 (G), entao [X,Y] € T1(G).
Assim, provamos que se X,Y € T1(G), entdo [X,Y] € T1(G).
|
O assunto algebras de Lie, mais precisamente para o nosso caso, algebras
de Lie de matrizes, é um tema de muito estudo. Contudo, nao iremos nos

aprofundar além deste ponto, para saber mais sobre uma boa referéncia é [11].

3.2
O Grupo Ortogonal e Sua Algebra de Lie

O grupo especial ortogonal, denotado por
SOu41 = {M € GL,y; € ROEDXOHDINIAT — T 0 det(M) = 1}

é um grupo de Lie de matrizes, ou seja, uma superficie suave, portanto podemos
tomar seu espaco tangente.
A algebra de Lie so0,.1, que é o espago tangente a SO, na identidade
Ty SO, 41, consiste das matrizes reais M € SO, tais que M + M7? =0,
Assim, $0,41 = {M € SO, |M = —MT"} sio as matrizes anti-
simétricas. Note que a diagonal consiste de zeros, além disso as entradas abaixo
da diagonal sdo os negativos das entradas acima, por serem anti-simétricas.

Portanto, a dimensao de so0,,,1 é o nimero de entradas abaixo da diagonal, ou

seja
1
1+2+3+~~-+n:(”+2)”.
Como a dimensao de um grupo de Lie é a dimensao da sua algebra, temos

que a dimensao de SO, é também @

Vamos entdo, definir alguns elementos na algebra de Lie de SO,,.1, que
denotaremos por uz-so € 50,41

Para cada i € [n], definimos a matriz a3° = e; 11l — e;el, |, que é anti-

simétrica, ou seja, a3° = —(a?9)T. Assim, af© é a matriz cujas tnicas entradas
nao nulas sao (aiso)i“’,» =1le (aiso)i’iﬂ =—1.

A menos que seja especificado de outra forma, a partir de entao, vamos

considerar a3© como a; para simplificar a notagao.
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Exemplo 3.2.1 Sen =3 ei =2 entdo,

00 0 O

0 0 -1 0
Qo =

01 0 O

00 0 O

Veremos agora o subgrupo a um parametro o®, definido a partir do

elemento a; € 50,1 1.
SO

Seja af© : R — SO,,1, dada por a°(#) = exp(fa;). Por uma conta

SO

simples, podemos perceber que 7% (#) é uma matriz diagonal em blocos, dessa

forma o mapa é dado por
oziso R — S0,41

I

;0 (0) = Q(0) ,
I

onde I, € RE-Dx(=1 ¢ [, € R(=Dx(=1) g55 matrizes identidades e

~ [cos(f) —sin(0)
Q) = (sin(@) cos(0) ) .

Exemplo 3.2.2 Sen =3, 0 = n e i = 2, teremos a matriz ay do exemplo

anterior e entao
0

—1
03°(m) = G

0
0 O

o O O =
— o O O

Exemplo 3.2.3 Sen =4, 0 =7 ei= 23, teremos entao

100 0 0
010 0 0
ogo(g)_ 000 10
001 0 0
000 0 1
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Grupos de Matrizes

Neste capitulo, estudaremos alguns exemplos de grupos de matrizes reais,
que como o nome sugere, sao grupos onde os elementos sao matrizes reais. O
nosso interesse estd voltado especialmente para Quat,,_;, Spin,,; e B: 41

Mais precisamente, um grupo de matrizes G é um subgrupo do grupo de
matrizes reais invertiveis GL,,4; C RO FDx(n+1),

O grupo Spin,,; ¢ uma superficie suave, portanto ¢ um grupo de Lie.
Ja os grupos Quat,,; e ]~3: 41, Sa0 grupos finitos. Vamos estudar tais grupos a

partir da construcao de seus geradores.

4.1
O Grupo Quat,,

Nesta secao, definiremos o grupo Quat,, ; pelos seus geradores @;. Primei-
ramente, faremos uma construcao abstrata dos geradores. Apds esta definicao,

faremos uma construgdo mais concreta dos geradores como matrizes.

Definicao 4.1.1 Chamamos de Quat, ., o grupo gerado pelos elementos

{#£ay,...,+a,} que satisfazem as sequintes relagées:
(i) a? = —1;
(ZZ) &Z&] = djdl-, Se |Z —]‘ 7é 1,'
Portanto, podemos listar seus elementos tendo assim o grupo finito

Quat, , = {£1, £a,, £ao, £0109, *a3, £a1a3, £a203, £a10203, . .., Ea01 ... 4}

Além disso, sua cardinalidade ¢ dada por | Quat,,, | = 2"

O grupo Quat,, ; pode ser visto como um grupo de matrizes reais 2" x 2",
basta interpretarmos seus geradores como matrizes.

Antes de descrevermos a forma geral de um gerador a; para qualquer
n >1 e € [n], vamos ver a construcao do primeiro caso.

Se n =1, entdo a; é o tnico gerador e é uma matriz 2 x 2 satisfazendo

as condigoes acima.
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Dessa forma, é facil ver que
0 -1
1 0
Para o caso geral, quando ¢ = 1 temos que a matriz a; é uma matriz

diagonal em blocos, onde cada bloco J é de dimensao 2 x 2 dado como

0 -1
1 0

J:

Portanto, a matriz a; ¢ uma matriz com 2"~! blocos J na diagonal, ou seja,

J

SN
S
I

J

Vamos generalizar a matriz a; para todon > 1 e i > 2. A construgao é
parecida com o caso ¢ = 1. A matriz é em blocos na sua diagonal, onde cada

bloco tem dimensao 2t x 2! e é da forma:
i

J = com I € R&™x@7%),

Y

Portanto, @; é uma matriz com 2"~ blocos J na diagonal, ou seja,

s

Observagao 4.1.1 Se i = 2, entdo cada matriz de dimensio 2072 x 2172 ¢

apenas uma entrada.

Agora que construimos as matrizes d;, vamos verificar que elas satisfazem
as condigoes da definicao.

Como a; é uma matriz diagonal em blocos, entdao a? é da mesma forma
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e 0s blocos sao os quadrados dos blocos originais, dai

J J J?
J J J?
Mas J é uma matriz em dois blocos, vamos denotar o de cima por A e o

de baixo por —A, entdo para calcular J? basta tomarmos o produto dos seus

blocos da seguinte forma

Como A e —A comutam, basta verificarmos que A.(—A) = (—A).A = —1,
mas A e —A sdo matrizes diagonais em blocos de mesma dimensao, portanto

basta fazer o produto dos blocos, dai

coaca- (U ) ()

Agora que sabemos exatamente quem é J?, temos que

J? -1
2
ai = = . 9
J? -1
portanto as matrizes G; satisfazem a primeira condigao da definigdo, a4? = —1,
onde nesse caso, —1 = —1.

Falta verificarmos as outras duas condi¢oes. Primeiramente faremos o
caso |i — j| = 1.

Para facilitar um pouco as contas, vamos considerar as matrizes em 4
grandes blocos, o que pode ser feito ja que as dimensodes das matrizes sao
multiplas de 4, para os casos n > 2.

Como a; é um caso distinto, faremos primeiro a4, = —asa,, que é a

tunica possibilidade onde aparece d;, no caso |i — j| = 1. Assim, d; é em blocos
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2 X 2 e G em blocos 4 x 4. Portanto, em blocos 4 x 4, temos

Portanto, a1a, = —a9a;.

31

Para o caso geral, note que supondo j = ¢ + 1, cada matriz J em a; tem

metade da dimensdo de a@;. Suponha por exemplo, ¢ = 2 e j = 3 entao, J de

Gy tem dimensao 2772 e J de a3 tem dimensao 273 =

277,—2
2

Dessa forma, as matrizes a; e a;, onde nesse caso I € R(

Assim, mostramos que se | — j| = 1, entdo ;a; = —a

A

Nnge

21'72) X (21'72)

, 520
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Por fim, precisamos verificar que se [i—j| # 1, entao @;a; = a;a,. Primeiro
faremos o caso 1 =1¢e j > 3.
Vamos escrever a; em blocos Ji, onde a quatidade de blocos que formam

J1 é um multiplo de 4, da seguinte forma

Ji
Ji

= , onde J; =

Ji

Ji

Note que no menor caso, onde j = 3, temos que / é uma matriz 2 x 2,
a mesma dimensao de cada bloco que forma a matriz J;. Para o caso j > 3, a
dimensao de cada bloco I é um multiplo da dimensdo dos blocos que formam
J1. Portanto,

—1I J1 —J;
ASSiIIl, &1&]‘ = &jdl-
Para o caso geral i > 2 e j > ¢+ 2 a construgao ¢ similar, a diferenca é

que a; ¢ escrita como na forma geral
—1
a; = , onde J=
—1I

dessa forma, o produto fica facil de ser calculado, pois cada bloco J é da mesma
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forma de a;, portanto

Assim CALZ(AI,] = CAL]CALZ

Com a prova desta igualdade, mostramos que as matrizes a; que cons-
truimos, satisfazem as condicoes da definicao dos geradores do grupo Quat,, ;.
Portanto, podemos considera-lo como um grupo de matrizes finito.

Observe que cada a; ¢ uma matriz anti-simétrica. Note também, que cada
bloco que forma a matriz a; tem determinante 1, visto que J é também uma
matriz em blocos, onde cada bloco nao nulo tem determinante 1. Assim, a;
tem determinante 1.

Com isso, como cada elemento ¢ € Quat,_; ¢ um produto dos geradores
a;, ou seja

— AE1 NE
q==%ai'...a;" € Quat,

com g € {0, 1}, temos que det(q) = 1.

As matrizes a; portanto, tem em cada coluna uma tnica entrada nao
nula, tal entrada possui valor 1 ou —1. Além disso, sabemos que deta; = 1.
Assim, @; é uma matriz de permutacio com sinal, ou seja, a; € B, para todo

i € [n].

Exemplo 4.1.1 Se n = 2, entdo para i € {1,2}, a; sdo matrizes 2*> x 22 da

sequinte forma:

0 -1 0 O 0 -1 0
R 1 0 O R 0 1
a1 = e a9 =

0 0 -1 1 0

0 1 0 0 —1 0

Exemplo 4.1.2 Se n=3, entdo a; com i € {1,2,3} sao matrizes 8 x 8. Pelo

exemplo anterior, sabemos quem sao ay e o no caso n=2. Portanto, para n=3
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basta repetirmos as mesmas matrizes diagonalmente, ou seja,

0 —1 0 0 —1 0

1 0 00 0 1

0 —1 10 0 0

) 10 o =1 0 o0
“= 0 —1 2= 0 10
1 0 0 1
0 —1 1 0
10 0 —1 0

Jd para o caso i=3, temos

-1 0

a3 =

o O O O O O
o O O o o o o

O O O = O O o O
o O = O O O o O
S O O O O o O
o O O O o O

o O O O O = O O
o O O O = O O o

0 -1

A algebra de matrizes gerada pelos elementos a; é chamada dlgebra de
Clifford, denotada por Clg +1- Na proxima secao veremos esta dlgebra com mais
detalhes.

4.2
A Algebra de Clifford

Na secao anterior, vimos que Quat, ; ¢ um grupo finito e que seus

elementos sao precisamente
Quat, , = {£1, £a,, £ao, £a109, £a3, £a1a3, £a203, £a10203, . .., £a01 ... 4}

Note que Quat,; = HQuat, , U(—HQuat,_ ), onde HQuat,_, sdo os
elementos que aparecem com sinal + em Quat,_ ;. Além disso, observe que

HQuat,,, C Quat,; ndo ¢ um subgrupo, visto que a; = —1 ¢ HQuat,, 4.

Definicao 4.2.1 CI?Hr1 ¢ uma dlgebra associativa com unidade sobre R, que é

um espago vetorial de dimensao 2", com base ortonormal HQuat,, ;.
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Portanto, a algebra de Clifford Cl% 41 ¢ gerada pelos elementos a;, que
satisfazem as relagoes ja vistas anteriormente na definicio dos geradores de

Quat,,_ ;. Recorde:

(il) asa; = a;a;, se |i —j| #1;
(111) &Z&] = _&jaia se |Z _j| =L

Além disso, como espaco vetorial é dotada de um produto interno,
definido por

(21, 22) = 27" Trago(z1 23 ).

Quando n é pequeno o suficiente, as algebras de Clifford sao 4lgebras

conhecidas. Vamos ver alguns exemplos.

Exemplo 4.2.1 Se n = 0, entdo Cl) ¢ uma dlgebra de dimensio 1 sobre R,

tal que sua base é {1}. Ou seja, a dlgebra de Clifford C1) é o proprio R.

Exemplo 4.2.2 Se n = 1, entao Clg ¢ uma dlgebra de dimensao 2 sobre R
cuja base é {1,a41}, que sio matrizes 2 x 2 satisfazendo a condigio a3 = —1.
Portanto, os elementos de Clg s@o da forma u + va;, onde u,v € R.

Sabemos da segcdo anterior, que

A 0 -1
ar = .
oo

Note que esta é a forma matricial de i € C. Portanto, os elementos de

Clg sdo dados por u + véy, onde a; = i, ou seja, C13 = C.

Antes de vermos mais um exemplo de dlgebra de Clifford, vamos nos
recordar dos quatérnios H.

O conjunto dos quatérnios é um espago vetorial sobre R, com dimensao
4, cuja multiplicacao é associativa e distributiva com a soma. Além disso, com
excecao da multiplicacao por escalar, ndo é comutativa. Portanto, H é uma
algebra associativa e nao comutativa.

Um elemento ¢ € H é tal que ¢ = ul + vi + wj + tk, onde u,v,w,t € R

cuja norma ¢é |q| = vu? + v2 + w? + 2. Podemos associar ¢ € H a matriz

—v —w —t

~+~ & < g
~
IS
|
S
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onde, 1 é a matriz identidade 4 x 4 e

0O —-1.0 O 0 -1 0 00 0 -1
) 1 0 0 0 . 0 0 1 00 -1 0
1 = s J = s k =
0 0 0 —1 1 0 O 01 O 0
0O 0 1 0 0O -1 0 0 10 0 0
Os elementos i,j e k sdo tais que i = j2 = k? = —1, além disso

—ji=ij=k, -kj=jk=1ie —ik =ki=].
Como o produto de dois elementos i, j e k é mais ou menos o outro, entao

{#£1, £i, £j, £k} é um grupo nao abeliano. Denota-se tal grupo como Qs.

Exemplo 4.2.3 Se n = 2, entao Clg ¢ uma dlgebra de dimensao 4 sobre R,
cuja base é {1,ay,as,a1d2}, que sdo matrizes 4 x 4 satisfazendo as condigoes
(1), (i) e (iii) da defini¢io, ou seja,

Assim, como vimos anteriormente, essa € exatamente a dlgebra dos

quatérnios H, basta tomarmos
&1 = i,&g :j,&1a2 = k.

Com isso, j& conhecemos trés exemplos de dlgebras de Clifford: Cl? = R,
Cly =C, Cl} = H.

Como 2" cresce muito rapido, descrever os geradores das algebras de
Clifford para n > 2, passa a ser uma tarefa relativamente trabalhosa e extensa.

Classificagoes para as algebras de Clifford podem ser encontradas em [12].

4.3

O Subgrupo a Um Parametro o)™

i
Um subgrupo a um paramentro de um grupo G é um homomorfismo
continuo de grupos de R, como grupo aditivo, no grupo G em questao.
A partir dos geradores a; € Quat,,;, vamos definir os subgrupos a um

parametro do grupo SOan

AP R — SOgn

A

e (= eXp(Q%).

)
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Como a; sao matrizes com diagonal nula, nao ¢ dificil ver que exp(0%)

[

¢ uma matriz cujas entradas diagonais sao cos(5), e nas posicdes das entradas

ndo nulas de @;, temos sin(%).

o
Portanto, os elementos o™

i

(0) sdo matrizes 2" x 2" definidas como

A

b1t () — exr(0%) = cos(?) + a- sin(’
a (6’)—exp(92) COS(Q)+a,sm(2).

)

Notacao 4.3.1 Para simplificar a notagio, trataremos ;"™ (0) como oy(6), a

i

menos que seja especificado de outra forma.

Vamos entao, escrever tais elementos como matrizes. Para que fique mais
claro, antes de formalizarmos a forma matricial de «;(#), construiremos os

casosn=2en=3.
Observagao 4.3.1 Como cos(3) =0 esin(j) =1, a;(7) = a; € Quat,,, ;.

Exemplo 4.3.1 Sen =2 e¢i=1, temos

cos($) —sin(9) 0 0
sin(¢)  cos( 0 0
= | O s 0 0
0 0 cos(z) —sin(5)
0 0 sin(4)  cos(%)
Se i =2, temos
cos() 0 —sin(%) 0
0 cos(¢ 0 sin(¢
OZQ(Q) — . , (2) , (2)
sin(3) 0 cos(3) 0
0 —sin(%) 0 cos(9)

Note que det(c;(6)) = (cos(£)? + sin(4)?)? =1, para i € {1,2}.

Exemplo 4.3.2 Sen=3e¢i=1, ay(0) tem dimensio 8 x 8 e é dada por:

Q(0)
_ Q(0)
Q(0)
onde , ,
cos(5) —sin(5)
0) = :
Q) ( sin(4)  cos(%) )


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912784/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912784/CA

Capitulo 4. Grupos de Matrizes 38

Quando i = 2, a matriz ay(0) €

cos() 0 —sin(%) 0 0 0 0 0
0 cos(%) 0 sin(%) 0 0 0 0
sin(%) 0 cos(9) 0 0 0 0 0
s (6) 0 —sin(%) 0 cos(§) 0 0 0 0
2(V) = .
0 0 0 0  cos(%) 0 —sin(9) 0
0 0 0 0 0 cos(9) 0 sin(%)
0 0 0 0 sin(%) 0 cos(9) 0
0 0 0 0 0 —sin(%) 0 cos()
Por fim, quando i = 3 a3(0) é uma matriz de um dnico bloco 8 x 8
cos(§) 0 0 0 —sin(%) 0 0 0
0  cos(9) 0 0 0 —sin(4) 0 0
0 0 cos() 0 0 0 sin(4) 0
0 0 0 0 cos(%) 0 0 0  sin(¥)
o —=
’ sin(2) 0 0 0 cos(2) 0 0 0
0  sin(%) 0 0 0 cos(8) 0 0
0 0 —sin(%) 0 0 0 cos(d) 0
0 0 0 —sin(9) 0 0 0  cos(9)

Note que det(c;(6)) = (cos(£)? +sin(4)?)* =1, para i € {1,2,3}.

Agora descreveremos a forma geral, primeiramente para i = 1, em seguida

para i > 2.
Quando i = 1, temos a;(f) = exp(0%) = cos(£) + a; sin(). Como visto
anteriormente,
0 —1
1 0

Q>
=
I
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portanto a;(#) = cos(4) + @ sin(%) é dada por

cos(9) 1 0 sin(%)
ay(0) = +

cos(%) 0 —1 sin(%)

Logo, temos que a matriz «4(f) é uma matriz em blocos na sua diagonal,
assim como no exemplo anterior, dada por
cos(4) —sin(%)

(

NID D

sin(5)  cos(

cos(5) —sin

NID D

2)
)

NI —

sin(5)  cos(

Descreveremos agora, a forma geral para «;(6) para todo i > 2, que é
uma matriz diagonal em blocos iguais, onde cada bloco tem dimensao 2° x 2¢

e é definido como

onde cada matriz C'() e S(#) tem dimensao 2% x 272 e é diagonal de cossenos

e senos, respectivamente, ou seja,

cos(9) sin(§)
Portanto, para todo i > 2 a matriz a;(0) é dada por

Qi

Qi

Observagao 4.3.2 Ao wvoltar nos exemplos anteriores, pode-se verificar a

forma geral para os casosn =2 en = 3.
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Assim como Quat,,, o grupo gerado pelos elementos «;(#), pode ser
pensado de forma abstrata e também matricial.

Note que os elementos «;(0) sdo matrizes ortogonais em blocos, cujos
elementos da diagonal sao iguais em cada matriz. Além disso, o determinante

de cada bloco é 1, portanto o determinante da matriz toda é 1.

4.4
O Grupo Spin,,
Tendo definidos a;(f), vamos agora considerar o grupo que tais elementos
geram.
Lembre que o subgrupo a um parametro «; : R — Spin,,; é dado por
0

;(0) = cos(8) + a;sin(%), com i € [n].

Definicao 4.4.1 O grupo gerado pelos elementos c;(0), onde § € R e i € [n]

¢ definido como Spin,, .

Como definimos Spin,,; a partir de seus geradores «;(f), que sdo
expressos matricialmente, entao Spin,_ ; pode ser visto como um grupo de

matrizes.

Observacao 4.4.1 Como o;(m) = G;, temos Quat,; C Spin,, . Além disso,

como Cl?w—l ¢ gerada por HQuat,,  ,, temos Quat, ., C Spin,; C Clgﬂ.

Uma vez que definimos o;(7) = @;, podemos definir em CI° 41 0
elementos .
WP = S € [n].

Spin
,L' .

Seja spin,,, C CI 41 a algebra de Lie gerada pelos elementos a
Existe um isomorfismo entre spin, ; e s0,,1 como algebras de Lie, portanto
a dimensao de spin, , ¢ dada por w, que é a dimensao de s0,.1. Dessa
forma, o grupo Spin,,; tem a mesma dimensao.

Vamos ver alguns exemplos de grupos Spin,, ,; conhecidos: Spin, e Spins.

Exemplo 4.4.1 Spin, ¢ gerado por {1,a,(#)}, portanto, se z € Spin, C CI3
0 0
z = cos(g) + a4 sin(g),

entretanto, jd vimos anteriormente que &, = i e ClJ = C. Dai, como

cos?(%) + sin?(4) = 1, z € Spin, pode ser escrito como z = x + iy com

2?2 + 9% = 1. Ou seja, € precisamente o grupo de matrizes ortogonais SOs.
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Anteriormente, vimos quem sao os quatérnios H, agora vamos pensar no
grupo dos quatérnios unitarios, que podem ser vistos como o grupo de matrizes

reais 4 x 4 da forma

onde det(M) = (u? + v? + w? + 1?)? = 1.
Pensando nos elementos como 4-uplas (u, v, w,t) € R%, eles formam uma

forma andloga a esfera, ja que u? + v? + w? + t? = 1, chamada de 3-esfera
S* C R

Exemplo 4.4.2 A dlgebra de Clifford C13 é gerada por {1,a,, G, 0105}, tal
que a2 = 43 = —1 e Ayay = —a0,.

Sabemos que C13 = H, entio como Sping C Cl3, temos Spiny C H. O
grupo Sping € gerado por {£1, a4 (0), +as(0)}, dados por

0 0 0 0
ai(0) = cos(i) +ay sin(g), as(0) = COS(§) + Gy sin(i).
Além disso,
a1 (0)az(0) = 0082(2) + a4 Sin(g) + ao sin(g) cos(g) + G109 sinz(g),

onde a soma dos quadrados dos coeficientes de a1(0) e as(f) é cos’(
sin?(4) =1, e a de a1 (0)az(6) € (sin(4)? + cos(§)?)? = 1.

Podemos entao concluir, que os elementos de Spins sdo escritos como
T+ yay + 20y + tai1as, onde 22 +y* + 22 + 12 = 1.

Dai, se z € Sping C H, entdo z = x + yi+ zj + tk onde i = a1, j = a»

) +

N

e k = a1a9, tal que |z| = 1, ou seja, exatamente o grupo de matrizes dos

quatérnios unitdrios S®. Assim, S* ~ Spin,.

Observagao 4.4.2 A multiplicacio por um elemento do grupo Spin,,,, define
uma transformacao linear da dlgebra de Clifford Cl?Hl nela mesma. A base

HQuat, ; nos permite expressar esta transformagdo linear como uma matriz

real 2™ x 2",
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4.5
O Grupo BZH

Agora que temos bem definidos os grupos Quat,,; e Spin,,, ;, assim como
. st .
seus geradores, podemos definir o grupo finito B, ; C Spin,, ;.

Vamos entdo, definir os elementos d; e a;, tal que (4;)~* = a; como

onde d;, a; € Spin,,; C CL)_,.
2

A2 24

i

Note que a; = a

Definic¢ao 4.5.1 O grupo gerado pelos elementos {a1, ..., a4,} é definido como

5 .
B,i1 C Spin, ;.

Como tanto Quat,, , ;, quanto Spin,, ,,, sdo vistos como grupos de matri-

5+ , .
zes, naturalmente, B, ; também pode ser visto como tal.

Exemplo 4.5.1 Sen =1 = 2, entdo G, a9 € B:H sao matrizes 4 X 4 dadas

por
20 -2 —2 9 2 9
V2 V2 _ V2 _V2
P U U B I T
=0 0 -5 0 =% 0
V2 V2 V2 V2
0 —% 0 5 0 e 0 =%
Note que as matrizes sao ortogonais, com determinante 1. Além disso, os
elementos de cada diagonal sao iguais e se 7 # j temos a;; = —aj;.

Considerando as defini¢oes acima para d; e a;, podemos demonstrar o

seguinte lema.
. 5t . . . .
Lema 4.5.1 Para G; € B, | e a; € Quat,_,, temos as sequintes identidades:

(@) Para todo i € [[TL . 1]] temos i i1 i+10iAi+1 ;
(Gi) " i1 (@)™ = Gign(di) " i

(i) Se |i—j| # 1= ;
djdi = d,-aj

a;a; = (4;)"'ay
(iii) Seli—jl=1={ """ ()4,

ajai = —aiaj
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Prova.

Utilizando as defini¢oes de d; e a; dadas acima, basta fazermos algumas
contas para verificar o resultado.

No primeiro item, vamos calcular os dois lados da primeira igualdade. A

esquerda temos

Gl a (1 +€Li)(1 +€Li+1)<1 +€Li)
1 Wi1WUWg \/§ \/§ \/§
1 A A a2 A n ~
= ﬁ(l + 20; + Gig1 + Qip18; + A7 + Qi + Qi 105),
entretanto, como visto anteriormente, a? = —1, @;d;1, = —a;410;. Portanto,

didi+1di - 7\/_ ((AIZ + CALH_l).
2
A direita temos
, , ~ ~ ~ A A2 ~ ~ ~ A A
Ai410i0;41 = ﬁ(l + Q5 + 2041 + Q41 + Q7 F Qi1Qi F Qig10:0441),

dadas as rela¢oes anteriores, temos

., L. .
Ait10;0541 = E(az’ + Qiy1)-

Portanto, C/LzC/LH_lC/L@ = C,Li+1(’lidi+1.
Para a segunda igualdade, basta fazer uma conta similar considerando

(4:)7" = & = * 4~

Os itens (ii) e (iii) seguem de contas parecidas com as anteriores, porém

ainda mais simples, basta observar que:
se |i — j| # 1, entdo a;a; = a;a; e se |i — j| = 1, entao a,a; = —a;a;.
|
O lema que acabamos de demonstrar, nos diz como os elementos a;, a; e
a; interagem entre si. Tal interacao é de extrema importancia para os proximos

capitulos.

4.6
O Homomorsfismo II : Spin,,; — SO,

O grupo Spin,, ,;, que definimos anteriormente, ¢ também conhecido como
o recobrimento duplo de SO,,,;. Nao abordaremos espacos de recobrimento
neste trabalho, entretanto, ¢ um tema de grande estudo, para saber mais sobre

veja por exemplo, [8].


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912784/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912784/CA

Capitulo 4. Grupos de Matrizes 44

Lembre que como algebras de Lie, existe um tnico isomorfismo entre
. . . ~ . . 1 ,
spin, , € §0,41, portanto, spin,; tem dimensao finita e igual a % Além

disso, vamos enunciar alguns resultados que irdo nos auxiliar.

Teorema 4.6.1 (Terceiro teorema de Lie) Toda dlgebra de Lie real de dimen-

sao finita € a dlgebra de Lie de um unico grupo de Lie simplesmente conexo.
A demonstragao do terceiro teorema de Lie pode ser encontrada em [10].

Teorema 4.6.2 Seja G um grupo de Lie conexo e seja p: G — G o mapa de
recobrimento universal de G. Entdo, G tem uma estrutura natural de grupo de

Lie simplesmente conezo tal que, p : G — G € um homomorfismo de grupos

de Lie.
A demonstracao do teorema pode ser encontrada em [4].

Teorema 4.6.3 Suponha G e H grupos de Lie com dlgebras de Lie g e b,
respectivamente. Além disso, suponha f : g — b homomorfismo de dlgebras de
Lie. Suponha também que G seja conexo e simplesmente conexo. Entdo, existe
um unico homomorfismo de grupos de Lie v : G — H tal que . = f, onde ),

¢ a diferencial de v na identidade.

A demonstracao do teorema pode ser encontrada em [7].
Pelos resultados acima, Spin,, ; ¢ simplesmente conexo e existe um tnico

Spin
%

homomorfismo II : Spin,,; — SO,11, tal que o;*"(0) — a$°(6), ou seja,

IT : Spin,, . ; — SO, 41
I
Oéz(9> — ROt(Q) )
I

onde I; € RU=DxG=1 o [, ¢ R(=0x("=1) 30 matrizes identidade. Além disso,

Rot(0) é a matriz de rotacao 2 x 2 dada por

Rot(0) — (cos(é’) —sin(@)) .

sin(f)  cos(0)

Antes de continuarmos, vamos ver um exemplo para entender melhor

como funciona este mapa.

Exemplo 4.6.1 Se n = 3, entdo Spin, é um grupo de matrizes 8 x 8 e SOy é

um grupo de matrizes 4 x 4. Temos os geradores a;(6), com i € {1,2,3}.
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Seja i = 3, dai l(ag) € uma matriz em SOy, cujo bloco Rot(0) ocupa as
entradas (3,3), (3,4), (4,3) e (4,4). Entao

0 0

0 0
cos(f) —sin(0)
sin(f)  cos(0)

[(as(0)) =

o O O =
o O = O

Continuando no exemplo, vamos analisar o que acontece quando 6 = T,

s s

27 2
Para isto, basta aplicarmos os angulos na matriz do exemplo. Dessa

ou seja, «;(m) = a; e quando € = Z, ou seja, (%) = d;.

forma, temos

10 0 O 1 00 O
01 0 O 010 0
I(as) = e II(a3) =
®)=10 0 -1 o @)=10 0 0 1
00 0 -1 001 0
Observe que,
-1 0 ™ 0 —1
Rot(m) = e Rot(=)= ,
o=y %) e - (0
que sao matrizes de determinante 1, claramente.
Portanto, é facil ver que o caso geral é dado por
]1 ]1
-1 -1
I &z = e 1II a;) =
(@) | @=|
I I

Note que II(@;) é uma matriz diagonal de determinante 1. Além disso,
I1(G;) é uma matriz de permutagdo, também de determinante 1.
Lembre que Quat,; C Spin, ; ¢ gerado pelos a; e B::H C Spin,, ., ¢é

gerado pelos ¢;. Portanto,
: ~+
IT[Quat,, ;] C Dlag:{H B, 4] C B:zrﬂ-

Como claramente as inclusoes contrarias sao validas, temos

. ~ 4
M[Quat,, ] = Dlang , (B, 4] = B1Jlr+1 :
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Na secdo 2.2, vimos que o mapa ¢ : B, +1 — Spt+1 € um homomorfismo

sobrejetor, cujo nicleo é Diag,” 4, Portanto,

B+

n+1 ~ S 1
e+ " ntl-
Dlagn+1
Além disso, ¢ o Il = ¢ onde

~+
o:B,.; = Sht
20,

¢ também um homomorfismo, cujo niicleo € Quat, ;.

Exemplo 4.6.2 No exemplo anterior, a permutacao o € Sy associada a matriz
II(a3) é dada por ¢ oIl(d43) = o = [1243] = as.

P

Figura 4.1: Diagrama de 0 = a3 € Sy

Observacao 4.6.1 Note que ¢ o I1(4;) = 04, = a; € Spi1-

Feita a andlise, temos que o mapa II : Spin, ; — SO, nos fornece
as seguintes sequéncias exatas, ou seja, homomorfismos encadeados em que a

imagem do antecessor é o nicleo do sucessor:
(i) 1 — Quat, ; — ]NBZH = Sp1 = 1
(ii) 1 — {£1} < Quat,,,, - Diag/,, — 1,
onde B:—&-l =II"'[B; 1] e Quat,,, = II"'[Diag,,].

Exemplo 4.6.3 Seja z = d1a43a5 € BI, entao

0 -1 0 O 1 00 O 10 0 0 001 O

1 0 00 010 0 00 -1 0 100 O
H(Z) - = ,

0 0 10 00 0 -1 01 0 O 00 0 —1

0 0 01 001 O 00 0 1 01 0 O

com ¢(I1(2)) = [3142] = ajazas.
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Como nosso objetivo é estudar permutacoes o € S,, 1 com as coordenadas
=+ ;- :
de z € B, onde ¢ o lI(2) = o, é importante que tenhamos compreendido o
: , et
funcionamento do mapa II nos geradores d; € B, ,; de forma clara.
Com o homomorfismo bem entendido, a partir de entao, omitiremos ¢ e

trataremos apenas como o = I1(z).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912784/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912784/CA

5
Permutacdes e a Algebra de Clifford

; . . . ~ 4

No capitulo anterior, vimos os grupos Spin,,_ |, Quat,,; e B, ;. No pre-
sente capitulo, estudaremos um pouco mais a algebra Cl?Z 41 € suas proprieda-
des, a partir de seus geradores. Em seguida, estudaremos as permutacoes em

=+
S,+1 nas coordenadas de z € B, ,; C CIY_ ;.

5.1
Os Mapas Acute e Grave

Vimos no capitulo 2, que podemos escrever o € S,,,1 como uma palavra
reduzida, que é um produto de geradores a; de S, .
Definiremos os mapas acute e grave por meio das palavras reduzidas,

s . ;s BT
utilizando os elementos que ja conhecemos a;,a; € B, C c 41

Definicao 5.1.1 Seja o € S,411, tal que 0 = a;, . . . a;, é uma palavra reduzida.

l

Seja a; = (a;)~'. Definimos os sequintes mapas :
. =+ .
(i) acute : S,11 — B, ., dado por acute(o) =6 = G;, ... 4;;
. 5 N
(7i) grave: S, — B, ., dado por grave(c) = o = a;, ... a4,

A principio, a definicdo parece depender da palavra reduzida escolhida.
O lema abaixo nos mostra que os mapas sao bem definidos, portanto nao existe

tal dependéncia.
Lema 5.1.1 Se 0 € Sy41 € tal que 0 = a;, ...a;, = a;, ...a; el = inv(o),
entao C/L,‘1 . dil = é’jl e djl'

Prova.

Pela proposicao da secao 2.1, duas palavras reduzidas estao conectadas
por uma sequéncia finita de movimentos. Além disso, pelo lema da secao 4.5,
para cada movimento da sequéncia, temos as identidades.

Portanto, a;, ...a;, = a;, ...a;,.
Recordemos das relagoes ja estabelecidas,

0 0
a;(0) = cos(i) + a; sin(i) € Spin,,, «;(m) = a; € Quat,, 4,
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.t -, l—a . =+

;=) =
2 V2

Além disso, (4;)* = (a;)* = —1.

Exemplo 5.1.1 Seja 0 = n = [654321] = aja2a1a30201 04030201 0504030201 .

Figura 5.1: Diagrama de n € Sg

Lembre que a; = lj;gi, portanto temos

///////////////

1+a4 1+a;

=) )

Assim, tendo em mente as relacoes entre a;, G; e a;, apos alguns cdlculos

concluimos que

AAAAA

5.2
Parte Real

Vimos que Quat,,; C Spin,,; C CI,,. Além disso, um elemento de
C10,, é escrito como uma combinacio linear de elementos de Quat,,.,;.

Portanto, podemos escrever z € CI, .| como

z= Y cuq, comc,€R.

qEHQuathrl

Definicao 5.2.1 A parte real de z € CI%Jrl ¢ definida como
MR(z) = 27" Trago(z) = (z,1).

Portanto, para z = 3 chquat,,, ¢4 € ce 41 & parte real é o coeficiente

independente R(z) = ¢;.

Exemplo 5.2.1 No exemplo 5.1.1 da secao anterior, onde 1 € Clg ¢ tal que

AAAAA

1
=575
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temos R(1) = 3

Exemplo 5.2.2 Seja 0 = [2413] = asajas € Sy, entao

1
_ﬁ(

Portanto, R(5) =

6 1+ a4y + Gy + a3 + G103 + dds + Aol + Go0,03).

‘ -

2

S

Figura 5.2: Diagrama de o = asajas € Sy

Exemplo 5.2.3 Seja z = —a,6 € Spiny, onde 0 = azaias € Sy como no

exemplo anterior. Entdo
1 A A a e
z = Z(l —ay +az +az — a102 — 41043 — A10203 — a1a2a1a3)a

_1

portanto R(z) = ;.

5.2.1
Autovalores e a Parte Real

Recordemos do homomorfismo II : Spin,, . ; — SO,,41, da secao 4.6, onde
: 5+ :
vimos que II[B, ;] = B, ; e II[Quat,, ] = Diag; .
Veremos um resultado que relaciona a parte real de z € Spin,,,; C CI0 |,

com os autovalores da matriz I1(z) € SO,,1;.

Lema 5.2.1 Para z € Spin,,,; C Cl)_;, seja Q = I1(z) € SO,4;1 tal que seus
autovalores sao exp(0ii), ..., exp(£0xi),1,..., 1. Entao

R(z) = :i:cos(gl) . cos(ezk).

Em particular, R(z) = 0 se, e somente se, -1 é um autovalor de Q.

Prova.

Sejam z € Spin, ., e @ = II(z) € SO,41, tal que os seus autovalores
sao exp(xb1i), ..., exp(£0ii),1,..., 1. Dai, @) é diagonalizavel, ou seja, existe
P € GL,41 tal que Q = PDP~!, onde D ¢ a matriz diagonal dos autovalores
de Q.
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Temos que R : Spin,,; — R ¢ invariante por conjugagao, portanto
se z = zz1%, temos R(z) = R(z), onde D = Il(z), P = I(z) e
P~ = TI(2"). Assim, podemos assumir z = ay(6;)...ay_1(0;) e @ como

a diagonal dos autovalores

cos(fh) —sin(6y)
sin(fy)  cos(6,)

cos(f) —sin(6y)
sin(f)  cos(6y)

Como «;(f) = cos(%) + a;sin(£), entdo o coeficiente independente do

produto dos «; é o produto dos cossenos, portanto

0 0
Ry (01) ... cop1(0p)) = + cos(%) y .cos(g).
Note que se #; = £m para algum i, temos cos(£5) = 0, portanto

M(z) = 0. Reciprocamente, se R(z) = 0 existe um 6; tal que cos(6;) = 0,
dai 0; = £7. Logo, se 0; = £ para algum 4, temos exp(£mi) = —1.
Portanto, R(z) = 0 se, e somente se, —1 é um autovalor de @ = II(z).
|

Exemplo 5.2.4 Seja z € Spiny, tal que {exp(£7i),exp(£5i)} € o conjunto
de autovalores de Q = TI(z) € SOy.

Dessa forma, podemos assumir

cos(3) —sin(%) -1
3)

_|sin(5)  cos(3 _
Q= cos(3) —sin(3)
3)

) cos(

ST
w3 wy
M‘awh—t
o s

sin( 5

e z = ayi(5)as(3). Portanto, pelo lema anterior,

R(z) = COS(%)COS(%) = \éﬁ\ég = \26
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5.2.2
Matrizes de Ciclos e a Parte Real

Vimos pelo lema anterior, que podemos calcular $R(z) a partir de infor-
magoes sobre @ = II(z) € SO,,;;. Agora restringiremos um pouco, para ver
como calcular 2R(z) a partir de informagdes sobre Q € B ;.

Antes, vamos definir os polindémios de Chebyshev (veja [9]), que s@o

ferramentas tteis na demonstracdo do préximo corolario.

Definicao 5.2.2 Os polinomios de Chebyshev T}, sao definidos recursivamente
por
To(x) =1, Ti(x) ==z, Tpu(z)=22T(x)— T 1(z)

e satisfazem Ty (cos(t)) = cos(kt). Portanto, para k > 0, o termo lider de Ty(z)

¢ 281k e o termo independente é 0 se k € impar e (_1)§ se k € par.
As raizes de Ty (z) sdo dadas por

w2l —1)

T)7C0ml:1,...,k.

x; = cos(

Além disso, Tj(x) atinge seu maximo em

[
Yy = COS(%), com T (y;) = (—1)" para cada 1 =0, ..., k.

Definicao 5.2.3 Dizemos que uma matriz () € BZH ¢ um ciclo de compri-

mento k par, quando existem iy,...,1, com
(i) (ei,)"Q = —(e)",
(ii) (eij)TQ = (ein)T para 1 < j <k,
(iii) (e;)7Q = (e;)T para j > k.

Se o comprimento for impar, (e;)7Q = (ey)"

e as relagoes (i) e (iii) se

mantém.

Exemplo 5.2.5 A matriz abaizo é uma matriz de ciclo de comprimento 3

001O0O0
01000
Q=000 01
0001O0
10000

Na notagdo da definicao temos, iy = 1,io = 3 e 13 = 5. Note que as condigcoes

da definicao sdo verificadas facilmente.
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Corolario 5.2.1 Seja 2 € B::H, tal que 11(z) = Qo € B}, seja um ciclo de
—k+t1

comprimento k. Entdo R(z)) = £272 .

Prova.

Como Qg € SO,41, entdo se A é autovalor de @)y, temos |A| = 1.

Vamos separar em dois casos. Primeiramente, seja k impar.

Como @y é um ciclo de comprimento k, temos QF = I, daf \¥ = 1
onde k é o comprimento do ciclo. Entdo o polindmio caracteristico de Qg é

p(A) = (\*—1)(A—1)""17*. Os autovalores simples dessa matriz sdo portanto,

2min
k

Dessa forma, os autovalores de )y sdo 1, com a devida multiplicadade, e

as raizes da unidade \ = exp(££2), paran =0,1,...,k — 1.

os autovalores simples

271 47 k — 3)mt k—1)m
exp( 2 exp( 220y, . exp(ee BT e E= LT
k k k k
Pelo lema anterior, temos que
2 4 k—3 k—1
R(z0) = j:cos(%) cos(%) . .cos((%)?T) COS((Q]{,‘)?T) =+P, P>0.

Vimos que Top(z)—1 = 22*~ g% ... -2 entdo as raizes de T (z)—1 =0

sdo 1 = COS(%), com!=0,1,...,2k — 1, dai —P* é o produto das raizes de

Tgk(l’) —1=0.

Portanto, como para Tox(z) — 1 = 0 o termo independente é —2 e o

coeficiente lider é 22! entdo o produto das raizes de Tor(x) — 1 ¢é 2(2;—2 =

—k+1

—272k42 [ogo, P =273, portanto R(z) = £277 .

Seja agora, k par.

Como @ é um ciclo de comprimento k temos QF = J, onde J é
uma matriz que difere da identidade em apenas uma entrada cujo valor é -
1. Assim, como k é par, \* = —1. Entdo o polinémio caracteristico de Qy

é p(\) = (M + 1)(X — 1)""1=*. Os autovalores dessa matriz sdo portanto,
(2n—1)ms
k

Dessa forma, os autovalores de )y sao 1, com a devida multiplicadade, e

A = exp( ), paran=1,...,k.

os autovalores simples

. . v
eXp(:t%Z)v exp(igkm)v cee aexp(i(kk)mj).
Pelo lema anterior, temos que
_ ™ 3m (k—1Dm,
R(z0) = :l:cos(ﬁ) cos(%) . .COS(T) = 4P
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w(21—-1)
2%
dai P? é o produto das raizes de Tj,(z). O termo independente de Ty (x) é (—1)

k
e o coeficiente lider 6 251, entdo o produto das raizes de Tj,(z) 6 GEF = 27%+1,

Portanto, P? = 271 ¢ assim R(z) = +272 .

Como as raizes de Ty () sdo dadas por x; = cos( ),coml=1,...,k,

k
2

Exemplo 5.2.6 Seja z = G34s € B, . Daf, 0 = ¢ o I1(2) = azas = (234) € Sy,

tal que T1(2) = Q € B} ¢é a matriz de permutacio de o, dada por

oS o o =
o O O
o O = O
o = O O

Como o é um ciclo de comprimento 3, os autovalores de () sao: exp(i?)

e 1. Portanto, pelo lema anterior

1 —kt1
R(z) = j:cos(g) = i(§> — 4275 comk=3.

Para compararmos os resultados, note que fazendo a conta bragal obtemos

14+ as 1

1+ as
= —(1+ a9 + G5 + G3aG9).
\/5) 2( 2 3 32)

V2

)

Z:dgdgz(

Portanto, R(z) = 1.

Agora, vamos ver um exemplo onde o ciclo tem comprimento par.

Exemplo 5.2.7 Seja z = azasa; € BI. Dai, 0 = azasa; = (1234) € Sy, tal

que T1(2) = Q € B] € a matriz de permutacio de o, dada por

o O O =
o O~ O
o = O O

—1

Como o é um ciclo de comprimento 4, entao os autovalores de Q) sao:
exp(£%), exp(£37), 1.

. 1 0
Pelo lema anterior, recordando que cos(g) = /L)

5, temos

2 N

R(z) = COS(g) cos(387r) _ i\/l + CQOS(D \/1 + cos(2F) 1
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Para compararmos os resultados, vamos fazer a conta assim como no

exemplo anterior. Temos,

l1+as  1+as 140,
7 ) 7 ) 7

14 Gy + g + a3 + @32 + G201 + G301 + A3020,)

)

z = dngdl = (

1
Wik

Portanto, R(z) =

no
Sr—l
no

5.2.3
Ciclos e a Parte Real

Uma outra forma para calcular a parte real, nesse caso de um elemento
de Spin, ; de um tipo especifico, é utilizando o nimero de ciclos de uma
permutacao em S;11.

Antes de entendermos melhor o que queremos dizer, vamos ver alguns
conceitos importantes para o resultado.

Temos as seguintes sequéncias exatas, do capitulo anterior:
=+ o .

1 — {£1} < Quat,, — Diag/,, — 1,

onde IT : Spin,, ;| — SOp41 € ¢poll(2) =0, com ¢ : B | — S,41.
Temos que II"'[{o}] = 6 Quat,,,; C B:H, ou seja, I Quat, ] C
H[ENBZH] = B,,. Da primeira sequéncia exata acima vemos que, para toda

0 € Sp41, 0 conjunto ¢ Quat,  ; ¢ uma classe lateral.

Exemplo 5.2.8 Sejam A, B € H[Bz] C II[6 Quat,] matrizes dadas por

001 0 0O 0 1 0
1 -1

. 00 O . B= 0 0 0
000 -1 0O 0 0 -1
010 O 0 -1 0 O

Entio, 0 = ¢p(A) = ¢(B) = ajazas.

Do exemplo 4.6.3, sabemos que para z = & = dydzdy € BI temos que
II(z) = A. Para descobrirmos qual elemento z; € BI ¢ tal que T(z) = B,
basta descobrirmos qual € a mudanca de sinais necessdria. Ou seja, queremos

encontrar a matriz C € Diag) tal que AC = B.
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Basta entdo, observarmos quais linhas mudam de sinal, no nosso caso as

colunas 1 e 2. Dessa forma

-1 0 00
-1 0 0
C =
0 10
0 01
Note que C = 1I(ay). Por uma conta simples, podemos verificar que

AC = B. Portanto z; = ¢a; € 6 Quat, .

Seja uma partiggo X de [n + 1]. Além disso, lembre que definimos

Diag, ., = Diag,, .1 NSO,41.

Definigdo 5.2.4 O subgrupo Hpig x < Diag!, | de indice 2X171, onde Hpjag x
¢ o conjunto das matrizes E € Diag:;r1 tais que, se A = {iy,...,ix} € X, entdo
o produto E; ;, ... E; ; =1.

ikik

Exemplo 5.2.9 Sejam n = 4 ¢ X = {{1,3},{2,4,5}}. Seja a matriz E €
Diags dada por

1 0 0 0 O
0O -1 0 0 O
E=1|0 1 0 0
0 0 -1 0
0 0 0 1

Como E2’2E4’4E575 = (—1)(—1)1 =1ce E171E3’3 =11 =1 com
A={2,4,5}, B={1,3} € X, entdo E € Hpjag x.

Seja Hyx = 7' [Hpiag,x] < Quat,,,, onde II : Quat, ., — Diag; ., é a
restricao de I : Spin, | — SOp41.

Para uma permutacao o € S, 1, considere a particdo X, de [n + 1] em
ciclos de 0. Seja H, = Hx, < Quat, ;. Temos que |H,| = 2""27¢ onde ¢ é o

numero de ciclos de o.

Exemplo 5.2.10 Seja 0 = (15)(234) € Ss.

Figura 5.3: Diagrama de o = ajasazasajasazasa; € Ss
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Assim, X, = {{1,5},{2,3,4}}. Além disso, |H,| = 2*t?72 = 16.
Por uma conta simples, podemos ver que o subgrupo Hpi.g x, € gerado

por
diag(—1,1,1,1,-1), diag(1,—1,—1,1,1), diag(1,1,—1,—1,1) € Diag; .
Levantando para H,, temos os geradores
(1020304, 2, a3 € Quaty, dai

H, = {£1, £y, *a5, a3, L0, 010200, 1010504, £a1020504 ).

Note que |H,| = 16, como esperado.
Vamos ver o resultado que associa a parte real ao nimero de ciclos.

Lema 5.2.2 Seja 0 € S, 1, escrita como um produto de ciclos disjuntos, tal
que ¢ € o nimero de ciclos. Escolha zy € ¢ Quat,_, tal que R(zy) > 0. Seja
q € Quat,,_ |, temos que

_(ntl-c)
2

, q€ H,,
IR(qz20)| = [R(209)| =
0, q¢ H,.

Ezistem 2"17¢ valores de q¢ € Quat,,,,, tais que R(qz) > 0 (da mesma
forma, para R(z0q)). Além disso, se podemos expandir na base canénica como

20 = 2 peHQuat,, ,, CpPs €NLAO Cp # 0, se e somente se, p € H,.

Prova.

Seja o € S, 1 escrita como um produto de ¢ ciclos disjuntos. Sejam
z € 6 Quat,; e @ =1I(2) € SO,, considere (); a submatriz de dimensao k;
associada a ¢;, parai=1,...,conde cada ¢; é um ciclode c e k1 +--- + k. =
n+ 1.

Se det(Q;) = —1 para algum i, entdo o polindémio caracteristico de Q; é
pi(A) = (=A)F — 1, daf —1 é um autovalor de Q;, portanto é também de Q.
Pelo lema anterior, se —1 é autovalor de @ = II(2) entao fR(z) = 0.

Assim se det(Q);) = —1 para algum 4, entao R(z) = 0.

Se det(Q);) = 1 para todo i, vamos aplicar os resultados anteriores. Como
z € B: 41, entao para cada ciclo de o, a matriz (); ¢ um ciclo par ou impar
cuja parte real, como vimos anteriormente, é dada por +97% . Como temos

c ciclos disjuntos, entao

—k1+1 —ke+1 —kq---—ke+c —(n+1)+c
2

R(z)=4+2"F ...275 =27 "7 =42

—(n+1—c)
2

£0.
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Portanto, como queremos 2y € ¢ Quat,, ., tal que R(zp) > 0, temos que
R(z) = 9= o det(Q;) = 1 para todo i.

Afirmamos que R(zpq) # 0 se, e somente se, ¢ € H,. De fato, se ¢ € H,,
entdo os det(Q;) ficam inalterados. Reciprocamente se ¢ ¢ H, entdo algum
det(Q;) troca de sinal.

Temos entao que R(zpq) = £NR(2) = S Aplicando o mesmo

—(n+l1—c)

raciocinio a ¢zy temos R(qzg) = £27 2, se ¢ € H, e R(qz) = 0, se
q ¢ Ho.

. ~+
Como z, € 6 Quat,,,; C B, podemos escrever

= >, ¢p, ondec,€R.
pEHQuat,, 4

Seja X* C HQuat, , o conjunto de elementos cujo coeficiente na
decomposicao de z ¢ nao nulo. Seja X~ C HQuat,,,; o conjunto das negacoes
de X*. Afirmamos que H, = XT U X~

Se ¢ € Quat, , entao

200 =Y c(pq),

peX+

portanto, a parte real corresponde a p = ¢~'. Ou seja, R(z0q) # 0 se e somente
se, p=¢ ' € XTUX ™. Entretanto, sabemos que R(zyq) # 0 se e somente se,
g€ H,. Assim H, = X+ U X, como afirmado.

Por fim, vamos ver que existem 2"717¢ valores de ¢ € Quat,,_,, tais que
M(qzo) > 0 (similarmente para R(zoq) > 0).

Como R(z0q) # 0 somente se ¢ € H,, entdo temos |H,| = 2"t?7¢
possibilidades. Sabemos que se ¢ € H, entdao —q € H,. Logo se R(z0q) > 0

entio M(2(—q)) < 0. Portanto, existem 20— = 2"¥1=¢ valores de ¢ €
Quat,,, ; tais que :M(zpq) > 0.
Pelo mesmo raciocinio, temos o resultado para JR(qz). [ |

Exemplo 5.2.11 Seja a permutac¢io o = (13)(24) = asajazas € Sy.

Figura 5.4: Diagrama de o = asajazas € Sy
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Entao, fazendo uso das relagoes conhecidas para a;, temos

ay + ag + ag — 410203

g = 9

Além disso, Hpiag x, € gerado por
diag(1,—1,1,—1),diag(—1,1,—1,1) € Diag} .
Portanto, H, é gerado por
a1as, G203 € Quat,, dai

H, = {+£1, +a,a2, +a;1d3, £asas}.
Agora, vamos escolher qo = —az € Quat,. Temos que,

1— &1&3 + &2&3 + &1&2
5 .

20 = —agé' =

1
Logo R(z) = 5 > 0.
Podemos ver que os termos de zy coincidem com os elementos de H,.
Considere q = asa3 € H,, entdo
—1+4 G1a0 — G103 + Gods

qzo = G2a320 = 9 )

-1 - a1&2 — &1€L3 + dz&g

2

204 = 2p020a3 =

Daf, \%(qzo)\ = |9%(ZOCJ)‘ = % = 27(7&2170), como esperdvamos.

Por fim, tomemos q = a; ¢ H,, entdo
Ay + a3 + aga3a1 + Qo

209 = 9 5

ay + as + ayG2a3 — as
5 .

Dai, R(z0q) = R(qzo) = 0 como previsto, novamente.

qzo =

Exemplo 5.2.12 Seja 0 = (15)(234) = ajasaszasajasazasa; € Ss, como no

exemplo 5.2.9. Temos que

—&1 — &1&2 + &1&3 - 61&2&3 - &4 + &2&4 - &3&4 - &2&3&4
22

Vamos escolher um elemento q € Quat;, por exemplo ¢ = a;. Dessa

b=
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forma,

1+ ag — ag + G203 — G104 + Q10204 — Q10304 — Q1020304

2v/2 ’

20 = &16’ =
l %< ) 1 2 —(n+1—c)
= —= = 2
0go R(zo 573 .
Note que os coeficientes nao nulos de zy coincidem com os elementos de

H, que, como vimos no exemplo anterior, implica no resultado do lema.
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6

Sinais

No decorrer do processo de escrita deste trabalho, surgiram questiona-
mentos sobre a disposi¢ao dos sinais em ¢ € B: 41

Com os resultados vistos no capitulo anterior, nao podemos garantir nada
sobre o sinal da parte real. Com isso, surge a questao: Quando é possivel obter
alguma informacao sobre o sinal da parte real? Além disso, podemos observar
algo sobre o comportamento dos sinais dos termos de ¢ € ]~3;r ?

Neste capitulo, faremos algumas afirmagdes e observagoes quanto a

T . . BT
distribuigao de sinais em ¢ € B, ;.

6.1
Parte Real

. , =+ .
Sejam o € S,41 e 6 € B, ;. Nesta secao, vamos observar o comporta-
mento do sinal de 2R(4), em algumas situagoes especificas.
Do lema 5.2.2, podemos tirar a seguinte conclusao sobre a parte real de

permutacoes com apenas 1 ciclo.

Afirmacgao 6.1.1 Seja o € S, 11 tal que, o nimero de ciclos de o, c(o) = 1.
Entao R(6) # 0.

Prova.

Pelo lema 5.2.2, tomando zy € ¢ Quat,_; tal que :(zy) > 0, temos que
(n+1—c)

R(qz0) =27 2 seq € H, e R(gzo) = 0, caso contrario.

Da secdo 5.2, sabemos que |H,| = 2"l Além disso, sabemos que a
cardinalidade de Quat, ., é também 2", Portanto, se ¢ € Quat,, entdo
q € H,. Ou seja, para todo ¢ € Quat,,, |, temos PR(gzo) # 0.

Como P(z) > 0, entao R(4) # 0.

Exemplo 6.1.1 Seja 0 = asajazasas = (1423) € S,. Entao

(5'1 = 7(—1 + dl + &2 + dg + &1&2 + alag + &2&3 - &1&2613).

2V/2
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Figura 6.1: Diagrama de o = asajazasas € Sy

Agora, vamos pensar em permutagdes o € S,.1, tais que a palavra

reduzida nao possua geradores a; repetidos.

Afirmacao 6.1.2 Sejao € S,41, tal que 0 = a;, ... a;, € uma palavra reduzida,

l

onde, para todo r,s € [l] temos a;. # a;,. Entio, R(5) > 0.

Prova.

Lembre que d; = 13;%

Dessa forma, temos que & = d;, ... d4;, = ﬁ(kﬁzil) ... (1+4;,). Portanto,
como todos os d;, com r € [I] sdo distintos, entao

[ |
Note que a afirmagao é valida, independente da ordem dos geradores na

palavra reduzida. Vamos ver alguns exemplos:
Exemplo 6.1.2 Seja 0 = ajazas = (1342) € S, temos

G (1+ @y + g + a3 + G169 + G103 — Golz — G10203).

1
=37

Portanto, R(6) = 1= > 0

Figura 6.2: Diagrama de 0 = ajaszas € Sy
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Exemplo 6.1.3 Seja 0 = ajagasas = (132)(546) € Sg, temos
D T O
o= 1(1 + a1+ ag+ aqg + as + @102 + a164 + a1a5 + G204 + Q205+
A4Q5 + A10204 + 010205 + (10405 + Q20405 + A1020405).

Portanto, R(¢) = § > 0.

Figura 6.3: Diagrama de o = aja4asa; € Sg

Exemplo 6.1.4 Seja 0 = asazasasa; = (123564) € Sg, temos

6 =—=(14ay + a+ az + 44 + a5 — d102 + a1d3 + G104 + G145 — A2d3 + G204 + G205+
4+/2
Q304 + G305 — Q4G5 — Q10203 + Q10204 + Q10205 + Q10304 + Q10305 — 010405+

&2&3&4 — &2&3&4 — &2&3&5 — &3&4&5 + &1&2&3&4 + &1&2&4&5 + 61&2&36%—

&163&4&5 + &2&3&4&5 — d1&2d3d4&5).

Portanto, R(6) = 4—\1& > 0.

X

Figura 6.4: Diagrama de o = asagasasa; € Sg
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6.2
Distribuicao de Sinais
: , 5t o
Seja o € S,41. Podemos escrever 6 € B, ; como uma combinagao linear

de elementos em HQuat,, ;, da seguinte forma

1
6=—=— >, ¢p, ondec, € {-1,0,1}.
(\/i)l pEHQuat,, 4 : !

Nesta secao, vamos observar o comportamento dos sinais de cada parcela

deste somatério.

Afirmacao 6.2.1 Seja o € S, 41, tal que o = a;, . .. a;, € uma palavra reduzida

l

onde para todo r € [l], temos i, < i,41. Entao,

> ¢p, ondec, €{0,1}.
(\/5)1 peHQuat,, | 4 : :

&=

Prova.
[ Lty
Lembre que a; = N
Dessa forma, temos que 6 = d;, ... a;, = ﬁ(l +a;,)...(14a;). Observe

que como todos os a;, sao distintos, nao teremos nenhum termo em que apareca

ZZT = —1. Além disso, como cada i, < i,,1, ao efetuarmos o produto

algum a
cada termo serd composto de @; s, onde os indices estao em ordem crescente, ou
seja, nao teremos nenhum caso de troca de posic¢oes do tipo G;114; = —;0;11-

Portanto, cada termo do somatorio tera coeficiente positivo. Assim,

&=

(V2)! Z cyp, onde ¢, € {0,1}.

p€HQuat,, 4

Exemplo 6.2.1 Seja 0 = ajasag = (1432) € Sy, temos

1
g = 7(1 + a1 + as + a3 + G102 + G103 + agas + CL1a2a3).

2v2

Figura 6.5: Diagrama de o = ajasas € Sy
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Observe que no exemplo 6.1.2, da secao anterior, a palavra reduzida
escolhida foi ¢ = ajasasas € Sg. Contudo, sabemos do capitulo 2, que
aa; = aja; se i — j| # 1, com isso 0 = ajasasas = ayasasas. Assim, a

permutacao também satisfaz as condi¢oes da afirmacao 5.2.1. acima.

Exemplo 6.2.2 Seja 0 = ajasasas = ajasagas = (132)(546) € Sg, temos

1
g = 1(1 + a1+ a9 + a4 + a5 + a102 + G104 + Q105 + G204 + 205+

Aqls + Q10204 + G10205 + 410405 + A20405 + A1020405).

Tendo em vista a observagao e o exemplo anteriores, podemos reescrever

a afirmagao 6.2.1 de forma mais geral como:

Afirmacao 6.2.2 Sejao € S,11, tal que 0 = a;, . ..a; € uma palavra reduzida

onde valem as sequintes afirmacoes
(i) ir < iri1, para todo r € [l];
(ii) se existe r € [l] tal que i, > i,11, entdo |i, —i,41| # 1.

Entao,

V) > ¢p, ondec, €{0,1}.

peHQuat,, | 4

Além disso, podemos também descrever exatamente como sao os elemen-
tos do somatorio.
Sabemos do capitulo 4, que dado o € S, temos que |H,| = 2"T27¢,

. 5t :
Portanto, ¢ € B,,; descrito como

6=

> ¢p, ondec, € {-1,0,1},
(\/i)l pEHQuat,, | 4 : g

possui 2"717¢ parcelas no somatério.

No caso de uma permutagdo como na afirmacao anterior, que nao possui
repeticoes de geradores na palavra reduzida, sabemos exatamente quem sao as
parcelas do somatério. Basta considerarmos todas as possiveis combinagoes de
geradores.

No exemplo 6.2.1 acima, temos a palavra ¢ = ajasaz = (1432) € Sy,

23+1—1

portanto teremos = 8 parcelas, sendo elas:

{:tl, :t&l, :|:CAL2, :t&g, :]:&1&2, i&ldg, i&gdg, :]:al(AlQCALg}.
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Contudo, sabemos pela afirmacdo que todos os sinais nesse caso sao

positivos, portanto temos

6= L(1 + ay + Gg + a3 + G109 + G103 + G203 + G1G203).
2v2

Para o caso de uma permutagdo o € S,11, tal que a palavra reduzida
nao tem repetigoes, entretanto os geradores nao estao com os indices ordenados
de forma crescente, também é possivel descrever a distribuicao dos sinais das
parcelas do somatorio. Basta observarmos os geradores que estao fora de ordem.

Uma permutagdo o € S, 11, cuja palavra reduzida ndo possui geradores
repetidos nos fornece um conjunto de possiveis combinagoes de geradores com
2! elementos, onde [ é o comprimento da palavra reduzida.

Além disso, sabemos que ¢, # 0 se, e somente se, p € H,, portanto se o
ndo possui geradores repetidos H, possui 2!7! elementos, daf 2"+1—¢ = 20+1,

Sejam x, a sequéncia de indices de cada p € HQuat, ; e y, a sequéncia

dos indices relativos a p na palavra reduzida.

Exemplo 6.2.3 Seja 0 = ajaqasas € Sg, como no exemplo anterior, entdo

1
6=——— Y. cp, ondec,€{0,1}.
(\/5)4 pEHQuatg
Portanto, os elementos p € HQuaty tais que ¢, # 0 sdo os elementos de X ™.

Ou seja,

p € {]-7 ai, a2, 04,05, @102, A104, G105, A204, A205, A405, A1 A204,

10205, A10405, A20405, a1a2a4a5} C HQuat6 .

Por fim, vamos ver quem sdo as sequéncias x, ey, dos elementos acima.

Analisaremos os elementos p1 = Q1G04 € pa = Q2l4a5, 05 outros sequem
da mesma forma.

As sequéncias de indices na palavra reduzida sio y,, = (1,4,2) e y,, =
(4,2,5). Ja em HQuatg sdo x,, = (1,2,4) e z,, = (2,4,5).

Note que a distingdo das sequéncias estd apenas na posi¢ao dos elementos.

Agora que entendemos melhor quem sao as sequéncias x,, e v, vamos ver

. . . . o . 5t
como elas influenciam na disposigao dos sinais de 6 € B, ;.

Afirmacgao 6.2.3 Sejao € S,41, tal que 0 = a;, . . . a;, é uma palavra reduzida

l

onde para todo r # s € [l], temos i, # is. Seja I = {iy,...,4;}. Temos que
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)y

oS B:H ¢ dado por

, 1
6= W > op, ondec, € {-1,0,1}.

p€HQuat,, ;4
Portanto, se p € H, temos:
(i) Se x, =y,, entdo c, = 1;

(ii) Se x, # y,, ndo apresentaremos uma formula, mas os exemplos indicam
um algoritmo. De fato, manipulando x, e vy, e levando em conta as
propriedades de comutatividade e anticomutatividade dos elementos a;,

calculamos o sinal de c,.
Além disso, sabemos que ¢, = 0 se e somente se p ¢ H,.
Vamos analisar novamente os exemplos 6.1.1 e 6.1.3.

Exemplo 6.2.4 Seja 0 = ajazas = (1342) € Sy. Temos que & € BZH possut
23 = 8 parcelas no somatorio.

Como os elementos 1,041, 09 e a3 sdo claramente positivos, falta analisar
0s elementos p1 = G109, Py = 103, P3 = (o203 € Py = A10203.

Para py e py temos, xp, = Yp, € Tpy, = Yp,, ASSIM Cp, = Cp, = 1.

Para ps temos x, = (2,3) ey, = (3,2). Dessa forma, G302 = —asdas, logo
Cps = —1.

Por fim, para py temos x,, = (1,2,3) e y,, = (1,3,2). Dessa forma,
&1&3&2 = —&1&2d3, lOgO Cpy, = —1.

Portanto, temos

c 14 a1 + G2 + a3 + 4109 + @103 — G2d3 — G10203).

1
_Tﬂ(

Exemplo 6.2.5 Seja 0 = azazasasa; = (123564) € Sg. Temos que & € B:H
possui 25 = 32 parcelas no somatério.

Consideremos o elemento p = a1a4a5 € HQuat,, ,, entdo x, = (1,4,5) e
yp = (5,4,1). Dessa forma G50401 = Q10504 = —a10405, portanto ¢, = —1.

Analisando cada parcela de &, temos
6= 7(1 + &1 + &2 + &3 + 664 + CAI5 - &1&2 + &1&3 + &1@4 + &1&5 — &2&3 + &2&4 + &2&5‘|‘
44/2
a30y + G305 — Q4G5 — Q10203 + Q10204 + Q10205 + 410304 + Q10305 — Q10405+
Ao0304 — Q20304 — 20305 — 30405 + Q1020304 + 41020405 + A1020305—

&1&3&4&5 + d2&3&4d5 — &1&2&3&4&5>.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912784/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912784/CA

7
Consideracoes finais

Como dito na introducao, as células de Bruhat se mostraram uma
excelente ferramenta no estudo de curvas localmente convexas.

O grupo Spin,, ,;, que costuma causar um certo desconforto por conta da
sua definicdo dependente de espagos de recobrimento, se torna mais acessivel
quando abordado matricialmente. Ao conhecermos seus geradores, consegui-
mos entender melhor como seus elementos se comportam.

Além disso, considerando sua estratificagdo de Bruhat, juntamente com
o fato de que cada componente conexa de uma célula de Bruhat sem sinal,

, <+ .
contém exatamente um elemento z € B, ; C Spin, ;, que agora sabemos
escrever como combinacgao linear de elementos de Quat, , C Spin,,, fomos
capazes de entender ainda mais o grupo Spin,, ;.

Utilizando a ordem de Bruhat, um conceito que nao definimos no
trabalho, na sec¢ao 1.3 enunciamos o teorema 1.3.1 que exibe um difeomorfismo

entre células de Bruhat de elementos comparaveis. Relembre o enunciado.

Teorema 1 Dadas palavras reduzidas a;, - - - - - @i, < @jy o a;,aj, para duas

permutagoes consecutivas em S,y1 e dados sinais €1, ...cx, ¢ € {£1}, defina

B () (),

, ~+
20 = 21(4;)° € By

Dado q € Quat,,,, 0o mapa

U : Brug,, x(0,7) = Brug,,
(2,0) — za,(£0)

¢ um difeomorfismo.
Nas condi¢oes do teorema, podemos enunciar dois corolarios.

Corolario 1 Com z; = (4;,)%" ... (4;,)%*, 20 = 21(4;)° € B:H e q € Quat,_,

temos a inclusao Bru,,, C Brug,,.
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Corolario 2 Dado q € Quat, ,, uma palavra reduzida a;, ...a;, € Spy1 €
sinais €1 ...ex € {£1}, 0 mapa
_ k

(gla s 79]6) = qa, (Eileil) s Qg (Elkelk,)
¢ um difeomorfismo.

O corolario 2, nos diz que a célula de Bruhat de um elemento do tipo
q(a);! ... (a);F, ¢ difeomorfa a R¥. Asssim, temos parametrizaces para as
células de Bruhat com sinal do grupo Spin,, ;.

Tal parametrizacao, torna possivel a melhor compreensao das células
que compoe a decomposicao de Bruhat do grupo Spin,, ., além de ser muito
util na demonstracao de teoremas que interligam células de Bruhat e curvas
localmente convexas.

Em [5], outros resultados como o teorema 1.3.2 da segao 1.3, foram de-
monstrados utilizando as parametrizagoes geradas pelos resultados anteriores,
juntamente com conceitos que nao abordamos neste trabalho.

Com a ajuda da algebra, que esta a nosso favor por conta da estratificacao
de Bruhat, fomos capazes de extrair mais informacoes sobre os elementos de
Spin,, . Nos tltimos capitulos tiramos algumas conclusoes sobre a parte real
de alguns elementos especificos, entretanto acreditamos ser possivel entender
ainda mais, o que influencia o comportamento de um elemento.

Algumas questoes ainda em aberto, que podem ser temas de trabalhos

futuros, sao por exemplo:
1. Quando a parte real de um elemento z € B: 41 € diferente de zero?

e~ o =+ .
2. Como ¢ a distribuicao dos sinais dos elementos z € B, |, quando escritos

como combinacao linear de elementos em Quat,, ;7

3. Quais condigoes algébricas influenciam na forma como os elementos de

+
B, se apresentam?
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A

Apéndice: Exemplos

Al

. . , ot
Aqui apresentamos uma lista de exemplos de 6 € B, |, onde o € 5,,4.

Permutacées Com 1 Ciclo

1.

A.2

01 = Q201030203 = Q201020309 = (1423) € S4
. 1 A A A A A A A PN A A A
o1 = 72\/5(—1 + aq + (45} + as + a1ao + aias + o203 — alagag)
09 = Q10Q309 = (1342) € S4
1 A A A A A A A A A A A A
09 — ﬁ(l +a; + as + as —+ ajaq + a1az — asaz — a1a2a3)
03 — Q10203 = (1432) S S4
1 A A A A A A A A A A A A
g3 = m(l + a1 + G2 + a3 + G102 + 103 + asas + alazag)
04 = Q503040201 = (123564) € S
, 1 A A A A A A A PN A A PN
04 = 75 = (1 + a1 + Go + a3 + a4 + a5 — G109 + a1a3 + G104 + Q105 —
(203 + G20y + g5 + A3y + G305 — G405 — G10203 + 410204 + A10205 +
&1&361,4 + &1€L3&5 — &1&4d5 + &2€L3€L4 — &2€L3&4 — &2€L3&5 — &3&4&5 + &1&2&3&4 +
{1 G90405 + 41090305 — 41030405 + (2030405 — G102030405)
Or = Q203020109 = (3241) € S4

ya

1 ~ N N A A A A A A A A A
05 = 72\/5(—1 + aq + a9 + a3 — a1 — Ag0s + a1az — (Ilagag)

Permutacées Com 2 Ciclos

1.

Og = 110302030405 = (16542)(3) € S

, 1/ ~ A A A A A A A A A A A A A A A A A A
b6 = 7 (g4 a3+ 10y + Q1G5+ Ay + (2G5 + Q304 + 305 + (1G04 4 01 (2G5 +
a1304 + Q10305 + Q20405 + A30405 + 01020405 + A1030405)

07 — Q1020309 — (142)(3) c S4

;1A ~ A A A A

o7 = 5(@2 + as —+ a1a9 + CL16L3)

08 =— A102030201A4030201 = (15)(234) € S5

1 A A A A A A A A A A A A A A A A
63 = 55(—02 — Q4 — Q102 + 0183 + 204 — 204 — Q10203 — G20304)
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4. 09 — Q2010302 — (13)(24) c S4

)

09
5. J10
10
6. 011
011
7. 012
612
8. 013

013

= %(dl + Gy + a3 — G10203)

ajazasasaz = (142)(35) € S;

S35 (A + 5 + Gy + Gz + Gy + Qg — Gofisis — A100504)
A2010302040304 = (153)(24) € Sy

Lo (= 1+ iy + Gy + Gafiy + Gadly + Byily — Gafialy — A1 02504)
aAa01a30204 = (13)(254) € 85

27\1/5(&1 + a9 + &3 + Q1G4 + Q004 + d3&4 — aldQ&?, — &1€L2&3€L4)
1040905 = (132) (546) € SG

1 ~ A ~ ~ A A A A A A A A A A A A
1(1—1—@1+a2+a4+a5+a1a2+a1a4+a1a5+a2a4+a2a5+a4a5—l—

1G04 + Q10205 + 410405 + Q20405 + G1G20405)

A3

Permutacées Com 3 Ciclos

1. 014
6'14
2. 015
015
3. 016
016

4. o17

017

A4

ajasazagaza; = (153)(2)(4) € Ss
$(103 + 4104 + Q203 + A20y)

asaagasas = (13)(24)(56) € Sg

27\1/5(&1 + Qg + a3 + 4105 + G205 + A345 — Q10203 — A1020304)
ajasaras = (13)(45)(2) € Ss

(a1 + G2 + G105 + G205)

A1G901a3020104a30201 0504030207 = (16)(25)(34) € S

AAAAA

Permutacées Com 4 Ciclos

1. 018
018

2. 019

019 =

10201050405 = (13)(2)(46)(5) S SG
$(aras + aras + azaq + asas)
ajasagazagazsa; = (15)(2)(3)(4) € Ss

%(@2&4 + a,a3)
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