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Resumo

Franca, Thayna; Braga, Arthur M. B; Ayala, Helon Vicente H.
Engenharia de recursos para lidar com dados ruidosos na
identificacao esparsa sob as perspectivas de classificagao
e regressao. Rio de Janeiro, 2021. 118p. Tese de Doutorado —
Departamento de Engenharia Mecéanica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

Os sistemas dinamicos desempenham um papel crucial no que diz re-
speito a compreensao de fenémenos inerentes a diversos campos da ciéncia.
Desde a ultima década, todo aporte tecnolégico alcancado ao longo de anos de
investigacao deram origem a uma estratégia orientada a dados, permitindo a
inferéncia de modelos capazes de representar sistemas dindmicos. Além disso,
independentemente dos tipos de sensores adotados a fim de realizar o pro-
cedimento de aquisicdo de dados, é natural verificar a existéncia de uma certa
corrupg¢ao ruidosa nos referidos dados. Genericamente, a tarefa de identificagao
é diretamente afetada pelo cenario ruidoso previamente descrito, implicando na
falsa descoberta de um modelo generalizavel. Em outras palavras, a corrupgao
ao ruido pode ser responsavel pela geracao de uma representacao matematica
infiel de um determinado sistema. Nesta tese, no que diz respeito a tarefa
de identificagdo, é demonstrado como a robustez ao ruido pode ser melho-
rada a partir da hibridizacao de técnicas de aprendizado de maquina, como
aumento de dados, regressao esparsa, selecao de caracteristicas, extracao de
caracteristicas, critério de informagao, pesquisa em grade e validacao cruzada.
Especificamente, sob as perspectivas de classificacao e regressao, o sucesso da
estratégia proposta é apresentado a partir de exemplos numéricos, como o
crescimento logistico, oscilador Duffing, modelo FitzHugh-Nagumo, atrator de
Lorenz e uma modelagem Suscetivel-Infeccioso-Recuperado (SIR) do Severe
Acute Respiratory Syndrome Coronavirus 2 (SARS-CoV-2).

Palavras-chave
Robustez ao Ruido; Identificacdo Esparsa; Corrup¢ao Ruidosa; En-

genharia de Recursos; Pesquisa em Grade.
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Abstract

Franga, Thayna; Braga, Arthur M. B (Advisor); Ayala, Helon
Vicente H (Co-Advisor). Feature engineering to deal with
noisy data in sparse identification through classification
and regression perspectives. Rio de Janeiro, 2021. 118p. Tese
de Doutorado — Departamento de Engenharia Mecanica, Pontificia
Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

The dynamical systems play a fundamental role related to the under-
standing of the phenomena inherent to several fields of science. Since the last
decade, all technological advances achieved throughout years of research have
given rise to a data oriented strategy, enabling the inference of dynamical
systems. Moreover, regardless the sensor types adopted to perform the data
acquisition procedure, it is natural to verify the existence of a certain noise
corruption in such data. Generically, the identification task is directly affected
by the noisy scenario previously described, which entails in the false discov-
ery of a generalizable model. In other words, the noise corruption might be
responsible to give rise to a worthless mathematical representation of a given
system. In this thesis, with respect to the identification assignment, it is demon-
strated how the robustness to noise may be improved from the hybridization
of machine learning techniques, such as data augmentation, sparse regression,
feature selection, feature extraction, information criteria, grid search and cross
validation. Specifically, through classification and regression perspectives, the
success of the proposed strategy is presented from numerical examples, such
as the logistic growth, Duffing oscillator, FitzZHugh—Nagumo model, Lorenz at-
tractor and a Susceptible-Infectious-Recovered (SIR) modeling of Severe Acute

Respiratory Syndrome Coronavirus 2 (SARS-CoV-2).

Keywords
Noise Robustness; Sparse Identification; Noisy Corruption; Feature

Engineering; Grid Search.
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Figura 5.10 Discrepancias entre a evolugao temporal do sistema e
dos modelos produzidos por intermédio das estruturas SINDy e
SINDyFE para a modelagem Suscetivel-Infeccioso-Recuperado
do SARS-CoV-2 (n = 5%).
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1
Introducao

Na ultima década, houve um notavel aporte tecnologico conquistado com
a finalidade de beneficiar a sociedade como um todo. Dessa maneira, salienta-
se que tal avanco nos permite gozar hoje de privilégios, como a diminui¢ao
do distanciamento interpessoal viabilizado por meio de chamadas de video ao
longo do globo [1], sistemas inteligentes de transporte sendo introduzidos a
fim de aumentar a seguranca nas estradas [2], a utilizacdo de robo6s para uso
tatico militar a fim de preservar a vida humana [3], estimativa de parametros
econométricos tornando possivel a analise de diferentes cenarios econdémicos
[4], desenvolvimento de novas estratégias visando a utilizagdo adequada de
farmacos no tratamento de doengas [5], reconhecimento facial por meio de
imagens [6] e previsdes do tempo almejando mitigar os danos causados por
catastrofes naturais [7]. Sendo assim, vivemos em uma era potencialmente
digital, onde o principal elemento é o dado [8]. De um ponto de vista técnico, os
dados por si s6 nao sao valiosos, porém o conjunto de informagoes que é possivel
extrair de tais dados pode ser algo inestimavel. Dessa forma, pesquisadores
contribuiram e contribuem desenvolvendo ferramentas, técnicas e metodologias
a fim de extrair o maximo de informacao possivel dos dados.

Enfatiza-se ainda que tal desenvolvimento culminou no surgimento de
novas areas de pesquisa. Primeiramente foi possivel verificar o surgimento de
uma area intitulada identificacdo de sistemas, onde esta, por sua vez, tem
como finalidade obter as equagoes de um dado sistema com o auxilio de
dados adquiridos [9]. Conceitualmente, a identificacdo de sistemas pode ser
caracterizada pelo nivel de conhecimento prévio admitido na modelagem. Dessa
maneira, as familias caixa branca e caixa preta apresentam dois extremos no
que diz respeito ao nivel citado [10]. Mais especificamente, a primeira familia
dispoe somente de leis naturais, como as encontradas na biologia, na fisica e
na quimica. Sendo assim, o sistema pode ser descoberto a partir da aplicacao e
do desenvolvimento de tais leis. Por outro lado, expoe-se que a segunda familia
é estritamente orientada a dados, ou seja, nenhum tipo de lei da natureza é
incorporada a metodologia. Por fim, explica-se que a modelagem denominada
caixa cinza pode ser descrita como uma hibridizagdo das modelagens caixa

branca e caixa preta [11, 12].
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Dito isso, a medida que mais avangos tecnolégicos eram conquistados,
pode-se evidenciar o nascimento de uma outra area de pesquisa. Detalhada-
mente, suportado pelo aumento significativo na capacidade tanto de armaze-
namento quanto de processamento de dados, se estabeleceu o aprendizado de
maquina, onde este pode ser definido como o campo da ciéncia que estuda
a capacidade dos computadores aprenderem padroes a partir de dados sem
a necessidade de programacao explicita. Em outras palavras, o aprendizado
de méaquina visa extrair informagoes de um conjunto de dados por meio da
busca por padroes existentes em tal conjunto [13]. Formalmente, alicercado
em um teorema conhecido como sem almoco gratis, cita-se que em problemas
de aprendizado de maquina é comum implementar diversas técnicas a fim de
obter a melhor solug¢ao possivel para um dado problema [14, 15].

Categoricamente, existem diversas metodologias avancadas orientadas a
dados, onde estas, por sua vez, podem ser utilizadas a fim de gerar modelos
candidatos para um dado sistema. Dessa maneira, almejando obter descrigoes
matematicas de um certo sistema, pode-se implementar metodologias, tais
como métodos de aprendizado [16], algoritmos evolutivos [17], redes neurais
artificiais [18], modelos ndo lineares auto regressivos de médias moéveis [19)],
florestas aleatérias [20] e maquinas de vetores de suporte [21]. Pontua-se
ainda que, uma vez que a admissao de modelos nao espurios é capaz de
aumentar substancialmente o desempenho no que diz respeito a aplicacoes de
controle, os avancos alcangados tanto pela identificacao de sistemas quanto pelo
aprendizado de maquina favorecem quase que diretamente uma importante

area da ciéncia conhecida como sistemas de controle [22, 23, 24].

1.1
Motivacao

Deter a capacidade de inferir modelos fidedignos de um dado sistema
somente a partir de dados adquiridos é uma habilidade significativamente rele-
vante. Nao obstante, explana-se que a existéncia de uma entidade amplamente
conhecida como ruido, é capaz de dificultar ou até mesmo inviabilizar a tarefa
de identificacao. Explicita-se ainda que a presenca da entidade citada esta in-
trinsecamente vinculada ao processo de aquisicao de dados. Destaca-se também
que, por intermédio de simulagoes computacionais, é tangivel utilizar um mo-
delo previamente inferido a fim de realizar investigagoes visando compreender
melhor os fendmenos associados ao sistema analisado. Em paralelo, ressalta-se
que os avancos tecnologicos conquistados nos tltimos anos possibilitaram um
aumento expressivo no que concerne a adogao do aprendizado de maquina em

diversos campos da ciéncia, como biologia, fisica e quimica.
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A surpreendente capacidade dos algoritmos de aprendizado de maquina
conseguirem captar padroes nos mais variados tipos de dados, torna a utilizacao
dessa poderosa ferramenta algo naturalmente justificavel. Desse modo, a
partir da adesao de tal aprendizado, pode-se explorar um certo conjunto de
dados a fim de encontrar os padroes escondidos no mesmo. Sendo assim,
sob a otica da identificacao de sistemas, é importante utilizar uma estratégia
robusta o suficiente com a finalidade de descobrir o conjunto de equagoes que
regem um dado sistema. Além disso, mesmo com a extensiva exploracdo do
aprendizado de maquina apresentada na literatura, ainda é possivel melhorar as
metodologias existentes com o auxilio de ferramentas suportadas pelo referido
aprendizado, viabilizando o avango de tais metodologias com o proposito de

atender finalidades especificas.

1.2
Objetivos

O objetivo principal desta tese é avancar a metodologia intitulada Sparse
Identification of Nonlinear Dynamics (SINDy) [25]. De maneira mais precisa,
o referido avancgo disserta sobre uma estratégia que visa melhorar a robustez
ao ruido no que diz respeito a tarefa de identificacao de sistemas dinamicos
nao lineares tanto sob uma perspectiva de classificacdo quanto sob uma pers-
pectiva de regressao. Desse modo, a fim de realizar tal avanco, a estrutura
denominada Feature Engineering to Deal with Noisy Data in Sparse Identifi-
cation (SINDyFE) foi desenvolvida, onde esta é baseada na hibridizagdo de
uma colecdo de técnicas de aprendizado de maquina, tais como aumento de
dados [25, 26], regressdao esparsa [27, 28|, selecdo de caracteristicas [20, 29,
extracao de caracteristicas [13, 30], critério de informagao [31, 32|, pesquisa
em grade [20, 33] e validagao cruzada [20, 34].

Expoe-se também que, a fim de acessar a metodologia mais apropriada
no que diz respeito a inferéncia de modelos nao espurios a partir de dados
ruidosos, métricas de avaliacdo, como precisao, sensibilidade, coeficiente de
similaridade, erro absoluto médio, raiz do erro quadratico médio e coeficiente
de determinagcao sao consideradas. Além disso, sao tracados comparativos entre
as evolucoes historicas dos estados do sistema real e dos estados dos modelos
produzidos por intermédio das metodologias abordadas nesta tese. Em adicao,
como objetivo secundario, este material almeja tanto prover uma visao geral do
aprendizado de maquina quanto promover a disseminacao do mesmo. Explica-
se ainda que, a fim de explorar tal objetivo, conceitos inerentes ao aprendizado
de maquina sao explorados em diferentes contextos com o propédsito de mostrar

sua elevada versatilidade.
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1.3
Contribuicdes Originais do Trabalho

Em poucas palavras, a originalidade intrinseca ao contetido apresentado
nesta tese pode ser observada sob duas perspectivas. Primeiramente, esta é
a primeira vez que a estratégia pioneira ¢é explorada a partir de uma Otica
classificatoria. Em outras palavras, no que diz respeito a compatibilidade dos
termos nao lineares admitidos nas descricbes matematicas tanto do sistema
analisado quanto dos modelos inferidos, a estrutura proposta prové uma
abordagem capaz de avaliar as similaridades existentes entre o sistema real e
os modelos identificados por tal estrutura. Além disso, em carater igualmente
inédito, salienta-se que o principal avanco inerente a metodologia proposta
disserta sobre o aumento da robustez ao ruido da abordagem pioneira, onde
este viabiliza a identificacao apropriada de sistemas dinamicos mesmo quando
condigOes mais severas de ruido sao verificadas. De modo detalhado, enfatiza-
se que o referido avanco é alicercado na incorporacao de uma ampla colecao

de técnicas de aprendizado de maquina.

1.4
Organizacao do Trabalho

O contetddo remanescente inerente a esta tese estd dividido da seguinte
forma. No Capitulo 2 é apresentada a revisao da literatura, objetivando famili-
arizar o leitor com diversos conceitos inerentes a identificacao de sistemas e ao
aprendizado de maquina. No Capitulo 3, explicita-se a teoria necessaria a fim
de compreender a metodologia original e a estratégia proposta. Em detalhes,
tem-se que conceitos, como aumento de dados, regressao esparsa, selecao de
caracteristicas, extracao de caracteristicas, critério de informagao e pesquisa
em grade sao explicados. Adicionalmente, o Capitulo 4 expoe os diferentes es-
tudos de caso admitidos neste trabalho. Mais precisamente, estudos de caso,
como o crescimento logistico [25, 35], o oscilador Duffing [36, 37], o modelo
FitzHugh-Nagumo [38, 39|, o atrator de Lorenz [25, 40] e uma modelagem
Suscetivel-Infeccioso-Recuperado (SIR) do Severe Acute Respiratory Syndrome
Coronavirus 2 (SARS-CoV-2) [41, 42] sdo adotados. Fundamentado nas me-
todologias abordadas no presente trabalho, o Capitulo 5 reporta os resultados
obtidos para os estudos de caso supracitados. Especificamente, sdo adotadas
diferentes métricas de classificag@o e regressao a fim de atestar a superioridade
da metodologia proposta em comparagao com a original. No Capitulo 6 tanto
as conclusoes obtidas quanto os trabalhos futuros propostos sao explicitados.
Por fim, almejando garantir a compreensao completa da estratégia proposta,

o Apéndice A é adicionado a este material.
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2
Revisao da Literatura

A capacidade do aprendizado de maquina ser aplicado aos mais diferentes
tipos de problemas, torna o referido aprendizado uma ferramenta extensamente
adotada. Além disso, abordar um problema sob a perspectiva do aprendizado
de maquina implica na necessidade de efetuar uma colecao de reflexoes, visando
enquadrar o problema corretamente e, consequentemente, acessar o conjunto de
procedimentos e técnicas apropriadas para tal finalidade. As reflexdes citadas
ocorrem desde a defini¢cao do problema até o momento em que os resultados sao
interpretados. Ressalta-se ainda que esse trajeto como um todo nao possui uma
Unica sequéncia de passos logicos, porém existem alguns pontos relevantes que
podem servir de guia na abordagem de problemas sob a 6tica do aprendizado
de maquina. Por exemplo, é necessario estipular se o problema atacado se
trata de uma inferéncia ou uma predigao [13]. Deve-se especificar também se a
abordagem utilizada é fundamentada na obtenc¢ao de um modelo generalizavel
ou se a mesma ¢ alicercada na comparagao entre as instancias de treino e as
instancias de teste [43]. Em paralelo, é necessario definir se a estratégia adotada
é suportada pelo aprendizado do tipo em lote ou em tempo real [43].

Em adicao, também ¢ relevante estabelecer se o problema proposto pode
ser abordado como um problema de classificagdo ou de regressao [34]. Os
problemas de aprendizado de maquina também podem ser separados de acordo
com o tipo de supervisao adotada. Em outras palavras, deve-se determinar
se o problema é nao supervisionado, semi-supervisionado, supervisionado ou
supervisionado por refor¢o [44]. Dessa forma, tais reflexdes sao fundamentais
para situar um dado problema e, consequentemente, restringir de forma
significativa as abordagens disponiveis para o mesmo [20]. Além disso, existem
alguns fatores que podem ser responsaveis tanto por gerar solucoes nao
satisfatérias para um certo problema quanto aumentar substancialmente o
desempenho de uma dada metodologia. Sendo assim, antes de implementar
um algoritmo de aprendizado de maquina, é recomendavel verificar se ha
necessidade de submeter o conjunto de dados a pré-processamentos especificos,
como centralizagao, reescala, normalizacao e padronizagao [20]. Por outro lado,
enfatiza-se que a selecao de variaveis plausiveis durante a confec¢ao de um dado

modelo pode evitar o vazamento de dados [12].
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Algoritmos de aprendizado de maquina costumam obter resultados menos
expressivos quando alimentados por variaveis altamente correlacionadas. Dali,
é possivel efetuar transformacoes no conjunto de dados visando mapear os
dados inicialmente correlacionados em um novo conjunto nao correlacionado
[13]. Adicionalmente, por intermédio da adogao de técnicas de redugdo de
dimensionalidade, pode-se evitar um fenémeno conhecido como maldi¢ao da
dimensionalidade [45]. Explica-se também que cada algoritmo de aprendizado
de méquina possui um conjunto de hiperpardmetros a ser definido. Sendo
assim, visando tanto ajustar os hiperparametros inerentes a um dado modelo
quanto avaliar a qualidade do mesmo, deve-se dividir o conjunto de dados em
dois subconjuntos disjuntos intitulados treino e teste. Assim, baseado em um
algoritmo de aprendizado de maquina previamente estabelecido, os dados de
treino sao utilizados com a finalidade de criar um modelo capaz de relacionar
as variaveis dependentes com as independentes.

Objetivando acessar a performance do modelo gerado, submete-se o
mesmo a dados nunca vistos, isto é, aplica-se o modelo gerado por meio dos
dados de treino no conjunto de teste [46]. Em algumas aplicagoes, pode-se
verificar a admissao do conjunto de validacao, onde este é obtido a partir
da extracdo de uma parcela dos dados de treino. Dessa maneira, a fim de
obter o melhor conjunto de hiperparametros, pode-se submeter o conjunto
de validagdo a uma técnica conhecida como validagao cruzada [20]. Explana-
se ainda que, suportada pela simplicidade implementacional, uma estratégia
de validagdo cruzada conhecida como K-fold é rotineiramente empregada
[20]. Paralelamente, caso o algoritmo de aprendizado de maquina admitido
possua mais de um hiperparametro a ser definido, pode-se utilizar uma técnica
denominada pesquisa em grade a fim de obter tais hiperparametros [43].

Expoe-se ainda que, quanto mais parametros um modelo possui, mais
facilmente o mesmo podera se ajustar a um certo conjunto de dados. Mais
especificamente, um modelo detentor de um nimero elevado de parametros é
geralmente traduzido como um modelo de baixo desempenho, estabelecendo,
por sua vez, um cenario onde o modelo citado é dito ndo generalizavel [45].
Por outro lado, um modelo que desfruta de um ntimero insuficiente de graus de
liberdade pode nao possuir a flexibilidade minima requerida, desfavorecendo
um ajuste apropriado ao conjunto de dados [43]. Simplificadamente, mode-
los vinculados a um certo déficit paramétrico contém subajuste. De forma
complementar, modelos associados a um dado superavit paramétrico possuem
sobreajuste [20]. Idealmente, um modelo fidedigno, isto é, um modelo capaz de
representar de forma genuina um dado sistema, deve equilibrar adequadamente

subajuste e sobreajuste [43].
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A fim de verificar se o modelo produzido por uma metodologia especi-
fica possui subajuste ou sobreajuste, pode-se aplicar uma estratégia intitulada
curvas de aprendizado ou adotar uma abordagem via validacao cruzada [20].
Adicionalmente, recomenda-se implementar diferentes algoritmos de aprendi-
zado de maquina, pois cada um deles possui uma forma peculiar de buscar
padroes nos dados, mostrando assim a inexisténcia de um algoritmo predomi-
nante [14, 15]. Dessa forma, a partir dos dados de teste, tem-se que os modelos
obtidos por um grupo diversificado de metodologias podem ser elencados se-
gundo uma métrica de avaliacao adotada. E possivel verificar a existéncia de
uma colecao de métricas que podem ser adotadas a fim de mensurar o desem-
penho de um dado modelo. Todavia, cada tipo de tarefa esta vinculada a um
conjunto restrito de métricas que podem ser implementadas. Em detalhes, as
métricas acuracia, precisao, sensibilidade e especificidade podem ser admitidas
em problemas de classificagao [43, 47, 48].

De maneira alternativa, métricas conhecidas, como erro absoluto médio,
erro quadratico médio, raiz do erro quadratico médio e coeficiente de determi-
nacao multipla podem ser assumidas em problemas de regressao [20, 43, 49].
Além disso, existem métricas capazes de penalizar modelos que apresentam ele-
vado grau de liberdade, isto ¢, modelos complexos em demasia, acarretando na
obtencao de modelos parcimoniosos e, por conseguinte, promovendo um equi-
librio adequado entre subajuste e sobreajuste [50, 51, 52]. Certos problemas
apresentam uma linha ténue no que diz respeito ao enquadramento dos mes-
mos como um problema de classificagdo ou regressao. Um exemplo classico de
tal dualidade é personificado pelo problema da identificacao de digitos escritos
a mao, onde identificar a intensidade de um dado pixel pode ser interpretado
tanto como um problema de classificagdo quanto de regressao [43].

Pontua-se também que, independentemente do tipo de problema apre-
sentado, os dados de teste s6 devem ser visualizados e manipulados na etapa
de teste, evitando assim um problema denominado viés de espionagem. Além
disso, se o conjunto de dados associado a um certo problema nao possuir alguns
valores no que diz respeito as variaveis dependentes, configurando a presenca
de valores faltantes, pode-se submeter tais variaveis a técnicas capazes de lidar
com a anomalia descrita [20]. Ressalta-se ainda que, a fim de lidar com pro-
blemas de classificacao nao binarios, é aconselhavel adotar um procedimento
conhecido como codificagdo one-hot [43]. Em adigao, almejando aplicar algo-
ritmos de aprendizado de maquina em problemas categéricos que possuem
discrepancias significativas em relacao a distribui¢do das amostras nas classes
existentes, é recomendavel que sejam adotadas técnicas capazes de promover

um certo balanceamento amostral [43].
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E natural observar, principalmente em problemas de classificacdo, proce-
dimentos que utilizam um conceito nomeado embaralhamento, onde este tem
como finalidade embaralhar de maneira sistemética os dados de treino [18]. No
entanto, tais procedimentos se tornam inviaveis em contextos onde uma certa
estrutura e dependéncia temporal sdo verificadas [26]. Destaca-se ainda que, de
forma similar aos problemas de regressao, pode-se utilizar o conceito apresen-
tado como aumento de dados em problemas de classificacdo. Uma aplicagao
habitual do referido conceito se torna presente em problemas de classifica-
¢do de imagens, onde a partir deste é possivel aumentar o volume de dados
por meio de transformagoes como translagao e rotagao [43]. Desse modo, apés
realizar as transformacoes citadas nos dados de treino, as imagens provenien-
tes dos pré-processamentos adotados sao incorporadas ao conjunto de treino.
Explicita-se também que o aumento de dados foi amplamente explorado em
diferentes contextos do aprendizado de maquina [53, 54, 55].

Os sistemas dinamicos possuem uma relevancia fundamental no que
diz respeito a compreensao de fendmenos existentes na biologia, economia,
engenharia, fisica e quimica [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]. Em paralelo, a identificacao
de sistemas disserta sobre a inferéncia de descrigoes matematicas nao espirias
de sistemas dindmicos [26]. Salienta-se ainda que o tipo de sinal de entrada
adotado para um dado sistema pode provocar ou o sucesso ou o fracasso no
que diz respeito a identificacao correta do sistema analisado. Adicionalmente,
em algumas situacgoes especificas, o tipo de sinal utilizado pode ser imposto
de acordo com um certo conjunto de caracteristicas que deseja-se explorar
no sistema considerado [56]. Dessa maneira, objetivando identificar o sistema
corretamente, tanto o tipo de sinal adotado quanto os parametros existentes
no mesmo sao quesitos importantes a serem avaliados [9].

Os sinais de entrada conhecidos como sinal de varredura, excitacao mul-
tifasica, forcamento multiseno, sequéncia pseudo binaria, impacto de pulso,
explosao aleatoria, ruido aleatorio e varredura senoidal desempenham um pa-
pel crucial na tarefa de identificacao [12, 45, 56]. Outro aspecto relevante na
identificacao de sistemas é a adocao da simulagao do tipo livre em detrimento
da simulagao um passo a frente. Formalmente, a primeira familia de simulacao
mencionada disserta sobre a realizacao de estimativas a partir somente de me-
digoes passadas. Em contraste, objetivando a mesma finalidade, as simulagoes
vinculadas a familia um passo a frente utilizam tanto as medigoes passadas
quanto as medigoes atuais [57]. Sendo assim, a abordagem via simulagao livre
é capaz de gerar modelos mais generalizaveis, isto é, modelos mais fidedignos
em comparacao com o sistema real, favorecendo, por sua vez, a identificacao

adequada do sistema analisado [9].
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Em particular, suportada pelo aumento de dados, a estratégia recém
desenvolvida conhecida como Sparse Identification of Nonlinear Dynamics
(SINDy) explora transformagdes nao lineares [25]. Dessa maneira, a meto-
dologia pioneira considera a producao de uma biblioteca de dados, onde esta
¢ gerada a partir de uma dada combinacao de termos nao lineares. Dai, por
meio da regressao esparsa, tal estratégia é capaz de produzir modelos repre-
sentativos de um dado sistema [27]. Precisamente, a regressdo esparsa impoe
uma regularizagdo capaz de encolher e selecionar os termos mais relevantes
no que diz respeito a dindmica intrinseca aos dados, viabilizando a identifica-
gao de sistemas dindmicos nao lineares [58]. Além disso, a elevada capacidade
interpretativa associada a referida estrutura torna a adocdo da mesma uma
grande vantagem. Expoe-se também que, nos ultimos anos, a metodologia ori-
ginal sofreu diversas modificagoes com o propdsito de contemplar um conjunto
expressivo de necessidades especificas [26].

Cronologicamente, a primeira modificacdo proposta para a estrutura
SINDy viabilizou a identificacdo de sistemas descritos a partir do quociente
entre dois polindmios e, posteriormente, uma abordagem sob a 6tica do controle
foi apresentada [59, 60]. Em seguida, uma extensao tedrica da estrutura original
foi realizada permitindo o tratamento de sistemas dinamicos ndo auténomos e
restrigdes fisicas previamente conhecidas [61]. Subsequentemente, adaptagoes
capazes de viabilizar a identificacao de sistemas descritos por meio de equagoes
diferenciais parciais foram introduzidas [62, 63]. Em adi¢do, tanto uma andlise
no que diz respeito ao impacto gerado por dados altamente corrompidos quanto
uma abordagem baseada no critério de informagao foram efetuadas [64, 65].
Além disso, pode-se salientar que a teoria foi expandida para normas de
esparsidade de grupos com o auxilio da admissdo de um tipo de regressao
intitulada regressao de crista [66].

Em sequéncia, um estudo foi realizado a fim de viabilizar o tratamento
de sistemas detentores de coeficientes variaveis temporalmente e espacialmente
[67]. Posteriormente, aplicagoes almejando analisar o processo de fratura hi-
draulica, comparar diferentes técnicas de controle em diversos sistemas dina-
micos, implementar a metodologia SINDy experimentalmente e possibilitar a
identificagao de sistemas hibridos também foram realizadas [68, 69, 70, 71]. Por
fim, alicercada na assuncao de diferentes percentuais de separacao do conjunto
de dados, a robustez ao ruido da estratégia pioneira SINDy foi investigada a
fim de reportar a capacidade da mesma inferir modelos nao esptrios sob a
perspectiva da engenharia [26]. Notoriamente, é tangivel constatar que a mag-
nitude do ruido vinculado aos dados adquiridos é capaz de impossibilitar o

sucesso das metodologias supracitadas [72].
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Até este ponto, um conjunto significativo de consideracoes, estratégias e
ferramentas foram explicitadas visando prover uma visao geral do aprendizado
de méaquina. Todavia, é crucial manter em mente que ao abordar um problema
sob a perspectiva do aprendizado de maquina ¢é necessario enquadrar tal

problema de acordo com os quesitos descritos a seguir.

> Classificagao | Regressao
> Inferéncia | Predicao

> Instancia | Modelo

> Lote | Tempo real

> Reforco | Semi-supervisionado | Supervisionado | Nao supervisionado

Motivados pela critica robustez ao ruido apresentada pela estrutura original
SINDy, uma generalizagdo da referida estrutura denominada Feature Engine-
ering to Deal with Noisy Data in Sparse Identification (SINDyFE) é desen-
volvida, onde esta viabiliza a identificacdo de sistemas dindmicos nao lineares
sob condicoes ruidosas. Pontua-se ainda que o tipo de aprendizado associado
a abordagem proposta se enquadra, como regressao, inferéncia, modelo, lote e
supervisionado. Além disso, embora a metodologia proposta seja desenvolvida
a partir do ponto de vista da regressao, ¢ tracado um comparativo entre os de-
sempenhos da estratégia pioneira e da estrutura proposta sob uma perspectiva
classificatoria, mostrando assim a apreciavel robustez ao ruido da metodologia

proposta no que concerne a tarefa de identificacao.
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Identificacao Esparsa

No presente capitulo, sdo introduzidos conceitos como identificacao es-
parsa, diferencas finitas, corrupcao ruidosa, pré-processamento de dados, nor-
mas vetoriais, familias de regressao, engenharia de recursos, sele¢do de carac-
teristicas, extracao de caracteristicas, pesquisa em grade, validacao cruzada,

critérios de informacgao e métricas de avaliagao.

3.1
Estrutura SINDy

Notoriamente, suportado pela literatura disponivel, pode-se constatar
que o aumento de dados é um dos conceitos utilizados pela estrutura intitulada
Sparse Identification of Nonlinear Dynamics (SINDy). Dessa maneira, a partir
dos estados previamente mensurados, é possivel gerar varidveis de forma
artificial, possibilitando a criagdo de uma biblioteca de termos néao lineares.
Além disso, por intermédio da regressao esparsa, enfatiza-se que a estrutura
citada viabiliza a obtencao de um modelo detentor de apenas alguns termos
ativos, ou seja, um modelo esparso [25]. Detalhadamente, pode-se pontuar
que a referida regressao possui um termo adicional de penalizagao, onde este
permite o encolhimento de alguns termos até zero ao longo do procedimento
de regressao, viabilizando, por sua vez, a descoberta de modelos matematicos
capazes de representar o conjunto de dados com o menor nimero possivel
de termos nao lineares [27]. Assim, a metodologia SINDy torna exequivel
a identificacdo de sistemas dindmicos, onde estes podem ser genericamente

descritos por meio das Equagoes 3-1 e 3-2.

x=[fx@)] ; t>t (3-1)
xo = x (t) ; t=1p (3-2)

Um objeto matematico conhecido como matriz é vastamente utilizado
devido a sua capacidade de armazenar dados de diversas naturezas. Destaca-
se ainda que, em problemas de regressao aplicados a sistemas dinamicos, ¢

comum organizar os dados em matrizes, como expoe a Figura 3.1.
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Figura 3.1: Construcao da matriz dos estados.

Especificamente, tais matrizes sdo organizadas levando em conta a evolugao
temporal de cada tipo de medicao realizada. De forma genérica, admite-se
um sistema detentor de um certo nimero de estados s (s € N*), onde estes
sao descritos a partir de uma determinada quantidade de instancias temporais
n(n € N*). Formalmente, constréi-se a matriz dos estados X (X € R”XS) a
partir de vetores coluna x; (i = 1,2,...,s), onde estes, descrevem a evolugao
ao longo do tempo de cada um dos estados que compoem o sistema, como

explicitado na Equacao 3-3.

o (B) o (h) oo @ ()]
X T (tg) i) (tg) e Tg (tz) (3_3)
& (tn) a2 (tn) -+ x5 (tn)

A fim de realizar a identificacdo esparsa de um dado sistema dindmico, é
necessario acessar as derivadas de cada estado %x; (i =1,2,...,s), onde estas
podem ser obtidas tanto por meio de medigoes diretas quanto por intermédio
de técnicas de aproximacao. Desse modo, independentemente da maneira como
tais derivadas sao adquiridas, é possivel dispo-las em uma matriz denominada
matriz das derivadas dos estados X (X € R”XS), onde cada linha da matriz
citada estd associada a evolucao ao longo do tempo das derivadas dos estados.
Matematicamente, com a finalidade de prover uma descrigdo mais formal da

matriz previamente descrita, a Equagao 3-4 é apresentada.
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iy (t1) dp(t1) -+ s (t1)
o [0 B0 o
_j/’l (tn) I2<tn) Is(t’rL)_

Note que a Equacao 3-4 representa a matriz das derivadas dos estados de um
sistema contendo uma dada quantidade de instancias temporais n (n € N*)
e um certo nimero de estados s(s € N*). Enfatiza-se ainda que, visando
submeter um dado conjunto de dados a identificagdo esparsa, é necessario
gerar a matriz de dados aumentada © (@ € R/ ) Assim, por intermédio
de uma base de funcgoes previamente definida, os elementos presentes na
matriz de dados aumentada sao arranjados segundo a evolugao temporal de
cada estado e de acordo com um determinado conjunto de combinac¢oes nao
lineares destes [25]. Dessa forma, a matriz de dados aumentada é composta
por um determinado nimero de colunas f (f € N*), onde tal valor representa a
quantidade de caracteristicas admitidas [20]. Em paralelo, é vélido ressaltar que
a metodologia SINDy é fundamentada na hipdtese de que o sistema dindmico
a ser identificado é detentor de uma representacao esparsa, ou seja, o referido
sistema pode ser descrito a partir de alguns poucos termos nao nulos [27].
Matematicamente, um sistema dinamico esparso pode ser caracterizado pelo
produto entre a matriz de dados aumentada © (@ € R/ ) e a matriz de

esparsidade =2 (E c Rf XS), como descreve a Equacao 3-5.

X =0

(1

(3-5)

Especificamente, cada coluna da matriz de dados aumentada é gerada a
partir de dois conjuntos, onde o primeiro é dado pelas variaveis inicialmente
mensuradas e o segundo é gerado, artificialmente, a partir de certas combi-
nacoes das varidveis pertencentes ao primeiro conjunto. Note que a matriz de
dados aumentada, por construcao, deve possuir a mesma quantidade de linhas

que a matriz dos estados, como explicita a Equacao 3-6.
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A viabilidade no que diz respeito a obtencdo de uma representacao esparsa
de um dado sistema esta intimamente ligada a forma com que a matriz de
dados aumentada ¢é gerada. Sendo assim, objetivando gerar tal matriz, uma
das primeiras etapas da modelagem SINDy ¢é a definicio da base de funcoes
utilizada. Detalhadamente, é possivel verificar a adocao de bases de fungoes
descritas a partir de polindmios racionais, polinébmios reais e expansoes da
série de Fourier, para citar algumas [61]. Em particular, explica-se que a base
polinomial real é comumente adota devido a sua elevada capacidade de ajuste
aos dados. De maneira formal, a Equacao 3-7 apresenta a matriz de dados
aumentada ©% (@]5 e Rxf ), onde esta é construida a partir da assuncao de

uma base polinomial real de grau maximo d (d € N*).

o |
®;=|P; P{ P} P§ P} - P} (3-7)

Em geral, as caracteristicas inerentes a matriz de dados aumentada sao
dispostas de acordo com os graus dos polinomios adotados na construcao
da mesma. Especificamente, a partir da Figura 3.2 é possivel acessar como

a construcao da referida matriz é realizada.
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Figura 3.2: Disposicao das caracteristicas existentes no que concerne a cons-
trucao da matriz de dados aumentada.
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Note que as caracteristicas presentes na matriz de dados aumentada sao
produzidas por intermédio das variaveis inicialmente mensuradas, ou seja, dos
estados do sistema. Adicionalmente, desejando estender o conceito de bases de
funcgoes, expoe-se que diferentes familias de bases sao discutidas no Apéndice A
do presente trabalho. Todavia, ao assumir, por hipotese, um sistema detentor
da variavel de estado x; (x; € R™) e da varidvel de estado xs (x2 € R"), é
possivel concluir que o termo P% (P§ € R”XA‘) presente na matriz de dados
aumentada previamente descrita por intermédio da Equacao 3-7 pode ser

acessado a partir da Equacao 3-8.

R _ |3 2 2 3
Py = |x} xixs xi1x3 x5 (3-8)

Além disso, independentemente da quantidade de estados do sistema, a pri-
meira coluna da matriz de dados aumentada ©% (@Hj € R/ ) é representada
por um vetor contendo entradas unitarias cuja dimensao é numericamente
igual ao nimero de instancias temporais admitidas. Por outro lado, o termo
PR (Plf € R”XS> ¢ dado por uma submatriz, onde esta ¢ composta unicamente
pelos vetores de estado do sistema abordado. Complementarmente, explica-
se que os demais termos presentes na matriz de dados aumentada dada pela
Equagao 3-7 sao obtidos por meio do produto elemento a elemento entre os
estados do sistema. Em particular, para um sistema contendo somente as duas
variaveis de estado previamente descritas, tem-se que a segunda coluna da
submatriz P (P§ = R””) pode ser obtida pela Equacao 3-9.

Bty () = [o1 (t) ] 22 (8) (=1,2,...,n) (3-9)

Similarmente, para um sistema detentor de apenas duas varidveis de estado,
tem-se que a quarta e tltima coluna da submatriz Pk (P]}f € R"“) pode ser

gerada por meio da Equacao 3-10.

() =[e2(t)] (=12....n) (3-10)

Pontua-se ainda que, ao considerar sistemas forcados, é necessario alo-
car o sinal de entrada do sistema u(u € R") na matriz de dados aumen-
tada. Formalmente, a Equacao 3-11 explicita a matriz de dados aumentada

@5(1 (@561 e R/ +1)) para a condicao apresentada.
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e |
O,,= P} P} u P} P} P} PE (3-11)

Em adicao, dependendo da dinamica vinculada ao sistema analisado, pode ser
interessante explorar o problema de identificagao esparsa utilizando também
o sinal de excitacao u (u € R") ao gerar as combinagoes nao lineares impostas
pela base de fungoes previamente adotada [26]. Salienta-se também que, ao
admitir uma base polinomial real de grau maximo d (d € N*) e ao assumir um
sistema detentor de s (s € N*) varidveis de estado, é estabelecido um problema
contendo f (f € N*) caracteristicas, onde o referido nimero de caracteristicas

pode ser calculado por intermédio da Equagao 3-12.

(s +d)!

sld! (3-12)

f =
Observe que a Figura 3.3 tem como finalidade evidenciar o aumento signifi-
cativo do nimero de caracteristicas presentes na matriz de dados aumentada,
onde o aumento citado é verificado caso sejam admitidos tanto um sistema
detentor de mais estados quanto um grau maximo mais elevado no que diz

respeito a geracao de tal matriz.
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Figura 3.3: Superficie aproximada a fim de descrever como o nimero de
caracteristicas existentes na matriz de dados aumentada se relaciona com o
numero de estados atrelados ao sistema admitido e com o grau maximo do
polinémio adotado na construcao da referida matriz.
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Explica-se ainda que a Equacao 3-12 nao contabiliza a caracteristica referente
ao sinal de entrada aplicado ao sistema. Desse modo, caso o forgamento seja
considerado na construcao da matriz de dados aumentada, deve-se acrescentar
uma unidade ao nimero total de caracteristicas descritas pela Equagao 3-
12. Por outro lado, se o sinal de excitacao for utilizado nas combinagoes nao
lineares presentes na matriz de dados aumentada, é necessario adicionar uma
unidade ao numero de estados antes de utilizar a Equagdao 3-12, pois nesse
caso o forcamento pode ser interpretado como um estado extra do sistema.
Pontua-se também que os elementos nulos e nao nulos presentes na matriz de
esparsidade = (E e RS Xs) representam, respectivamente, os termos inativos e
ativos do sistema analisado. Em detalhes, a Equagao 3-13 descreve como os
vetores de esparsidade &, (i = 1,2,...,s) compoem a matriz de esparsidade,

que, por hipétese, é esparsa [25].

. |
E= & & - & (3‘13>
. |

Explana-se também que, ao considerar sistemas de segunda ordem,
é possivel gerar a matriz dos estados suspensa X (XS € R”X@S)) a partir
dos estados do sistema x; (i =1,2,...,s) e das derivadas de tais estados
%x; (i=1,2,...,s). Dito isso, a Figura 3.4 objetiva descrever como a matriz

dos estados suspensa pode ser obtida.

f N
)
| | |
X=|x; X9 X X=1x; X
| | \ |
\ g
4 N
| | |
Xs = |1X1 X9 Xs 5(1 ).(s
. ! |
\_ J
s 4

Figura 3.4: Construgdo da matriz dos estados suspensa.
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Note que ao admitir sistemas de ordens superiores, tem-se que a matriz
dos estados suspensa exercera o mesmo papel que a matriz dos estados.
Salienta-se ainda que a matriz dos estados suspensa descrita pela Figura 3.4 é
obtida por meio de uma técnica conhecida como suspensao de variaveis. Desse
modo, é possivel estender a metodologia SINDy a fim de lidar com sistemas
que sejam intrinsecamente descritos por equagoes diferenciais ordinarias de
ordens superiores [70]. Por fim, com o auxilio das Equagoes 3-1 e 3-5, é
tangivel concluir que os vetores de esparsidade &; (i = 1,2,...,s) podem ser
interpretados como pesos, que quando multiplicados pela matriz de dados
aumentada @ (@ e R/ ) sao capazes de reconstruir de maneira aproximada

a dindmica do sistema.

3.2
Derivadas Temporais

Em geral, as derivadas temporais dos estados de um dado sistema podem
ser obtidas diretamente ou adquiridas por intermédio de estimativas. Mais
especificamente, a obtencao direta de tais derivadas pode ser realizada por
meio de sensores. Por outro lado, é possivel acessar as derivadas dos estados
de um dado sistema a partir de técnicas de aproximagao [26]. Ressalta-se ainda
que a realizagao de medicoes diretas de tais derivadas podem se tornar inviaveis
em certos cendrios. Precisamente, a obtencdo das medigoes citadas pode ser
dificultada ou inviabilizada caso sejam verificados problemas como elevado
custo atrelado a aquisicao dos sensores requeridos, inexisténcia de tecnologia
disponivel para construcao de tais sensores, admissao de sensores defeituosos,
dificuldade no acesso fisico aos pontos de medicao, assim como a instalacao
incorreta dos sensores necessarios para tal finalidade.

Almejando evitar tais problemas, assume-se nesta tese que as referidas
derivadas sao adquiridas a partir de aproximagcoes. Além disso, embora a me-
todologia SINDy explore de forma mais expressiva circunstancias onde sao
admitidas a medicao completa dos estados e de suas derivadas, a estrutura sa-
lientada também disserta sobre a estimacgao das derivadas dos estados a partir
de uma abordagem via diferengas centrais [25]. Pontua-se também que uma
certa perda de informagao é verificada quando somente a abordagem citada
é considerada. De maneira detalhada, a referida perda pode ser interpretada
como uma diminui¢do no volume de dados utilizados na alimentacao do al-
goritmo de identificagdo adotado. Dai, almejando contornar o problema pro-
veniente da perda de informacao, sdo implementados trés esquemas distintos
de diferengas finitas com o propésito de aproximar as derivadas dos estados,

como expoe a Figura 3.5.
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Figura 3.5: Detalhamento da implementacao do DFR, DFC e DFP.

Especificamente, a Figura 3.5 tem como finalidade descrever quais amos-
tras dos estados e do sinal de entrada devem ser utilizadas em cada um dos
esquemas previamente salientados, assim como quais amostras das derivadas
tanto dos estados quanto do referido sinal podem ser obtidas a partir de tais
esquemas. Explica-se ainda que a metodologia proposta utiliza versoes dos
esquemas de Diferengas Finitas Regressivas (DFR), Diferengas Finitas Cen-
trais (DFC) e Diferencas Finitas Progressivas (DFP) com erros da ordem de
O{At*} [73]. Formalmente, expoe-se que a Equacao 3-14 apresenta uma versio
do esquema DFP com erro de quarta ordem, onde esta viabiliza a obtencao

das derivadas dos estados para as duas primeiras amostras.

dt

11
R | = 25%; () + 48x; (t + At) — 36 (¢ + 2A¢) +
prp 1241 (3-14)

+16x; (t + BAE) — 3x; (t + 4A¢) |

De modo similar, fundamentado no esquema DFP, pode-se utilizar a Equa-
¢ao 3-15 com o proposito de obter a derivada do sinal de excitagdo para as

duas primeiras amostras.
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du (t) 11
T 12 At

+ 16 (t + 3AL) — 3u (t + 4A¢) |

| — 25u (t) + 48u (t + At) — 36u ( + 2A¢t) +

DFP (3-15)

Por outro lado, suportado pelo esquema DFC, é possivel acessar as derivadas
de cada um dos estados para as amostras centrais, isto é, as amostras ensandui-
chadas pelas duas primeiras e duas ultimas amostras. Assim, a Equagao 3-16
descreve uma maneira de estimar as derivadas dos estados para tais amostras

com erros de quarta ordem.

dt

11

—x; (t + 2A¢) |

DFC (3-16)

De maneira andloga, ao levar em conta as amostras centrais, a derivada do
sinal de entrada também pode ser estimada a partir do esquema DFC, como

exprime a Equacao 3-17.

du (¢)
dt

11
T 12 At

—u(t + 2A0)]

[u(t — 2At) — 8u (t — At) + 8u (t + At) +

DFC (3-17)

Nao obstante, para as duas ultimas amostras, a Equacao 3-18 propoe uma
versao do esquema DFR com erro de quarta ordem, viabilizando, por sua vez,

a obtencao das derivadas dos estados do sistema.

dt

11
~ R [3%; (t — 4A¢) — 16x; (t — 3At) +

+36%; (t — 2At) — 48x; (t — At) + 25%; (1) ]

DFR (3-18)

Explicita-se ainda que o esquema DFR também pode ser empregado com
o objetivo de acessar a derivada do sinal de entrada para as duas ultimas

amostras, como descreve a Equacao 3-19.

11
~ —-——[3u(t — 4At) — 16u (t — 3At) +
prr 12 At { (3-19)

+36u (t — 2At) — 48u (t — At) + 25u (t) |
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Note que a perda de informagao inerente as duas primeiras e as duas ultimas
amostras pode ser facilmente constatada a partir da Equacao 3-16 ou da
Equacao 3-17. Analogamente, uma certa perda de informacdo também é
verificada caso seja adotado somente o esquema DFP. De forma equivalente,
a implementagao exclusiva do esquema DFR também implica na perda de
informagao. Assim, visando evitar quaisquer perdas de informagoes, deve-se
implementar os trés esquemas apresentados de forma conjunta, possibilitando
a estimativa integral das derivadas dos estados e do sinal de excitagao. Observe
que a adocao de técnicas que visam estimar as derivadas dos estados a partir
dos estados previamente mensurados viabilizam o emprego da metodologia
proposta. Em contraste, se uma dada aplicacao disponibilizar as derivadas dos
estados, ¢ altamente recomendavel utiliza-las, pois espera-se que a estratégia
proposta obtenha um melhor desempenho quando submetida a um cenario
onde nao haja necessidade de aproximar tais grandezas. Finalmente, destaca-
se que o Apéndice A deste trabalho apresenta esquemas de diferencas finitas

com erros de segunda ordem e sexta ordem.

3.3
Corrupcao Ruidosa

Excetuando condicoes ideias, tem-se que o ruido é uma entidade que esta
intrinsecamente ligada ao processo de aquisicao de dados. Na pratica, a cor-
rupcao ruidosa de tais dados pode ser gerada por problemas como sensores
defeituosos, sensores instalados incorretamente ou, até mesmo, interferéncias.
Precisamente, a aquisicao de sinais ruidosos pode ser responsavel por dificultar
ou inviabilizar a tarefa de identificacdo. Dessa maneira, é importante desco-
brir sob que condi¢oes uma dada metodologia consegue operar sem ter sua
performance significativamente prejudicada por cenarios ruidosos, ou seja, é
relevante efetuar uma analise de robustez ao ruido da metodologia admitida.
Além disso, baseado na baixa robustez ao ruido da abordagem SINDy, expoe-
se que avancos visando melhorar tal robustez podem alavancar a adogao da
referida abordagem [26]. Sendo assim, ¢ necessario ter acesso a diversos con-
juntos de dados, onde estes contemplam cenarios ruidosos distintos. Salienta-se
ainda que, em problemas numéricos, é possivel gerar os referidos cenarios rui-
dosos de forma sintética, onde estes sdao introduzidos artificialmente por meio
de uma operagdo matematica conhecida como produto de Hadamard [74]. De
maneira formal, o produto de Hadamard entre a matriz A (A € R“Xb) e a ma-
triz B (B € ]R‘”I’)7 onde estas possuem um certo nimero de linhas a (a € N*)
e uma determinada quantidade de colunas b (b € N*), é designado pela matriz
H (H € RaXb), como explicita a Equacao 3-20.
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H=hj=asb;=A0B (i,j=[,2...,dx[1,2..b) (320

Matematicamente, a partir da matriz dos estados nao ruidosa
X (X € R"“), de um percentual de ruido n(n € R,), da matriz contendo
o desvio padrao de cada estado Z (Z € R”XS) e de uma matriz possuindo
entradas aleatorias segundo uma distribuicdo normal com média nula e vari-
ancia unitaria G (G € ]R"XS) é tangivel obter a matriz dos estados ruidosa
X, (X77 € R”XS), como explica a Equagao 3-21. Desse modo, pode-se adicionar

ruido artificial a um conjunto de dados previamente adquirido [25].

X,=X+1(2©G) (3-21)

Assim, cada coluna da matriz Z (Z € R"XS) ¢ composta por termos idénticos.
Por exemplo, cada elemento da segunda coluna de tal matriz é dado pelo desvio

padrao do segundo estado, como descreve a Equacao 3-22.

| | | |
Z=|Z{x} Z{x} Z{x3} - Z{x} (3-22)

Formalmente, baseado na Equacao 3-23, pode-se computar facilmente o des-
vio padrao de cada estado a partir das evolugoes historicas dos mesmos

x; (i =1,2,...,8) e de suas respectivas médias z; (i = 1,2,...,s) [75].

n
Qﬁ{xi}:\lnilg[%(k)—fir (i=1,2....5) (323
Note que os erros obtidos pelos métodos apresentados a fim de estimar as de-
rivadas dos estados e do sinal de entrada sao amplificados pelo cenario ruidoso
[76]. Em adigdo, explana-se que a evolugao das variaveis de estado dos estudos
de caso abordados nesta tese sao inicialmente obtidos de forma numérica a par-
tir da versao forgada e nao ruidosa dos mesmos. Em seguida, suportado pela
solucao numérica previamente adquirida, pode-se gerar artificialmente diver-
sos conjuntos de dados corrompidos pelo ruido aditivo, viabilizando a analise
de robustez ao ruido tanto da estratégia pioneira quanto da estrutura pro-
posta. Por fim, destaca-se que diferentes tipos de estatisticas sao abordadas no

Apéndice A deste material.
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3.4
Pré-processamento

O pré-processamento de dados pode ser descrito como o conjunto de
transformacoes que visam preparar os dados antes dos mesmos serem utilizados
em um dado algoritmo de aprendizado de maquina. Precisamente, enfatiza-se
que pré-processamentos como centralizacao, mudanca de escala, normalizacao
e padronizacao sao vastamente adotados [20]. Expde-se ainda que a adogao de
tais processamentos prévios tem a capacidade de melhorar o desempenho de
algumas técnicas e estratégias de aprendizado de maquina. Em detalhes, pode-
se observar que certos tipos de pré-processamentos sao imperativos quando
métodos especificos de aprendizado de maquina sdo implementados [77]. Por
exemplo, pode-se destacar que uma técnica de reducao de dimensionalidade
denominada Anélise de Componentes Principais (ACP) requer a centralizagao
prévia dos dados [13].

Em contraste, ressalta-se que nenhuma das extensdes da estrutura
pioneira SINDy presentes na literatura exigem qualquer tipo de pré-
processamento. Salienta-se também que, com a finalidade de reconstruir os
dados aumentados, o algoritmo de aprendizado de maquina apresentado nesta
tese utiliza o método de reducdo de dimensionalidade previamente desta-
cado. Dessa forma, ao considerar a implementacao da metodologia proposta
SINDyFE, é possivel concluir que a centralizagdo prévia da matriz de dados
aumentada © (@ e R/ ) ¢ mandatoéria. Sendo assim, como mostra a Equa-
Ao 3-24, a matriz de dados aumentada centralizada @€ (@C c RS ) pode ser
obtida a partir da diferenca entre as colunas da matriz de dados aumentada
0;(i=1,2,..., f) e amédia dos elementos presentes em cada uma das colunas
citadas 6; (i = 1,2,..., f).

O=0°=0,-0, (i=12,...,f) (3-24)

Por outro lado, baseado na mudanca de escala, salienta-se um pré-
processamento intitulado reescala. Especificamente, a fim de gerar a matriz
de dados aumentada reescalada O (@R € R/ ), deve-se transformar cada
coluna da matriz de dados aumentada, produzindo, por sua vez, colunas deten-
toras de um valor infimo #™f (Qi“f € ]R) e de um valor supremo ¢*'? (6*'* € R),

como propoe a Equacao 3-25.

R R o3P — Hinf min inf .
O =0 = (0= O™) + 0™ (i=1,2,...f) (3-25)

? Q;jnax _ Q;jnin
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Ressalta-se ainda que tal valor infimo deve ser estritamente menor do que
o valor supremo citado. De modo complementar, explicita-se que os valores
Omin (i =1,2,...,f) e 0 (i =1,2,..., f) presentes na Equagio 3-25, repre-
sentam, respectivamente, os valores minimos e maximos existentes ao longo
das colunas da matriz de dados aumentada. Explica-se ainda que, diferente-
mente do valor infimo e do valor supremo, o valor minimo pode ser menor ou
igual ao valor maximo. Em adigdo, pontua-se que tanto o simétrico da uni-
dade quanto zero sao valores comumente adotados como infimo, enquanto que
a unidade é amplamente utilizada como valor supremo. Além disso, uma trans-
formacao denominada normalizacao também pode ser admitida como técnica
de pré-processamento. Detalhadamente, a fim de acessar a matriz de dados au-
mentada normalizada N (@N c R/ ), deve-se dividir os elementos de cada
coluna da matriz de dados aumentada pela norma euclidiana de sua respectiva

coluna, como reitera a Equacgao 3-26.

0; .
ON=N=——""— (i=12,...,f) (3-26)
16
Por fim, destaca-se que a técnica de pré-processamento intitulada padro-
nizacao é capaz de produzir dados com média nula e variancia unitaria. Sendo
assim, por intermédio do desvio padrao de cada caracteristica existente na
matriz de dados aumentada, é exequivel acessar a matriz de dados aumentada

padronizada ©3 (G)S e R/ ), como apresenta a Equacao 3-27.

0¢

S _ pS _
O

(i=1,2,....f) (3-27)

Observe que todas operagoes de pré-processamento apresentadas nesta tese
sao efetuadas ao longo das colunas da matriz de dados aumentada. Pontua-se
também que as transformacoes de reescala e normalizagdo nao necessitam que
a matriz de dados aumentada seja previamente centralizada e que, caso um
dado algoritmo de aprendizado de maquina necessite ser alimentado por dados
normalmente distribuidos, deve-se submeter o conjunto de dados inicialmente
adquirido a padronizacao. Ressalta-se ainda que a Figura 3.6 visa prover
uma melhor compreensao no que diz respeito a adocao de técnicas de pré-
processamento sob a perspectiva da identificagdo esparsa, fornecendo, por sua
vez, uma sequéncia de passos que contemplam procedimentos, como aquisi¢ao
de dados, corrupgao ruidosa, aproximagao das derivadas, construcao da matriz

de dados aumentada e pré-processamento.
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Figura 3.6: Diferentes técnicas de pré-processamento de dados sob a perspec-
tiva da identificagao esparsa.

3.5
Normas e Regressoes

A fim de realizar a tarefa de identificacdo é necessario admitir uma
dada familia de regressao. Notavelmente, destaca-se que diferentes tipos de
regressoes sao suportadas por normas vetoriais distintas, onde estas descrevem
como a magnitude de um vetor pode ser obtida [78]. Formalmente, a norma-p

de um vetor w (w € R™) pode ser definida a partir da Equagao 3-28.

1

Iwll, = [ Z w (k) \"] " e (3-28)

Observe ainda que a Equacao 3-28 é capaz de gerar diferentes maneiras de
mensurar distdncias. Em particular, explicita-se que a Equagao 3-29 descreve

a métrica de Manhattan [79].

Jwil, = z w (k)| (3-29)
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Por outro lado, enfatiza-se que a Equacgao 3-28 é capaz de representar a norma

euclidiana, onde esta é dada pela Equacao 3-30.

1

Iwily = [wil = [ Z w (k) \2] i (3-30)

Matematicamente, geometrias distintas estao associadas a diferentes tipos
de métricas. Especificamente, a geometria do taxi é baseada na métrica
de Manhattan, ao passo que a geometria de Euclides é fundamentada na
norma euclidiana. Observe ainda que a Equacgao 3-29 utiliza o conceito de
moédulo em sua formulagao. Tecnicamente, pontua-se que o conceito de modulo
esta atrelado a grandezas escalares, enquanto que o conceito de norma esta
vinculado a grandezas vetoriais e matriciais. Ressalta-se ainda que a Equacao 3-

31 descreve a métrica de Chebyshev [80].

lw|l = max {\w (k) \} (k=1,2,...,n) (3-31)

Explica-se ainda que a Equacao 3-28 é capaz de gerar infinitas relagdes. No en-
tanto, algumas propriedades devem ser satisfeitas para que tais relagdes sejam
consideradas efetivamente uma norma [10]. Almejando explorar tais proprie-
dades, admite-se tanto um escalar o (o € R) quanto os vetores wy (w; € R")
e wy (wy € R"). Sendo assim, expde-se que uma norma efetiva deve satisfazer

a propriedade da nao negatividade.

Iwill, >0 ([[will, =0 <= w1 =0) (3-32)
Adicionalmente, a desigualdade triangular estabelece a segunda propriedade
que uma norma deve verificar.

Wi+ wall, < [[wall, +[lwall, (3-33)

Finalmente, destaca-se que a Equagao 3-34 detalha a terceira e ultima propri-

edade que uma norma efetiva deve gozar.

(3-34)

p
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Dessa maneira, a Equacao 3-28 é capaz de gerar uma norma efetiva quando as
trés propriedades descritas anteriormente sdo verificadas, caso contrario uma
pseudonorma é obtida. Em particular, explica-se que a Equacao 3-35 designa
uma pseudonorma, onde esta é dada a partir da quantidade de elementos nao

nulos presentes no vetor considerado.

lwlly = A {w} (3-35)

Pontua-se ainda que a métrica de Manhattan é uma escolha natural a fim
de lidar com a regressao esparsa, pois a mesma ¢é capaz de encolher uma
colegdo de varidveis até valores identicamente nulos [27]. Detalhadamente, a
Figura 3.7 ilustra diferentes representagoes gréaficas inerentes a diversas familias

de pseudonormas e normas.

a) =Ly —Lgg ==Ly b) Ly Ls Lo

Wo
o
Wo
o

Figura 3.7: Diferentes familias de pseudonormas e normas: a) Representagao
grafica das pseudonormas unitérias Lo e Lgs e da norma unitaria Li; b)
Representacao grafica das normas unitarias Lg, Ly e L.

Desse modo, suportado pela regressao esparsa, é possivel encolher e selecionar
variaveis, visando produzir um modelo esparso de um dado sistema [25]. Em
detalhes, deseja-se obter os vetores de esparsidade &, (i = 1,2,...,s), onde
estes sdo responsaveis pela geracdo de certas estimativas §; (i =1,2,...,s),
que, por sua vez, representam aproximagoes de uma colecao de variaveis reais
yi(i=1,2,...,s). Almejando tal objetivo, pode-se exprimir a diferenga entre
os valores reais do sistema e as estimativas destes a partir dos vetores de erro

g (i=1,2,...,s), como apresenta a Equagao 3-36.

eiZYi_S"i (i:1727-~'75) (3_36>
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Em adicao, sob a perspectiva da identificacao de sistemas dindmicos, as varia-
veisy; (1 =1,2,...5) e §; (1 = 1,2,...,s) apresentadas previamente designam
as derivadas dos estados e suas estimativas, respectivamente. Assim, baseado
na penalizacao L, pode-se admitir uma estratégia conhecida como Operador
de Selecao e Encolhimento Minimo Absoluto (OSEMA). Salienta-se ainda que
a partir da estratégia citada é tangivel definir a funcao de perda V; (V; € R),

como mostra a Equacgao 3-37.

n

Vi = argmin { > [e b))+ li:l!&;lll } (3-37)

k=1

O hiperparametro de esparsidade A (/\ € Ri) presente na Equacao 3-37 é o
termo incumbido de promover as penalizacoes vinculadas a familia de regressao
admitida. Além disso, a promocao da esparsidade inerente a regressao OSEMA
determina que alguns termos sejam ajustados para valores identicamente nulos.
Sendo assim, tal regressdo opera como uma ferramenta seletora, fazendo
com que as variaveis menos relevantes se tornem iguais a zero ao longo do
processo de regressao [81]. Ressalta-se ainda que, embora a ocorréncia de falsas
descobertas por meio da regressao OSEMA tenha sido evidenciada, o referido
hiperparametro de esparsidade é capaz de equilibrar a fidedignidade de um
dado modelo e a esparsidade vinculada ao mesmo [82]. Contrastivamente, a
partir do hiperparametro regularizador A\g (/\R € Ri), pode-se explorar outras
familias de regressao, onde estas sao baseadas em outros tipos de normas. Dessa
forma, como apresenta a Equacao 3-38, é possivel acessar a funcao de perda

Vo (Vo € R) por meio da penalizagao Ly [83].

n

Vo = argmin { > [e (kﬂZ +Ar lf:l!&;llo } (3-38)

k=1

Destaca-se ainda que o hiperparametro regularizador apresentado pre-
viamente é apenas uma generalizacao do hiperparametro de esparsidade. Adi-
cionalmente, por intermédio da penalizacao Lo, uma classe de regressao conhe-
cida como regressao de crista é estabelecida [84]. Dessa maneira, com o auxilio

da Equagao 3-39, é tangivel descrever a fungao de perda Vs (V, € R) associada

a regressao citada anteriormente.

n

Vy = argénin { > e (/f)}2 +Ar li:l!ﬁsz } (3-39)

k=1
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Por outro lado, enfatiza-se que uma familia de regressao conhecida como
rede eldstica pode ser obtida a partir da fungdo de perda V;_o (V;_o € R).
Mais formalmente, como reitera a Equagao 3-40, a referida funcao de perda é

suportada pela hibridizacao das penalizacoes L e Ly [85].

n

Vica = argmin { S e )] + A Xl + A Sl } (3-40)
=1 =1

k=1

Em geral, independentemente do tipo de regressdo admitida, é recomendavel
efetuar uma busca unidimensional com a finalidade de obter um hiperparame-
tro que viabilize a geragao de um modelo representativo do sistema abordado
[86]. Em outras palavras, a partir de uma cole¢ao de hiperpardmetros, procura-
se um hiperparametro 6timo, onde este é capaz de entregar um modelo fiel no
que diz respeito a dindmica do sistema [25]. De maneira genérica, sob a pers-
pectiva das regressoes penalizadas, destaca-se que ¢é necessario encontrar o
hiperparametro responsavel pela minimizagao das fun¢des de perda correspon-
dentes, pois tal hiperparametro é responsavel pela obten¢ao de um modelo nao
espurio do sistema. Pontua-se também que nenhuma abordagem com a finali-
dade de realizar a busca hiperparamétrica citada é descrita no artigo original
da metodologia SINDy [25].

Todavia, salienta-se que uma técnica de validagao cruzada intitulada K-
fold é uma estratégia rotineiramente utilizada a fim de realizar a referida busca
[20, 34]. Dito isso, é recomendavel admitir a validagao cruzada com o propédsito
de acessar um hiperparametro capaz de prover uma descricaio matematica
fidedigna do sistema considerado. Por inspecao, é exequivel constatar que
a assuncao de um hiperparametro numericamente igual a zero implica na
degeneracao das funcgoes de perda apresentadas anteriormente. Em particular,
ao admitir um hiperparametro nulo, pode-se concluir que as fungoes de perda
previamente descritas degeneram para uma versao nao penalizada da regressao.
Desse modo, como propoe a Equacao 3-41, a fun¢do de perda nao penalizada
V (V € R) pode ser descrita por intermédio de uma abordagem amplamente

conhecida como Minimos Quadrados Ordinarios (MQO).

" 2

V =argminq Y [sl- (k,‘)} (3-41)
¢ k=1

Precisamente, pode-se implementar o Algoritmo 1 a fim de encontrar o

conjunto de parametros intrinsecos a uma dada metodologia que sao capazes

de minimizar a funcao de perda nao penalizada.
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Algoritmo 1 Minimos Quadrados Ordinarios
Entrada: Derivadas dos estados X (X € R”XS>, matriz de dados aumen-
tada © (@ € R”Xf), palpite inicial da solugao =*® (E' € ]fos), taxa de apren-

dizado p (,u € Ri), nimero maximo de iteragdes I (I € N*) e tolerancia minima
admitida T (T € R?).
Saida: Modelo obtido por meio da regressao nao penalizada.
1: procedure OLS(X,0,E*, 1,1, 7T)

2: = = > Palpite Inicial
3: X < calculate derivatives (@ , é) > Calcular Derivadas
4: e+~ X-X > Calcular Residuos
5: itn < 1 > Primeira Iteracao
6:  while (itn <I)or(e > T) do > Critérios de Parada
7 V < gradient_norm (e, ©) > Calcular Gradiente Unitério
8: VH ¢« uV > Atualizar Gradiente
9: HE+ B+ VH > Atualizar Estimativa
10: X < calculate derivatives (@ , é) > Atualizar Derivadas
11: e+~ X-X > Calcular Residuos
12: itn < itn + 1 > Atualizar Iteracao
13: end while

14: return = > Solucao Nao Penalizada

15: end procedure

Especificamente, por meio de uma estratégia denominada descida de
encosta, realca-se que o algoritmo previamente explicitado é descrito de forma
mais detalhada no Apéndice A deste trabalho [87]. Em adigdo, explica-se que
os termos atrelados a regressao penalizada Ly podem ser encolhidos durante o
processo de regressao para valores proximos de zero. Alternativamente, a fim
de que alguns termos sejam ajustados para valores exatamente iguais a zero,
deve-se adotar a regressao penalizada Ly ou admitir a regressao penalizada
L;. Entretanto, a complexidade computacional vinculada a implementacao
da regressao penalizada Ly, favorece a utilizagdo da regressao penalizada
L;. Ressalta-se ainda que, assim como na estrutura SINDy, a adocao da
regressao OSEMA na metodologia SINDyFE é justificada pela facilidade de
implementacao e promocao da esparsidade. Explicita-se ainda que, embora
a estratégia pioneira e a estrutura proposta sejam alicercadas na regressao
penalizada L1, é crucial mencionar que o procedimento de otimizacao adotado
pelas abordagens consideradas nesta tese possuem diferencas substanciais.
Além disso, destaca-se que a partir do Algoritmo 2 é possivel implementar
a regressao OSEMA, onde esta estabelece a penalizacao de quaisquer termos
presentes nos vetores de esparsidade &, (1 = 1,2,...,s) cujo médulo é menor

do que um dado hiperpardmetro de esparsidade A (A € R,) [27].
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Algoritmo 2 Operador de Selecao e Encolhimento Minimo Absoluto
Entrada: Derivadas dos estados X (X € R”XS>, matriz de dados aumen-
tada © (@ € R”Xf), palpite inicial da solugao =*® (E' € ]fos), taxa de apren-

dizado u (,u € Ri), hiperparametro de esparsidade A ()\ € R:), niumero ma-

ximo de iteragoes I (I € N*) e tolerdncia minima admitida T (T € R:)
Saida: Modelo obtido a partir da regressao penalizada.

1: procedure LASSO(X,©,E* A, u,1,7T)

2. B+ OLS (X e, =", M,I,T) > Palpite Inicial MQO
3 s < size (X, 2) > Niumero de Estados
4: c<+ 10 > Numero de Ciclos
5: for itn € {1,2,...,¢} do > Encolhimento Sucessivo
6 Isman < abs (é) <A > Encontrar Indices
7 = (Isman) < 0 > Impor Esparsidade
8 forie {1,2,...,s} do > Cada Estado
9: Lnig <= ~ Isman (5, 1) > Cada Indice Ativo
10: X + X (:,i) > Cada Derivada
11: O+ 06 (: , Ibig) > Cada Caracteristica
12: B E(,i1) > Cada Estimativa
13: = (Ibig , i) + OLS (X, 0, é,u,I,T) > Regressao MQO
14: end for

15: end for

16: return = > Solugao Penalizada

17: end procedure

Note que o Algoritmo 2 é baseado na admissdo de dez ciclos, isto é,
o procedimento de encolhimento e selecao de variaveis ocorre uma dezena
de vezes. Em linhas gerais, almejando implementar a regressao OSEMA, ¢é
necessario fornecer um palpite inicial da solucao, onde este é iterativamente
incrementado nas dire¢bes opostas ao maximo crescimento, como descreve a
abordagem intitulada descida de encosta. Dito isso, ao acessar a solugao que
minimiza a funcao de perda nao penalizada, verifica-se quais termos presentes
na referida solu¢ao s@o menores em modulo do que um dado hiperparametro de
esparsidade e, posteriormente, substitui-se tais termos por zero, configurando,
por sua vez, o encolhimento e a selecao de varidveis. Dessa maneira, apds as
dez iteragoes serem realizadas, a solugao penalizada é obtida. Por fim, explana-
se que a metodologia SINDy pode ser reduzida a uma estratégia conhecida
como Decomposi¢ao em Modos Dindmicos [88]. Dessa forma, visando obter o
caso particular previamente citado, é necessario tanto admitir uma formulacao
temporalmente discreta para a versao nao penalizada da metodologia SINDy
quanto assumir que a matriz de dados aumentada produzida pela metodologia

salientada ¢ construida somente por termos lineares [89].
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3.6
Engenharia de Recursos

A capacidade de um dado algoritmo de aprendizado de maquina descobrir
padroes a partir de um conjunto de dados esta diretamente conectada com a
qualidade dos dados utilizados na alimentagao do algoritmo admitido. Dessa
forma, é importante ter acesso a dados representativos e, por conseguinte,
dispor de caracteristicas expressivas o suficiente, viabilizando, por sua vez, o
desempenho adequado do algoritmo adotado [43]. Além disso, a admissao de
uma grande quantidade de caracteristicas com baixa representatividade, em
detrimento de algumas poucas caracteristicas relevantes, pode acarretar em
um desempenho inapropriado do algoritmo considerado. Em adicao, explicita-
se que a engenharia de recursos disserta sobre estratégias, técnicas e métodos
capazes de introduzir, selecionar e produzir caracteristicas representativas para
um dado problema [20, 87].

Em particular, a selegdo de caracteristicas tem como finalidade identificar
e destacar as caracteristicas mais tuteis no que diz respeito a descricao de
um sistema dindmico [20]. Por outro lado, a extragdo de caracteristicas
visa produzir caracteristicas mais significativas a partir das caracteristicas
existentes [43]. Ressalta-se ainda que a aquisi¢ao de novas caracteristicas pode
ser realizada por intermédio da coleta de novos dados. Todavia, almejando
desenvolver uma metodologia versatil, enfatiza-se que abordagens suportadas
pela aquisicao de novos dados sao descartadas. Desse modo, realca-se que a
estratégia proposta explora a engenharia de recursos, objetivando automatizar
os procedimentos de selecao e extracao de caracteristicas. De maneira precisa,
a partir de uma investigacao inicial, é tangivel acessar quais caracteristicas
dentre as caracteristicas existentes nao sao capazes de contribuir de forma
significativa no que concerne a dindmica do sistema analisado [90].

Dito isso, a fim de simplificar a matriz de dados aumentada centralizada,
pode-se descartar as caracteristicas menos expressivas do sistema analisado.
Observe também que as caracteristicas inicialmente obtidas sao geradas a par-
tir de uma base de fung¢des previamente definida. Sendo assim, alicercado na
selecao de caracteristicas, pode-se impor a exclusao de um conjunto de carac-
teristicas presentes na matriz de dados aumentada centralizada [91]. Salienta-
se ainda que o descarte de uma dada caracteristica por meio da selecao de
caracteristicas, implica na perda total da informacao associada a caracteris-
tica excluida. Adicionalmente, explica-se que a Figura 3.8 tem como objetivo
personificar um cenario onde uma tnica caracteristica é descartada dentre as
caracteristicas existentes, revelando a simplicidade inerente ao procedimento

de selecdo de caracteristicas.
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Figura 3.8: Exclusao de caracteristicas.

Complementarmente, explica-se que a metodologia proposta também ex-
plora a engenharia de recursos sob a perspectiva da extracao de caracteristicas.
Em especifico, uma técnica de reducao de dimensionalidade conhecida como
Anadlise de Componentes Principais (ACP) ¢é utilizada [13]. Salienta-se tam-
bém que, caso seja admitido um grau maximo relativamente elevado para a
base polinomial adotada, pode-se observar um aumento substancial no nu-
mero de caracteristicas presentes na matriz de dados aumentada, como expoe
a Figura 3.3. Dessa forma, ao utilizar a técnica de reducgao de dimensionali-
dade previamente apresentada, é possivel evitar um problema conhecido como
maldi¢do da dimensionalidade e fornecer dados aumentados mais representa-
tivos para o algoritmo de aprendizado de méquina empregado [45, 43]. Pon-
tualmente, destaca-se que a técnica de reducao de dimensionalidade citada é
baseada na criacdo de novas caracteristicas, onde estas sao geradas a partir
das diregbes de covariancia mais significativas no que diz respeito aos dados
aumentados. Destaca-se também que, diferentemente da selecdo de caracteris-
ticas, a eliminagado de uma caracteristica produzida pelo ACP esta vinculada
a perda parcial de informacao. Detalhadamente, a perda parcial salientada
ocorre devido ao fato das novas caracteristicas serem construidas a partir de
certas combinagoes das caracteristicas iniciais, onde as caracteristicas atrela-
das a uma baixa capacidade de explicar os dados sao comumente eliminadas.
Expoe-se ainda que a Figura 3.9 tem como finalidade apresentar a direcao de

maxima covariancia associada a um certo conjunto de dados.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1612795/CA


[PUC-Rio - Certificacao Digital N° 1612795/CA |

Capitulo 3. Identificacdo Esparsa 47

A\ y

Figura 3.9: Dire¢do de méxima covaridncia (reta sélida) associada a um
conjunto de dados aumentados, onde este pode ser representado por apenas
trés caracteristicas.

Pontua-se também que a técnica de reducao de dimensionalidade previa-
mente salientada é empregada neste trabalho com o objetivo de reconstruir a
matriz de dados aumentada centralizada, onde para implementar tal técnica
é necessario realizar a centralizacao prévia da matriz de dados aumentada.
Paralelamente, caso sejam verificadas discrepancias significativas entre as am-
plitudes das caracteristicas existentes, é recomendavel realizar algum tipo de
pré-processamento na matriz de dados aumentada centralizada, objetivando
aumentar o desempenho da metodologia proposta [43]. Em particular, o ACP
é capaz de transformar as caracteristicas inicialmente correlacionadas, onde es-
tas se encontram na matriz de dados aumentada centralizada @° (@C c R/ )
em um novo sistema descorrelacionado caracterizado pela matriz de pontua-
¢do S (S c RS ) Explana-se ainda que tal transformacao é garantida pela
centralizagdo prévia da matriz de dados aumentada [92]. Adicionalmente, vi-
sando evitar o carregamento notacional, assume-se a supressao do superindice
existente na representacao da matriz de dados aumentada centralizada. Desse
modo, como mostra a Equacgdo 3-42, a transformagcao salientada é designada

pela matriz de carregamento L (L c RS )
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S = 0L (3-42)

Formalmente, as colunas da matriz de carregamento proveem as dire-
¢oes ortogonais do novo sistema descorrelacionado, onde estas, por sua vez,
sao dispostas em ordem decrescente de covariancia. Geometricamente, a trans-
formagao L (L e RFx/ ) projeta os dados aumentados, obtidos por meio da
matriz de dados aumentada previamente centralizada, nas direcoes de ma-
xima covariancia. Dito isso, fundamentado na Equacao 3-42, pode-se utilizar a
Equacao 3-43 com o intuito de transformar individualmente as caracteristicas

por intermédio das componentes principais [; (i = 1,2,..., f).

;=0 (i=12,...,f) (3-43)

Realca-se ainda que, visando facilitar o entendimento do contetido abordado,

a Figura 3.10 indica as direcoes de méaxima covariancia atreladas a um

dado conjunto bidimensional de caracteristicas e ilustra tanto a obtencao da

caracteristica s* (s* € ]R2> a partir da projecao da caracteristica 6* (9* € RQ)
d. ~ d ’ . oA . l l Rz t 1 1. ~

na dire¢do de maxima covariancia [y ([, € quanto a localizacao no espaco

de caracteristicas vinculada ao centro dos dados aumentados, que, por sua vez,

é designado pela variavel 6° («9' € ]RQ).

a) Dados correlacionados b) Dados descorrelacionados
02 0>
A A s* = H@*H L

h

> 0y > 0y

Figura 3.10: Dados correlacionados e descorrelacionados: a) Diregoes de mé-
xima covariancia para um dado problema detentor de somente duas caracte-
risticas; b) Transformacao capaz de descorrelacionar os dados aumentados nas
direcoes de méaxima covariancia.
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Nao obstante, com a finalidade de dar sequéncia ao desenvolvimento do con-
tetdo tedrico previamente iniciado, salienta-se que a matriz de carregamento
L (L e RS ) é ortonormal e, por conseguinte, pode-se obter a Equacgao 3-44
por intermédio da Equagao 3-42.

® =SL" (3-44)

Assim, a fim de obter tanto a matriz de pontuacao quanto a matriz de carre-
gamento, pode-se utilizar um método de decomposi¢do matricial denominado
Decomposicao em Valores Singulares (DVS). Destaca-se ainda que o método
supracitado é extremamente conveniente no que diz respeito a obtencao das re-
feridas matrizes, pois o mesmo pode ser aplicado a matrizes retangulares [93].
Adicionalmente, a partir de uma tunica linha de c6édigo em linguagens script
de alto nivel, é tangivel realizar a implementacao do DVS com o objetivo de
decompor a matriz de dados aumentada centralizada em um produto matricial
contendo a matriz ortonormal U (U e R/ ), a matriz diagonal X (E e RfF*f )
e a matriz ortonormal V (V € RFI*/ ), como propoe a Equagao 3-45.

e =UxVv? (3-45)

Salienta-se ainda que, com o propoésito de relacionar as decomposi¢coes ma-
triciais estabelecidas a partir das abordagens ACP e DVS, pode-se obter as
Equacoes 3-46 e 3-47.

S = US (3-46)
L=V (3-47)

Além disso, a partir da decomposicao matricial proposta pelo ACP, é possivel
encontrar as matrizes .% (fg e Rf*f ) e Oy (ﬁg € R”X”), onde estas sao dadas

pelas Equagoes 3-48 e 3-49, respectivamente.
Sy =0Te =LsLT (3-48)
Oy = 00" =SST = 0, (3-49)

De maneira analoga, tais matrizes podem ser expressas por intermédio da

decomposi¢ao DVS, como explicitam as Equagoes 3-50 e 3-51.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1612795/CA


[PUC-Rio - Certificacao Digital N° 1612795/CA |

Capitulo 3. Identificacdo Esparsa 50

Iy =0Te = vx2v? (3-50)
Oy = 00T = Ux?U" (3-51)

Ressalta-se que a obtencao das matrizes % (Jg e RS ) e Oy (ﬁg € R”X”)
sao suportadas, respectivamente, por conceitos denominados produto interno
matricial e produto externo matricial. Expde-se ainda que tais conceitos
sao explicados de forma detalhada no Apéndice A deste material. Todavia,
aspirando dar sequéncia a explanagao do conteido remanescente, salienta-se
que é possivel acessar a matriz % (ﬂs € R/ ), onde esta é gerada por meio do
produto interno matricial associado a matriz de dados aumentada centralizada
descrita a partir do sistema descorrelacionado. De maneira formal, pode-se

obter a Equacao 3-52 com o auxilio das Equagoes 3-47, 3-48 e 3-50.

I, =32 (3-52)

Sendo assim, como propoe a Equacao 3-53, ao dividir cada elemento da matriz
supracitada por um certo escalar é tangivel acessar a matriz de covariancia

amostral do sistema descorrelacionado % (‘55 e R/ ) [13].

€, = - (3-53)

Em paralelo, pode-se notar que a diagonalidade inerente a matriz de valores
singulares X (E c RS ) acarreta na diagonalidade da matriz de covariancia
amostral do sistema descorrelacionado %, (‘55 € Rf*f ) Categoricamente, di-
versas relagoes adicionais podem ser extraidas ao manipular as Equacoes 3-48,

3-49, 3-50 e 3-51, como exemplifica a Equagao 3-54.

0,0 =Ux? (3-54)

Em particular, apds efetuar um conjunto de operagoes algébricas, é exequi-
vel obter a Equacao 3-55 por intermédio da Equacao 3-48, acarretando, por
sua vez, na constatacao de que tanto os termos presentes na diagonal princi-
pal da matriz de covariancia amostral do sistema descorrelacionado quanto as
colunas da matriz de carregamento representam, respectivamente, os autova-
lores e os autovetores associados a matriz de covariancia amostral do sistema

correlacionado, como reitera a Equagao 3-55.
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%L = L%, (3-55)

A verificacdo da diagonalidade da matriz de covaridncia amostral do sistema
descorrelacionado é esperada, pois os dados associados a matriz salientada
pertencem a um sistema descorrelacionado. Em adigdo, destaca-se que é co-
mum existir algum tipo de ruido associado a um dado valor singular [94]. De
modo equivalente, pode-se verificar a presenca de um certo ruido vinculado
aos termos da diagonal principal da matriz de covariancia amostral do sistema
descorrelacionado ¢; (i = 1,2, ..., f). Dessa forma, visando acessar caracteris-
ticas mais relevantes, é possivel investigar quais termos devem ser admitidos na
reconstrucao da matriz de dados aumentada centralizada. Precisamente, com

o auxilio da Equacao 3-56, é exequivel computar os percentuais de recuperacao

P;(i=1,2,..., f) atrelados a reconstrucao dos dados aumentados [95].
Ci .
Pi=—— (i=12...f) (3-56)
> Ck
k=1

Por construcao, explicita-se que os termos presentes ao longo da diagonal
principal da matriz de covaridncia amostral do sistema descorrelacionado sao
dispostos em ordem decrescente de magnitude. Adicionalmente, enfatiza-se que
o percentual de recuperagao cumulativo C; (i = 1,2, ..., f) pode ser calculado

por meio da Equacao 3-57.

cz:zijpk (i=1,2,....f) (3-57)
k=1

Salienta-se que a dificuldade em realizar a tarefa de identificagao a partir de da-
dos corrompidos pelo ruido pode ser amenizada ao admitir a exclusao de certos
termos de recuperacao na reconstrucao da matriz de dados aumentada centra-
lizada. Sendo assim, objetivando efetuar o procedimento de reconstrucao da
referida matriz, deve-se definir quais termos de recuperacao serao descartados.
Expoe-se também que o descarte de uma colegao de termos de recuperacao esta
associado a utilizacao parcial tanto da matriz de pontuacao quanto da matriz
de carregamento. Dessa maneira, almejando facilitar a compreensao da abor-
dagem proposta nesta tese, explica-se que a Figura 3.11 tem como finalidade
elucidar um cenario onde sao descartados apenas dois termos de recuperacao

dentre os sete disponiveis.
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Figura 3.11: Descarte de dois termos de recuperacao dentre os sete existentes.

De maneira precisa, ao levar em conta uma versao truncada da matriz de
Y

pontuagdo S (S € R”Xh>, assim como uma versao truncada da matriz de

carregamento L (L € RhXh) é possivel aproximar a matriz de dados aumentada

centralizada © ((:) € R”Xh>, como descreve a Equacao 3-58.

© =SL” (3-58)

Mais especificamente, as versoes truncadas das matrizes de pontuacao e carre-
gamento sao produzidas a partir da supressao de certas colunas das referidas
matrizes, onde as colunas excluidas correspondem aos termos de recuperacao
previamente assumidos como descartados. De maneira genérica, o nimero de
termos nao descartados h (h € N*) é menor do que o nimero de caracteristicas
existentes f (f € N*). Todavia, se o nimero de termos mantidos for numerica-
mente igual ao niimero de caracteristicas existentes, verifica-se a reconstrucao
completa da matriz de dados aumentada centralizada, estabelecendo, por sua
vez, um cenario onde a técnica de reducao de dimensionalidade intitulada ACP
nao se faz necessaria. Desse modo, objetivando acessar dados mais represen-
tativos do sistema analisado, é possivel explorar quais termos de recuperacao
devem ser adotados na reconstrugao da matriz de dados aumentada centrali-
zada. Por fim, ressalta-se que a Figura 3.12 tem o propésito de descrever como
a reconstrucao tanto completa quanto parcial da matriz de dados aumentada
centralizada podem ser realizadas, onde a reconstrugao parcial citada é base-
ada no descarte de todos os termos de recuperagao existentes, excetuando o

termo vinculado ao maior percentual de recuperacao.
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Figura 3.12: Descrigao da reconstrugdo completa e parcial (primeiro termo de
recuperagao) da matriz de dados aumentada centralizada.

Note que a reconstrugao parcial dos dados aumentados personificada pela
Figura 3.12 é alicercada no primeiro termo de recuperacao. Além disso, a fim
de realizar tal reconstrucao, deve-se considerar tanto a primeira coluna da
matriz de pontuagao quanto a primeira coluna da matriz de carregamento. Em
detalhes, a reconstrucao parcial citada pode ser acessada a partir do produto

entre uma matriz coluna e uma matriz linha, nesta ordem.

3.7
Pesquisa em Grade

Categoricamente, suportado pela literatura, pode-se verificar que apenas
uma estratégia derivada da metodologia SINDy propde algum tipo de busca
hiperparamétrica. De forma mais precisa, a partir de uma busca unidimen-
sional por um hiperparametro de esparsidade adequado, enfatiza-se que tal
abordagem objetiva gerar descrigbes parcimoniosas de sistemas dindmicos [65].
Todavia, ao assumir cenarios ruidosos, a abordagem citada nao é robusta o su-
ficiente a fim de promover a identificacdo apropriada de tais sistemas. Sendo
assim, a incorporacao de uma técnica conhecida como pesquisa em grade é con-
siderada [20]. Em detalhes, a partir de tal técnica pode-se efetuar uma busca
bidimensional no espago hiperparamétrico com a finalidade de encontrar tanto
um hiperparametro de esparsidade adequado quanto um conjunto apropriado

de termos de recuperagao.
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Desse modo, a busca bidimensional citada pode viabilizar a producao
de modelos nao espurios mesmo sob condig¢oes mais severas de ruido. Mais
formalmente, os conjuntos A (A € R¢) e & <(I> e {01} — {O}f> representam,
respectivamente, um acervo contendo diversos hiperparametros de esparsidade
e uma colecao possuindo as possiveis combinagoes dos termos de recuperacao
admitidos a fim de reconstruir a matriz de dados aumentada centralizada. Mais
especificamente, a referida colecao é gerada por intermédio da quantidade méa-
xima de termos de recuperacao que sao assumidos como mantidos h (h € N*).
Pontua-se ainda que existem duas maneiras comumente utilizadas com a fi-
nalidade de gerar o conjunto de hiperparametros de esparsidade. De maneira
precisa, pode-se definir o conjunto citado a partir de um espacamento uniforme

ou logaritmico, como mostra a Figura 3.13.

a) Espagamento uniforme b) Espacamento logaritmico
A A
A A
> P > b

Figura 3.13: Tipos de espagamentos: a) Uniforme; b) Logaritmico.

Observe também que, sob condi¢des similares, a abordagem logaritmica
¢ capaz de prover um conjunto concentrado de hiperparametros de esparsidade
na vizinhanca de zero, impulsionando, por sua vez, a producao de modelos me-
nos influenciados pela magnitude do referido hiperpardmetro. Sendo assim, a
assuncao de um espacamento logaritmico pode viabilizar a inferéncia de mode-
los mais representativos quando comparada com a ado¢ao de um espagamento
do tipo uniforme. De forma genérica, independentemente do tipo de espaca-
mento admitido, deve-se definir a cardinalidade do conjunto de hiperparame-
tros de esparsidade e (e € N*). Em particular, por meio de um hiperparametro
de esparsidade minimo A, ()\min € ]Rj) e de um hiperparametro de espar-
sidade maximo Aj.x ()\max € Ri), ¢ possivel produzir um conjunto contendo
uma colecao de hiperparametros de esparsidade igualmente espacados, como

propoe a Equacao 3-59.
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i 6—71 ()\max - )\min) + )\min (Z = 1, 2, e ,6) (3—59)

Por outro lado, almejando obter um conjunto logaritmicamente espacado
de hiperpardmetros de esparsidade, define-se o hiperpardmetro o, (Qmin € R)

e o hiperpardmetro aupayx (max € R). Dai, por meio da Equagao 3-60, pode-se

acessar um hiperpardmetro intermediario a; (i = 1,2,...e).
1 —1 .
= (Cmax — Qmin) + amin (1=1,2,...,¢) (3-60)
6 —

Dessa forma, baseado no conceito de décadas, é possivel produzir um conjunto
logaritmicamente espagado de hiperparametros de esparsidade, onde esse pode

ser produzido a partir da Equacao 3-61.

MN=10% (i=1,2,....¢) (3-61)

Os conjuntos suportados tanto pela admissao de um espagamento uniforme
quanto pela assuncao de um espacamento logaritmico degeneram para um
conjunto unitario se forem admitidos hiperparametros geradores iguais. Além
disso, baseado nos principios da analise combinatoria, é exequivel concluir que
a cardinalidade do conjunto que contém as possiveis combinacoes dos termos
de recuperagdo adotados com a finalidade de reconstruir a matriz de dados
aumentada centralizada p (p € N*) depende do nimero de caracteristicas dis-
poniveis f (f € N*) e da quantidade de termos de recuperagao nao descartados

h (h € N*), como descreve a Equagao 3-62.

ho(f
P=2 ( k) (3-62)

k=0
Note que a quantidade de termos de recuperacao descartados deve ser menor do
que o numero de caracteristicas existentes, assim como a soma entre o niimero
de termos de recuperacao descartados e a quantidade de termos de recuperacao
mantidos deve ser numericamente igual ao nimero de caracteristicas disponi-
veis. Adicionalmente, a Figura 3.14 almeja mostrar como a cardinalidade do
conjunto que contém as possiveis combinacoes dos termos de recuperacao ado-
tados a fim de reconstruir a matriz de dados aumentada centralizada cresce a
medida que a quantidade de caracteristicas admitidas aumenta e o niimero de

termos de recuperacao descartados diminui.
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Termo de Recuperacao

Figura 3.14: Representacao grafica da superficie interpolada capaz de descre-
ver como a cardinalidade do conjunto que contém as possiveis combinacoes
dos termos de recuperacao adotados com o objetivo de reconstruir a matriz de
dados aumentada centralizada varia de acordo com a quantidade de caracte-
risticas existentes e com o numero de termos de recuperacao descartados.

Detalhadamente, ao admitir um problema detentor de quatro caracteristicas,
onde o nimero maximo de termos de recuperacao mantidos é igual a dois,
verifica-se que o conjunto que contém as possiveis combinagoes no que concerne
aos termos de recuperagao descartados e mantidos na reconstrugao da matriz

de dados aumentada centralizada ¢é explicitado pela Equacao 3-63.

® = {(1,1,0,0);(1,0,1,0);(1,0,0,1);(0,1,1,0);(0,1,0,1);

(3-63)
(0,0,1,1);(1,0,0,0); (0,1,0,0);(0,0,1,0); (0,0,0,1) }

Explica-se ainda que os termos de recuperacao descartados e mantidos no que
diz respeito a reconstrucao da matriz de dados aumentada centralizada sao
representados, respectivamente, pelos termos nulos e unitarios presentes em
cada elemento do conjunto dado pela Equacao 3-63. Além disso, fundamentado
na Figura 3.13, pode-se destacar que cada né existente nas malhas previamente
apresentadas esta atrelado a um certo hiperparametro de esparsidade e a uma
dada colecao de termos de recuperacao que sao mantidos a fim de reconstruir a
matriz de dados aumentada centralizada, culminando na geracao de um modelo
candidato para cada né das referidas malhas. Em seguida, por intermédio da
adocao de métricas de avaliacao, é tangivel acessar o modelo mais fidedigno

presente em um dado conjunto de modelos candidatos [43].
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3.8
Critério de Informacao

E notério que diversos principios fisicos, quimicos e matemdticos sdo su-
portados pela simplicidade de como a natureza lida com alguns problemas
impostos a ela. Particularmente, pode-se citar problemas inerentes a topicos,
tais como configuragao eletronica [96], estatica [97], éptica [98] e termodina-
mica [99]. Em adigdo, personificada pela navalha de Occam, é possivel pontuar
que a lei da parcimoénia afirma que as explicagdes mais simples geralmente sao
as corretas [100]. Dessa maneira, sob uma 6tica energética, é possivel interpre-
tar o modelo mais parcimonioso, dentre um conjunto de modelos candidatos,
como o modelo menos energético capaz de explicar os dados vinculados a um
dado sistema. Salienta-se ainda que a implementacao da pesquisa em grade é
capaz de viabilizar a geracao de uma cole¢ao de modelos candidatos, onde estes
propoem certas relagoes entre as variaveis preditoras e as variaveis preditas do
sistema analisado [77].

A fim de encontrar o modelo mais representativo presente em um con-
junto de modelos candidatos, deve-se admitir uma métrica de avaliacao. Pa-
ralelamente, destaca-se que a literatura disponibiliza um diversificado acervo
de métricas, onde estas foram desenvolvidas com o propoésito de atender fi-
nalidades especificas [43]. Em detalhes, expoe-se que as referidas finalidades
sao fundamentadas na capacidade das métricas citadas avaliarem problemas
sob perspectivas, como classificagdo, regressao e selecao, para citar algumas.
Precisamente, alicercadas nos critérios de informacao, enfatiza-se que as mé-
tricas de selecao sao as mais indicadas em cenérios onde a selecao de modelos
parcimoniosos é requerida [65]. De maneira natural, ¢ minimamente esperado
que um modelo promissor de um dado sistema possua exatamente os mesmos
termos nao ativos que o mesmo [11].

E comum esperar que uma parte dos modelos candidatos apresentem
um certo déficit paramétrico em relagdo ao sistema real, implicando na veri-
ficacao de modelos que subajustam os dados. Em contraste, é provavel que
uma outra parcela dos referidos candidatos possuam demasiados parametros
em comparac¢ao com o sistema real, acarretando na constatacao de modelos
que sobreajustam os dados. Adicionalmente, modelos que subajustam e sobre-
ajustam os dados sao modelos que apresentam, respectivamente, um alto viés
e uma elevada variancia. Salienta-se ainda que é possivel verificar o nivel de
variancia de um dado modelo a partir da submissao do mesmo a diferentes con-
juntos de dados, por exemplo, os dados de teste. Sendo assim, quanto maior for
a discrepancia comportamental entre um modelo candidato e o sistema real,

maior é a variancia do modelo analisado [11].
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Em especial, a verificacao de um ajuste paramétrico adequado para um
certo modelo candidato pode ser traduzida como a habilidade que o referido
candidato possui em equilibrar de forma apropriada o subajuste e o sobreajuste.
Dito isso, com o propoésito de exemplificar tal ponderacao, o sistema forcado
unidimensional descrito a partir da Equacao 3-64 é considerado, onde este ¢é

representado por meio de um polinémio real de quarta ordem.

@y (t) = =3+ Ty (¢) + 227 () +u () (3-64)

Dessa forma, para o exemplo descrito anteriormente, é esperado que a descri¢ao
matematica inerente a um certo candidato promissor possua exatamente os
mesmos dois termos inativos que o sistema considerado. Além disso, no
que concerne aos termos ativos, quanto menor for a discrepancia entre os
coeficientes do sistema real e os coeficientes de um dado modelo candidato,
maior a capacidade do referido modelo explicar os dados. Destaca-se também
que a principal vantagem das métricas de selecao pode ser descrita pela
capacidade destas minimizarem os erros ao mesmo tempo que penalizam
as complexidades desnecessarias existentes em um dado modelo, onde tais
complexidades surgem a partir da adi¢ao inapropriada de parametros livres
[101]. Desse modo, os critérios de informacao fornecem uma abordagem que
viabiliza a automatizacao da tarefa de selecao, promovendo, por sua vez, a
identificagdo de modelos nao espurios [102, 103].

Historicamente, nos meados do século passado, foi proposto um método
capaz de quantificar a perda de informagao entre os valores reais do sistema e
os valores estimados por um dado modelo [31]. Posteriormente, foi calculada
a perda relativa de informacgao entre dois modelos, possibilitando a conexao
entre a teoria apresentada pelo método previamente citado e a teoria esta-
tistica. Assim, a partir da maximizagdao do logaritmo natural da funcao de
verossimilhanga o Critério de Informacao de Akaike (CIA) foi desenvolvido
[50, 104]. Matematicamente, ao assumir erros normalmente distribuidos com
variancia constante, pode-se obter a pontuacdo CIA a partir da Equacao 3-
65, onde esta depende de variaveis, como a quantidade de amostras existentes
n(n € N*), o nimero de pardmetros livres presentes em um dado modelo can-
didato p(p € N*) e a soma quadratica dos residuos entre o sistema real e o
modelo admitido © (2 € R) [105].

Q
CIA =nln (n) +2p (3-65)
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Salienta-se também que, caso o intercepto seja diferente de zero, é neces-
sario leva-lo em conta no calculo da quantidade de parametros livres existentes
em um certo modelo candidato. Mais especificamente, o intercepto pode ser
descrito como os termos constantes e diferentes de zero presentes em uma dada
modelagem matematica. Além disso, por intermédio dos estados mensurados
yvi(i=1,2,...,5s) e de suas respectivas estimativas §; (i = 1,2,...,s), pode-se

acessar a soma quadratica a partir da Equagao 3-66.

s

n
Q=33 [yi (k) — 9. (k)] (3-66)
i=1 k=1
Por outro lado, a penalizacao atrelada ao Critério de Informagdo Bayesiano
(CIB) ¢ obtida a partir do produto entre o dobro do nimero de pardmetros
livres presentes na descricio matemética do modelo considerado p (p € N*) e
o logaritmo natural da quantidade de amostras existentes n (n € N*). Dessa
maneira, independentemente do critério de informacao adotado, pode-se con-
cluir que os modelos detentores de um maior sobreajuste estao associados a
penalizacoes mais acentuadas. Em paralelo, a popularidade do critério baye-
siano ¢é justificada pelo fato da pontuagdo CIB ser formalmente consistente
[32]. Detalhadamente, ao assumir erros normalmente distribuidos com varian-
cia constante, é possivel utilizar a Equagao 3-67 com o objetivo de calcular a

pontuacao CIB vinculada a cada modelo candidato.

CIB = nln (2) + 21 (n) (3-67)

A partir do produto entre o ntmero de hiperpardmetros de esparsidade
admitidos e (e € N*) e a cardinalidade do conjunto que contém as possiveis
combinagoes dos termos de recuperacao adotados a fim de reconstruir a matriz
de dados aumentada centralizada p (p € N*), pode-se acessar a quantidade
total de modelos candidatos m (m € N*). Pontualmente, sob a perspectiva dos
critérios de informagcao, objetiva-se encontrar o modelo menos penalizado capaz
de minimizar a soma quadratica dos residuos. Explana-se também que, com a
finalidade de ranquear os modelos candidatos, é possivel utilizar o conceito de
pontuacao relativa bayesiana, onde esta viabiliza a obtencao de um vetor que
contém a pontuagao bayesiana de cada modelo candidato CIB (CIB € R™).
Formalmente, como mostra a Equacao 3-68, pode-se acessar a pontuagao
relativa bayesiana ACIB (ACIB € RT) a partir de um vetor composto por

termos iguais a menor pontuagao bayesiana CIB i, (CIBy,, € R™).
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ACIB = CIB — CIByy, (3-68)

Em adigao, salienta-se a existéncia de diversas classifica¢bes que visam
separar os modelos candidatos de acordo com a pontuagao relativa dos mesmos.
Especificamente, explana-se que os modelos candidatos sao comumente classi-
ficados em categorias, como sem suporte, suporte fraco, suporte forte, pouco
suporte, algum suporte e suporte substancial [65, 105]. Explana-se ainda que,
além dos critérios de informagdo mencionados, foram desenvolvidos o Critério
de Informagcao de Desvio [106] e a Descricdo de Comprimento Minimo [107].
Ressalta-se também que, fundamentado na consisténcia da pontuacao baye-
siana, admite-se nesta tese o emprego da pontuagao relativa bayesiana [32].
Sendo assim, a fim de realizar a tarefa de selecao, busca-se o modelo candi-
dato associado a uma pontuacao relativa bayesiana minima, onde esta pode
ser traduzida como uma pontuacao relativa nula, ou seja, procura-se o mo-
delo candidato detentor do melhor suporte. Desse modo, suportada por um
espacamento do tipo logaritmico, a Figura 3.15 almeja ilustrar as pontuacoes
relativas vinculadas a um certo conjunto de modelos candidatos, onde estes
sao gerados por intermédio da implementacdo de uma estratégia previamente

apresentada como pesquisa em grade.

ACIB

A

Figura 3.15: Selecao do modelo detentor do melhor suporte (rosa) dentre uma
ampla colegao de modelos candidatos menos representativos (ciano).
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3.9
Métricas de Avaliacao

Naturalmente, uma vez que a presente tese visa demonstrar a capacidade
da metologia proposta superar a abordagem original no que diz respeito a
inferéncia de sistemas dindmicos a partir da admissao de dados ruidosos sob
as perspectivas de classificagdo e regressao, é necessario adotar métricas de
avaliacao especificas. Em detalhes, sob a 6tica da classificagao, explicita-se que
métricas, como Precisao (P), Sensibilidade (S) e Coeficiente de Similaridade
Dice (F) sao admitidas [48]. Ressalta-se também que, do ponto de vista
classificatorio, quanto mais préoximo da unidade estiverem as trés métricas
de classificacao previamente salientadas, mais similaridades existirdo entre o
modelo proposto e o sistema real. Observe que tais similaridades podem ser
traduzidas como a compatibilidade entre o modelo considerado e o sistema
real no que diz respeito a combinagao de termos nao lineares admitidos nas
descrigoes matematicas dos mesmos.

Mais precisamente, visando abordar a tarefa de identificacdo sob uma
perspectiva classificatéria, definem-se os termos nulos e nao nulos presentes na
descricao matematica de modelos e sistemas como termos inativos e ativos,
respectivamente. A fim de calcular o desempenho dos modelos obtidos por
intermédio das estruturas admitidas neste trabalho, é fundamental acessar
variaveis, tais como o numero de termos erroneamente classificados como
inativos Falso Negativo (FN), a quantidade de termos corretamente rotulados
como ativos Verdadeiro Positivo (VP), o niimero de termos equivocadamente
categorizados como ativos Falso Positivo (FP) e a quantidade de termos
assertivamente identificados como inativos Verdadeiro Negativo (VN) [108].
Assim, por meio das Equagbes 3-69 e 3-70, as duas primeiras métricas de

classificagao citadas anteriormente podem ser obtidas [87].

VP
b= FP 4+ VP (3-69)
VP
S=ENIvP (3-70)

Além disso, enfatiza-se que a métrica de classificacdo previamente apre-
sentada como coeficiente de similaridade foi desenvolvida com o propédsito de
combinar as métricas precisao e sensibilidade em um tinico escalar. Especifica-
mente, como propoe a Equagao 3-71, tal coeficiente é gerado a partir da média

harménica entre precisao e sensibilidade [43].
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F = P (3-71)
P'S

A média harmonica, diferentemente da média aritmética, impde uma ponde-
racao mais significativa quando valores mais baixos de precisao e sensibilidade
sao evidenciados. Dessa maneira, um dado modelo proposto possuira um co-
eficiente de similaridade apreciavel se forem verificados elevados valores de
precisao e sensibilidade. Complementarmente, sob a ética da regressao, a fide-
lidade dos modelos inferidos pode ser avaliada a partir de comparagoes entre o
comportamento dindmico de tais modelos e do sistema real. Dessa forma, com
a finalidade de avaliar a qualidade dos modelos descobertos por uma dada me-
todologia, pode-se utilizar métricas, como Erro Absoluto Médio (EAM), Raiz
do Erro Quadratico Médio (REQM) e Coeficiente de Determinagao Miiltipla
(CDM) [20]. Salienta-se ainda que, quanto mais préximas de zero as métricas
de regressao EAM e REQM estiverem, maior a similaridade dindmica entre o
modelo proposto e o sistema. Matematicamente, por intermédio dos estados do
sistema y; (i = 1,2,...,s) e de suas estimativas §; (i = 1,2, ..., s), pode-se ad-
mitir as Equacgoes 3-72 e 3-73 com a finalidade de computar as duas primeiras

métricas de regressao previamente explicitadas.

FAM =3 [1 S [y (k) = 9 (k) \] (3-72)

Sim1 | =1

REQM =3 J G AC)] (373)
i= =1

De maneira alternativa, a fim de acessar o grau de fidelidade entre
o modelo inferido e o sistema propriamente dito, é possivel considerar o
coeficiente de determinacao [49, 57]. Assim, almejando calcular tal coeficiente,
¢ necessario obter um conjunto de variaveis intermediarias, onde estas sao
conhecidas como Soma Quadrética Residual (SQR) e Soma Quadratica Total
(SQT). Formalmente, com o auxilio da Equagdo 3-74, pode-se acessar a

primeira variavel intermedidria supracitada [109].

SQR, = [yi (0) —9:(0)]" (i=1.2,...9) (3-74)
k=1
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De modo complementar, suportado pela Equacao 3-75, é possivel obter a

segunda varidvel intermedidria previamente citada [109].

n _ 2 )
SQT, =Y |lvi(k) =9 (i=1,2,...,5) (3-75)
k=1
Expoe-se também que, a fim de utilizar a Equacao 3-75, é necessario calcular
o valor médio de cada estado do sistema y; (i =1,2,...,s). Por fim, como
explicita a Equagao 3-76, pode-se acessar a métrica de regressao denominada

coeficiente de determinacao [57].

1 ([, SQR,
CDM = — ; (1 S QTZ-> (3-76)

Explica-se ainda que, quanto mais proximo da unidade o coeficiente de de-
terminacao estiver, maior a fidelidade do modelo admitido. Em geral, valores
negativos do referido coeficiente podem ser traduzidos como uma baixa capa-
cidade do modelo proposto representar o sistema. Rigorosamente, é preferivel
considerar um modelo ingénuo, onde este é baseado na média de cada estado do
sistema do que assumir um modelo detentor de um coeficiente de determina-
¢ao negativo. Finalmente, sob uma perspectiva de engenharia, destaca-se que
o desempenho de um dado modelo ¢é aceitavel se for evidenciado um coeficiente

de determinacdo maior ou igual a nove décimos [110].

3.10
Metodologia SINDyFE

Em linhas gerais, no que concerne as perspectivas de classificacao e re-
gressao, a metodologia intitulada Feature Engineering to Deal with Noisy Data
in Sparse Identification (SINDyFE) avanca a abordagem original denominada
Sparse Identification of Nonlinear Dynamics (SINDy) no que diz respeito a
inferéncia de sistemas dindmicos a partir de dados corrompidos pelo ruido.
Precisamente, a estratégia proposta consiste em uma hibridizacao de técni-
cas de aprendizado de méquina, tais como aumento de dados [25], regressao
esparsa [28], selegdo de caracteristicas [29], extracdo de caracteristicas [30],
critério de informagao [32], pesquisa em grade [33] e validacao cruzada [87].
Pontua-se ainda que os dados associados aos estados do sistema a ser identifi-
cado sao coletados por intermédio de sensores. Sendo assim, apds a aquisi¢ao
de tais dados, deve-se realizar a separacao destes, produzindo, por sua vez, os

conjuntos disjuntos de treino e teste [43].
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Além disso, destaca-se que os dados de treino sao utilizados na fase de
treino do modelo. Em outros termos, o conjunto de treino ¢ manipulado tnica
e exclusivamente com o propésito de produzir um modelo representativo do
sistema. Por outro lado, almejando evitar o viés de espionagem, recomenda-se
que os dados de teste s6 sejam visualizados e manuseados na etapa de teste
do modelo [105]. Adicionalmente, devido & causalidade temporal intrinseca
aos dados admitidos no presente trabalho, realga-se que nenhuma estratégia
baseada no embaralhamento de dados ¢ incorporada ao algoritmo proposto
[26]. Posteriormente, visando dar sequéncia aos procedimentos necessarios com
a finalidade de implementar a estrutura proposta nesta tese, deve-se construir
a matriz de dados aumentada a partir da admissao de uma base de fungoes
previamente definida [25].

Ressalta-se ainda que, com o auxilio da implementacao de uma técnica
conhecida como diferencas finitas, pode-se aproximar as derivadas temporais
dos estados com erro de quarta ordem, evitando a perda de informacao e des-
cartando a necessidade de instalar mais sensores no sistema analisado [73]. Em
sequéncia, deve-se realizar a centralizagao da matriz de dados aumentada com
a finalidade de utilizar uma técnica de extragao de caracteristicas denominada
Analise de Componentes Principais (ACP) [13]. Subsequentemente, admite-se
uma cole¢ao de hiperparametros de esparsidade e define-se o nimero maximo
de termos de recuperacao que podem ser mantidos com o objetivo de recons-
truir a matriz de dados aumentada centralizada. Em detalhes, por intermédio
de procedimentos, tais como regressao esparsa, pontuacao relativa bayesiana,
pesquisa em grade e validagao cruzada ¢é tangivel automatizar o processo de
selecao de modelos [20, 27, 32, 103].

Sendo assim, suportado pela descricdo matematica de um dado modelo
promissor, executa-se o procedimento de selecao de caracteristicas, onde este
tem como finalidade descartar as caracteristicas menos representativas do
sistema considerado [43]. Finalmente, ap6s efetuar a selecao de caracteristicas,
submete-se novamente os dados a uma nova pesquisa em grade. Em particular,
explana-se que tal pesquisa ¢ alicercada em uma versao simplificada do
conjunto de caracteristicas inicialmente admitidas, pois somente os dados
aumentados que nao foram excluidos no processo de sele¢do de caracteristicas
sao mantidos na matriz de dados aumentada centralizada. Pontualmente,
por meio do Algoritmo 3, é exequivel obter tanto um hiperparametro de
esparsidade adequado quanto o conjunto 6timo de termos de recuperacao
utilizados na reconstrucao da matriz de dados aumentada centralizada, ou
seja, é possivel selecionar um modelo promissor do sistema analisado a partir

de uma cole¢ao de modelos candidatos [105, 111].
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Algoritmo 3 Pesquisa em Grade

Entrada: Estados do sistema X (X € R”“), matriz de dados aumen-
tada centralizada © (@ € R”Xf), palpite inicial da solucao =E*® (E' € ]fos),
taxa de aprendizado pu (,u € Rjr), percentual de separacao dos dados
¢ (p €(0,1) CR), nimero maximo de termos de recuperacdo que po-
dem ser descartados d (6 € N), conjunto de hiperparametros de esparsidade
A (A € R°), nimero méaximo de iteragoes I (I € N*) e tolerancia minima admi-
tida T (T € RY).

Saida: Busca pelo modelo com o melhor suporte.

1. procedure GS(X,0,Z*,6,u,9,A,1,T)

2 X;,0,,X,,0, + split_data(X,0, ) > Separar Dados
3 X, ,X, + approx_ derivatives (X,,X,) > Aproximar Derivadas
4 ® + recovery_set (0, ,0) > Conjunto de Recuperacao
5: ctr < 1 > Inicializar Contador
6 forie {1,2,...,length (A)} do > Pesquisar Sobre A
7 for j € {1,2,... length (®)} do > Pesquisar Sobre @
8 X\ X, A > Substituir Varidveis
9: ® <« feature extraction (@T , q)j) > Extrair Caracteristicas
10: =i+ LASSO (X O, =", )\,M,I,T) > Regressdo OSEMA
11: B BY > Rearranjar Modelo
12: ctr < ctr + 1 > Atualizar Contador
13: end for

14: end for

15: m < length (A) x length (®) > Nimero de Candidatos
16: forie {1,2,...,m} do > Cada Candidato
17: XI, < test__model (E‘T , @V) > Testar Modelo
18: BIC' + bic (XZ, X, E) > Calcular CIB
19: end for

20: ABIC < BIC — min (BIC) > Calcular ACIB
21: idx < find (ABIC = min (ABIC)) > Menor Indice ACIB
22: B ¢ Eidx > Modelo Promissor
23: return =} > Melhor Suporte

24: end procedure

Detalhadamente, uma vez que deseja-se tragar um comparativo entre os
desempenhos da estratégia proposta e da estrutura original sob as perspectivas
de classificacao e regressao, é fundamental que métricas de classificacao e
regressao sejam adotadas [48, 112]. Expoe-se ainda que o Algoritmo 4 visa

prover uma descricao completa da metodologia proposta.
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Algoritmo 4 SINDyFE
Entrada: Estados do sistema X (X € R”“), matriz de dados aumen-
tada centralizada © (@ € R”Xf), palpite inicial da solucao =E*® (E' € ]fos),

taxa de aprendizado pu (,u € Rjr), percentual de separacao dos dados
¢ (p € (0,1) CR), nimero méximo de termos de recuperagio que po-
dem ser descartados d (6 € N), conjunto de hiperparametros de esparsidade
A (A € R®), nimero maximo de iteragoes I (I € N*) e tolerdncia minima admi-
tida T (T € R%,

Saida: Modelo parcimonioso.

1: procedure SINDYFE(X,0,E*,d,u,90,A,1,T)

2: X,,0,,X,,0, + spht data (X 0,9 > Separar Dados
3 2+ GS(X,0,8%,0,u,0,A,1,T) > Pesquisa em Grade
4: @ + feature_ selection (E¥) > Selecionar Caracteristicas
5: *+—GS(X,0 _',5 w0, AT,T) > Pesquisa em Grade
6: X* + test_model (E7,0,) > Testar Modelo
7 scores <— evaluatlonimetrlcs (X,, , }A(l*,) > Avaliar Modelo
8 return =} > Modelo Parcimonioso
9: end procedure

Dessa maneira, por intermédio da metodologia proposta, é possivel
avancar a abordagem original no que diz respeito a produgao de modelos nao
espurios de sistemas dindmicos. Observe também que a adoc¢ao de técnicas que
visam selecionar e extrair caracteristicas estabelecem um cenério onde uma
abordagem via engenharia de recursos é verificada [87]. Explica-se ainda que,
como descreve o Algoritmo 4, o ultimo estdgio da tarefa de identificacdo como
um todo disserta sobre a avaliagdo do modelo inferido. Desse modo, almejando
acessar os desempenhos dos modelos produzidos tanto pela estrutura original
quanto pela estratégia proposta, deve-se submeter tais modelos aos dados de
teste. Notavelmente, caso seja possivel adquirir as derivadas dos estados por
meio de medic¢oes diretas, recomenda-se a utilizagao das mesmas, pois a adocao
de técnicas de aproximacao capazes de obter tais derivadas pode ser responsavel
por um aumento expressivo nos erros destas, culminando, por sua vez, na
obtencao de modelos nao generalizaveis. Salienta-se ainda que esta é a primeira
vez que a hibridizacao de técnicas de aprendizado de maquina, tais como
aumento de dados, regressao esparsa, selecao de caracteristicas, extracao de
caracteristicas, critério de informagao, pesquisa em grade e validacao cruzada
sao implementadas com a finalidade de avancar a abordagem original no
que concerne a tarefa de identificagdo de sistemas dinamicos a partir de
dados ruidosos. Por fim, destaca-se que a Figura 3.16 tem o propdsito de
ilustrar a sequéncia de passos requeridos no que concerne a implementacao

da metodologia proposta nesta tese.
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Figura 3.16: Esquema detalhado dos passos realizados pela estratégia proposta.
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7
Apéndice A

O presente capitulo disponibiliza todo material complementar necessario
a fim de prover uma maior compreensao do conteiido abordado nesta tese.
Detalhadamente, descreve-se de forma mais minuciosa topicos, tais como
bases de funcgoes, esquemas de diferencas finitas, estimativas de parametros

estatisticos, otimizagao, produto interno e produto externo.

7.1
Bases de Funcoes

A escolha da base de fungoes utilizada com a finalidade de construir a
matriz de dados aumentada é uma etapa fundamental no que diz respeito a
tarefa de identificacao de sistemas dinamicos nao lineares via regressao esparsa.
De modo genérico, a menos que exista algum tipo de conhecimento prévio
sobre o sistema analisado, é altamente recomendavel aplicar diferentes tipos de
bases com a finalidade de descobrir a base de fun¢des mais adequada no que diz
respeito a capacidade de capturar de maneira satisfatoria os padroes escondidos
no conjunto de dados. Precisamente, almejando descobrir a base de fungoes
mais apropriada para um dado sistema, pode-se admitir bases suportadas por
familias como polinémios racionais, polindomios reais, polinomios de Chebyshev
e expansoes da série de Fourier, para citar algumas. De maneira detalhada, é
possivel ressaltar que os polindmios reais sdo amplamente conhecidos por sua
elevada flexibilidade no que concerne ao ajuste de dados, justificando, por sua
vez, a exaustiva adocao da referida familia como base de fun¢oes. Por exemplo,
com a finalidade de identificar um determinado sistema nao forcado descrito a
partir do estado x; (x; € R") e do estado x5 (x3 € R™), pode-se assumir uma
base polinomial real de grau maximo numericamente igual a trés. Formalmente,
como expoe a Equacao 7-1, é tangivel obter a matriz de dados aumentada

associada as consideragoes previamente salientadas.

R _ 2 2 3 42 2 3
O; =1 x; X9 X] X1Xo X5 X] XX X1X5; X5 (7-1)
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Note que a varidavel n (n € N*) representa a quantidade de instancias
temporais presentes nos vetores de estado descritos anteriormente e, por
conseguinte, o nimero de linhas da matriz de dados aumentada previamente
apresentada. Além disso, a fim de identificar corretamente certos sistemas
dindmicos, pode ser relevante admitir uma base de func¢oes exclusivamente
trigonométrica. Pontua-se ainda que a base de fungoes alicercada na expansao
da série de Fourier pode ser interpretada como um caso particular da base
trigonométrica previamente citada. Mais especificamente, almejando obter a
matriz de dados aumentada fundamentada em tal expansao, deve-se definir
um nimero natural ndo nulo conhecido como fator multiplicativo de frequéncia
maximo e utilizar somente as fungdes seno e cosseno na confeccao da referida
matriz. Sendo assim, ao considerar um sistema livre de forcamento descrito por
meio do estado x; (x; € R™) e ao admitir um fator multiplicativo de frequéncia
maximo igual a dez, pode-se gerar a matriz de dados aumentada baseada na

expansao de Fourier, como revela a Equacao 7-2.

O, = [sen (x;) cos(x;) sen(2x;) cos(2x;) --- cos(10x;) (7-2)

Realca-se também que a base de fungoes suportada pela expansao da
série de Fourier utiliza majoritariamente ntimeros naturais nao nulos como
fatores multiplicativos de frequéncia. Adicionalmente, com a finalidade de
gerar modelos nao espurios, pode-se considerar tanto a omissao de algumas
caracteristicas quanto a producao de dados aumentados fundamentados na
hibridizacao de diferentes tipos de bases de fungoes. Expoe-se ainda que, com
o propésito de realizar a tarefa de identificacao de sistemas dinamicos for¢ados,
é necessario admitir o sinal de excitacdo u(u € R™) na matriz de dados
aumentada. Assim, ao considerar um sistema forcado descrito por intermédio
do estado x; (x1 € R") e do estado xa (x2 € R™), é exequivel assumir uma base
de fungoes hibrida, contemplando, por exemplo, uma base polinomial real de
grau maximo igual a dois e uma base alicercada na expansao da série de Fourier
com fator multiplicativo de frequéncia maximo numericamente igual a cinco,

como descreve a Equacao 7-3.

@5’52 1 x; x2 u x; x1X2 X5 sen(x;) --- cos(5xz) (7-3)
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7.2
Esquemas de Diferencas Finitas

E possivel constatar que tanto a estrutura original quanto os avancgos
propostos para referida estrutura assumem abordagens que consistem ou na
aquisicao das derivadas dos estados a partir da instalacao de mais sensores
no sistema ou na obtencao de tais derivadas por intermédio de técnicas de
aproximacao. Entretanto, ao levar em conta quesitos financeiros e técnicos, é
usual descartar abordagens alicer¢cadas na aquisicao de novos dados, acarre-
tando na assuncao de que tais derivadas sao obtidas a partir de aproximacoes.
Detalhadamente, no que diz respeito tanto a metodologia pioneira quanto as
suas extensoes, destaca-se que as estratégias admitidas visando estimar as de-
rivadas citadas ou sdo baseadas em um método intitulado Regularizacao da
Variacao Total ou sao fundamentadas em um esquema denominado Diferen-
cas Centrais. Todavia, objetivando tornar o algoritmo proposto mais rapido
e almejando evitar a perda de informacao, pode-se admitir trés esquemas de
diferencas finitas a fim de aproximar as derivadas salientadas.

Nesta tese ¢ considerada a utilizacdo de trés esquemas de diferencas
finitas com erros de quarta ordem, onde estes sao conhecidos como Diferencas
Finitas Regressivas (DFR), Diferencas Finitas Centrais (DFC) e Diferencas
Finitas Progressivas (DFP). Precisamente, é possivel implementar os esquemas
DFP, DFC e DFR com o propésito de aproximar as derivadas dos estados para
as duas primeiras amostras, para as amostras centrais e, finalmente, para as
duas ultimas amostras, respectivamente. No entanto, ao considerar aplicagoes
especificas, é natural desejar que tais derivadas sejam disponibilizadas ou em
intervalos de tempo menores ou com maiores precisoes. Sendo assim, almejando
acessar as referidas derivadas mais rapidamente, pode-se empregar os trés
esquemas supracitados com erros de segunda ordem. De maneira mais formal,
como destaca a Tabela 7.1, é possivel acessar os coeficientes utilizados com a
finalidade de obter integralmente as aproximacoes das derivadas dos estados

com erros de segunda ordem.

Tabela 7.1: Esquemas com erros de segunda ordem.
Defasagem DFP DFC DFR

z (t — 2At) 0 0 1/2
z(t— At) 0o -1/2 -2
 (t) —3/2 0 3/2
 (t+ At) 2 /2 0
z(t+2At)  —1/2 0 0
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Assim, ao admitir um sistema detentor de um dado nimero de estados
s (s € N*), onde tais estados x; (i = 1,2, ..., s) possuem uma certa quantidade
de amostras n (n € N*), pode-se obter as derivadas dos estados para a primeira

amostra a partir do esquema DFP, como explica a Equacao 7-4.

dt

T 2At

[ = 3 () + 4%, (t+ A) = x; (¢ + 2A1) | (7-4)

Por outro lado, suportada pelo esquema DFC, a Equacao 7-5 objetiva prover

as estimativas das derivadas dos estados para as amostras centrais.

L
At

dt

~
~

| =i (t = At) +x; (t+ At) | (7-5)

N | —

DFC

Finalmente, por intermédio do esquema DFR, pode-se aproximar as derivadas

dos estados para a ultima amostra com o auxilio da Equagao 7-6.

L
At

dXZ‘ (t)
dt

~ ; i (£ = 208) —dx; (= A + 3%, (1)]  (7-6)

DFR

Em contraste, ao admitir erros de sexta ordem, pode-se acessar os coeficientes
utilizados com o proposito de estimar as derivadas dos estados na integra,

como explicita a Tabela 7.2.

Tabela 7.2: Esquemas com erros de sexta ordem.
Defasagem DFP DFC DFR

x (t — 6At) 0 0 1/6
x (t — 5AL) 0 0 —6/5
x (t — 4At) 0 0 15/4
x (t — 3At) 0 —-1/60 —20/3
x (t — 2At) 0 3/20  15/2
z (t — At) 0 —3/4 —6

x (t+ At) 6 3/4 0

~15/2  —3/20

) 0
) 20/3 1/60 0
x (t + 4At) —15/4 0 0
) 0
) 0

6/5 0
~1/6 0

(
(
(
(
(
(
a (t) —49/20 0 49/20
(
(
(
(
(
(
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Enfatiza-se também que os esquemas fornecidos por meio da Tabela 7.2
podem ser explorados em cenarios onde uma elevada precisao é requerida e,
paralelamente, nenhuma restri¢ao é imposta no que diz respeito ao intervalo de
tempo despendido a fim de obter as derivadas dos estados. Especificamente,
alicercado no esquema DFP, é tangivel aproximar as derivadas dos estados

para as trés primeiras amostras, como explicita a Equacao 7-7.

— 450x; (t + 2At) + 400x; (t + 3At) + (7-7)
— 225x%; (t 4+ 4At) + 72x; (t + bAL) +
— 10x; (t+ 6At) |

De modo similar, ao considerar o esquema DFC, pode-se estimar as derivadas

dos estados para as amostras centrais por intermédio da Equagao 7-8.

11
~ 60 At

— 9 (£ + 2At) + x; (¢ + 3AY) |

dt

[ = xi (t = BA) + 9x; (t — 2A8) +

DFC
(7-8)

Por fim, baseado no esquema DFR, é possivel aproximar as derivadas dos

estados para as trés ultimas amostras, como reitera a Equagao 7-9.

~ ——[10x; (t — 6At) — 72x; (t — BAt) +
dt prr 00 At {

+ 450x; (t — 2At) — 360x; (t — At) +
+ 147x; (1) |

Dessa forma, ao empregar as Equacoes 7-4, 7-5 e 7-6, é viavel estimar as
derivadas dos estados com erros de segunda ordem. De modo alternativo,
ao utilizar as Equagoes 7-7, 7-8 e 7-9, pode-se aproximar as derivadas dos
estados com erros de sexta ordem. Genericamente, por meio de combinacoes
lineares de certas defasagens amostrais de um dado sinal, é exequivel estimar
integralmente a derivada do mesmo. Em particular, igualmente aos estados do
sistema, a derivada do sinal de excitacao pode ser acessada por intermédio dos

esquemas de diferencas finitas previamente descritos.
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7.3
Estimativas de Parametros Estatisticos

Categoricamente, alicercado na estatistica, destaca-se que conceitos como
parametro e estatistica estao, respectivamente, ligados a nocao de populagao
e amostra. Em particular, pode-se definir parametro e estatistica como qual-
quer valor capaz de resumir algum tipo de informacao de uma determinada
populacao e de uma dada amostra, nesta ordem. Dito isso, uma vez que os da-
dos utilizados na inferéncia de sistemas dinamicos é um pequeno subconjunto
do conjunto de dados capaz de contemplar os possiveis cenarios empiricos, é
tangivel extrair estatisticas de tal subconjunto. De modo geral, no que con-
cerne a tarefa de identificacdo, verifica-se que a exploracido de estatisticas é
comumente posta em segundo plano, porém, para alguns problemas, é reco-
mendavel realizar a exploracao citada. Especificamente, a partir de tais esta-
tisticas, pode-se, por exemplo, acessar a real necessidade de efetuar algum tipo
de pré-processamento nos dados, assim como fornecer um ponto de partida no
que diz respeito a especulacao de quais abordagens podem ser adotadas com
a finalidade de capturar os padroes escondidos nos dados.

Realga-se ainda que, sob a perspectiva do aprendizado de maquina, a
abordagem estatistica como um todo deve ser baseada somente nos dados
de treino, impedindo, por sua vez, a ocorréncia de um problema intitulado
viés de espionagem. Adicionalmente, fundamentado na identificacao esparsa,
pontua-se que a colecao de caracteristicas admitidas em um dado problema é a
matéria-prima utilizada com o propodsito de obter estimativas de parametros es-
tatisticos, tais como média, desvio padrao, varidncia, covariancia e correlacao.
Assim, ao considerar um problema detentor de um certo niimero de caracteris-
ticas f (f € N*), onde estas sao representadas pela variavel 0; (i = 1,2,..., f)
e descritas a partir de uma determinada quantidade de amostras n (n € N*),
pode-se calcular a média amostral associada a cada caracteristica existente,

como pontua a Equacao 7-10.

(2

zijei (k) (i=1,2,....f) (7-10)

SRS

Notavelmente, conforme foi explicitado no Capitulo 3, as caracteristicas
compoem as colunas da matriz de dados aumentada © (@ € R/ ) Explana-
se também que, a fim de acessar a matriz de dados aumentada centralizada
ec¢ (60 c R/ ), é necessario obter os valores médios das caracteristicas
inicialmente admitidas. Além disso, ressalta-se que a variancia amostral de

cada caracteristica pode ser computada pela Equacao 7-11.
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n—1

7{0:} = ! i[@‘(’f)‘@r (i=1,2,...,f) (7-11)

De modo complementar, pode-se acessar o desvio padrao amostral de cada

caracteristica por intermédio da Equacgao 7-12.

n 2
&‘”{@}:Jnil;[@(m—ei} (i=1,2,....f) (7-12)
Observe que o desvio padrao amostral é numericamente igual a raiz quadrada
da variancia amostral. De maneira alternativa, suportado pelo produto interno
matricial, pode-se obter facilmente a varidncia amostral e o desvio padrao
amostral de uma dada caracteristica ao considerar a centralizacdo da mesma a
partir da média. Note que a varidncia amostral e o desvio padrao amostral sao
capazes de exprimir somente como uma caracteristica varia individualmente.
Por outro lado, almejando acessar como duas caracteristicas variam em con-
junto, pode-se calcular a covariancia amostral associada a tais caracteristicas,

como mostra a Equagao 7-13.

! i{&(k)—éi”@j(k)—ej] (1,7 =1,2,...,f) (7-13)

n_lk:1

{0:0,} =

Por inspecao, é possivel constatar que a variancia amostral é um caso particular
da covariancia amostral. Em adi¢ao, ao considerar o produto interno matricial
atrelado a matriz de dados aumentada centralizada % (fg e RM*f ), pode-
se obter a matriz de covaridncia amostral vinculada aos dados aumentados
G (%9 c RFx/ ) Matematicamente, alicercado na Equacao 7-14, explica-se
que os elementos presentes na matriz de covariancia amostral representam

a covariancia amostral associada a cada par de caracteristicas.

(7-14)

De modo formal, pode-se verificar que a covariancia amostral é sensivel a
mudancga de escala, ou seja, é possivel demonstrar que a referida estatistica nao
é capaz de acessar de maneira apropriada a forca da relagao linear efetiva entre
duas caracteristicas. Sendo assim, com a finalidade de contornar tal problema,
pode-se admitir uma versao padronizada da covariancia amostral denominada

correlacao ou coeficiente de Pearson, como propoe a Equacgao 7-15.
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%{ei,ej}
PGl =———+— (G,j=12,...,f) (7-15)
b} z{0:}2{6;}
Em detalhes, diferentemente da covariancia amostral, que nao possui limite
tedrico e, consequentemente, pode variar de menos infinito a mais infinito,
enfatiza-se que a correlacao ¢ limitada inferiormente pelo simétrico da unidade

e superiormente pela unidade.

7.4
Otimizacao

Em linhas gerais, é natural constatar que os algoritmos costumam possuir
certos procedimentos de otimizacao incorporados aos mesmos. Pontualmente,
devido a adocao de linguagens script de alto nivel, pode-se ressaltar que os
procedimentos salientados sao usualmente tratados como uma caixa preta.
Sendo assim, ¢ fundamental investigar de modo mais profundo como os
dados sao manuseados ao longo de tais procedimentos. Adicionalmente, uma
vez que tanto a metodologia original quanto a estratégia proposta lidam
recorrentemente com um problema de minimos quadrados, ressalta-se que uma
abordagem conhecida como descida de encosta é adotada com a finalidade de
prover a solucao para o referido problema. Em particular, enfatiza-se que a
abordagem citada é alicercada no calculo multivariavel e que o sucesso das
metodologias consideradas neste material dependem da minimizacao da funcao

de perda explicitada por meio da Equacgao 7-16.

n
v = axgmin { S [y (k) = 9 (k) }2} (7-16)
k=1

Realga-se ainda que a funcao de perda supracitada é suportada pela di-
ferenca entre as derivadas dos estados y; (i = 1,2,...,s) e suas estimativas
yvi(i=1,2,...,s). Além disso, alicercado na regressao esparsa, destaca-se que
as estimativas das derivadas dos estados podem ser obtidas por intermédio dos
vetores de esparsidade &; (i = 1,2,...,s), onde tais vetores possuem uma quan-
tidade de termos numericamente igual ao niimero de caracteristicas existentes
f(f € N*). Mais formalmente, é tangivel obter as estimativas das derivadas

dos estados por meio da Equagao 7-17.

yZZQEZ (Z: 1a2775) (7_17)
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Desse modo, almejando acessar a solugao que minimiza a funcao de perda,
deve-se calcular as derivadas parciais de tal funcao em relacdo aos vetores de
esparsidade. Em adicao, baseado em uma conveniéncia matematica, admite-se
a multiplicagdo da fungao de perda por um meio antes de iniciar o calculo das

derivadas citadas, como apresenta a Equagao 7-18.

k=1 k=1

gzzﬁi{;i[ei(mr} :gi{ei(@ Lgiﬁ(k)]} (7-18)

Note que a solugao capaz de minimizar a funcao de perda nao é afetada pela
multiplicacao previamente realizada e que a Equacao 7-19 pode ser facilmente

obtida a partir das Equagoes 7-17 e 7-18.

k] } (7-19)

Precisamente, uma vez que as derivadas dos estados nao dependem dos vetores

0
2 - { ) 5 [0 - (0€)

A k=

de esparsidade, é possivel concluir que as derivadas parciais das derivadas dos
estados em relacao aos vetores de esparsidade sao numericamente iguais a zero,

viabilizando, por sua vez, a obtencao da Equagao 7-20.

J } (7-20)

De maneira logica, fundamentado no calculo multivariavel, é exequivel consta-

k=1

aV “ 0

— =) i (k) =1 — ©f,

3 {5 ( )asi[( &)
tar que a Equacao 7-21 pode ser obtida por meio da Equagao 7-20.

Vi=gg = 2 [ (h) 6] (7-21)

Observe que as derivadas parciais descritas por intermédio da Equacao 7-21
representam uma entidade matematica amplamente conhecida como gradiente
Vi(i=1,2,...,s). Mais especificamente, explica-se que a entidade citada é
uma grandeza vetorial geometricamente caracterizada pela sua capacidade
de fornecer a direcdo de méaximo aclive. Por outro lado, uma vez que a
minimizac¢ao da funcao de perda é desejada, pontua-se que a dire¢ado de méaximo
declive deve ser obtida. De maneira formal, ao considerar o vetor oposto ao
gradiente, pode-se acessar a diregdo de méaximo declive ¥; (i =1,2,...,s),

como reitera a Equagao 7-22.
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Além disso, com a finalidade de favorecer a convergéncia da solugao, é comum
utilizar a versao normalizada do vetor responsavel por prover a direcao de
maximo declive, isto é, recomenda-se a admissao do versor associado ao vetor

oposto ao gradiente, como explana a Equagao 7-23.

\ = (7-23)

Assim, ao definir tanto uma determinada taxa de aprendizado p (,u € Ri)
quanto um dado palpite inicial da solucao =°® (E' e Rf XS), é possivel obter
uma solugao aproximada =* (E* c RS XS), onde esta, por sua vez, minimiza a
funcao de perda. Em detalhes, por intermédio de uma versao escalada do vetor
oposto ao gradiente ¥ (i = 1,2,...,s), pode-se avangar de maneira iterativa
na direcao de minimo e, eventualmente, obter a solu¢ao capaz de minimizar a

funcao de perda, como reitera a Equacao 7-24.

v, (-24)
Finalmente, ao levar em conta os passos previamente detalhados como um

todo, é exequivel implementar todos os algoritmos apresentados ao longo do

Capitulo 3 desta tese.

7.5
Produto Interno e Externo

Notavelmente, como foi explorado no Capitulo 3, existe um vasta riqueza
tedrica e pratica atrelada tanto ao produto interno matricial quanto ao produto
externo matricial. Em particular, péde-se apreciar a abundancia conceitual
vinculada ao conceito de norma vetorial, assim como relacionar decomposi¢oes
matriciais com a estatistica. Desse modo, é relevante investigar de forma
detalhada os referidos produtos objetivando obter uma melhor compreensao
dos mesmos. Mais especificamente, visa-se explorar tais produtos quando
matrizes detentoras de uma unica coluna sao admitidas. Assim, ao assumir
um vetor genérico v (v € R"), onde este contém uma certa quantidade de
amostras n (n € N*), é possivel obter o produto interno matricial associado

a matriz coluna considerada, como apresenta a Equacao 7-25.
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U1
T V2 o
Iy =V V=|u vy --- vn] => v (7-25)
k=1
Un

Observe que o produto interno matricial dado pela Equagao 7-25 degenera no
habitual produto interno vetorial, mostrando, por sua vez, a relacao intima
entre o produto interno e a norma euclidiana. Complementarmente, baseado
na analise tensorial, pode-se acessar o produto externo matricial atrelado a

matriz coluna previamente descrita, como expoe a Equacao 7-26.

U1 V11 V12 -+ U1Un
V2 VU1 V2Uz -+ VaUp
T
ﬁv =Vv = . [Ul Vo Up| = . . . . (7_26>
Un, VpU1 UVpUz -+ Uplp

Por inspe¢do, uma vez que os niimeros reais gozam da propriedade comutativa
da multiplicacao, pode-se constatar que a matriz dada pela Equagao 7-26 ¢é
simétrica. Salienta-se também que, ao manipular adequadamente vetores e
matrizes, é possivel extrair a partir do produto interno matricial e do produto
externo matricial estimativas de parametros estatisticos, tais como média,
desvio padrao e variancia. Finalmente, contanto que os produtos explorados
sejam bem definidos, explica-se que a admissdao de matrizes retangulares

distintas pode ser considerada.
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