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APÊNDICE A 
TESTE DE MALHA 

Para que haja uma confirmação de que a malha utilizada não está 

influenciando na solução obtida no problema e, para que se possa chegar a sua 

otimização, foram testadas quatro malhas retangulares não uniformes. Com este 

objetivo, inicialmente, foram realizados testes, para o escoamento, utilizando-se 

todas as malhas e, posteriormente, utilizando apenas, duas das quatro malhas 

testadas, foram feitos novos testes incluindo energia, reações químicas e 

poluentes. 

As malhas utilizadas e suas dimensões estão contidas na Tabela A.1 

 

Malha Dimensão 
(volumes de controle) 

01 148 x 26 
02 192 x 40 
03 236 x 48 
04 282 x 58 

Tabela A.1 – Dimensões das malhas computacionais utilizadas. 

 

No início, para os testes de escoamento, foram utilizadas as malhas 01, 02 

e 03. A comparação foi feita através de perfis de função de corrente obtidos para 

cada malha. Os perfis foram obtidos ao longo da direção axial (R= 0,128m) e 

radial (x= 0,38m). 

As Figuras A.1 e A.2 mostram a comparação dos perfis de função de 

corrente ao longo da direção axial e radial respectivamente. 

 

 
Figura A.1 – Perfis de função de corrente (R= 0.128m). 
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Figura A.2 – Perfis de função de corrente (x= 0.38m). 

 

Ao analisar estes gráficos pode-se perceber, pela pequena concordância 

entre as curvas correspondentes às três primeiras malhas, que se fazia 

necessário construir uma malha ainda mais refinada que a malha 03. Foi gerada 

então a malha 04 (tendo suas curvas já inseridas nas Figuras A.1 e A.2), para, 

novamente, serem feitas comparações com os perfis de velocidade, agora 

somente entre as malhas 03 e 04.  

As Figuras A.3 e A.4 mostram, então, a comparação dos perfis de função 

de corrente ao longo da direção axial e radial respectivamente. 

 

 
Figura A.3 – Perfis de velocidade (R= 0.128m) para as malhas 03 e 04. 
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Figura A.4 – Perfis de velocidade (x= 0.38m) para as malhas 03 e 04 

 

A partir destas figuras pode-se notar, agora, uma concordância entre as 

curvas que pode ser considerada satisfatória. 

Considerando-se os resultados obtidos entre malhas 03 e 04, foram feitos 

com estas malhas, novos testes incluindo-se os modelos de energia, reações 

químicas e radiação, depois ainda outros, adicionando-se a modelagem de 

poluentes. 

Para a comparação, nesta fase, foram obtidos os perfis de concentração 

do CO2, incluindo-se, então, o modelo de poluentes, perfis de concentração de 

NO como também perfis de temperatura. 

No caso do CO2 são apresentados perfis em duas posições ao longo da 

direção axial (R= 0.128m e R= 0). Vide Figura A.5 e A.6. 

 

 
Figura A.5 – Perfis de concentração de CO2 (R= 0.128m) para as malhas 03 e 04. 
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Figura A.6 – Perfis de concentração de CO2 (R= 0) para as malhas 03 e 04. 

  

As Figuras A.7 e A.8, a seguir,comparam os perfis  de CO2 ao longo da 

direção radial em duas posições, ao longo da direção radial (x= 0,25m e x= 

1,7m). 

 

 
Figura A.7 – Perfis de concentração de CO2 (R= 0,25m) para as malhas 03 e 04. 

 

 

Figura A.8 – Perfis de concentração de CO2 (x= 1.7) para as malhas 03 e 04. 
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No caso do NO são apresentados perfis também em duas posições ao 

longo da direção axial (R= 0m e R= 0,128) e duas posições, ao longo da direção 

radial (x= 0,25m e x= 1,7m).  

As Figuras A.9 e A.10 comparam os perfis de NO ao longo da direção 

axial. 

 

 
Figura A.9 – Perfis de concentração de NO (R= 0m) para as malhas 03 e 04. 

 

 
Figura A.10 – Perfis de concentração de NO (R= 0,128) para as malhas 03 e 04. 

 

As Figuras A.11 e A.12 comparam os perfis de NO ao longo da direção 

radial. 
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Figura A.11 – Perfis de concentração de NO (x= 0,25) para as malhas 03 e 04. 

 

É possível perceber até aqui que existe concordância satisfatória para os 

perfis apresentados entre as malhas 03 e 04.  Dois parâmetros importantes 

estão sendo abordados (perfis de velocidade e concentração de espécies 

químicas), é válido ainda, verificar a concordância para perfis de temperatura. 

 

 
Figura A.12 – Perfis de concentração de NOx (x= 1,7 m) para as malhas 03 e 04. 

 

Para os perfis de temperatura são apresentados gráficos referentes a 

posições ao longo da direção axial (R= 0m e R= 0,128m) e duas posições, ao 

longo da direção radial (x= 0,38m e x= 1,7m). 

As Figuras A.13 e A.14 comparam os perfis de temperatura ao longo da 

direção axial. 
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Figura A.13 – Perfis de temperatura (R= 0 m) para as malhas 03 e 04. 

 

 
Figura A.14 – Perfis de temperatura (R= 0,128 m) para as malhas 03 e 04. 

 

Pode-se perceber, por meio da análise destes gráficos, ao longo da 

direção axial, grande concordância entre as curvas.  

 

As Figuras A.15 e A.16 comparam os perfis de temperatura ao longo da 

direção radial. 

  

 
Figura A.15 – Perfis de temperatura (x= 1,7 m) para as malhas 03 e 04. 
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Figura A.16 – Perfis de temperatura (x= 0,25 m) para as malhas 03 e 04. 

  

Com o objetivo de obter-se resultados satisfatórios, do ponto de vista da 

confiabilidade, a partir da análise comparativa entre as curvas para as malhas 03 

e 04, observou-se, em todos os gráficos, uma razoável concordância entre as 

mesmas, permitindo a escolha da malha 03, que requer um menor esforço 

computacional. 
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APÊNDICE B 
SOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES 

A técnica utilizada para resolver as equações de conservação de massa, 

quantidade de movimento, energia, espécies químicas e quantidades turbulentas 

descritas neste trabalho, é baseada em volumes de controle.  

Essa formulação consiste na divisão do domínio em volumes de controle 

discretos, na integração das equações governantes sobre cada volume de 

controle para a obtenção de equações algébricas das incógnitas discretas, e na 

solução das equações de discretização resultantes. 

Este apêndice, descreve de maneira breve, a discretização das equações 

diferenciais e as técnicas utilizadas para a resolução das mesmas. 

 
B.1 
Método de Volumes Finitos 
 

Técnica utilizada para converter as equações diferenciais de conservação 

em equações algébricas para serem resolvidas numericamente. Nesta técnica as 

equações de conservação são integradas em cada volume de controle, gerando 

uma equação de diferenças finitas, também para cada volume de controle. 

O volume de controle discreto, mostrado na Figura B1, é definido usando a 

notação semelhante à utilizada por Patankar (1980). 

 

 
Figura B.1 – Volume de controle unidimensional 

 

Na Figura, acima, está representado o ponto nodal geral, P, os seus 

pontos vizinhos leste (E) e oeste (W), as faces, a leste (e) e a oeste (w), e a 

largura do volume de controle (∆x). 
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A integração das equações de conservação é armazenada no centro do 

volume de controle. 

Nesta descrição, será considerado, para uma quantidade escalar φ , a 

situação unidimensional, em regime permanente e sem fonte (termos de 

advecção e difusão). 

Nessas condições a equação da continuidade e a equação diferencial 

podem ser expressas: 

 

( ) 0d u
dx

ρ =              (B.1) 

 

( )d du
dx dx x

δφρ φ
δ

= Γ             (B.2) 

 

onde  u representa a velocidade na direção x. 

Definindo, 

 

dJ u
dx
φρ φ= −Γ             (B.3) 

 

a  equação B.2 pode ser escrita da seguinte forma: 

 

0dJ
dx

=              (B.4) 

 

B.2 
Solução Exata 
 
  

A equação B.1 tem solução exata, quando gama é considerado constante. 

Considerando, na Figura B1, um domínio entre os pontos P e E, e assumindo 

como condições de contorno que para 0x = , Pφ φ=  e para ex xδ= , Eφ φ= , a 

solução exata é: 

 

( )

exp 1

exp 1
eP

E P

Px
x

P
δφ φ

φ φ

  − −  =
− −

           (B.5) 
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P na equação acima é o número de Peclet, que é dado por: 

 

uLP ρ
≡

Γ
             (B.6) 

 

Da Figura B.2 é descrita a variação entre φ  em relação a x para diferentes 

valores de P. Quando P=0 o problema é somente de difusão e o perfil de φ  é 

linear, se P >0 os valores de φ  sofrem forte influência do valor a montante. 

 

B.3 
Discretização 
 

Considerando a equação B.4 com o termo fonte, tem-se: 

 

dJ S
dx

=              (B.7) 

 

Integrando a equação B.7 no volume de controle, tem-se: 

 

e wJ J S x− = ∆              (B.8) 

 

A linearização do termo S, fonte, conforme Patankar (1980), C P PS S S T= +  

e utilizando o perfil exponencial da solução exata do caso particular analisado 

tem-se: 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

exp 1

exp 1

e
P E P e We w

e

w
P W w C P P

w

Pu D u
P
PD S S x
P

ρ φ φ φ ρ φ

φ φ φ

− − − −
−

− = + ∆
−

       (B.9) 

 

Nesta equação, 
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( )

( )

, ,

, ,

e e
e e ee

ee

w w
w w ww

ww

FD F u P
x D

FD F u P
x D

ρ

ρ

Γ
= = =

∂

Γ
= = =

∂

       (B.10) 

 

Assumindo agora, 

 

( ) ( )exp 1
PA P
P

=
−

          (B.11) 

 

a equação B.9 pode ser escrita da seguinte forma: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

P e e w w Pe

E e e W w w Cw

u D A P D A P S x

D A P u D A P S x

φ ρ

φ φ ρ

 + + − ∆ = 

 + + + ∆ 

      (B.12) 

 

Na forma da equação de discretização: 

 

P P E E W Wa T a T a T b= + +          (B.13) 

 

onde: 

 

( ) ( )E e e w w w w

P E W P C

a D A P a D A P F

a a a S x b S x

= = +

= + − ∆ = ∆
       (B.14) 

 

A função A(P) definida, anteriormente, pode ser reescrita como: 

 

( ) ( ) ( ),0 ,0
exp 1

P
A P P A P P

P
   = + − = + −   −

      (B.15) 

 

onde [|-P,0|] significa o máximo entre –P e 0. 
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Este esquema exponencial apresentado foi desenvolvido por Spalding 

(1972), e garante, para problemas unidimensionais, em regime permanente, a 

solução exata para qualquer valor de P e em qualquer malha. Expressões mais 

simples foram desenvolvidas com o objetivo diminuir o custo computacional. 

 

B.4 
Esquema Power-Law 
 

As expressões que envolvem este esquema desenvolvido por Patankar 

(1979) são apresentadas a seguir: 

 

( ) ,0E e e ea D A P F = + −           (B.16) 

 

( ) ,0W w w wa D A P F = +            (B.17) 

 

P E W Pa a a S x= + − ∆           (B.18) 

 

Cb S x= ∆            (B.19) 

 

A função A(P) é definida como sendo: 

 

( ) ( )50, 1 0,1A P P = −  
         (B.20) 

 

A expressão B.20 oferece um ótimo ajuste para a curva exata da solução, 

é econômica para ser utilizada e tende para os limites de interesse, isto é, perfil 

linear para P  pequeno e prevalência do valor a montante para P  grande. 

Para evitar problemas de campos oscilatórios de pressão e velocidades o 

programa utiliza malha deslocada na solução desses campos (Patankar, 1980). 

 

B.5 
Acoplamento Pressão-Velocidade 
 

A solução correta de um problema de transporte de quantidade de 

movimento será obtida quando o campo de pressão, introduzido nas equações 

de movimento, gerar velocidades que satisfaçam a equação da continuidade 
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(Maliska, 1995). Por meio de um cálculo de correção de pressão o algoritmo 

utilizado (SIMPLEC) reorganiza a equação da continuidade baseado nas 

relações entre velocidade e pressão. 

A equação da quantidade de movimento linear unidimensional discretizada 

para o volume de controle entre os pontos P e E na Figura B.1, pode ser escrita 

como: 

 

( )e e nb nb P E e
nb

a u a u b p p A= + + −∑         (B.21) 

 

Na equação acima, ae e anb são coeficientes, contendo as contribuições da 

convecção-difusão na equação de conservação da quantidade de movimento e o 

subscrito nb representa os pontos vizinhos. b, para o caso unidimensional fica: 

 

Cb S x= ∆            (B.22) 

 

A resolução da equação da quantidade de movimento somente acontecerá 

se um campo de pressão for dado ou estimado. O campo de velocidade u*, 

ainda não satisfatório, é baseado no campo de pressão p* estimado. A 

realimentação para a correção do campo de pressão acontece a partir do 

residual de massa computado através da equação da continuidade. 

O algoritmo SIMPLEC, empregado no trabalho, começa estimando um 

campo de pressão p*, que, através da equação de conservação da quantidade 

de movimento obtém um campo de velocidade u* estimado: 

 

( )* * * *
e e nb nb P E e

nb
a u a u b p p A= + + −∑         (B.23) 

 

Os campos reais para a pressão e velocidade são ditos como a soma do 

valor estimado e um valor de correção, da seguinte forma: 

 
* '

* '

u u u

p p p

= +

= +

           (B.24) 

 

Substituindo as relações acima na equação B.21 e subtraindo a equação 

B.23, chega-se a seguinte expressão: 
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( )' ' ' '
e e nb nb P E e

nb
a u a u b p p A= + + −∑         (B.25) 

 

No algoritmo SIMPLEC, o termo '
nb nb

nb
a u∑ é subtraído nos dois lados da 

equação resultando em: 

 

( ) ( ) ( )' ' ' ' '
e nb e nb nb e P E e

nb
a a u a u u p p A− = − + −∑ ∑       (B.26) 

 

Na equação utilizada para a correção do campo de pressão o termo 

( )' '
nb nb e

nb
a u u−∑  é omitido. A equação B.26 fica: 

 

( )' '
e e P Eu d p p= −   (B.27) 

 

onde: 

 

( )
e

e
e nb

Ad a a= −∑           (B.28) 

 

O balanço de massa básico, em termos de velocidade, sabendo que 
* 'u u u= +  fica: 

 

( ) ( ) ( ) ( )* ' * ' 0
e we w

A u u A u uρ ρ+ − + =        (B.29) 

 

A equação da continuidade reescrita, abaixo, pode ser resolvida para a 

correção do campo de pressão e a equação B.27 para o campo de velocidade. 
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Após resolução das equações B.30 e B.27, a velocidade e a pressão são 

atualizadas nas expressões em B.24. 

O procedimento iterativo utilizado pelo algoritmo SIMPLEC tem seus 

passos descritos a seguir:  

1. Estima-se o campo de pressão p* 

2. Resolve-se as equações de conservação de quantidade de movimento. 

3. Resolve-se a equação de correção de pressão 

4. Resolve-se as equações as outras variáveis (temperatura, 

concentração, radiação, entalpia, parâmetros de turbulência) 

5. Atualiza-se as propriedades do fluido 

6. Obtém-se  um novo valor para p*, retorna-se ao passo 2. 
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