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Resumo

Silva, Marcelo Santos da; Torres, David Francisco Martínez. Uma
deformação de estrutura Poisson em variedade tórica e
considerações cohomológicas. Rio de Janeiro, 2021. 63p. Tese de
Doutorado – Departamento de Matemática, Pontifícia Universidade
Católica do Rio de Janeiro.

O estudo de deformações e degenerações de estruturas de Poisson
ocupa posição especial dentro do marco clássico de análise de degenerações
de estruturas geométricas. Nesta tese como resultado principal construímos
uma deformação não trivial na qual a estrutura quadrática canônica do
espaço projetivo complexo n-dimensional é limite contínuo de estruturas
Kahlerianas. Além disso, como resultado segundário de estudos de
deformações mostramos que uma estrutura Poisson invariante numa
variedade tórica com número finito de folhas não pode ser exata na
cohomologia Poisson. Nosso estudo também inclui considerações sobre
cohomologia Poisson da estrutura quadrática canônica do espaço vetorial
complexo n-dimensional.

Palavras-chave
Degeneração; Deformação; Cohomologia de Poisson; Variedade

Tórica.
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Abstract

Silva, Marcelo Santos da; Torres, David Francisco
Martínez (Advisor). A deformation of Poisson structure
in toric variety and cohomological considerations. Rio
de Janeiro, 2021. 63p. Tese de doutorado – Departamento de
Matemática, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

The study of deformations and degenerations of Poisson structures
occupies a special position within the classical framework of analysis of
degenerations of geometric structures. In this thesis as the main result we
build a non-triavial deformation in which the canonical quadratic structure
in CPn is a continuous limit of Kahlerian structures. Furthermore, as a
secondary result of deformation studies we have shown that an invariant
Poisson structure in a toric variety with finite number of leaves cannot be
exact in Poisson cohomology. Our study also includes considerations about
Poisson cohomology of the canonical quadratic structure of Cn.

Keywords
Degeneration; Deformation; Poisson Cohomology; Toric Manifold;
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1
Introdução

Mecânica é essencialmente a área da física que estuda o movimento.
Chamamos de mecânica clássica ou mecânica newtoniana aos conceitos físicos
empregados e aos métodos matemáticos para descrever o movimento dos
corpos "macroscópicos" sob a influência de um sistema de forças, ou mais
precisamente, que obedecem as leis de Newton para o movimento. Existem
duas abordagens alternativas e equivalentes a mecânica clássica nas quais
enfatizam a energia do sistema mais do que o sistema de forças, são elas a
mecânica lagrangiana e mecânica hamiltoniana. Por vezes chamamos essas
abordagens de mecânica analítica. Enquanto que mecânica lagrangiana é
baseada em princípios variacionais e generaliza mais diretamente para o
contexto relativístico geral a mecânica hamiltoniana baseia-se diretamente no
conceito de energia e está mais intimamente ligado à mecânica quântica.

Sabemos que variedades simpléticas fornecem o cenário natural para
a formulação hamiltoniana das equações diferenciais ordinárias da mecânica
clássica, com o exemplo primário de variedade simplética sendo o fibrado
cotangente T ∗Rn de coordenadas globais (q, p) equipado com a forma
simplética canônica dq∧dp. Além disso, como uma generalização de estruturas
simpléticas, as estruturas de Poisson aparecem naturalmente na descrição
da dinâmica reduzida de sistemas mecânicos com simetrias. O estudo de
tais estruturas, ou melhor, da geometria de Poisson é um assunto antigo
que remonta à descoberta dos colchetes de Poisson. Teve um rápido
desenvolvimento nas últimas décadas devido a fortes conexões com a teoria
da quantização de deformação, teoria da singularidade, teoria de Lie, sistemas
completamente integráveis e geometria complexa generalizada. São esses
muitos links que tornam a geometria de Poisson hoje em dia um assunto central
e o que explica porque os avanços na geometria de Poisson estão fadados a ter
um impacto profundo em várias áreas diferentes.

Matematicamente, estruturas de poisson, ou ainda, variedades Poisson,
possuem a propriedade de que em cada ponto são localmente isomorfas a uma
soma direta de uma forma simplética (chamada de parte regular) com uma
estrutura de Poisson "transversal" (chamada de parte singular) na qual se
degenera no ponto em questão. Mais do que isso cada estrutura Poisson induz
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Capítulo 1. Introdução 11

uma foliação singular cujas folhas são simpléticas. Weinstein em seu artigo [1]
explicita que esta propriedade de ser suavemente decomposta em variedades
simpléticas de diferentes dimensões parece tornar as variedades de Poisson uma
estrutura apropriada para estudar um fenômeno que é bastante comum em
mecânica: se um sistema mecânico é modelado por uma variedade simplética,
então quando um parâmetro no sistema atinge um valor limite (geralmente
0 ou ∞), o sistema limite também tem uma formulação simplética, mas com
menos graus de liberdade. Exemplos de tais situações são:

1. o problema restrito de 3 corpos na mecânica celeste ;

(massa→ 0)

2. o limite do centro de orientação para uma partícula em um campo
eletromagnético;

(carga/ massa→∞)

3. o limite de vórtices discretos no movimento de fluidos incompressíveis;

(concentração de vorticidade→∞)

4. o limite clássico da mecânica quântica;

(}→ 0)

Também há exemplos em que o número de graus de liberdade permanece
o mesmo, mas a estrutura global de uma variedade simplética de grupos muda,
como no limite newtoniano da relatividade especial (c → ∞); estes também
devem ser acessíveis para estudar em termos de estruturas de Poisson.

Como vemos é rotineiro situações físicas onde a estrutura, no caso Poisson
ou simplética, depende de um ou mais parâmetros, da mesma forma situações
onde a "configuração limite" surge de forma natural e precisa ser estudada
física e matematicamente. Mais precisamente, esses dois cenários tratam-se de
deformações e degenerações de estruturas, nos exemplos citados anteriormente
de deformações/degenerações de formas simpléticas. Do ponto de vista da
geometria se considerarmos uma variedade arbitrária M e formos estudar
os espaços de estruturas Simplética/Poisson, Sympl(M)/ Poisson(M), bem
como todas "configurações limites" parece um tanto audacioso demais, tamanha
generalidade do problema. Para ilustrar essas díficuldades se restringirmos, por
exemplo, as deformações ao contexto infinitesimal este problema passa a ser
o estudo dos grupos de cohomologia de Poisson de M , para uma determinada
estrutura Π ∈ Poisson(M). Ainda assim o problema continua geral e complexo
demais, pois são poucas variedades de Poisson (não simpléticas) para as quais
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Capítulo 1. Introdução 12

a cohomologia de Poisson foi computado e mesmo quando M é compacta
determinar se tais grupos têm dimensão finita ou não já é um problema difícil
e em aberto para a maioria das estruturas de Poisson que conhecemos.

Mais geralmente, o estudo de deformações/degenarações são um marco
clássico dentro da análise do espaço de estruturas geométricas. Em outras
palavras, saber o que está no limite de tais espaços de estruturas podem
trazer entendimento mais profundo tanto sobre a variedade em questão quanto
sobre as próprias estruturas. Uma situação deste tipo é quando a estrutura na
fronteira, ou configuração limite como chamamos anteriormente, pode codificar
informações suficientes para reconstruir a estrutura original ou, pelo menos,
definir invariantes. Um exemplo paradigmático é o caso das estruturas de
contato em variedades compactas: elas degeneram em decomposições de livro
aberto com folha Weinstein e monodromia simplética. Inversamente, uma tal
decomposição de livro aberto é suficiente para reconstruir um segmento/raio
de estruturas de contato que degenera nessa decomposição. Além disso, em
dimensão três, pode-se extrair um invariante de contato através de uma certa
construção em teoria de calibre.

Um outro ponto a ser destacado é que o estudo das estruturas
degeneradas podem ser importantes por si mesmas, ou melhor, ter uma família
de estruturas geométricas pode ser útil no estudo da estrutura degenerada.
Um exemplo deste princípio, já na temática dessa tese, é o de uma estrutura
simplética que degenera em uma estrutura Poisson, em que se criam novas
folhas simpléticas. Uma vantagem aqui da perspectiva Poisson é que podemos
ver esse fenômeno como uma família de estruturas Poisson a um parâmetro,
evitando assim questões de convergência para a estrutura degenerada. Nesse
sentido, pode-se também mudar de perspectiva, e pensar em uma deformação
da estrutura Poisson na direção de uma estrutura.

Vamos a dois exemplos onde a extração uma deformação simplética
trouxe resultados interessantes. Recentemente mostrou-se que as estruturas
b2m-Poisson em variedades compactas são limites de estruturas simpléticas.
Mais precisamente, um bivetor Poisson Π sobre uma variedade M2n é
dita b2m-simplética quando for simplética sobre o complemento de uma
hipersuperfície Z e tiver forma canônica de Darboux "simples" nos pontos de
Z. Em [5] foi mostrado que neste caso quando a variedade é compacta existe
família de formas simpléticas ωε na qual coincide com a forma b2m-simplética
Π fora de uma ε-vizinhança de Z e que essa família de bivetores converge na
topologia C2k para a estrutura Poisson em questão.

Uma das questões mais fundamentais em geometria simplética é
determinar as restrições topológicas para uma variedade admitir uma estrutura
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Capítulo 1. Introdução 13

simplética. Nesse espírito, o teorema mencionado, ou ainda a extração de uma
deformação simplética, implica que qualquer variedade compacta admitindo
uma estrutura b2m-simplética também admite uma estrutura simplética e,
portanto, todas as restrições topológicas para uma variedade ser simplética
também se aplicam a uma variedade admitindo um estrutura b2m-simplética.
Mais do que isso, neste contexto em particular o objetivo ao introduzir essas
famílias é que, ao tentar definir os análogos "bm" de uma série de invariantes
básicos de variedades simpléticas e simpléticas dobradas (folded symplectic),
como volume simplético, variedades G hamiltonianas, politopos e medidas
de Duistermaat-Heckman, encontramos uma série de “infinitos” frustrantes
que são difíceis de interpretar ou eliminar, como é o caso/exemplo em [3].
Ferramentas como dessingularização são eficazes para contornar esse problema
dos "infinitos".

Outro exemplo a ser mencionado é a estrutura de Bruhat-Poisson da
órbita coadjunta regular/variedade bandeira completa K/T , essa por sua
vez é mostrada ser uma degeneração de estruturas simpléticas [6]. Com essa
degeneração em estruturas simpléticas foi possível calcular parte da homologia
Poisson da estrutura Bruhat-Poisson.

Apresentada motivações, problemas e implicações de natureza física e
geométrica sobre a temática deformações e degenerações, fica estabelecida a
necessidade de tais estudos. Nessa tese como resultado principal construímos
uma deformação na qual a estrutura quadrática canônica do espaço projetivo
complexo CPn é limite contínuo de estruturas Kahlerianas. Mais do que isso,
provamos:

Teorema 1.1 Existe uma deformação não-trivial da estrutura quadrática
canônica de CPn na qual é limite contínuo de estruturas kahlerianas. Além
disso, mostra-se que a ação do toro Tn em CPn é hamiltoniana para cada uma
dessas estruturas kahlerianas.

Como peça chave para a demonstração desse resultado nos utilizamos
do fato que o espaço projetivo pode ser obtido via duas construções já
sistematizadas, uma via GIT baseada na construção de Arlo Caine em [7]
e a outra via teorema de Delzant e redução simplética. A estratégia baseia-se
essencialmente em trabalhar com levantamentos a Cn+1. Construímos uma
combinação convexa Πt entre os bivetores quadrático canônico e o bivetores
constante canônico, indexado por um t ∈ [0, 1] (com essa orientação). Nesse
ponto verifica-se que para cada t > 0 a estrutura em questão é simplética,
além disso, a ação do toro S1 em (Cn+1 \ {0}, ωt = (Πt)−1) é hamiltoniana.
Utilizando-se da redução simplética e suas propriedades construímos família

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613099/CA



Capítulo 1. Introdução 14

de bivetores a dois parâmetros em Cn+1 nas quais descem a estruturas
kahlerianas em CPn. Através de argumentos geométricos extraímos subfamília
π̂t a 1-parâmetro na qual converge a estrutura quadrática.

Como resultado secundário e independente de estudos de deformações
mostramos que uma estrutura Poisson invariante numa variedade tórica com
número finito de folhas não pode ser exata na cohomologia Poisson. Mais
precisamente:

Teorema 1.2 Sejam ∆ ⊂ Rn polítopo de Delzant, F fan dual a ∆ e X = X∆

variedade tórica diferenciável associada. Se Π ∈ X 2(X)TC estrutura Poisson
T -invariante cujas folhas são exatamente as T -órbitas. Então [Π] 6= 0 em
H2(X,Π), ou seja, Π não é exata na cohomologia de Poisson por ela induzida.

A prova exige construções do capítulo II juntamente com resultados de
Nakanishi [8]. Além disso, ainda considerando a estrutura quadrática canônica
de Cn:

Πstd =
n∑
j=1

∂

∂zj
∧ ∂

∂zj

calculamos parte da cohomologia de Poisson de C2. Mostramos que:

Teorema 1.3 A cohomologia top H4
Pistd

(C2) é isomorfa a R4.

onde a estratégia fundamental foi reduzir o cálculo da cohomologia para
cohomologia invariante. Posteriormente mostrar que tais complexos Poisson
invariante formam um módulo livre sobre as funções invariantes.
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2
Variedades Tóricas

Neste capítulo vamos relembrar algumas definições e construções básicas
sobre variedades tóricas. O objetivo aqui será apresentar os diferentes objetos
que descrevem uma variedade tórica e as relações entre essas descrições. No
final será contruido um atlas holomorfo associado a cada politopo de Delzant,
construção essa necessária ao próximo capítulo.

2.1
Introdução as Variedades Tóricas

Para estabelecer notações e nomenclaturas:

Definição 2.1

• Chamamos de toro algébrico (complexo) n-dimensional TC ao conjunto
(C∗)n munido com a multiplicação usual dos números complexos;

• Uma ação (tórica) de um toro algébrico (C∗)n sobre uma variedade
algébrica X é uma ação induzida por um homomorfismo de grupos
ψ : (C∗)n −→ ISO(X);

• Uma variedade tórica é uma variedade algébrica irredutível X

equipada com uma ação de um toro algébrico possuindo uma órbita aberta
e densa em X.

Geralmente inclui-se na definição de variedade tórica a propriedade de
normalidade, ou seja, que o anel de coordenadas C[X] seja integralmente
fechado a seu corpo de funções regulares C(X), i.e., se P ∈ C(X) é raiz de
algum polinômio mônico com coefícientes em C[X], então P ∈ C[X].

Exemplo 2.2

1. (C∗)n e Cn são evidentemente variedades tóricas;

2. Seja C a curva plana V (X3 − Y 2) ⊆ C2. C é irredutível uma vez que
X3 − Y 2 ∈ C[X, Y ] é irredutível. A ação C∗ × C −→ C dada por

t · (x, y) = (t2x, t3y)
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Capítulo 2. Variedades Tóricas 16

é regular e possui órbita C∗ · (1, 1) = C \ {0} aberta e densa em C. Neste
caso C é variedade tórica, porém não é normal.

3. Seja A =
{
λ(1), . . . , λ(k)

}
⊂ Zn conjunto não-vazio. Induzimos uma ação

de (C∗)n em Ck relativo a A definida por:

w · (z1, . . . , zk) =
(
wλ

(1)
z1, . . . , w

λ(k)
zk
)
, para todo w ∈ (C∗)n

Seja YA o fecho de (C∗)n · (1, . . . , 1). Então YA é variedade tórica;

4. Analogamente seja A =
{
λ(1), . . . , λ(k)

}
⊂ Zn conjunto não-vazio.

Induzimos uma ação de (C∗)n em CPk−1 relativo a A definida por:

w · [z1 : . . . : zk] =
[
wλ

(1)
z1 : . . . : wλ(k)

zk
]
, para todo w ∈ (C∗)n

Seja XA o fecho de (C∗)n · [1 : · · · : 1]. Então XA é variedade tórica;

Um aspecto bastante importante de variedades tóricas que as fazem ser
um tópico especial em geometria algébrica se deve ao fato de possuirem fortes
conexões com outros objetos e até mesmo com outras áreas da matemática,
como por exemplo cones, poliedros, fans, etc, ou ainda, combinatória, álgebra
comutativa, geometria simplética e topologia. Vamos apresentar algumas
dessas conexoes de maneira breve, suficientes para as próximas seções.

2.2
Variedades Tóricas Associadas a Semigrupos

Seja S um semigrupo abeliano. Sua álgebra de semigrupo sobre C é
definida por

C[S] :=
{

k∑
i=1

aiZ
σi |k ∈ N, ai ∈ C, σi ∈ S

}

onde a multiplicação é definida por ZσZσ′ = Zσ+σ′ , com σ, σ′ ∈ S, e estendida
distributivamente. Em particular se G ⊂ S é um conjunto de geradores como
semigrupo, então {Zσ|σ ∈ G} forma um conjunto de geradores para C[S] como
C-álgebra.

Exemplo 2.3

1. Se S = (Z=0)n, então C[S] = C[z1, . . . , zn] é a C-álgebra de polinômnios
em n variáveis.

2. Se S = Zn, então C[S] = C[z±1 , . . . , z±n ] = C[z1, . . . , zn]z1···zn a C-álgebra
dos polinômios de Laurents em n varieáveis.
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Capítulo 2. Variedades Tóricas 17

Proposição 2.4 Seja S ⊂ Zn um semigrupo finitamente gerado. Então
Specm(C[S]), munida da topologia de Zariski, é uma variedade tórica afim.

Proof. [12] �

Proposição 2.5 Qualquer variedade tórica afim é equivalente a uma
variedade tórica afim da forma Specm(C[S]) para algum semigrupo S ⊂ Z
finitamente gerado.

Proof. [12] �

2.3
Fans

Definição 2.6

• Um cone (poliedral convexo) em Rn é um conjunto da forma:

C = {a1v1 + · · ·+ arvr ∈ Rn|a1, . . . , ar > 0}

onde o conjunto finito {v1, . . . , vr} é chamado de geradores do cone C;

• Um cone C ⊂ Rn é dito racional se possui um conjunto {v1, . . . , vk} ⊂
Zn de geradores. Se, além disso, tal conjunto G for parte de uma Z-base
de Zn dizemos que C é suave;

• O dual do cone C ⊂ Rn é definido por:

C∗ = {f ∈ (Rn)∗|f(x) > 0,∀x ∈ C}

• Uma face do cone C ⊂ Rn é: ou o próprio C ou um conjunto C ∩Hf ,
onde f ∈ C∗ \ {0} e Hf := {x ∈ Rn|f(x) = 0};

• Um cone C ⊂ Rn é chamado de fortemente convexo se {0} for uma
face de C, ou equivalentemente, se C ∩ (−C) = {0};

Notemos que se C ⊂ Rn for cone, então sob as operações de adição
e multiplicação por escalar usuais em Rn, temos que C é semigrupo. Para
evidenciar esse fato denotaremos C por SC .

Proposição 2.7 Sejam C e C ′ cones racionais. Se C for uma face de C ′,
então o mapa induzido Specm(C[Sc]) −→ Specm(C[SC′ ]) é injeção aberta para
a topologia de Zariski.

Proof. [12] �
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Definição 2.8 Um fan em Rn é uma coleção finita F = {Cλ}λ∈Γ de cones
racionais fortemente convexos satisfazendo:

• Toda face de todo cone C ∈ F pertente a F ;

• A interseção de quaisquer 2 cones de F é uma face comum de ambos
cones;

Um fan F é dito suave se todos seus cones são suaves. O suporte de F é
definido como a união |F| de seus cones. Um fan F em Rn é dito completo
quando |F| = Rn.

2.4
Variedades Tóricas Associadas a Fans

A partir da última proposição e dos resultados precedentes, fica bem
visto que dado um fan F em Rn temos associados a cada um de seus cone
C ∈ F uma variedade tórica afim XC := Specm(C[SC ]), na qual duas dessas
variedades afins XC e XC′ são identificadas vias injeções abertas XC∩C′ ↪→ XC

e XC∩C′ ↪→ XC′ . Definimos assim a variedade algébrica:

XF :=
( ⋃
C∈F

XC

)
/ ∼

A ação tórica de cada XC é compatível com a identificação induzida nas
faces. Desta forma há uma ação tórica bem definida sobre XF na qual
X{0} = Specm(C[Z±1

1 , . . . , Z±1
n ]) = (C∗)n ↪→ XF possui imagem aberta e

densa. Desta forma, a cada fan F de Rn induz uma (C∗)n-variedade tórica.

{fans F em Rn} −→ {(C∗)n-Variedades Tóricas}

F 7→ XF

Exemplo 2.9

1. Sejam {e1, . . . , en} a base canônica de Rn e e0 := −e1−· · ·−en. Para cada
coleção I = {ei1 , . . . , eik} ⊂ {e0, e1, . . . , en} definimos CI = Ci1...ik como
o cone fortemente convexo em Rn gerado pelo conjunto {ei1 , . . . , eik}. É
fácil ver que a seguinte coleção é um fan:

F := {CI}I⊂{e0,...,en} ∪ {C}

onde C = {0}. As construções nos levam a XF = CPn.
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2. Seja {e1, . . . , en} a base canônica de Rn. Para cada I = {ei1 , . . . , eik} ⊂
{±e1, . . . ,±en} definimos CI = Ci1...ik como o cone fortemente
convexo em Rn gerado pelo conjunto {ei1 , . . . , eik}. A coleção F :=
{CI}I⊂{e0,...,en} ∪ {C}, onde C = {0}, forma um fan com XF = CP1 ×
· · · × CP1 = (CP1)n

Uma vez que cada variedade tórica XF é a colagem de variedades tóricas
afins normais, resuta-se que XF é normal tendo em vista que normalidade
é uma propriedade local. A próxima proposição justica o porquê geralmente
assumisse normalidade na definição de variedade tórica.

Proposição 2.10 (Classificação das Variedades Tóricas Normais)
Qualquer variedade torica normal X é equivalente a uma variedade tórica da
forma XF para algum fan em Rn, onde n é a dimensão do toro agindo em X.

Como uma consequencia imediata temos a equivalência:

{fans F em Rn} ∼= {(C∗)n-Variedades Tóricas Normais}

Novamente, é por causa da natureza dessas classificações que usualmente
adiciona-se normalidade ao conceito de variedádes tóricas.

Proposição 2.11 Seja P a envoltória convexa em Rn do conjunto A ={
λ(1), . . . , λ(k)

}
⊂ Zn e seja XA a variedade tórica associada a A. Então existe

uma bijeção entre as faces do politopo P e as (C∗)n-órbitas em XA dadas por: faces do
politopo P

 −→
 (C∗)n -órbitas

em XA


F 7−→ X0(F )

onde X0(F ) = {[u] ∈ XA | ∀λ : uλ = 0⇔ λ /∈ F}.
Proof. [12] �

Exemplo 2.12
Sejam A = {(0, 0), (1, 0), (0, 1)} ⊂ Z2 e ∆ o politopo proveniente da

envoltória convexa de A. Sabemos que associado a A temos a variedade tórica
XA = fecho de {[1 : w2 : w3] ∈ CP2 : w1, w2 ∈ C∗} = CP2.

Figura 2.1: Fan
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Vamos verificar a bijeção entre faces de P e (C∗)2-órbitas de XA = CP2.
O conjunto A ⊂ Z2 dá origem a uma ação tórica φ : (C∗)2 × C3 −→ C3 dada
por (w1, w2) · (z1, z2, z3) = (z1, w1z2, w2z3) na qual age linearmente e induz a
seguinte decomposição:

C3 '
⊕
λ∈Zn

C3
λ

λ ∈ Z2 temos C3
λ := {z ∈ C3 : w · z = wλz, ∀w ∈ (C∗)2}.

C3
(0,0) = {z ∈ C3 : (z1, w1z2, w2z3) = (z1, z2, z3),∀w ∈ (C∗)2} =

= C× {0} × {0}

C3
(1,0) = {z ∈ C3 : (z1, w1z2, w2z3) = w1(z1, z2, z3),∀w ∈ (C∗)2} =

= {0} × C× {0}

C3
(0,1) = {z ∈ C3 : (z1, w1z2, w2z3) = w2(z1, z2, z3),∀w ∈ (C∗)2} =

= {0} × {0} × C

Logo C3 = C3
(0,0)

⊕C3
(1,0)

⊕C3
(0,1). As correspondências são:

• F0 := P  X0(F0) = {[z1 : z2 : z3] ∈ CP2 : z1, z2, z3 ∈ C∗}

• F1  X0(F1) = {[z1 : 0 : z3] ∈ CP2 : z1, z3 ∈ C∗}

• F2  X0(F2) = {[0 : z2 : z3] ∈ CP2 : z2, z3 ∈ C∗}

• F3  X0(F3) = {[z1 : z2 : 0] ∈ CP2 : z1, z2 ∈ C∗}

• F12 := {(0, 1)} X0(F12) = {[0 : 0 : z3] ∈ CP2 : z3 ∈ C∗}

• F13 := {(0, 0)} X0(F12) = {[z1 : 0 : 0] ∈ CP2 : z1 ∈ C∗}

• F23 := {(1, 0)} X0(F12) = {[0 : z2 : 0] ∈ CP2 : z2 ∈ C∗}

2.5
Fans Associados a Polítopos

O termo polítopo é hoje em dia um termo amplo que cobre uma
vasta classe de objetos e várias definições aparecem na literatura matemática.
Muitas dessas definições não são equivalentes entre si, resultando em diferentes
conjuntos de objetos sendo chamados pelo mesmo nome de polítopos. Desta
forma, antes de começarmos essa seção vamos a um esclarecimento de
nomenclatura que será útil tanto nessa como na próxima seção.
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Definição 2.13 Um conjunto ∆ ⊂ Rn será chamado de polítopo se for
descrito como a envoltória convexa de um número finito de pontos de Rn.
Nesse caso, podemos caracterizar ∆ como a interseção finita (e minimal) de
semiespaços ⋂ki−1 fi((−∞, ai)), onde fi é função linear. Chamamos os vértices
de 0-faces, as arrestas de 1-faces, e assim por diante. As (n − 1)-faces serão
chamadas de facetas.

Podemos de forma natural associar a cada polítopo ∆ um fan. Para isso,
sejam ∆ ⊂ Rn um politopo e f : Rn −→ R linear. Chamamos de face suporte
de f ao conjunto supp∆(f) := {x ∈ ∆ : f tem mínimo em x}. Se F for uma
face de ∆, então definimos o cone:

CF,∆ := {f ∈ (Rn)∗ : supp∆(f) = F}

Sem grandes dificuldades pode-se verificar que CF,∆ é um cone fortemente
convexo, conforme definido nas seções precedentes. Mais do que isso, pode-se
checar que F∆ := {CF,∆}F face de ∆ forma um fan completo. Por ∆ ⊂ Rn e F∆

ser fan em (Rn)∗, chamamos F∆ de fan dual a ∆. Podemos ainda considerar o
caso em que ∆ possui a origem como ponto interior, assim definimos o polítopo
dual:

∆∗ := {f ∈ Rn : f(v) ≥ −1, ∀v ∈ ∆}

Algumas implicações imediatas são:

• ∆∗ ⊂ (Rn)∗ é polítopo e suas faces geram os cones de F∆;

• ∆ é racional, então ∆∗ e F∆ são racionais;

• ∆ é suave, então ∆∗ e F∆ são suaves;

Devemos ter em mente que nem todos os fans provém de polítopos.
Politopos que admitem o mesmo fan dual podem ser geometricamente
diferentes, por exemplo, faces correspondentes podem ter diferentes volumes
relativos, mas seus dados combinatórios são os mesmos.

Exemplo 2.14 Seja ∆ ⊂ Rn o n-simplex dado pela emvoltória convexa da
base canônica {f1, . . . , fn} juntamnete com a origem f0 := 0. Identificamos
Rn ' (Rn)∗ canônicamente. Notemos que para cada j em {0, 1, . . . , n} a
faceta F (n−1)

j = Env Conv {f0, . . . , f̂j, . . . , fn}, onde o acento circunflexo indica
omissão, está associado ao cone fortemente convexo 1-dimensional

CFj , ∆ =

R>0 fj, se j = 1, . . . , n

R>0 e0, se j = 0
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onde e0 := −f1 − · · · − fn. Analisando o restante das faces de ∆ podemos
perceber que o fan dual associado F∆ é exatamente o fan do exemplo 1 da
seção 2.4, ou seja, o politopo ∆ está associado ao fan completo F∆ que por sua
vez está associado a variedade tórica XF∆ = CPn.

2.6
Descrição Cartas-Tóricas (Poliedros)

Definição 2.15 Um polítopo ∆ ⊂ Rd é chamado de Delzant se satisfaz:

• simplicidade, ou seja, existem exatamente d arrestas encontrando cada
vértice;

• racionalidade, ou seja, para cada vértice v de ∆ as arrestas adjancentes
a v são da forma v + tui, t ≥ 0, onde ui ∈ Zn;

• suavidade, ou seja, para cada vértice v de ∆, os ui’s correspondentes
podem ser escolhidos de modo a {u1, . . . , ud} ser uma Z-base de Zn;

Seja T um grupo de Lie abeliano de dimensão n com t = Lie(T ). Dado
∆ ⊂ t∗ politopo de Delzant, fixamos uma enumeração de suas facetas ((n −
1)-faces) {F (n−1)

1 , . . . , F
(n−1)
d }. Consequentemente existirão {u1, . . . , ud} ⊂ t,

correspondendo biunivocamente as facetas de ∆, e λ1, . . . , λd ∈ R de modo
que:

∆ = {ν ∈ t∗ : 〈ν, uk〉+ λk > 0, ∀k = 1, 2, . . . , d}

Para cada face F de ∆ seja SF ⊂ {1, . . . , d} o conjunto de índices j tais que
F ⊂ F

(n−1)
j . Desta forma podemos associar o cone:

cone{us : s ∈ SF} := CF :=
∑
j∈SF

R≥0uj = {
∑
j∈SF

ajuj : aj ≥ 0}

Observemos que Σ := {CF}F⊂∆face é cone dual a ∆ em t. Notemos também
que ordenando parcialmente as faces de ∆ e os cones de Σ pela inclusão, temos
bijeção que reverte ordenação:

{faces de ∆} 1−1−→ {cones de Σ}

F 7−→ cone{us : s ∈ SF} = CF

∆ 7−→ {0}

De fato, se F ′ ⊂ F são faces de ∆, portanto SF ⊂ SF ′ e assim CF ⊂ CF ′ . Em
particular F (n−1)

j 7→ cone{uj} e vértices 7→ cones n-dimensionais. Observemos
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Figura 2.2: Polítopo e Fan

que com a escolha de um produto interno em t, os elementos {u1, . . . , ud}
podem ser considerados como vetores normais as facetas de ∆ apontando para
dentro via a identificação induzida de t com t∗.

Seja Σ = Σ∆ fan dual ao politopo ∆. Analogamente as seções
precendentes vamos construir variedade torica suave e compacta X∆ = X(Σ)
associada ao fan Σ.

Definimos a aplicação R-linear p : Zd → t na qual ej 7→ uj, para
j = 1, . . . , d, e denotamos da mesma forma p : Cd → tC sua extensão complexa.
A menos de renomeação dos vetores u′js a plicação p é unicamente determinada
pelo fan F . Seja n ⊂ Rd o kernel de p : Rd → t e seja nC = ker

(
p : Cd → tC

)
sua complexificação. Além disso, associado a nC ⊂ Cd temos o subgrupo de
Lie complexo NC ⊂ TdC.

Como um grupo de Lie complexo NC é isomorfo a Td−nC . Se o cone gerado
por {u1, . . . , un} for n-dimencional em Σ

Para cada S ⊂ {1, . . . , d} seja:

(C0)S : = {z = (z1, . . . , zd) ∈ Cd : zj = 0 ⇐⇒ j /∈ S}

= {z = (z1, . . . , zd) ∈ Cd : zj 6= 0 ⇐⇒ j ∈ S}

Para d = 1 as T-órbitas serão a origem (C0)∅ = {0} e seu complemento
(C0){1} = C∗. Tomando-se "produto" fica claro que a associação S ⊂
{1, . . . , d} 7→ (C0)S ⊂ Cd é uma beijeção entre o conjuntos das partes de
{1, . . . , d} e o conjuntos das T-órbitas. Um fato importante a ser destacado é
que o fecho de (C0)S é a união de todos (C0)S′ onde S ′ ⊂ S.

UΣ :=
⋃
S∈A

(C0)S ⊂ Cd

onde A := {S ⊂ {1, . . . , d} : Sc = SF para alguma face F de ∆}.
A := {S ⊂ {1, . . . , d} : cone{us : us /∈ S} ∈ Σ}.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613099/CA



Capítulo 2. Variedades Tóricas 24

Proposição 2.16 UΣ é subconjunto aberto de Cd na qual NC age livremente.

Proof. [7] �

Corolário 2.17 Se F é o fan dual de ∆, então XΣ := UΣ/NC é variedade
complexa suave com uma ação do toro complexo TC ' TdC/NC.

A partir de agora vamos construir atlas de X(Σ) formado de cartas
holomorficas associado aos vértices de ∆.

Proposição 2.18 Dado V ∈ ∆ vértice, associado a V temos CV = cone{us :
s ∈ SV } ∈ Σ e seja UV = ⋃

S (C0)S, onde a união é sobre todos os
S ⊂ {1, . . . , d} de modo que Sc ⊂ SV , ou ainda, que cone{us : s /∈ S} seja face
de CV . Então:

1. UV /NC é aberto em X(Σ);

2. {UV /NC : CV é um cone n-dimensional de Σ} é cobertura aberta de
X(Σ);

3. Para cada V ∈ ∆ vértice existe φV : UV /NC −→ Cn carta holomorfa;

Portanto:
{(φV ,UV /NC)}V ∈∆ vértice

é atlas holomorfo de X(Σ).

Proof.

1. Seja CV = cone{us : s ∈ SV } cone n-dimensional. Vamos mostrar que
UΣ \ UV é fechado. Notemos que

UΣ \ UV =
⋃
S∈A

(C0)S (2.1)

onde A é a coleção de subconjuntos S ⊂ {1, . . . , d} tais que o cone{us :
s /∈ S} ∈ Σ, mas não é face do cone CV . Assim, se Sc * SV , então
qualquer conjunto contendo Sc também não vai estar contido em Sc,
então o fecho de (C0)S está na união (2.1). Portanto UΣ \ UV é a
união finita de conjuntos fechados, consequentemente UV /NC é aberto
em X(Σ).

2. Sendo Σ fan completo para cada cone n-dimensional (fortemente
convexo) existe ao menos um 1-cone que não o intersepta. Portanto os
conjuntos UV , com V vértices, formam uma cobertura de UΣ.
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3. Seja CV ∈ Σ cone n-dimensional associado ao vértice V . Por simplicidade
vamos assumir CV = cone{u1, . . . , un}. Por definição temos UV = {z ∈
Cd : zj 6= 0, j = n + 1, . . . , d}. Seja AV ∈ Mat(n × d − n,R) dada
por un+l = ∑n

j=1Ajluj = 0 para l = 1, . . . , d − n. Lembremos que a
parametrização NC ' Td−nC induz a ação:

ζ · z := (z1ζ
A11
1 · · · ζA1 d−n

d−n , . . . , znζ
An1
1 · · · ζAn d−nd−n , zn+1ζ1, . . . , zdζd−n)

Então a aplicação quociente UV −→ UV /NC tem a seginte forma:

(z1, . . . , zd) 7−→ [z1z
−A1 1
n+1 . . . z

−A1 d−n
d : · · · : znz−Ad−n 1

n+1 . . . z
−Ad−n d−n
d : 1 : · · · : 1]

A aplicação UV /NC −→ UV dada por [w1 : · · · : wn : 1 : · · · :
1] 7→ (w1, · · · , wn, 1, · · · , 1) é claramente uma seção local trivializante
do NC-fibrado UΣ −→ X(Σ). Portanto, com a projeção adeguada temos
carta local:

φV : UV /NC −→ Cn

�

Exemplo 2.19 Utilizando a construção precendente vamos construir atlas
holomorfo associado ao seguinte politopo de Delzant:

Figura 2.3: Polítopo de Delzant

Para cada vértice de ∆ temos associado carta holomorfa:

• V0 = (0, 0) ∈ ∆ SV0 = {1, 2} CV0 = cone{u1, u2}
AV0 := {S ⊂ {1, 2, 3, 4} : Sc ⊂ SV0} = {{3, 4}, {1, 3, 4}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}}

UV0 =
⋃

S∈AV0

(C0)S = (C0){3,4} ∪ (C0){1,3,4} ∪ (C0){2,3,4} ∪ (C0){1,2,3,4}

= {0} × {0} × C∗ × C∗ ∪ C∗ × {0} × C∗ × C∗ ∪

{0} × C∗ × C∗ × C∗ ∪ C∗ × C∗ × C∗ × C∗

= C× C× C∗ × C∗

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613099/CA



Capítulo 2. Variedades Tóricas 26

AV0 ∈Mat(2× 2,R) 

u3 + (1.u1 + 1.u2) = 0

u4 + (0.u1 + 1.u2) = 0
 AV0 =

1 0
1 1



– Projeção: UV0 → UV0/NC; (z1, z2, z3, z4) 7→ [z1z
−1
3 : z2z

−1
3 z−1

4 : 1 : 1]
– Seção: UV0/NC → UV0 é dada por [w1 : w2 : 1 : 1] 7→ (w1, w2, 1, 1)
– Carta φV0 : UV0/NC → C2 é dada por

[z1 : z2 : z3 : z4] 7−→ (z1z
−1
3 , z2z

−1
3 z−1

4 )

• V1 = (0, 2) ∈ ∆ SV1 = {2, 3} CV1 = cone{u2, u3}
AV1 := {S ⊂ {1, 2, 3, 4} : Sc ⊂ SV1} = {{1, 4}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}}

UV1 =
⋃

S∈AV1

(C0)S = (C0){1,4} ∪ (C0){1,2,4} ∪ (C0){1,3,4} ∪ (C0){1,2,3,4}

= C∗ × {0} × {0} × C∗ ∪ C∗ × C∗ × {0} × C∗ ∪

C∗ × {0} × C∗ × C∗ ∪ C∗ × C∗ × C∗ × C∗

= C∗ × C× C× C∗

AV1 ∈Mat(2× 2,R) 

u1 + (1.u2 + 1.u3) = 0

u4 + (1.u2 + 0.u3) = 0
 AV1 =

1 1
1 0



– Projeção: UV1 → UV1/NC; (z1, z2, z3, z4) 7→ [1 : z2z
−1
1 z−1

4 : z3z
−1
1 : 1]

– Seção: UV0/NC → UV0 é dada por [1 : w2 : w3 : 1] 7→ (1, w2, w3, 1)
– Carta φV1 : UV1/NC → C2 é dada por

[z1 : z2 : z3 : z4] 7−→ (z2z
−1
1 z−1

4 , z3z
−1
1 )

• V2 = (1, 1) ∈ ∆ SV2 = {3, 4} CV2 = cone{u3, u4}
AV2 := {S ⊂ {1, 2, 3, 4} : Sc ⊂ SV2} = {{1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 2, 3, 4}}

UV2 =
⋃

S∈AV2

(C0)S = (C0){1,2} ∪ (C0){1,2,3} ∪ (C0){1,2,4} ∪ (C0){1,2,3,4}

= C∗ × C∗ × {0} × {0} ∪ C∗ × C∗ × C∗ × {0} ∪

C∗ × C∗ × {0} × C∗ ∪ C∗ × C∗ × C∗ × C∗

= C∗ × C∗ × C× C

AV2 ∈Mat(2× 2,R) 

u1 + (−1.u3 + 1.u4) = 0

u2 + (0.u3 + 1.u4) = 0
 AV2 =

−1 0
1 1


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– Projeção: UV2 → UV2/NC; (z1, z2, z3, z4) 7→ [1 : 1 : z3z1 : z4z
−1
1 z−1

2 ]
– Seção: UV2/NC → UV2 é dada por [1 : 1 : w3 : w4] 7→ (1, 1, w3, w4)
– Carta φV2 : UV1/NC → C2 é dada por

[z1 : z2 : z3 : z4] 7−→ (z3z1, z4z
−1
1 z−1

2 )

• V3 = (0, 1) ∈ ∆ SV3 = {1, 4} CV3 = cone{u1, u4}
AV3 := {S ⊂ {1, 2, 3, 4} : Sc ⊂ SV3} = {{1, 4}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}}

UV3 =
⋃

S∈AV3

(C0)S = (C0){1,4} ∪ (C0){1,2,4} ∪ (C0){1,3,4} ∪ (C0){1,2,3,4}

= {0} × C∗ × C∗ × {0} ∪ C∗ × C∗ × C∗ × {0} ∪

{0} × C∗ × C∗ × C∗ ∪ C∗ × C∗ × C∗ × C∗

= C× C∗ × C∗ × C

AV3 ∈Mat(2× 2,R) 

u2 + (0.u3 + 1.u4) = 0

u3 + (−1.u3 + 1.u4) = 0
 AV2 =

0 −1
1 1



– Projeção: UV3 → UV3/NC; (z1, z2, z3, z4) 7→ [z1z
−1
3 : 1 : 1 : z4z2z

−1
3 ]

– Seção: UV3/NC → UV3 é dada por [w1 : 1 : 1 : w4] 7→ (w1, 1, 1, w4)
– Carta φV3 : UV3/NC → C2 é dada por

[z1 : z2 : z3 : z4] 7−→ (z1z
−1
3 , z4z2z

−1
3 )
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3
Cohomologia de Poisson

Neste capítulo vamos definir cohomologia de Poisson sobre uma
variedade e linca-la com a cohomologia de DeRham. Definiremos estrutura
Poisson-tórica e apresentaremos alguns exemplos. Ao final mostraremos alguns
resultados sobre a não-exatitude de tais estruturas na cohomologia de Poisson.
Considerações cohomológicas serão feitas sobre H∗Πstd((C)n), onde Πstd é
estrutura quadrática canônica.

3.1
Definição da Cohomologia de Poisson

A cohomologia de Poisson foi introduzida por Lichnerowicz em [14], a
peça fundamental para sua definição é o seguinte lema.

Lemma 3.1 Sejam (M,Π) variedade Poisson e A ∈ Xk(M) um k-campo de
vetores. Então:

[Π, [Π, A]] = 0

Proof. Por um lado, usando a identidade de Jacobi graduada do colchete de
Schouten para Π ∈ X2(M) e A ∈ Xk(M) temos:

(−1)k−1[Π, [Π, A]]− [Π, [A,Π]] + (−1)k−1[A, [Π,Π]] = 0

por outro, usando a anticomutatividade graduada temos [A,Π] =
−(−1)k−1[Π, A] e, consequêntemente, [Π, [Π, A]] = −1

2 [A, [Π,Π]]. Agora
como Π é estrutura poisson [Π,Π] = 0, portanto, [Π, [Π, A]] = 0. �

Para cada bivetor Π sobre uma variedade M podemos definir um
operador R-linear dΠ = d∗Π : X∗(M) −→ X∗+1(M) sobre os espaços de
multi-campos de M da seguinte forma:

dΠ(A) := dkΠ(A) := [Π, A],∀A ∈ Xk(M)

Lema (3.1.1) nos garante que se Π for Poisson dΠ é um operador
diferenciável no sentido que dΠ ◦ dΠ = 0 o que conrresponde a uma complexo
de cocadeias (X∗(M), dΠ):

· · · −→ Xk−1(M)
dk−1

Π−→ Xk(M)
dkΠ−→ Xk+1(M) −→ · · ·
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chamado de complexo de Lichnerowicz. A cohomologia deste complexo
é, por definição, a cohomologia de Poisson:

Hk
Π(M) =

ker
(
dkΠ : Xk(M) −→ Xk+1(M)

)
Im

(
dk−1

Π : Xk−1(M) −→ Xk(M)
)

3.2
Interpretação da Cohomologia de Poisson

• 0-grupo de cohomologia H0
Π(M):

O 0-grupo de cohomologia de Poisson H0
Π(M) é o grupo formado pelas

funções f ∈ C∞(M) de modo que dΠ(f) = [Π, f ] = −Xf = 0. Em outras
palavras, H0

Π(M) é o espaço das funções Casimir de Π, ou seja, o espaço
das integrais primeiras associadas a foliação simplética. Texto
• 1-grupo de Cohomologia H1

Π(M):

O primeiro grupo de cohomologia de Poisson H1
Π(M) é o quociente

do espaço dos campos de vetores Poisson, ou seja, que satisfazem
[Π, X] = 0, pelo espaço dos campos de vetores hamiltonianos, ou seja,
dos campos X ∈ X1(M) da forma X−f = [Π, f ]. Os campos vetoriais
Poisson são automorfismos infinitesimais das estruturas de Poisson,
enquanto os campos vetoriais hamiltonianos podem ser interpretados
como automorfismos infinitesimais internos. Assim, H1

Π(M) pode ser
interpretado como o espaço de automorfismos infinitesimais externos de
Π.
• 2-grupo de Cohomologia H2

Π(M):

O segundo grupo de cohomologia de Poisson H2
Π(M) é o quociente

do espaço dos bicampos Λ que satisfazem [Π,Λ] = 0 pelo espaço dos
bicampos da forma Λ = [Π, Y ] para algum Y ∈ X1(M). Se [Π,Λ] = 0 e ε
é um parâmetro (infinitesimal) formal, então Π+εΛ satisfaz a identidade
Jacobi até os termos da ordem ε2

[Π + εΛ,Π + εΛ] = ε2[Λ,Λ] = 0 mod ε2

Portanto, pode-se ver Π + εΛ como uma deformação infinitesimal de Π
no espaço de tensores de Poisson. Por outro lado, até os termos da ordem
ε2, Π + ε[Π,Λ] é igual a (φεY )∗Π, onde φεY é o fluxo de Y no tempo ε.
• 3-grupo de Cohomologia H3

Π(M):

O terceiro grupo de cohomologia de Poisson H3
Π(M) pode ser

interpretado como o espaço de obstruções à deformação formal. Suponha
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que tenhamos uma deformação infinitesimal Π + εΛ, ou seja, [Π,Λ] = 0.
Então, a priori Π+εΛ satisfaz a identidade de Jacobi apenas em módulo
ε2.Para fazê-lo satisfazer a identidade de Jacobio módulo ε3, temos que
adicionar um termo ε2Λ2 tal que

[
Π + εΛ + ε2Λ2,Π + εΛ + ε2Λ2

]
= 0 mod ε3 (3.1)

A equação a resolver é 2 [Π,Λ2] = −[Λ,Λ]. Essa equação pode ser
resolvida se, e somente se, a classe de cohomologia de [Λ,Λ] em H3

Π(M)
seja trivial. Similarmente, se (3.1) já estiver satisfeito

[
Π + εΛ + ε2Λ2 + ε3Λ3,Π + εΛ + ε2Λ2 + ε3Λ3

]
= 0 mod ε4

temos que garantir que a classe de cohomologia de [Λ,Λ2] em H3
Π(M) se

anule, e assim por diante.

O tensor Poisson Π é um cociclo no complexo Lichnerowocz. Se a classe
de cohomologia de Π em H2

Π(M) é zero, ou seja, existe um campo de vetores
Y ∈ X1(M) de modo que [Π, Y ] = Π, então Π é chamada estrutura de
Poisson exata. Vamos agora a relação entre a cohomologia de De Rham e
cohomologia Poisson.

3.3
Cohomologia de Poisson vs Cohomologia de De Rham

Sabemos que uma estrutura Poisson Π sobre uma variedadeM induz um
mapa entre fibrados:

Π# : T ∗M −→ TM

na qual associa a cada covetor α ∈ T ∗M um único vetor Π#(α) ∈ TM de
modo que:

〈α ∧ β,Π〉 = 〈β,Π#(α)〉,∀β ∈ T ∗M

Este homomorfismo entre fibrados é um isomorfismo se, e somente se, Π
é não-degenerado, ou seja, simplético. Tomando-se potências exteriores da
aplicação a cima podemos estende-la ao homomorfismo

Π# : ΛkT ∗M −→ ΛkTM

e consequêntemente a uma aplicação C∞(M)-linear entre as seções:

Π# : Ωk(M) −→ Xk(M)
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Esta última aplicação por sua vez traz a ligação entre as cohomologias de De
Rham e Poisson no seguinte lema.

Lemma 3.2 Sejam (M,Π) variedade Poisson e Π# : Ω∗(M) −→ X∗(M) mapa
entre as seções. Então:

Π#(dη) = −[Π,Π#(η)] = −dΠ(Π#(η)) (3.2)

Em outras palavras o seguinte diagrama é anticomutativo.

· · · d // Ωk−1(M) d //

Π#

��

Ωk(M)

Π#

��

d // Ωk+1(M) d //

Π#

��

· · ·

· · · dΠ// Xk−1(M) dΠ // Xk(M) dΠ // Xk+1(M) dΠ // · · ·

Proof. A prova se dá via indução sobre o grau de η e usando a regra de
Leibniz do colchete de Schouten. �

Sem grandes dificuldades podemos perceber que lema (3.3.1) garante
mapa entre entre as cohomologias:

Π# : Hk
DR(M) −→ Hk

Π(M)

Um observação importante a ser feita aqui é quando o bivetor Poisson
Π for não-degenerado, ou seja, quando Π# : T ∗M −→ TM for isomorfismo,
nesse caso fica evidente pelo diagrama que Hk

Π(M) ' Hk
DR(M).

Novamente, como mencionado na introdução, em geral o cálculo da
cohomologia de Poisson para estruturas não-simpléticas é algo díficil demais e
em aberto para a maioria das estruturas, tal dificuldade é resultado da carência
de técnicas gerais como existem para a cohomologia de De Rham. Um dos
teoremas provados nessa tese é exatamente o cálculo da cohomologia top de
Cn para a estrutura quadrática canônica.

3.4
Não-exatidão da estrutura Poisson-tórica

Definição 3.1 Seja TC toro algébrico complexo e seja X variedade tóric
compacta e suave para ação ρ : TC y X. Dizemos que um bivetor Poisson
real TC-invariante π ∈ X2(X)TC é uma estrutura Poisson-tórica se as folhas
simplética de π são exatamente as TC-órbitas.

Lemma 3.3 Sejam ∆ ⊂ Rn politopo de Delzant, F fan dual a ∆ e
X = X(Σ) = X∆ variedade tórica diferenciável associada. Então X possui
subvariedade tórica Z equivariante a CP1.
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Proof. Seja A uma aresta de ∆ com V1 e V2 vértices adjacentes a A. A
cada vértice está associada uma carta φVj e um aberto coordenado Uj ⊂
X(Σ) difeoformo a Cn. A identificação induzida pela aresta A nos abertos
coordenados induz identificação em Cn t Cn resultando num CP1. �

Teorema 3.2 Sejam ∆ ⊂ Rn politopo de Delzant, F fan dual a ∆ e X =
X∆ variedade tórica diferenciável associada. Seja Π ∈ X 2(X)TC estrutura
Poisson T -invariante cujas folhas são exatamente as T -órbitas, ou seja, Π
é Poisson-tórica. Então [Π] 6= 0 em H2(X,Π), ou seja, Π não é exata na
cohomologia de Poisson por ela induzida.

Proof.
Suponhamos [Π] = 0 em H2(X,Π), ou seja, que exista campo de vetores

Y ∈ X1(X) tal que dΠ(Y ) = [Π, Y ] = Π. Desta forma, temos LY (Π) = [Y,Π] =
−Π. Por F ser completo, temos X é variedade compacta e fluxo φY é completo,
logo:

γ(s) : = (φY−s)∗Π ∈ X1(X),∀s ∈ R

γ′(s) = d

dt

∣∣∣∣∣
t=s

(φY−s)∗Π = −(φY−s)∗Π = −γ(s)

o que chegamos a γ′(s) = −γ(s), ou ainda, γ(s) = e−sγ(0) = e−sΠ. Trocado s
por −s chegamos então:

(φYs )∗Π = esΠ,∀s ∈ R

o que, em particular, mostra que o posto de Π é constante ao longo do fluxo
de Y . Se considerarmos decomposição de X via posto de Π vemos que o fluxo
está numa componente dessa decomposição, mas tal componente é união finita
de folhas, logo Y é tangente a elas e consequentemente tangente as folhas de
Π(= TC-órbitas). Lema 3.3 garante que existe Z ⊂ (X,Π) subvariedade tórica
(união de TC-órbitas) de modo que Z é equivariante a CP1. Pelo que verificamos
inicialmente (Z,Π|Z) é subvariedade tórica de X.

Y |Z ∈ X2(Z)

Π|Z ∈ X2(Z)
 d|Z(Y |Z) = Π|Z

Isso significa que temos uma estrutura Poisson-tórica exata Π′ ∈ X2(CP1), ou
seja, que existe Y ′ ∈ X1(CP1) de modo que [Π′, Y ′] = Π′. Por invariancia,
temos que Π′ = λΠstd, λ ∈ R, mas Arlo Caine provou que [Πstd] 6= 0 em
H2

Πstd(CP
1). Portanto [Π] 6= 0 em H2(X,Π). �
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3.5
Cohomologia Poisson e Cohomologia Invariante em C

3.5.1
Da cohomologia para cohomologia invariante

Seja C dotado da estrutura quadrática canônica Π = −2izz∂z ∧ ∂z.
Nakanishi em [8] calculou as cohomologias:

H0
Π(C) ' R, H1

Π(C) ' R2, H2
Π(C) ' R

utilizando fatoração polinomial e séries de potência. Nessa tese, usando uma
estratégia alternativa, vamos provar o seguinte teorema.

Teorema 3.3 A cohomologia top H4
π(C2) é isomorfo a R4.

O mais relevante aqui é a maneira como vamos computar tal cohomologia
de Poisson, no caso utilizando-se da cohomologia invariante. Genericamente,
sabemos que se ρ : G y M for ação de um grupo G sobre uma variedade M
a comutatividade entre a diferencial de formas com o pullback, em particular
ρ∗g(df) = d(ρ∗g(f)), ∀g ∈ G, garante a passagem a um subcomplexo das formas
invariantes:

· · · −→ Ωk−1(M)G −→ Ωk(M)G −→ Ωk+1(M)G −→ · · ·

Analogamente, Π ∈ X2(M)G ser bivetor Poisson ρ-invariante garante a
comutatividade entre a diferencial dΠ e o pushforward de multicampos, pois:

dπ((ρg)∗X) = [π, (ρg)∗X] = [(ρg)∗π, (ρg)∗X]

= (ρg)∗[π,X] = (ρg)∗dπ(X)

Restringindo o complexo de multicampos aos multicampos invarienates essa
comutatividade nos possibilita passagem ao subcomplexo de multicampos
ρ-invariantes e, consequentemente, a cohomologia de Poisson invariante:

· · · −→ Xk−1(M)G −→ Xk(M)G −→ Xk+1(M)G −→ · · ·

Hk
Π(M)G

Vamos decompor teorema (3.5.1) em dois passos:

1. Qualquer P ∈ X2(C2) é Poisson cohomologo a um Q ∈ X2(C2)T2 ;

2. H4
Π(C2)T2 é isomorfo a R4;
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Proposição 3.4 Seja M variedade munida de uma ação ρ : S1 y M

juntamente com um bivetor Poisson S1-invariante Π ∈ X2(M)S1 na qual é
invertível sobre um aberto denso S1-invariante U ⊂ M . Sejam σ o inverso
simplético sobre U e γ := ιV σ ∈ Ω1(M), onde V é campo infinitesimal da
ação. Se P ∈ Xk(M) é dΠ-fechado de modo que ιγ(P |U) ∈ Xk−1(M) se estende
a um multicampo diferenciável em todo M , então P é Poisson cohomologo a
um multicampo Q ∈ Xk(M)S1.

Proof. A filosofia desta prova basea-se na construção de um operador
homotópico no complexo de multicampos, essa construção é fortemente
motivada pela teoria de DeRham invariante. Vamos ao caso de formas primeiro.
Seja α ∈ Ωk(U), considere sua média:

Av(α) = 1
2π

� 2π

0
ψ∗tαdt ∈ Ωk(U)S1

onde ψt é o fluxo de V . Definindo caminho de formas δ(t) := α−ψ∗tα notemos
que:

α− 1
2π

� 2π

0
ψ∗tαdt = 1

2π

� 2π

0
δ(t)dt

Evidentemente esse caminho se anula em t = 0 e pelo teorema fundamental
do cálculo vale que:

δ(t) =
� t

0
δ′(s)ds

pela fórmula de Cartan

δ′(s) = d

ds
ψ∗sα = ψ∗s(−LV α) = ψ∗s(−dιV α− ιV dα)

= d(−ψ∗s ◦ ιV )α + (−ψ∗s ◦ ιV )dα

Pelo fato que a integração comuta com a diferencial exterior obtemos a
igualdade:

α− Av(α) = 1
2π

� 2π

0

� t

0
(d(−ψ∗s ◦ ιV )α + (−ψ∗s ◦ ιV )dα) ds dt

=
(
d ◦ 1

2π

� 2π

0

� t

0
(−ψ∗s ◦ ιV )ds dt

)
α +

(
1

2π

� 2π

0

� t

0
−(ψ∗s ◦ ιV )ds dt ◦ d

)
α

na qual obtemos uma homotopia de cadeia entre o operador identidade e o
operador média

I− Av = dK +Kd, K =
(

1
2π

� 2π

0
dt

)
◦
(� t

0
ds

)
◦ (−ψ∗s ◦ ιV ) (3.3)

O que fazemos agora é transferir o operador K : Ω•(U) −→
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Ω•−1(U) para o complexo de Poisson (U,Π). Para isso nos utilizaremos do
C∞(U)-isomorfismo Π# : Ω•(U) −→ X•(U), cuja inversa denotaremos por σ#.
Essa transferência se dá via a comutatividade do seguinte diagrama:

Ω•(U) d // Ω•(U)

π#

��
X•(U) dΠ //

σ#

OO

X•(U)

Através desse diagrama portanto podemos reescrever (3.2) ao nível de
multicampos:

I−
(
π# ◦ Av ◦ σ#

)
= π# ◦ dK ◦ σ# + π# ◦Kd ◦ σ# =

= dπ ◦
(
π# ◦K ◦ σ#

)
+ +

(
π# ◦K ◦ σ#

)
◦ dπ

Para finalizar a prova precisamos garantir que os operadores acima,
definidos em X•(U), sejam restrições de operadores em X•(M).

Para o caso de π# ◦ Av ◦ σ#, vamos verificar que é a restrição a menos
de sinal do operador média para multicampos Av : X•(M) −→ X•(M)S1 :

Av(P ) = 1
2π

� 2π

0
ψt∗Pdt = − 1

2π

� 2π

0
ψ−t∗Pdt

Para isso precisamos fazer duas observações: o primeiro é que os isomorfismos
de fibrados π# e σ# comutam com a integração. O segundo é que tanto π#

como σ# são T2-invariantes, logo:

σ (ψ∗t ·, ψ∗t ) = σ(·, ·)⇔ σ (·, ψ∗t ·) = σ
(
ψ∗−t·, ·

)
⇔ ψ∗t ◦σ# = σ#◦ψ∗−t ⇔ π#◦ψ∗t ◦σ# = ψ∗−t

portanto

π# ◦ Av ◦ σ# = π# ◦
(

1
2π

� 2π

0
ψ∗t dt

)
◦ σ# = 1

2π

� 2π

0
π# ◦ ψ∗t ◦ σ#dt = −Av

Precisamos agora analizar o outro operador π#◦K◦σ#. EspandindoK obtemos

π#◦K◦σ# =
(
π# ◦

(
1

2π

� 2π

0
dt

)
◦ σ#

)
◦
(
π# ◦

(� t

0
ds

)
◦ σ#

)
◦
(
π# ◦ (−φ∗s ◦ ιV ) ◦ σ#

)

usando novamente a comutatividade entre a integração e o isomorfismo de
fibrados obtemos que os dois primeiros operadores são exatamente:

1
2π

� 2π

0
dt,

� t

0
ds
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operadores de integração definidos espaço de caminhos de multicampos
parametrizados por [0, 2π] e [0, t], respectivamente. Claramente são operadores
definidos em todo X•(M).

O terceiro operador

π# ◦ (−ψ∗s ◦ ιV ) ◦ σ# = −ψ∗−s ◦
(
π# ◦ ιV ◦ σ#

)
= −ψ∗−s ◦ ισ#(V ) (3.4)

Notemos que σ#(V ) está definido somente em U , mas por hipótese ισ#(V )(P ) =
ιγ(P ) se estende a todo M . Além disso, por U ser denso e P ser dΠ-fechado,
existe Q ∈ Xk−1(M) de modo que:

P − (−Av(P )) = dΠ(Q), Av(P ) ∈ Xk(M)S1

�

Lema da divisão ou ainda lema de Hadamard para funções diferenciáveis
em Rn diz que o ideal das funções que se anulam na origem é gerado pelas
funções coordenadas:

f(x) = x1g1(x) + · · ·+ xngn(x), gi(x) ∈ C∞(Rn)

A prova é essencialemente aplicar o teorema fundamental do cálculo para
o segmento de reta ligado a origem ao ponto genêrico. Os fatores gi’s na
decomposição são o resultado da aplicação de operadores integrais e diferenciais
que dependem suavemente de parâmetros diferenciáveis. Precisamos de uma
versão do lema de divisão onde a origem é substituída por uma família
apropriada de subespaços através da origem. A dependência diferênciável dos
parâmentros é a peça chave da demonstração.

Lemma 3.4 Seja f(z, w) ∈ C∞(C2) tal que se anula na união dos dois eixos
complexos. Identificando C2 ' R4 via z = (x, y) e w = (u, v), então f pertence
ao ideal gerado por {xu, xv, yu, yv}.

Proof. Seja f(z, w) como no enunciado. Fixamos (x0, y0, 0, 0) sobre o eixo-z.
Consideremos p(u, v) ∈ C∞(C) dada por

p(u, v) := f(x0, y0, u, v), (u, v) ∈ R2

Por hipótese, p(0, 0) = 0 e, desta forma, aplicando lema da divisão sobre p
obtemos:

p(u, v) = uq1(u, v) + vq2(u, v), q1, q2 ∈ C∞(C).

Como mencionado anteriormente o lema da divisão depende suavemente
dos parâmentros, no caso de x0 e y0. Isso significa que obtemos a seguinte
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decomposição:
f = ug1 + vg2, g1, g2 ∈ C∞

(
C2
)

Afirmamos que g1(0, 0, u, v) = g2(0, 0, u, v) = 0. O motivo dessa relação está
no que g1(0, 0, u, v) e g2(0, 0, u, v) dependerem do valor f ao longo do segmento
de reta ligando a origem ao ponto (0, 0, u, v). Aplicando novamente lema da
divisão a cada gi(x, y, u0, v0) resulta

f = ug1 + vg2 = u (xh1 + yh2) + v (xh3 + yh4) = uxh1 + uyh2 + vxh3 + vyh4

onde hi ∈ C∞ (C2), o que prova o lema. �

Teorema 3.5 A inclusão do complexo Poisson invariante no complexo
Poisson

X3(C2)T2 d //

i
��

X4(C2)T2

i
��

X3(C2) dΠ // X4(C2)

induz um isomorfismo i : H4
Π(C2)T2 ' H4

Π(C2).

Proof. Primeiramente, vamos verificar que os operadores dΠ e Av, Av(X) :=
− 1

2π

� 2π
0 ψ−t∗Xdt com X ∈ X•(C2), comutam.

(Av ◦ dΠ)(X) = Av([Π, X]) = − 1
2π

� 2π

0
(ψ−t)∗([Π, X])dt = − 1

2π

� 2π

0
[Π, (ψ−t)∗X)]dt =

= [Π,− 1
2π

� 2π

0
(ψ−t)∗Xdt] = (dΠ ◦ Av)(X)

onde mais uma vez usamos a T2-invariância de Π. Verificada a comutatividade,
vamos então provar que i : H4

Π(C2)T2 −→ H4
Π(C2) é injetiva. Dado P ∈

X4(C2)T2 de modo que [P ] = 0 em H4
Π(C2), logo existe Q ∈ X3(C2) tal que

P = dΠ(Q). Pelo que verificamos inicialmente:

P = Av(P ) = Av(dΠ(Q)) = dΠ(Av(Q))

o que mostra que [P ] = 0 em H4
Π(C2)T2 .

Agora, vamos a parte mais trabalhosa da prova, i é sobrejetiva.
Precisamos mostrar que se P ∈ X4(C2), então existem Q ∈ X4(C2)T2 e
R ∈ X3(C2) tais que:

P = Q+ dΠ(R)
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o que em palavras diz que qualquer elemento de X4(C2) é Poisson cohomólogo
com algum elemento de X4(C2)T2 . Seja P = p ∂/∂x∧ ∂/∂y∧ ∂/∂u∧ ∂/∂v ∈ X4(C2).
Para a notação não ficar sobrecarreagada vamos escrever os multivetores com
sub-indices, logo P = p ∂x,y,u,v. Definimos as funções e os multicampos:

p0 := p(0, 0, 0, 0), p1 := p(x, y, 0, 0)−p0, p2 := p(0, 0, u, v)−p0, p3 := p−p0−p1−p2

Pj := pj∂x,y,u,z, j = 0, . . . , 3

O teorema estará provado uma vez que verificarmos que cada Pj, j = 0, . . . , 3,
for Poisson cohomólgo com multicampos invariantes. Observe que p = p0 +
p1 + p2 + p3 e as 4 componentes pj’s possuem as seguintes propriedades:

• p0 é constante;

• p1 depende somente das variáveis x e y e se anula na origem;

• p2 depende somente das variáveis u e v e se anula na origem;

• p3 se anula na união dos dois eixos complexos;

Pois bem, notemos que ∂x,y,u,v ∈ X4(C2)T2 e que a função constante p0 é
T2-invariante, logo:

P0 := p0 ∂x,y,u,v ∈ X4(C2)T2

Para seguir a analise de cada Pj precismoa expressar dΠ sobre campos
de trivetores:

dΠ : X3(C2) −→ X4(C2)

f∂x,u,v + g∂y,u,v 7→ ((x2 + y2)(∂xf + ∂yg)− 2xf − 2yg)∂x,y,u,v
h∂x,y,u + l∂x,y,v 7→ ((u2 + v2)(∂uh+ ∂vl)− 2uh− 2vl)∂x,y,u,v

(3.5)

Vamos modificar P1 = p1∂x,y,u,v por um cobordo apropriado. Aplicando
lema da divisão para p1(x, y, u, v) (para as coordenadas x, y) obtemos:

p1 = xm+ yn, m, n ∈ C∞(C)

Seja R1 := 1
2m∂x,u,v + 1

2n∂y,u,v. Então equação (3.5) implica que:

P1 + dΠ(R1) =
(
p1 − xm− yn+ 1

2(x2 + y2)(∂xm+ ∂yn)
)

=

= 1
2(x2 + y2)(∂xm+ ∂yn)∂x,y,u,v

(3.6)

Queremos verificar se estamos nas hipóteses de aplicar o operador de
média com relação à ação sobre o primeiro fator. O campo vetorial fundamental
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para esta ação é o campo vetorial rotacional:

V1 = −y∂x + x∂y

A forma simplética inversa de Π em C2 \ {(z, w) : zw = 0} é:

σ = − 1
x2 + y2dx ∧ dy −

1
u2 + v2du ∧ dv

e sua contração com o campo de vetor rotacional V1 é:

ιV1σ = − 1
x2 + y2 (xdx+ ydy) ∈ Ω1(C2 \ {(z, w) : zw = 0})

Portanto, os campos multivetores de grau 4 cuja contração com V1 se estende
a um campo vetorial de grau suave em C2 é o submódulo

(
x2 + y2

)
X4
(
C2
)

Pela relação (3.6) temos P1 +dΠ(R1) ∈ (x2 + y2)X2(C2). Aplicando proposição
(3.4), existe T1 ∈ X3(C2) de modo que

P1 + dΠ(R1) + dΠ(T1) = P1 + dΠ (R1 + T1) = Av1 (p1 + dΠ (R1))

onde Avj é o operador média com relação a ação S1 sobre o j fator complexo.
Nossa última observação é que o multicampo P1 + dΠ(R1) não depende das
variáveis reais u e v, portanto é invariante a ação de S1 sobre o segundo fator
complexo. Logo

P1 + dπ (R1 + T1) = Av1 (P1 + dπ (R1)) = Av (P1 + dπ (R1)) ∈ X4
(
C2
)T

Portanto P1 é Poisson cohomologo a um multicampo T2-invariante.
De forma inteiramente analoga analizamos P2 = p2 ∂x,y,u,v e produzimos

R2 + T2 ∈ X3(C2) de modo a termos:

P2 + dπ (R2 + T2) = Av2 (p2 + dπ (R2)) = Av (p2 + dπ (R2)) ∈ X4
(
C2
)T2

Portanto, novamente, P2 é Poisson cohomologo a um multicampo
T2-invariante. Vamos agora analizar o último caso.

Para mostrar que P3 = p3 ∂x,y,u,v é Poisson cohomólo a um 4-vetor
invariante, vamos fazer isso em duas etapas. Pelo lema (3.4) podemos escrever:

p3 = xul1 + xvl2 + yl3 + yvl4 = x (ul1 + vl2) + y (ul3 + vl4)
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Para o primeiro passo definimos:

W1 = 1
2 (ul1 + vl2) ∂x,u,v + 1

2 (ul3 + vl4) ∂y,u,v

por (3.4)

P3 + dπ (W1) = 1
2
(
x2 + y2

)
(u (∂xl1 + ∂yl3) + v (∂xl2 + v∂yl4)) ∂x,y,u,v

O segundo passo é definir:

W2 = 1
2κ1∂x,u,v+

1
2κ2∂y,u,v, κ1 = 1

2
(
x2 + y2

)
(∂xl1 + ∂yl3) , κ2 = 1

2
(
x2 + y2

)
(∂xl2 + v∂yl4)

e novamente por (3.4)

P3 + dπ (W1 +W2) = 1
4
(
x2 + y2

) (
u2 + v2

)
l5∂x,y,u,v, l5 ∈ C∞

(
C2
)

A partir dessa última ralação podemos aplicar a P3 +dπ (W1 +W2) o operador
de homotopia que o leva para sua média

P3 + dπ (W1 +W2 +W3) = Av1 (P3 + dπ (W1 +W2)) , W3 ∈ X3
(
C2
)

Segue-se que:

Av1
((
x2 + y2

) (
u2 + v2

)
X4
(
C2
))
⊂
(
u2 + v2

)
X4
(
C2
)

então podemos aplicar a Av1 (P3 + dπ (W1 +W2)) operador homotpia na qual
leva a sua média:

P3 + dπ (W1 +W2 +W3 +W4) = Av2 ◦ Av1 (P3 + dπ (W1 +W2)) =

= Av (P3 + dπ (W1 +W2)) ∈ X4
(
C2
)T2

o que mostra que P3 é cohomólogo com elemento invariante.
�

3.5.2
O complexo invariante e funções no quadrante positivo

Os campos de multivetores em C2 são um módulo livre com respeito a
uma base canônica associada às coordenadas fixas. Para ter certeza de que a
redução do cálculo da cohomologia de Poisson ao complexo invariante é útil,
deve-se mostrar que o complexo invariante simplifica o cálculo da cohomologia
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de Poisson. Esse fato é consequência de duas propriedades:

• Os campos de multivetores invariantes são um módulo livre sobre as
funções invariantes (com o referêncial canônico);

• As funções invariantes são os pull back das funções no quadrante positivo
de R2, e essa identificação simplifica o cálculo explícito da cohomologia
invariante.

Lemma 3.5 Ambos X3(C2)T2 e X4(C2)T2 são módulos livres sobre C∞(C2)T2.

Proof. Primeiramente notemos que ∂x,y e ∂u,v são T2-invariantes, logo ∂x,y,u,v
também será. Portanto:

X3(C2)T2 = {f ∂x,y,u,v : f ∈ C∞(C2)T2}

o que certamente é um C∞(C2)T2-modulo livre, com base {∂x,y,u,v}.
Sejam Ej campo de Euler sobre o j-ésimo fator complexo, j = 1, 2, e Vj

seu respectivo campo de vetores rotacionado (J(Ej) = Vj). Notemos que:

Π = E1 ∧ V1 + E2 ∧ V2

∂x,y,u,v = 1
(x2 + y2) (u2 + v2)∂E1,V1,E2,V2

Os campos de vetores de Euler e rotacional são S1-invariantes, logo também
os são quaisquer de seus produtos wedges. Afirmamos que podemos usar esses
produtos wedges para produzir um referêncial global de trivetores invariantes,
a saber:

W1 := 1
u2 + v2∂V1,E2,V2 , W2 := 1

u2 + v2∂E1,E2,V2 , W3 := 1
x2 + y2∂E1,V1,V2 , W4 := 1

x2 + y2∂E1,V1,E2

(3.7)

em outras palavras vamos provar que dado P ∈ X3(C2)T2 existem
fj ∈ C∞(C2)T2 , j = 1, 2, 3, 4, tais que:

P =
4∑
j=1

fj Wj

Com efeito, seja P ∈ X3(C2)T2 . Por P ser campo de trivetores em C2 segue
que:

P = g1∂y,u,v + g2∂x,u,v + g3∂x,y,v + g4∂x,y,u, gi ∈ C∞
(
C2
)

Podemos reescrever P como

P = (g2∂x + g1∂y) ∧ ∂u,v + (g4∂u + g3∂v) ∧ ∂x,y
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Por P ser T2-invariante and

• ∂x,y e ∂u,v serem T2-invariantes;

• (ρg)∗(g2∂x + g1∂y) ∈ spanR{∂x, ∂y}, para todo g ∈ T2;

• (ρg)∗(g4∂u + g3∂v) ∈ spanR{∂u, ∂v}, para todo g ∈ T2;

segue-se que:

g2∂x + g1∂y, g4∂u + g3∂v ∈ X1(C2)T

Afirmamos que

g2∂x + g1∂y = h1E1 + h2V1, hi ∈ C∞(C2)T

A primeira observação a ser feita é que g2∂x+ g1∂y é S1-invariante com relação
a ação ao primeiro fator complexo, isso implica que esse campo de vetores deve
se anular ao longo do eixo w. Aplicando lema da divisão sobre cada gi resulta:

g1 = xl1 + yl2, g2 = xn1 + yn2, li, ni ∈ C∞
(
C2
)

logo:
g2∂x + g1∂y = (xl1 + yl2) ∂x + (xn1 + yn2) ∂y. (3.8)

No complementar do eixo w os campos E1 e V1 formam um referêncial
tangênte as translações do eixo w. Portanto em C2 \ {z = 0}:

g2∂x + g1∂y = q1E1 + q2V1

Por causa que E1 e V1 são invariantes e linearmente independentes, q1, q2 ∈
C∞(C2 \ {z = 0})S1 . Vamos trabalhar sobre o hiperplano {y = 0}. A partir de
(3.7) obtemos em (C2 \ {z = 0}) ∩ {y = 0} a igualdade entre as funções

xq1 = xl1, −xq2 = xn1 =⇒ q1 = l1, q2 = −n1.

Por causa que l1 e n1 são definidos em todo {y = 0}, logo q1 e q2 também o
são. Por último, como qi são S1-invariantes

qi(x, 0, u, v) = qi(−x, 0, u, v)

e por resultados clássicos [Smooth functions invariant under the action of a
compact Lie group] resulta que

(x, y, u, v) 7→ qi(
√
x2 + y2, 0, u, v)
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pertence a C∞(C)T2 . Em outras palavras mostramos que qi ∈ C∞(C \ {w =
0})T2 se estende a gi ∈ C∞(C2)T2 .

�

Lema (3.10) garante que

X3(C2)T2 dΠ //

��

X4(C2)T2

��

C∞(C2)4 dΠ // C∞(C2)T2

Uma simplificação adicional vem de um resultado clássico que identifica
funções invariantes definidas em C2 com funções definidas no quadrante
positivo em R2 [9]. Seja

ρ : C2 → R2, (z, w) 7→ (zz̄, ww̄)

e seja N ⊂ R2 quadrante positivo. Observe que a imagem de ρ é exatamente
N . Aqui lembremos que uma função f = f(t1, t2) : N → R é diferenciável
se for a restrição de alguma função definida num aberto de R2 contendo N .
Então:

ρ∗ : C∞(N) −→ C∞(C2)

é uma bijeção sobre a imagem C∞(N)C2 .

Lemma 3.6 Tranferindo o complexo de Poisson para funções invariantes em
N ,

(C∞(C2)T2)4 dΠ // C∞(C2)T2

(ρ∗)−1

��
C∞(N)4 dΠ //

ρ∗

OO

C∞(N)

o operador dΠ toma forma de

(f, g, h, l) 7→ −t21∂t1g − t22∂t2l

Proof. A primeira aplicação, o pull back ρ∗, toma forma de

(f, g, h, l) 7→ (f(x2+y2, u2+v2), g(x2+y2, u2+v2), h(x2+y2, u2+v2), l(x2+y2, u2+v2))

Sabemos que X3(C2)T2 ' (C∞(C2)T2)4. Como a estrutura de Poisson
padrão em C é o produto wegde dos campos de vetor de Euler e rotacional, o
produto wegde dessas duas famílias de campos de vetor são automaticamente
cociclos de Poisson. Portanto, para calcular a diferença de Poisson da tupla
acima, devemos calcular os Hamiltonianos de
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(
f (x2 + y2, u2 + v2)

u2 + v2 ,
g (x2 + y2, u2 + v2)

u2 + v2 ,
h (x2 + y2, u2 + v2)

x2 + y2 ,
h (x2 + y2, u2 + v2)

u2 + v2

)

e então o produto wegde com cada hamiltoniano com o campo multivetor
de grau 3 correspondente.

d

(
f(x2 + y2, u2 + v2)

u2 + v2

)
= 2x∂t1f
u2 + v2dx+ 2y∂t1f

u2 + v2dy + +2u∂t1f(u2 + v2)− f2u
(u2 + v2)2 du+

+ 2v∂t1f(u2 + v2)− f2v
(u2 + v2)2 dv,

E sua hamiltoniana é

2x(x2 + y2)∂t1f
u2 + v2 ∂y−

2y(x2 + y2)∂t1f
u2 + v2 ∂x+

2u∂t1f(u2 + v2)− f2u
u2 + v2 ∂v−

2v∂t1f(u2 + v2)− f2v
u2 + v2 ∂u,

Aqui temos que cunhar com R1 ∧ E2 ∧ R2. As primeiras duas somas já são
múltiplos de R1 e as duas últimas somas são tangentes a ∂u,v. Portanto, o que
temos é um cociclo de Poisson. A situação para g é diferente porque temos o
produto wedge E1 ∧ E2 ∧R2, e o resultado é:

−2
(
x2 + y2

)
∂t1g∂x,y,u,v

Portanto o operador dΠ torna-se:

(f, g, h, l) 7→
(
−2t21∂t1g − 2t22∂t2l

)
�

Proof. Teorema 3.6
Pelos resultados provados anteriormente apenas precisamos calcular o

quociente de C∞(N) pelo ideal gerado pelas funções t21 e t22. Afirmamos que
esse quociente é isomorfo a R4 e possui como base as funções

1, t1, t2, t1t2

Com efeito, seja p ∈ C∞(N). Definimos:

p0 = p(0, 0), p1 = p (t1, 0)−p0, p2 = p (0, t2)−p0, p3 = p− (p0 + p1 + p2)

e mais uma vez temos p = p0 + p1 + p2 + p3. Novamente aplicando lema da
divisão e lema (3.8) podemos escrever

p = p0 + t1l1 + t2l2 + t1t2l3, li ∈ C∞(N)
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Vamos repetir a mesma decomposição, mas agora para l1, l2 e l3 e reagrupar
os termos para obter:

p = p0 + a1t1 + a2t2 + t21m1 + t1t2m2 + t22m3, mi ∈ C∞(N)

onde p0, a1 e a2 são constantes. Fazendo o mesmo para função m2 resulta em

p = p0 + a1t1 + a2t2 + a3t1t2 + t21n1 + t22n2, ni ∈ C∞(N)

onde a3 é também constante, o que finaliza a prova do teorema.
�

Terminamos esse capítulo com algumas especulações sobre o cálculo
completo da cohomologia de Poisson de (Cn,Π), usando nossos métodos:

1. Pode-se recuperar os resultados de Nakanishi sobre H•Π(C) com nossa
abordagem. Os cociclos de grau zero são funções constantes; Para o
cálculo de H1 verifica-se imediatamente se os campos vetoriais fechados
pertencem ao submódulo onde se pode aplicar o operador de homotopia
relacionado ao operador de média. O cálculo da cohomologia invariante
H•Π(C)S1 usando funções definidas na semireta positiva é imediato.

2. Em geral o teorema de Kunneth para cohomologia de De Rham não é
válido para cohomologia de Poisson. Entretando, nossa expectativa é que

H•π(Cn) ∼= H•π(C)
⊗

n

Para provar a afirmação precisaríamos:

• Generalizar o lema da divisão para funções sobre Cn o que é uma
processo padrão;
• Generalizar o Teorema (3.9) para todos os grupos de cohomologia

de Poisson. Essa é a parte mais complicada. Para caso geral a
cohomologia top parece ser canônica a generalização, porém para
os outros casos outras complicações podem aparecer;
• Generalizar lema (3.10) para multivetores em Cn

• Generalizar os cálculos do complexo induzido em módulos livres de
funções no quadrante positivo.
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4
Deformação

Neste capítulo abordaremos o problema-chave desta tese, deformações
de estruturas de Poisson sobre variedades tóricas. Como já mencionado nesse
manuscrito a partir de um espaço afim podemos extrair duas estruturas
Poisson, de um lado, como feito no capítulo 2, uma construção GIT e utilizando
bivetor quadrático obtemos estrutura Poisson-tórica sobre quociente, por outro
lado temos uma construção via teorema de Delzant e redução hamiltoniana
na qual geral estrutura simplética sobre o quociente. Nossa variedade em
questão é CPn. A estratégia baseia-se em trabalhar com levantamentos a
Cn+1. Construímos uma combinação convexa Πt entre os bivetores quadrático
canônico e o bivetores constante canônico, indexado por um t ∈ [0, 1] (com
essa orientação). Nesse ponto verifica-se que para cada t > 0 a estrutura em
questão é simplética, além disso, a ação do toro S1 em (Cn+1\{0}, ωt = (Πt)−1)
é hamiltoniana. Utilizando-se da redução simplética e suas propriedades
construímos família de bivetores a dois parâmetros em Cn+1 nas quais descem a
estruturas kahlerianas em CPn. Através de argumentos geométricos extraímos
subfamília π̂t a 1-parâmetro na qual converge a estrutura quadrática. Por
último mostramos que tal deformação é não trivial.

4.1
Problema Geral

Seja X(Σ) variedade tórica suave e completa, ou equivalentemente,
construída a partir de uma fan completo e suave Σ, sob ação do toro TC '
(C∗)n. Seja Π ∈ X2(X(Σ))TC uma estrutura de Poisson cujas folhas de Π são
exatamente as TC-órbitas da ação, ou seja, uma estrutura Poisson-tórica. Tais
estruturas existem via construção de Arlo Caine [7]. Seja O órbita aberta e
densa em X, fazendo uma identificação O ' TC ' (C∗)n, podemos escrever

Π|O ∈ X2(O)TC ⇒ Π′ ∈ X2((C∗)n)((C∗)n,∗)

a estrutura Π′, que por conveniência vamos escrever simplesmente Π,
independende da identificação O ' (C∗)n.

Tendo em vista que exp : Cn −→ (C∗)n é difeomorfismo local, temos
mapa linear exp∗ : X∗((C∗)n) −→ X∗(Cn). Desta forma, podemos fazer o
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pullback do bivetor Π em (C∗)n e definir:

π := exp∗(Π) ∈ X2(Cn)

A invariancia de Π em ((C∗)n, ∗) garante a invariancia de π em (Cn,+), ou
seja, π é bivetor constante em Cn.

Suporemos π ser limite de estruturas kahlerianas πt:

π0 := π ← πt ∈ X2(Cn), para t −→ 0+ (4.1)

Podemos a partir de agora nos fazer algumas perguntas.

• Quais propriedades π possui?

• Quais estruturas Π ∈ X2(X(Σ))TC admintem "pullback" π tendo a
propriedade (4.1), ou seja, sendo limite de bivetores Kahlerianos?

• Em quais contextos a deformação πt → π induz deformação Πt → Π em
X(Σ)?

• Quais condições necessárias para a exponencial de uma estrutura tórica
possa se estender a todo X(Σ)?

Em geral tais perguntas são difíceis de serem respondidas com tamanho
grau de generalidade. Esse é um dos motivos de o porquê restringimos
nossa atenção a variedade tórica CPn e estudarmos deformação da estrutura
Poisson-tórica. Além disso no espaço projetivo as duas construções ficam
"mais próximas" o que facilita a obtenção da deformação. Vamos agora rever
brevemente cada um desses processos.

4.2
Construção via Delzant

Seja ∆ ⊂ (Rn)∗ polítopo de Delzant, definição (2.6.1), com d facetas.
Sejam vi ∈ Zn, i = 1, . . . , d, os vetores normais primitivos apontando para fora
para as facetas. Existem λi ∈ R de modo que:

∆ = {x ∈ (Rn)∗ | 〈x, vi〉 ≤ λi, i = 1, . . . , d}

Seja e1, . . . , ed ∈ Rd base canônica e consideremos a aplicação:

π :Rd −→ Rn

ei 7−→ vi
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Notemos que π é sobrejetiva e mapea Zd em Zn, [11]. Desta forma π

induz mapa sobrejetivo, que continuaremos denotando por π, entre os toros:

Td = Rd/Zd π−→ Rn/Zn = Tn −→ 0

Sejam
N := kernel de π

(
N é subgroupo de Lie de Td

)
n := álgebra de Lie de N

Rd := álgebra de Lie de Td

Rn := álgebra de Lie de Tn.

A sequência exata de toros

0 −→ N
i−→ Td π−→ Tn −→ 0

onde i é inclusão, induz sequência exata de álgebras de Lie

0 −→ n
i−→ Rd π−→ Rn −→ 0

com sequencia dual exatada dual

0 −→ (Rn)∗ π∗−→
(
Rd
)∗ i∗−→ n∗ −→ 0

Agora considere Cd com a forma simplética canônica ω0 = i
2
∑d
k=1 dzk ∧

dzk juntamente com a ação hamiltoniana de Td

(
e2πit1 , . . . , e2πitd

)
· (z1, . . . , zd) =

(
e2πit1z1, . . . , e

2πitdzd
)

seu mapa momento φ : Cd −→
(
Rd
)∗

é dado por

φ (z1, . . . , zd) = −1
2
(
|z1|2 , . . . , |zd|2

)
+ (λ1, . . . , λd)

Esses elementos juntos (Cd, ω,Td, φ) formam o que chamamos de um Td-espaço
hamiltoniano. Como N 6 Td é subgrupo de Lie, podemos restringir ação
de Td a N e obtermos assim um N -espaço hamiltoniano (Cd, ω,N, φ̃), onde
φ̃ = i∗◦φ : M −→ n∗. Seja Z = (i∗◦φ)−1(0) conjunto de nível. Pode-se mostrar
que Z é compacto e N age em Z livremente [11]. Além disso, 0 é valor regular
para i∗ ◦ φ, logo Z é subvariedade de Cd de codimensão real d− n = dim(n∗).
Portanto, passando ao quociente obtemos M∆ = Z/N variedade compacta de
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dimensão:
dimR M∆ = d+ n− (d− n)︸ ︷︷ ︸

dimN

= 2n

e, consequentemente, um N -fibrado principal sobre M∆. Considere o seguinte
diagrama:

Z
j−→ Cd

p ↓

M∆

onde j : Z ↪→ Cd é a inclusão. Teorema de Marsden-Weinstein-Meyer garante
a existência de uma forma ω∆ em M∆ satisfazendo:

p∗ω∆ = j∗ω0

4.3
Construção via Arlo Caine

Nesta seção vamos começar fazendo uma breve construção, baseada no
artigo [7] de Arlo Caine, na qual sobre uma variedade projetiva TC-invariante
X(Σ) constrói-se uma estrutura Poisson real TC-invariante cujas folhas
simpléticas são precisamente as TC-órbitas emX(Σ). Posteriormente utilizando
a estrutura quadrática introduzida na seção precedente vamos construir uma
deformação simplética sobre CPn utilizando redução simplética.

Proposition 4.1 Sejam

π = −2i
n∑
j=1

∂

∂zj
∧ ∂

∂zj
e Π = −2i

n∑
j=1

zjzj
∂

∂zj
∧ ∂

∂zj

bivetores sobre Cn e ρ+ e ρ as ações de adição e multiplicação de (C∗)n em Cn,
respectivamente. Então valem:

Figura 4.1: Diagrama das ações

1. π e Π são Poisson;
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2. Se expn : (z1, . . . , zn) 7→ (exp(z1), . . . , exp(zn)), então expn∗π = Π;

3. π é ρ+-invariante e Π é ρ-invariante;

Proof. (i) - Para n = 1, ou seja em C, notamos que ambos são bivetores num
espaço de dimensão 2, logo Poisson. No caso geral basta perceber que π e Π
são bivetores Poisson induzidos pela estrutura produto em C × · · · × C. (ii)
segue do fato que se exp(z) = w, então exp∗ ∂

∂z
= w ∂

∂w
e exp∗ ∂

∂z
= w ∂

∂w
. (iii)-

Claramente por π é ρ+invariante, como consequencia disso e pelo fato que
expn∗π = Π resulta que o diagrama acima é comutativo. �

É um fato interessante que esta estrutura quadrática Π surja
naturalmente como imagem pela exponencial de uma estrutura de Poisson
constante. Em dimensão n = 1, temos que a folheação induzida Π é composta
por duas folhas (simpléticas), a origem e seu complemento. O resultado a
seguir geraliza esse fato.

Proposição 4.1 As folhas simpléticas de (Cn,Π) são exatamentes as órbitas
de TnC = (C∗)n

Proposição 4.2 A ação de TC
d sobre (Cd,Π) é Poisson, mas não

hamiltoniana. Entretanto, cada folha simplética (C0)S admite uma ação
hamiltoniana de um subtoro real TS ⊂ Td.

4.4
Deformação

Nossa variedade tórica compacta e diferenciável de interesse aqui será
CPn−1. O valor n− 1 se deve ao fato que preferimos trabalhar com seu espaço
total Cn em vez de Cn+1. Através das duas construções apresentadas nas seções
precedentes, existem duas estruturas Poisson sobre CPn−1. Primeira estrutura
proveniente da forma simplética canônica em Cn via redução simplética,
logo um "reescalamento" da estrutura Fubini-Study e a outra proveniente
da construção de Arlo Cane através do quociente da estrutura quadrática
canônica. Nesse momento podemos nos perguntar como podemos comparar tais
estruturas, ou mais, como construir, se possível, família de estruturas Poisson
lincado-as?

Respondendo a essas perguntas, ao final desta seção teremos provado o
seguinte teorema:
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Teorema 4.3 Existe uma deformação não-trivial da estrutura quadrática
canônica de CPn na qual é limite contínuo de estruturas kahlerianas. Além
disso, mostra-se que a ação do toro Tn em CPn é hamiltoniana para cada uma
dessas estruturas kahlerianas.

Vamos a construção. Sabemos que a ação diagonal ρ : S1 y (Cn, ωstd),
ρ(ζ, (z1, . . . , zn)) = (ζ · z1, . . . , ζ · zn), é ação hamiltoniana com mapa momento
µ : Cn −→ R∗ ' R, dado por

µ(z1, . . . , zn) = −1
2

n∑
j=1
|zj|2

Para cara escolha de ξ < 0 temos que µ−1(ξ) é uma esfera em Cn. ρ age
livremente em µ−1(ξ), por redução simplética para cada escolha de tal ξ
existe forma simplética ωξ ∈ Ω (µ−1(ξ)/S1) de modo que i∗ωstd = p∗ωξ, onde
i : µ−1(ξ) ↪→ Cn é a inclusão e p : µ−1(ξ)→ µ−1(ξ)/S1 é quociente. Observemos
o seguinte diagrama: onde ρ do lado direito estende ação diagonal de S1 para

Figura 4.2: Diagrama comutativo

C∗. Como podemos ver existe um difeomorfismo canônico ϕξ na qual torna o
diagrama comutativo. Podemos dessa forma definir:

πξ := (ωξ)−1 ∈ X2
(
µ−1(ξ)/S1

)
Poisson

π̂ξ := (ϕξ)∗ πξ ∈ X2 ((Cn\0) /C∗) Poisson

família de estruturas Poisson (não-degeneradas) {π̂ξ}ξ<0 sobre CPn−1

indexadas por ξ. Mas novamente, como podemos comparar tais bivetores
com a estrutura quadrática induzada em CPn−1? Uma maneira de fazermos
isso é através do espaço afim Cn, ou melhor, fazendo levantamentos via q e
comparando-os. Vamos primeiramente construir tais levantamentos.

Para cada ξ < 0 precisamos encontrar Πξ ∈ X2(Cn \ {0}) de modo que:

• Πξ seja C∗-invariante;
• q∗(Πξ) = π̂ξ

Pela relação i∗ωstd = p∗ωξ sabemos que ωξ provem da restrição de ωstd
para µ−1(ξ) e depois "quocientada" via ação S1. Analogamente, pela mesma
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relação, para obtermos os bivetores Πξ, podemos inverter a forma canônica
ωstd ∈ Ω2(Cn−1 \ {0}) obtendo bivetor não-degenerado Πstd e restringi-lo
a µ−1(ξ). "Quocientando" Πstd|µ−1(ξ) via ação S1 obtemos πξ. Desta forma,
sabemos que Πξ é a propagação C∗-invariante de Πstd|µ−1(ξ) a todo Cn \ {0}.

Para obtermos explicitamente tais bivetores faremos uso do seguinte
lema.

Lemma 4.2 Seja P ∈ X2(Cn \ {0})C∗ e P = ∑n
j=1 fj(z) ∂

∂zj
∧ ∂

∂zj
. Então fj(z)

é homogênea de grau 2, para todo j.

Proof.
Pela C∗-invariância temos (ρg)∗,z(P (z)) = P (gz), logo:

(ρg)∗,z(P (z)) =
n∑
j=1

fj(z)gg ∂

∂zj
∧ ∂

∂zj

P (gz) =
n∑
j=1

fj(gz) ∂

∂zj
∧ ∂

∂zj

o que mostra que fj(gz) = ggfj(z) para todo g, z e j onde estão definidos.
�

Observação 4.4 Notemos que se f : Cn \ {0} → C for homogênea de grau 2,
então para todo z ∈ Cn \ {0} e θ ∈ R∗, vale a seguinte relação:

f(z) = θ2

θ2f(z) = f(θz)
θ2

Pois bem, antes de proseguirmos vamos a um fato importante. Fixado
ξ < 0, para cada z ∈ Cn \ {0} existe único θ = θ(ξ, z) > 0 tal que θz ∈ µ−1(ξ),
isso definine θ : Cn\{0} → R>0.

Figura 4.3: Dilatação

tal função desempenhará papel fundamental nesta construção. Como Πξ

é a propagação C∗-invariante de Πstd|µ−1(ξ) para todo Cn\{0}, dado z ∈ Cn\{0}
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temos θz = θ(ξ, z)z ∈ µ−1(ξ), logo:

Πξ(θz) = (−2i)
n∑
j=1

∂

∂zj

∣∣∣∣∣
θz

∧ ∂

∂zj

∣∣∣∣∣
θz

pelo lema e pela observação chegamos a expressão geral de Πξ:

Πξ(z) = (−2i) 1
θ2

n∑
j=1

∂

∂zj

∣∣∣∣∣
z

∧ ∂

∂zj

∣∣∣∣∣
z

= i
|z|2

ξ

n∑
j=1

∂

∂zj

∣∣∣∣∣
z

∧ ∂

∂zj

∣∣∣∣∣
z

onde:
(
|θz|2

−2 = ξ, θ2 = −2ξ
|z|2

)

o fator |z|2 torna explícito a C∗-invariância do bivetor Πξ e, por
construção, q∗(Πξ) = π̂ξ.

Essa primeira construção nos é útil por caráter didático, facilitar a
compreensão dos passos tomados e nos dar mais intuição para o caso
geral. Pois bem, vamos a ele, para o caso geral vamos nos utilizar das
duas construções (Delzant e Arlo Caine) para extrair família de estruturas
Kahlerianas. Consideremos os seguintes bivetores em Cn \ {0}:

Π0 := π0 := (−2i)
n∑
j=1

zjzj
∂

∂zj
∧ ∂

∂zj
, Π1 := π1 := (−2i)

n∑
j=1

∂

∂zj
∧ ∂

∂zj

πt := (−2i)
n∑
j=1

((1− t)zjzj + t) ∂

∂zj
∧ ∂

∂zj
= (−2i)

n∑
j=1

rt(zj)
∂

∂zj
∧ ∂

∂zj
.

onde t ∈ [0, 1]. Observa-se que πt é a combinação convexa entre Π0 e Π1.
Uma primeira constatação a ser feita é verificar para quais valores de t temos
não-degenerecência, ou seja, πt é simplético. Por ser estrutura produto é fácil
ver que πt é simplético para todo t > 0 e que π0 é simplético no aberto
denso {z1 · · · zn 6= 0} ⊂ Cn. A outra observação a ser feita é que apenas Π0 é
C∗-invariante em Cn \ {0}.

Afirmamos que para t > 0 a seguinte ação é hamiltoniana:

Tn y (Cn \ {0}, ωt := (πt)−1 = i

2

n∑
j=1

1
rt(zj)

) dzj ∧ dzj)

Para facilitar os cálculos vamos assumir n = 1 e deduzir mapa momento de
S1 y (C, ωt = − i

2
1

rt(z)dz ∧ dz). Seja v = 1 ∈ R ' R∗. Claramente o campo
fundamental a ação Xv é o rotacional de Euler. Logo:
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ιX
vωt = ωt(Xv, ·) = i

2
1

rt(z)dz ∧ dz
(
iz ∂

∂z
− iz ∂

∂z
, ·
)

= −1
2

z
rt(z)dz −

1
2

z
rt(z)dz

dµ1 = ∂µ
∂z
dz + ∂µ

∂z
dz

Igualando as derivadas parciais e integrando:


∂µ
∂z

= −1
2

z
(1−t)zz+t

∂µ
∂z

= −1
2

z
(1−t)zz+t

 µt(z) = −1
2

1
1− t ln(rt(z)) = −1

2
1

1− t ln((1− t)zz+ t)

Uma vez que S1 é grupo de Lie abeliano a equivariancia é dada por µ◦ρg = µ e,
por sua vez, verificada pela invariancia da função normal f(z) = |z|2. Voltando
ao caso geral, sendo ωt estrutura produto, temos Tn y (Cn \ {0}, ωt) é ação
hamiltoniana com mapa momento:

µt = −1
2

1
1− t ln

 n∏
j=1

rt(zj)


Agora, como podemos ver, estamos em situação semelhante à abordada
no início desta seção. Vamos aos levantamentos! Como feito anteriormente
temos o seguinte diagrama comutativo:

Figura 4.4: Diagrama comutativo

e família de estruturas simplética provenientes de redução simplética
ωt,ξ ∈ Ω2(µ−1

t (ξ)/S1). Definimos:

πt,ξ := (ωt,ξ)−1 ∈ X2(µ−1
t (ξ)/S1) Poisson

π̂t,ξ := (ϕt,ξ)∗(πt,ξ) ∈ X2(Cn \ {0}/C∗) Poisson

Para cada valor de t ∈ (0, 1] e ξ < 0, vamos encontrar Πt,ξ ∈ X2(Cn\{0})
de modo que:

• Πt,ξ é C∗-invariante;

• q∗(Πt,ξ) = π̂t,ξ ∈ X2(CPn−1)
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Para encontrarmos tais levantamentos precisamos compreender a geometria
de µ−1

t (ξ). Aqui começamos a encontrar nossas primeiras dificuldades, pois
enquanto µ−1

0 (ξ) = µ−1(ξ) ⊂ Cn era uma esfera agora o conjunto de nível
µ−1
t (ξ) é dado por:

µ−1
t (ξ) = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn :

n∏
j=1

rt(zj) = e−2ξ(1−t)} ' S2n−1 ⊂ Cn

Para termos um pouco de intuição sobre esses conjuntos de níveis, vamos
supor n = 2 e observar {µ−1

t (ξ) ∩ R2}ξ<0 para t = 1, t = 1/2 e t = 1/4,
respectivamente:

Figura 4.5: Conjuntos de níveis

Analogamente ao que foi feito antes para cada escolha de ξ < 0, t ∈ (0, 1]
e z ∈ Cn \ {0} existe único θ = θ(t, ξ, z) > 0 de modo que θz ∈ µ−1

t (ξ), isso
define θ = θ(ξ, t) : Cn \ {0} −→ R>0. Observe que obter θ(t, ξ, z) significa
encontrar raiz positiva do seguinte polinômio:

((1− t)θ2z1z1 + t) · · · ((1− t)θ2znzn + t) = e−2(1−t)ξ

porém vale ressaltar que as raízes de um polinômio complexo dependem
continuamente dos coeficientes, mas não suavemente. A título de curiosidade
para n = 2 temos a seguinte expressão de θ:

θ(t, ξ, z) =

√√√√√√−t
(
|z1|2 + |z2|2

)
+
√
t2
(
|z1|2 − |ω2|2

)2
+ 4 |z2|2 |z1|2 e−2(1−t)ξ

2(1− t) |z1|2 |zz|2

Mais uma vez, estamos interessados nos levantamentos, ou seja, para
cada ξ < 0 e t ∈ (0, 1] queremos encontrar Πt,ξ ∈ X2(Cn \ {0}) de modo que:

• Πt, ξ ∈ X2(Cn \ {0}) seja C∗-invariante;

• q∗(Πt, ξ) =: π̂t, ξ
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utilizando-se da relação i∗ωt = p∗ωt,ξ, onde i : µ−1
t (ξ) ↪→ Cn é a inclusão

e p : µ−1
t (ξ)→ µ−1

t (ξ)/S1 é a projeção canônica, sabemos que Πt,ξ é a propagação
C∗-invariante de Πt|µ−1

t (ξ) para todo Cn \{0}. Aplicando lema 4.2 e observação
4.4 neste contexto chegaremos a seguinte expressão:

Πt,ξ(z) = (−2i)
n∑
j=1

((1− t)zjzj + t

θ2 )∂zj ∧ ∂zj

Como podemos ver toda análise de convergência e diferenciabilidade
sobre Πt,ξ está associada a análise de t

θ2 . Uma relação imediata quando t −→ 0+

é a seguinte:
Πt,ξ −→ Π0 ⇔

t

θ2 −→ 0

Aqui nos esbarramos num problema. Como queremos família a
1-parâmetro, se ξ = ξ(t) é qualquer, então em geral t

θ2 9 0. Nosso objetivo
agora é extrair ξ(t), t ∈ (0, 1], de modo que:

t

θ2 −→ 0 uniformemente em compactos de [0, 1]× (Cn \ {0})

e, consequêntemente, Πt,ξ(t) → Π0. E por fim, "descendo":

π̂t,ξ(t) −→ π̂0 := q∗(Π0) ∈ X2(CPn)

4.5
Função ξ(t) e Interpretação Geométrica

Na seção anterior construímos família de bivetores a dois parêmetros
Πt,ξ ∈ X2(Cn \ {0}). Vamos agora expressar ξ em função de t utilizando-se
aspectos geométricos. Temos família de bivetores:

{Πt,ξ}, onde t ∈ (0, 1], ξ ∈ (−∞, 0)∗∗

Podemos normalizar mapa momento para

µ̂t := 1
2

1
1− t ln

(
rt(z1) · · · rt(zn)

tn

)

e nossa família de bivetores torna-se:

{Πt,ζ}, onde t ∈ (0, 1], ζ ∈ (0,∞)
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juntamente a função θ torna-se s: θ(t, ξ, z)  s(t, ζ, z). Seja α : Cn −→ Rn

dada por
α(z1 · · · , zn) 7→ (|z1|2, · · · , |zn|2)

com imagem no quadrante positivo Q ⊂ Rn.

t

s2 = α∗
(
t

σ

)
Consideremos (x1, . . . , xn) coordenadas de Q ⊂ Rn e definimos duas

famílias de conjuntos:

Σt,ζ := {(x1, . . . , xn) ∈ Q : x1 · · ·xn = K(t, ζ) := tne2(1−t)ζ}

Lt,r := {(t, · · · , t) + σ(1− t)(r1, · · · , rn) ∈ Q : σ > 0}

Notemos que dados t ∈ (0, 1], ζ > 0 e 0 6= z ∈ Cn temos:

sz ∈ µ−1
t (ζ)

se, e somente, se

Σt,ζ ∩ Lt,r = {(t, · · · , t) + s(1− t)α(z)}

Figura 4.6: Interpretação geométrica

Fazendo escolha de ζ(t) := 1
2

1
1−t ln

(
1
tn

)
resulta que a família de superfícies
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se mantém a mesma e estende-se a t = 0:

Σt,ζ(t) = {(x1, . . . , xn) ∈ Q : x1 . . . xn = 1} =: Σ0

Para conpactos de Q \ {x1 · · ·xn 6= 0} temos s(t, ζ(t), r) > 0 é contínua
e estende-se a t = 0 e não assumindo valor zero em t = 0. Logo:

t

s(t, ζ(t), r) −→ 0, quando t→ 0+

4.6
Poisson Comutativo

O fibrado q : Cn \{0} −→ CPn−1 induz subfibrado V ∈ Γ(TCn) dado por
V := ker(q∗). Por Cn ser variedade hermitiana temos conexão de Eresmann
natural dada por H := V ⊥C . Sem grandes dificuldades podemos ver que V é
gerado pelo campo de Euler e seu rotacional, E e R = J(E). Chamaremos V
e H de parte vertical e parte horizontal, respectivamente. Como mencionado
anteriormente a família t-paramétrica Πt,ξ(t) não se trata de uma deformação
trivial, pois π̂t,ξ não comuta com π0. Para isso basta mostrar que [Π1,ξ,Π0] tem
componentes horizontais não-nulas.

Vamos lembrar o colchete de Schouten. Seja (U, x1, . . . , xn) carta de M
e sejam A ∈ Xa(M) e B =∈ Xb(M) multicampos. Localmente temos:

A =
∑

i1<···<ia
Ai1,...,ia

∂

∂xi1
∧ · · · ∧ ∂

∂xia
=

∑
i1,...,ia

Ai1,...,iaζi1 . . . ζia

e
A =

∑
i1<···<ia

Ai1,...,ia
∂

∂xi1
∧ · · · ∧ ∂

∂xia
=

∑
i1,...,ia

Ai1,...,iaζi1 . . . ζia

logo

[A,B]|U =
∑
i

∂A

∂ζi
∧ ∂B
∂xi
− (−1)(a−1)(b−1)∑

i

∂B

∂ζi
∧ ∂A
∂xi

onde ∂
∂ζi

é a derivação formal. Mais detalhes ver em [16]. Em coordenadas
holomorfas z1, . . . , zn o colchete de Schouten torna-se:

[A,B] =
n∑
i=1

(∂A
∂ηi
∧ ∂B
∂zi

+ ∂A

∂ηi
∧ ∂B
∂zi

)− (−1)(a−1)(b−1)
n∑
i=1

(∂B
∂ηi
∧ ∂A
∂zi

+ ∂B

∂ηi
∧ ∂A
∂zi

)

onde ∂
∂ηj

e ∂
∂ηj

são as derivações formais de ∂
∂zj

e ∂
∂zj

, respectivamente.
Antes de prossegir vamos fazer um esclarecimento breve sobre a obtenção

de Π1,ξ. Primeiramente descobrimos qual a componente vertical Π1=Πstd, mais
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uma vez sabemos que que a parte vertical V = Ker(q∗) é gerada pelo campo
de Euler e seu rotacional, portanto:

ΠV
1 = gE ∧R, g ∈ C∞(Cn)

definindo α := ιEωstd e β := ιRωstd, podemos fazer:
ΠV

1 (α, β) = |z|2

E ∧R(α, β) = |z|4
−→ g(z) = 1

|z|2

e descobrimos parte vertical ΠV
1 . Portanto a parte horizontal de Π1 é dada por

ΠH
1 := Π1 − ΠV

1 . Dado ξ e fazendo primeira construção da seção 4.4 obtemos:

Π1,ξ = (gθ)∗, fθ(z)(ΠV
1 (fθ(z)))

= i

ξ

n∑
j=1

(−
∑
k 6=j

zkzk)
∂

∂zj
∧ ∂

∂zj
+ i

ξ

∑
j<k

(zjzk
∂

∂zj
∧ ∂

∂zk
+ zkzj

∂

∂zk
∧ ∂

∂zj
)

Pois bem, sendo Π0 = −2i∑n
j=1 zjzj

∂
∂zj
∧ ∂

∂zj
, vamos verificar que

[Π0,Π1,ξ] 6= 0. Agora o trabalho árduo. Vamos calcular

[Π0,Π1,ξ] =
n∑
i=1

(∂Π0

∂ηi
∧ ∂Π1,ξ

∂zi
+ ∂Π0

∂ηi
∧ ∂Π1,ξ

∂zi
)+

n∑
i=1

(∂Π1,ξ

∂ηi
∧ ∂Π0

∂zi
+ ∂Π1,ξ

∂ηi
∧ ∂Π0

∂zi
)

por partes!
•∑n

i=1(∂Π0
∂ηi
∧ ∂Π1,ξ

∂zi
+ ∂Π0

∂ηi
∧ ∂Π1,ξ

∂zi
)

para j ∈ {1, . . . , n} temos:

∂Π0

∂ηj
∧ ∂Π1,ξ

∂zj
= 2
ξ
zjzj

n∑
k 6=j

(zj
∂

∂zj
∧ ∂

∂zk
∧ ∂

∂zk
+ zk

∂

∂zj
∧ ∂

∂zj
∧ ∂

∂zk
)

e

∂Π0

∂ηi
∧ ∂Π1,ξ

∂zi
= 2
ξ
zjzj

n∑
k 6=j

(−zj
∂

∂zj
∧ ∂

∂zk
∧ ∂

∂zk
− zk

∂

∂zj
∧ ∂

∂zj
∧ ∂

∂zk
)

Portanto
n∑
i=1

(∂Π0

∂ηi
∧ ∂Π1,ξ

∂zi
+ ∂Π0

∂ηi
∧ ∂Π1,ξ

∂zi
) =

= 2
ξ

n∑
j=1

zjzj
∑
k 6=j

(zj
∂

∂zj
∧ ∂

∂zk
∧ ∂

∂zk
+zk

∂

∂zj
∧ ∂

∂zj
∧ ∂

∂zk
−zj

∂

∂zj
∧ ∂

∂zk
∧ ∂

∂zk
−zk

∂

∂zj
∧ ∂

∂zj
∧ ∂

∂zk
)

Analogamente temos:
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•
n∑
i=1

(∂Π1,ξ

∂ηi
∧∂Π0

∂zi
+∂Π1,ξ

∂ηi
∧∂Π0

∂zi
) = 2

ξ

n∑
j=1

zjzj
∑
k 6=j

(zk
∂

∂zk
∧ ∂

∂zj
∧ ∂

∂zj
−zk

∂

∂zk
∧ ∂

∂zj
∧ ∂

∂zj
)

e então [Π0,Π1,ξ] = 2
ξ

∑n
j=1 zjzj

∑
k 6=j Ajk, onde:

Ajk =zj
∂

∂zj
∧ ∂

∂zk
∧ ∂

∂zk
+ zk

∂

∂zj
∧ ∂

∂zj
∧ ∂

∂zk
− zj

∂

∂zj
∧ ∂

∂zk
∧ ∂

∂zk

− zk
∂

∂zj
∧ ∂

∂zj
∧ ∂

∂zk
+ zk

∂

∂zk
∧ ∂

∂zj
∧ ∂

∂zj
− zk

∂

∂zk
∧ ∂

∂zj
∧ ∂

∂zj

simplificando os Ajk concluímos que

[Π0,Π1,ξ] = 2
ξ

n∑
j=1

zjzj
∑
k 6=j

(zj
∂

∂zj
− zj

∂

∂zj
) ∂

∂zk
∧ ∂

∂zk

Vamos agora verificar que [Π0,Π1,ξ] ∈ X3(Cn) é campo não nulo sobre
distribuição H. Assumimos que n ≥ 4 e z = (z1, ..., zn) com z1 6= 0. Definimos
para j = 2, ..., n o ponto vj := (zj, 0, ...,−z1, ..., 0), onde −z1 está na posição
j, e o campo

Hj(z) := d

dt

∣∣∣∣∣
t=0

(z + tvj) = zj
∂

∂z1
+ zj

∂

∂z1
− z1

∂

∂zj
− z1

∂

∂zj

Notemos que {H2(z), ..., Hn(z)} são linearmente independentes em Cn \ {z1 =
0}. Desta forma, definimos

αj := ıHjωstd = i

2(−zjdz1 + zjdz1 + z1dzj − z1dzj)

ker(αj) = {Hj}ωstd e, em particular, αj não se anula em J(Hj), J estrutura
complexa. Aplicando:

[Π0,Π1,ξ](α2, α3, α3) = 2
ξ

n∑
j=1

zjzj
∑
k 6=j

(zj
∂

∂zj
− zj

∂

∂zj
) ∂

∂zk
∧ ∂

∂xk
(α2, α3, α3)

Para k 6= 1 temos que (zj ∂
∂zj
−zj ∂

∂zj
)∧ ∂

∂zk
∧ ∂
∂zk

(α2, α3, α3) = 0, nos casos
restantes resulta:
• j = 2, k = 1

(z2
∂

∂z2
− z2

∂

∂z2
) ∧ ∂

∂z1
∧ ∂

∂z1
(α2, α3, α3) = −(z1z2 + z1z2)(z3z4 − z3z4) =: B2
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• j = 3, k = 1

(z3
∂

∂z3
− z3

∂

∂z3
) ∧ ∂

∂z1
∧ ∂

∂z1
(α2, α3, α3) = −(z1z3 + z1z3)(z4z2 − z4z2) =: B3

• j = 4, k = 1

(z4
∂

∂z4
− z4

∂

∂z4
) ∧ ∂

∂z1
∧ ∂

∂z1
(α2, α3, α3) = −(z1z4 + z1z4)(z2z3 − z2z3) =: B4

Logo

[Π0,Π1,ξ](α2, α3, α3) = − 1
2ξ

4∑
j=2

zjzjBj 6≡ 0

q : Cn \ {0} −→ CPn−1 projeção canônica

⇒ q∗[Π0,Π1,ξ] = [q∗Π0, q∗Π1,ξ] 6= 0

Para o caso n = 3 escolhemos α2 := ıH2ωstd, α3 := ıJ(H2)ωstd, α4 = ıH3ωstd
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