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Resumo

Silva, Marcelo Santos da; Torres, David Francisco Martinez. Uma
deformacao de estrutura Poisson em variedade térica e
consideragoes cohomoldgicas. Rio de Janeiro, 2021. 63p. Tese de
Doutorado — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

O estudo de deformacoes e degeneragoes de estruturas de Poisson
ocupa posicao especial dentro do marco classico de andalise de degeneragoes
de estruturas geométricas. Nesta tese como resultado principal construimos
uma deformagao nao trivial na qual a estrutura quadratica candnica do
espaco projetivo complexo n-dimensional é limite continuo de estruturas
Kahlerianas. Além disso, como resultado segundario de estudos de
deformagdes mostramos que uma estrutura Poisson invariante numa
variedade torica com numero finito de folhas nao pode ser exata na
cohomologia Poisson. Nosso estudo também inclui consideragoes sobre
cohomologia Poisson da estrutura quadratica canonica do espaco vetorial

complexo n-dimensional.

Palavras-chave
Degeneracao;  Deformacao;  Cohomologia de Poisson;  Variedade

Térica.
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Abstract

Silva, = Marcelo  Santos da; Torres, David Francisco
Martinez (Advisor). A deformation of Poisson structure
in toric variety and cohomological considerations. Rio
de Janeiro, 2021. 63p. Tese de doutorado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

The study of deformations and degenerations of Poisson structures
occupies a special position within the classical framework of analysis of
degenerations of geometric structures. In this thesis as the main result we
build a non-triavial deformation in which the canonical quadratic structure
in CP" is a continuous limit of Kahlerian structures. Furthermore, as a
secondary result of deformation studies we have shown that an invariant
Poisson structure in a toric variety with finite number of leaves cannot be
exact in Poisson cohomology. Our study also includes considerations about

Poisson cohomology of the canonical quadratic structure of C™.

Keywords

Degeneration; Deformation; Poisson Cohomology; Toric Manifold;
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1
Introducao

Mecéanica é essencialmente a area da fisica que estuda o movimento.
Chamamos de mecanica classica ou mecanica newtoniana aos conceitos fisicos
empregados e aos métodos matematicos para descrever o movimento dos
corpos "macroscopicos' sob a influéncia de um sistema de forcas, ou mais
precisamente, que obedecem as leis de Newton para o movimento. Existem
duas abordagens alternativas e equivalentes a mecanica classica nas quais
enfatizam a energia do sistema mais do que o sistema de forcas, sao elas a
mecanica lagrangiana e mecanica hamiltoniana. Por vezes chamamos essas
abordagens de mecanica analitica. Enquanto que mecanica lagrangiana é
baseada em principios variacionais e generaliza mais diretamente para o
contexto relativistico geral a mecanica hamiltoniana baseia-se diretamente no
conceito de energia e estd mais intimamente ligado a mecéanica quéntica.

Sabemos que variedades simpléticas fornecem o cenario natural para
a formulagdo hamiltoniana das equagoes diferenciais ordinarias da mecanica
classica, com o exemplo primario de variedade simplética sendo o fibrado
cotangente T*R™ de coordenadas globais (gq,p) equipado com a forma
simplética candnica dq Adp. Além disso, como uma generalizagao de estruturas
simpléticas, as estruturas de Poisson aparecem naturalmente na descrigao
da dinamica reduzida de sistemas mecéanicos com simetrias. O estudo de
tais estruturas, ou melhor, da geometria de Poisson é um assunto antigo
que remonta a descoberta dos colchetes de Poisson. Teve um rapido
desenvolvimento nas tultimas décadas devido a fortes conexdes com a teoria
da quantizagao de deformacao, teoria da singularidade, teoria de Lie, sistemas
completamente integraveis e geometria complexa generalizada. Sao esses
muitos links que tornam a geometria de Poisson hoje em dia um assunto central
e o que explica porque os avancgos na geometria de Poisson estao fadados a ter
um impacto profundo em varias areas diferentes.

Matematicamente, estruturas de poisson, ou ainda, variedades Poisson,
possuem a propriedade de que em cada ponto sao localmente isomorfas a uma
soma direta de uma forma simplética (chamada de parte regular) com uma
estrutura de Poisson "transversal' (chamada de parte singular) na qual se

degenera no ponto em questao. Mais do que isso cada estrutura Poisson induz
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Capitulo 1. Introducio 11

uma foliagao singular cujas folhas sdo simpléticas. Weinstein em seu artigo [1]
explicita que esta propriedade de ser suavemente decomposta em variedades
simpléticas de diferentes dimensoes parece tornar as variedades de Poisson uma
estrutura apropriada para estudar um fenémeno que é bastante comum em
mecanica: se um sistema mecanico ¢ modelado por uma variedade simplética,
entdo quando um pardmetro no sistema atinge um valor limite (geralmente
0 ou o), o sistema limite também tem uma formulagao simplética, mas com

menos graus de liberdade. Exemplos de tais situacoes sao:

1. o problema restrito de 3 corpos na mecanica celeste ;

(massa — 0)

2. o limite do centro de orientacdo para uma particula em um campo

eletromagnético;

(carga/ massa — 00)

3. o limite de vortices discretos no movimento de fluidos incompressiveis;

(concentragao de vorticidade — 00)

4. o limite classico da mecanica quantica;

(h— 0)

Também hé exemplos em que o nimero de graus de liberdade permanece
0 mesmo, mas a estrutura global de uma variedade simplética de grupos muda,
como no limite newtoniano da relatividade especial (¢ — 0); estes também
devem ser acessiveis para estudar em termos de estruturas de Poisson.

Como vemos é rotineiro situagoes fisicas onde a estrutura, no caso Poisson
ou simplética, depende de um ou mais parametros, da mesma forma situagoes
onde a "configuracao limite" surge de forma natural e precisa ser estudada
fisica e matematicamente. Mais precisamente, esses dois cenarios tratam-se de
deformagoes e degeneragoes de estruturas, nos exemplos citados anteriormente
de deformacoes/degeneracoes de formas simpléticas. Do ponto de vista da
geometria se considerarmos uma variedade arbitraria M e formos estudar
os espagos de estruturas Simplética/Poisson, Sympl(M)/ Poisson(M), bem
como todas "configuragoes limites" parece um tanto audacioso demais, tamanha
generalidade do problema. Para ilustrar essas dificuldades se restringirmos, por
exemplo, as deformagoes ao contexto infinitesimal este problema passa a ser
o estudo dos grupos de cohomologia de Poisson de M, para uma determinada
estrutura II € Poisson(M). Ainda assim o problema continua geral e complexo

demais, pois sdo poucas variedades de Poisson (ndo simpléticas) para as quais
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Capitulo 1. Introducio 12

a cohomologia de Poisson foi computado e mesmo quando M é compacta
determinar se tais grupos tém dimensao finita ou nao ja é um problema dificil
e em aberto para a maioria das estruturas de Poisson que conhecemos.

Mais geralmente, o estudo de deformagoes/degenaragoes sdo um marco
classico dentro da andlise do espaco de estruturas geométricas. Em outras
palavras, saber o que estd no limite de tais espagos de estruturas podem
trazer entendimento mais profundo tanto sobre a variedade em questao quanto
sobre as proprias estruturas. Uma situagao deste tipo é quando a estrutura na
fronteira, ou configuracao limite como chamamos anteriormente, pode codificar
informagoes suficientes para reconstruir a estrutura original ou, pelo menos,
definir invariantes. Um exemplo paradigmatico é o caso das estruturas de
contato em variedades compactas: elas degeneram em decomposicoes de livro
aberto com folha Weinstein e monodromia simplética. Inversamente, uma tal
decomposicao de livro aberto é suficiente para reconstruir um segmento/raio
de estruturas de contato que degenera nessa decomposi¢ao. Além disso, em
dimensao trés, pode-se extrair um invariante de contato através de uma certa
construcao em teoria de calibre.

Um outro ponto a ser destacado é que o estudo das estruturas
degeneradas podem ser importantes por si mesmas, ou melhor, ter uma familia
de estruturas geométricas pode ser 1til no estudo da estrutura degenerada.
Um exemplo deste principio, ja na tematica dessa tese, ¢ o de uma estrutura
simplética que degenera em uma estrutura Poisson, em que se criam novas
folhas simpléticas. Uma vantagem aqui da perspectiva Poisson é que podemos
ver esse fendmeno como uma familia de estruturas Poisson a um parametro,
evitando assim questoes de convergéncia para a estrutura degenerada. Nesse
sentido, pode-se também mudar de perspectiva, e pensar em uma deformacao
da estrutura Poisson na direcdo de uma estrutura.

Vamos a dois exemplos onde a extracado uma deformacao simplética
trouxe resultados interessantes. Recentemente mostrou-se que as estruturas
b*™-Poisson em variedades compactas sao limites de estruturas simpléticas.
Mais precisamente, um bivetor Poisson II sobre uma variedade M?" é
dita b?"-simplética quando for simplética sobre o complemento de uma
hipersuperficie Z e tiver forma canonica de Darboux "simples" nos pontos de
Z. Em [5] foi mostrado que neste caso quando a variedade é compacta existe
familia de formas simpléticas w. na qual coincide com a forma b*™-simplética
IT fora de uma e-vizinhanca de Z e que essa familia de bivetores converge na
topologia C'?* para a estrutura Poisson em questdo.

Uma das questoes mais fundamentais em geometria simplética é

determinar as restrigoes topolédgicas para uma variedade admitir uma estrutura
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simplética. Nesse espirito, o teorema mencionado, ou ainda a extracao de uma
deformagao simplética, implica que qualquer variedade compacta admitindo

b*™_simplética também admite uma estrutura simplética e,

uma estrutura
portanto, todas as restricoes topoldgicas para uma variedade ser simplética
também se aplicam a uma variedade admitindo um estrutura b?™-simplética.
Mais do que isso, neste contexto em particular o objetivo ao introduzir essas
familias é que, ao tentar definir os andlogos "0™" de uma série de invariantes
bésicos de variedades simpléticas e simpléticas dobradas (folded symplectic),
como volume simplético, variedades G hamiltonianas, politopos e medidas
de Duistermaat-Heckman, encontramos uma série de “infinitos” frustrantes
que sao dificeis de interpretar ou eliminar, como é o caso/exemplo em [3].
Ferramentas como dessingularizacao sao eficazes para contornar esse problema
dos "infinitos".

Outro exemplo a ser mencionado ¢ a estrutura de Bruhat-Poisson da
6rbita coadjunta regular/variedade bandeira completa K /T, essa por sua
vez é mostrada ser uma degeneragdo de estruturas simpléticas [6]. Com essa
degeneragao em estruturas simpléticas foi possivel calcular parte da homologia
Poisson da estrutura Bruhat-Poisson.

Apresentada motivagoes, problemas e implicagoes de natureza fisica e
geométrica sobre a tematica deformacoes e degeneracoes, fica estabelecida a
necessidade de tais estudos. Nessa tese como resultado principal construimos
uma deformacao na qual a estrutura quadratica candnica do espago projetivo
complexo CP" é limite continuo de estruturas Kahlerianas. Mais do que isso,

provamos:

Teorema 1.1 FEzxiste uma deformagio ndao-trivial da estrutura quadrdtica
canonica de CP" na qual é limite continuo de estruturas kahlerianas. Além
disso, mostra-se que a acao do toro T"™ em CP" € hamiltoniana para cada uma

dessas estruturas kahlerianas.

Como pecga chave para a demonstracdo desse resultado nos utilizamos
do fato que o espaco projetivo pode ser obtido via duas construgoes ja
sistematizadas, uma via GIT baseada na construcdo de Arlo Caine em [7]
e a outra via teorema de Delzant e reducao simplética. A estratégia baseia-se
essencialmente em trabalhar com levantamentos a C"*!. Construimos uma
combinagao convexa II; entre os bivetores quadratico canonico e o bivetores
constante candnico, indexado por um ¢ € [0,1] (com essa orientagao). Nesse
ponto verifica-se que para cada t > 0 a estrutura em questao é simplética,
além disso, a agdo do toro S! em (C"™ \ {0},w; = (II;)~!) é hamiltoniana.

Utilizando-se da reducao simplética e suas propriedades construimos familia
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de bivetores a dois parametros em C"™! nas quais descem a estruturas
kahlerianas em CP". Através de argumentos geométricos extraimos subfamilia
7; a 1-parametro na qual converge a estrutura quadratica.

Como resultado secundério e independente de estudos de deformacgoes
mostramos que uma estrutura Poisson invariante numa variedade térica com
numero finito de folhas nao pode ser exata na cohomologia Poisson. Mais

precisamente:

Teorema 1.2 Sejam A C R™ politopo de Delzant, F fan dual a A e X = XA
variedade torica diferencidvel associada. Se Tl € X?(X)¢ estrutura Poisson
T-invariante cujas folhas sio exatamente as T-drbitas. Entdo [II] # 0 em

H?*(X, 1), ou seja, 11 ndo é exata na cohomologia de Poisson por ela induzida.

A prova exige construgoes do capitulo II juntamente com resultados de
Nakanishi [8]. Além disso, ainda considerando a estrutura quadratica canonica

de C™:
"0 0

Hstd = = N —
=1 8zj aZj

calculamos parte da cohomologia de Poisson de C2. Mostramos que:

Teorema 1.3 A cohomologia top Hp, (C?) é isomorfa a R*.

istd

onde a estratégia fundamental foi reduzir o célculo da cohomologia para
cohomologia invariante. Posteriormente mostrar que tais complexos Poisson

invariante formam um modulo livre sobre as fungoes invariantes.
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2
Variedades Téricas

Neste capitulo vamos relembrar algumas defini¢oes e construgoes basicas
sobre variedades téricas. O objetivo aqui sera apresentar os diferentes objetos
que descrevem uma variedade térica e as relagoes entre essas descrigoes. No
final serd contruido um atlas holomorfo associado a cada politopo de Delzant,

construcao essa necessaria ao préximo capitulo.

2.1
Introducao as Variedades Toricas

Para estabelecer notacdes e nomenclaturas:

Definicao 2.1

e Chamamos de toro algébrico (complexo) n-dimensional T¢ ao conjunto

(C*)™ munido com a multiplicacio usual dos nimeros complezxos;

e Uma agdo (torica) de um toro algébrico (C*)"* sobre uma wvariedade
algébrica X € uma agdo induzida por um homomorfismo de grupos
Y (CH)" — 1SO(X);

e Uma variedade torica é uma variedade algébrica irredutivel X
equipada com uma agdo de um toro algébrico possuindo uma orbita aberta

e densa em X.

Geralmente inclui-se na definicao de variedade térica a propriedade de
normalidade, ou seja, que o anel de coordenadas C[X] seja integralmente
fechado a seu corpo de fungoes regulares C(X), i.e., se P € C(X) é raiz de

algum polinémio ménico com coeficientes em C[X], entao P € C[X].

Exemplo 2.2
1. (C*)™ e C™ sdo evidentemente variedades toricas;

2. Seja C a curva plana V (X3 —Y?) C C%. C ¢ irredutivel uma vez que
X3 —Y? e C[X,Y] € irredutivel. A agio C* x C — C' dada por

t- (l‘, y) = (t2$7 tgy)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613099/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1613099/CA
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é reqular e possui orbita C*-(1,1) = C'\ {0} aberta e densa em C. Neste

caso C' € variedade torica, porém ndao é normal.

3. Seja A = {)\(1), cee )\(k)} C Z™ conjunto nao-vazio. Induzimos uma ag¢do
de (C*)™ em C* relativo a A definida por:

we (21,00, 28) = (uﬂmzl, o ,w’\(k)zk) , para todo w € (C*)"

Seja Ya o fecho de (C*)" - (1,...,1). Entao Y4 € variedade torica;

4. Analogamente seja A = {)\(1),...,)\(’“)} C Z™ conjunto nao-vazio.

Induzimos uma agio de (C*)* em CP*™! relativo a A definida por:
welz .z = [w’\<1)21 D ww)zk} , para todo w € (C*)"

Seja X4 o fecho de (C*)"-[1:---:1]. Entdo X4 € variedade torica;

Um aspecto bastante importante de variedades toricas que as fazem ser
um topico especial em geometria algébrica se deve ao fato de possuirem fortes
conexoes com outros objetos e até mesmo com outras areas da matematica,
como por exemplo cones, poliedros, fans, etc, ou ainda, combinatoria, algebra
comutativa, geometria simplética e topologia. Vamos apresentar algumas

dessas conexoes de maneira breve, suficientes para as proximas secoes.

2.2
Variedades Téricas Associadas a Semigrupos

Seja S um semigrupo abeliano. Sua algebra de semigrupo sobre C é
definida por
k
ClS] = {Z a; 2%k € Nya;, € C,0; € S}
i=1
onde a multiplicacdo ¢ definida por Z°Z° = Z°t%' com 0,0’ € S, e estendida
distributivamente. Em particular se G C S é um conjunto de geradores como
semigrupo, entdo {Z?|o € G} forma um conjunto de geradores para C[S] como

C-algebra.

Exemplo 2.3

1. Se S = (Zxp)", entio C[S] = C|zy,...,2,] € a C-dlgebra de polindmnios

em n varidveis.

2. Se S =17", entdo C[S] = Clz7,...,25] = Clz1,. .., 2u)sy.n, a C-dlgebra

’n

dos polinomios de Laurents em n variedveis.
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Proposigcao 2.4 Seja S C Z" um semigrupo finitamente gerado. Entdo

Specy,(C[S]), munida da topologia de Zariski, é uma variedade torica afim.
Proof. [12] |

Proposicao 2.5 Qualquer wariedade torica afim € equivalente a uma
variedade torica afim da forma Specy,(C[S]) para algum semigrupo S C Z

finitamente gerado.

Proof. [12] |

2.3
Fans

Definicao 2.6

e Um cone (poliedral convexo) em R™ é um conjunto da forma:
C={av+ - +av. € R"ay,...,a. >0}

onde o conjunto finito {vy,...,v,.} € chamado de geradores do cone C';

e Um cone C CR"™ é dito racional se possui um conjunto {vy,...,vx} C
7" de geradores. Se, além disso, tal conjunto G for parte de uma Z-base

de Z" dizemos que C' é suave;

e O dual do cone C CR" € definido por:

C* ={f e ®R")[f(x) > 0,Ve € C}

e Uma face do cone C' C R" é: ou o proprio C' ou um conjunto C' N Hy,
onde f € C*\ {0} e Hy :=={x € R"|f(x) =0};

e Um cone C' C R" é chamado de fortemente convexo se {0} for uma
face de C, ou equivalentemente, se C' N (—C) = {0};

Notemos que se C' C R" for cone, entdo sob as operagoes de adi¢ao
e multiplicagao por escalar usuais em R", temos que C' é semigrupo. Para

evidenciar esse fato denotaremos C' por Sc.

Proposicao 2.7 Sejam C' e C' cones racionais. Se C for uma face de C',
entao o mapa induzido Spec,,(C[S.]) — Spec,,(C[Scr]) € injecio aberta para
a topologia de Zariski.

Proof. [12] |
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Defini¢ao 2.8 Um fan em R" é uma colegio finita F = {Cy}rer de cones

racionais fortemente converos satisfazendo:

e Toda face de todo cone C' € F pertente a F;

e A intersecio de quaisquer 2 cones de F € uma face comum de ambos

COMES;

Um fan F € dito suave se todos seus cones sao suaves. O suporte de F ¢é
definido como a unido |F| de seus cones. Um fan F em R™ é dito completo
quando |F| = R™.

2.4
Variedades Toéricas Associadas a Fans

A partir da ultima proposicao e dos resultados precedentes, fica bem
visto que dado um fan F em R"™ temos associados a cada um de seus cone
C' € F uma variedade térica afim X¢ := Spec,,(C[S¢]), na qual duas dessas
variedades afins X¢ e X sao identificadas vias injegoes abertas Xonor — X¢

e Xonor — Xcr. Definimos assim a variedade algébrica:

X]: = ( U XC’> / ~
CeF

A acgdo térica de cada Xc é compativel com a identificacdo induzida nas

faces. Desta forma had uma acao térica bem definida sobre Xz na qual

Xy = Spec,(CIZF',...,ZF]) = (C*)* — Xz possui imagem aberta e

densa. Desta forma, a cada fan F de R™ induz uma (C*)"-variedade torica.

{fans F em R"} — {(C*)"-Variedades Téricas}

F = X]:
Exemplo 2.9
1. Sejam {eq,...,e,} a base canonica de R™ e ey := —ey—+ - -—e,,. Para cada
colecio I = {e;,,...,e;, } C {eo,e1,...,e,} definimos C; = Cj, i, como
o cone fortemente convero em R"™ gerado pelo conjunto {e;,...,e; }. E

fdcil ver que a sequinte cole¢io é um fan:

F = {C[}Ic{eo,...,en} U {C}

onde C' = {0}. As construgoes nos levam a Xz = CP".
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2. Seja {ey,...,e,} a base canonica de R™. Para cada I = {e;,...,¢e;,} C
{xey,...,xe,} definimos C; = Ci, i como o cone fortemente
convero em R™ gerado pelo conjunto {e;,...,e; }. A colegio F =

{Cr}icieo,eny U{CY}, onde C = {0}, forma um fan com Xz = CP' x

... x CP' = (CP")"

Uma vez que cada variedade térica X é a colagem de variedades toricas
afins normais, resuta-se que Xz é normal tendo em vista que normalidade

¢ uma propriedade local. A préxima proposicao justica o porqué geralmente

assumisse normalidade na definicdo de variedade toérica.

Proposicao 2.10 (Classificagio das Variedades Toéricas Normais)
Qualquer variedade torica normal X € equivalente a uma variedade térica da

forma Xz para algum fan em R™, onde n € a dimensao do toro agindo em X.

Como uma consequencia imediata temos a equivaléncia:
{fans F em R"} = {(C*)"-Variedades Téricas Normais}

Novamente, é por causa da natureza dessas classificagdes que usualmente

adiciona-se normalidade ao conceito de variedades téricas.

Proposicao 2.11 Seja P a envoltoria convexa em R"™ do conjunto A =
{)\(1), cee A(k)} C Z" e seja X 4 a variedade torica associada a A. Entdo existe

uma bije¢io entre as faces do politopo P e as (C*)"-drbitas em X 4 dadas por:
faces do (C*)™ -6rbitas
—
politopo P em X4
Fr— X°(F)

onde X°(F) ={[u] € Xa |[VA:uy=0& N ¢ F}.
Proof. [12] |
Exemplo 2.12

Sejam A = {(0,0),(1,0),(0,1)} C Z* e A o politopo proveniente da
envoltoria convexa de A. Sabemos que associado a A temos a variedade torica

X4 = fecho de {[1 : wy : w3] € CP*: wy,wy € C*} = CP?.

F2

Fs

Figura 2.1: Fan
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Vamos verificar a bijecio entre faces de P e (C*)%-6rbitas de X4, = CP?,
O conjunto A C Z* dd origem a uma agdo torica ¢ : (C*)? x C3 — C? dada
por (wy,ws) - (21, 22, 23) = (21, w122, we23) na qual age linearmente e induz a

sequinte decomposicao:

C*~ P C

Aezn

A€ Z2 temos C3 :={z € C3: w2z =wz,Vw € (C*)*}.

(C?o,o) = {2 € C: (21, w120, wp23) = (21, 22, 23), Yw € (C*)?*} =
= C x {0} x {0}

C?I,O) = {2 € C: (21, w129, waz3) = w1 (21, 22, 23), Vw € (C*)*} =
= {0} x C x {0}

C?O,l) = {2 € C*: (21, w120, wp23) = Wwa(21, 29, 23), Vw € (C*)*} =
={0} x {0} xC
Logo C* = Cf, oy @ C}, 4 @ Cy 1y As correspondéncias sdo:

o Fy:=P ~ XO(Fy) ={[z1: 22: 23] € CP?: 21, 29, 23 € C*}
o F1 ~ X0<F1) = {[2’1 20 2’3] € CPQ 121,23 € C*}

)
)
D)}~ XO(Fo) = {[0:0: 23] € CP?: 23 € C*}
)
)

o Fo:={(0

o Fi3:={(0,0)} ~ X(F5) = {[z,:0:0] € CP?: 2, € C*}

o Foy:={(1,0)} ~ XO(F15) = {[0: 2 : 0] € CP?: 2, € C*}
2.5

Fans Associados a Politopos

O termo politopo é hoje em dia um termo amplo que cobre uma
vasta classe de objetos e varias defini¢goes aparecem na literatura matematica.
Muitas dessas defini¢oes nao sao equivalentes entre si, resultando em diferentes
conjuntos de objetos sendo chamados pelo mesmo nome de politopos. Desta
forma, antes de comecarmos essa secao vamos a um esclarecimento de

nomenclatura que serd 1util tanto nessa como na proxima segao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613099/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1613099/CA

Capitulo 2. Variedades Téricas 21

Definicao 2.13 Um conjunto A C R™ serda chamado de politopo se for
descrito como a envoltoria convera de um numero finito de pontos de R™.
Nesse caso, podemos caracterizar A como a intersecao finita (e minimal) de
semiespagos (¥, fi((—00,a;)), onde fi é fungdo linear. Chamamos os vértices
de 0-faces, as arrestas de 1-faces, e assim por diante. As (n — 1)-faces serao

chamadas de facetas.

Podemos de forma natural associar a cada politopo A um fan. Para isso,
sejam A C R™ um politopo e f : R — R linear. Chamamos de face suporte
de f ao conjunto suppa(f) := {z € A : f tem minimo em z}. Se F for uma

face de A, entao definimos o cone:

Cra:=1{f € R")" : suppa(f) = F}

Sem grandes dificuldades pode-se verificar que Cp A € um cone fortemente
convexo, conforme definido nas se¢oes precedentes. Mais do que isso, pode-se
checar que Fa := {Cpa}F face de o forma um fan completo. Por A C R" e Fa
ser fan em (R™)*, chamamos Fa de fan dual a A. Podemos ainda considerar o
caso em que A possui a origem como ponto interior, assim definimos o politopo
dual:

A" :={feR": f(v) > —1,Yv € A}

Algumas implica¢oes imediatas sao:

e A* C (R™)* é politopo e suas faces geram os cones de Fp;
e A é racional, entdo A* e Fa s@o racionais;
e A é suave, entao A* e Fa sdo suaves;
Devemos ter em mente que nem todos os fans provém de politopos.
Politopos que admitem o mesmo fan dual podem ser geometricamente

diferentes, por exemplo, faces correspondentes podem ter diferentes volumes

relativos, mas seus dados combinatorios sao os mesmos.

Exemplo 2.14 Seja A C R™ o n-simplex dado pela emvoltoria convexa da

base candnica {f1,..., fn} juntamnete com a origem fo = 0. Identificamos
R™ ~ (R™)* canénicamente. Notemos que para cada j em {0,1,...,n} a
faceta Fj(n_l) = Env Conv{ fo, . .. ,};, ...y Jn}, onde o acento circunflexo indica

omissao, estd associado ao cone fortemente convexo 1-dimensional

Reo fi,sej=1,...,n
Cra= ’
R-g ep, s 7 =0
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onde eg := —f1 — -+ — fn. Analisando o restante das faces de A podemos
perceber que o fan dual associado Fa € exatamente o fan do exemplo 1 da
secdo 2.4, ou seja, o politopo A estd associado ao fan completo Fa que por sua

vez estd associado a variedade torica Xz, = CP".

2.6
Descricdo Cartas-Toéricas (Poliedros)

Definicao 2.15 Um politopo A C R? é chamado de Delzant se satisfaz:

e simplicidade, ou seja, existem exatamente d arrestas encontrando cada
vértice;
e racionalidade, ou seja, para cada vértice v de A as arrestas adjancentes

a v sao da forma v+ tu;, t > 0, onde u; € Z";

e suavidade, ou seja, para cada vértice v de A, 0s u;’s correspondentes

podem ser escolhidos de modo a {us, ..., uqs} ser uma Z-base de 7"";

Seja T um grupo de Lie abeliano de dimensao n com t = Lie(T'). Dado

A C t* politopo de Delzant, fixamos uma enumeragao de suas facetas ((n —

1)-faces) {F"V, ... ,Fén_l)}. Consequentemente existirdao {uy,...,uq} C t,
correspondendo biunivocamente as facetas de A, e A,..., g € R de modo
que:

A={vet : (vu)+\=>0, Vk=12 ... d}

Para cada face F' de A seja Sp C {1,...,d} o conjunto de indices j tais que
(

n—1 .
F CF; ). Desta forma podemos associar o cone:

cone{us : s € Sp} == Cp := Z Rsou; = Z aju; i a; > 0}

JESF JESF

Observemos que X := {Cr}rcaface € cone dual a A em t. Notemos também
que ordenando parcialmente as faces de A e os cones de ¥ pela inclusao, temos

bijecao que reverte ordenacao:

{faces de A} =5 {cones de T}

F  —— cone{us:s € Sp} =CFp
A +— {0}

De fato, se F' C F sao faces de A, portanto Sp C S e assim Cr C Cr. Em

. -1 - : oo
particular Fj(" Vs cone{u;} e vértices — cones n-dimensionais. Observemos


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613099/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1613099/CA

Capitulo 2. Variedades Téricas 23

T

;//7//
/// /

Figura 2.2: Politopo e Fan

que com a escolha de um produto interno em t, os elementos {us, ..., us}
podem ser considerados como vetores normais as facetas de A apontando para
dentro via a identificacdo induzida de t com t*.

Seja X = YA fan dual ao politopo A. Analogamente as segoes
precendentes vamos construir variedade torica suave e compacta X = X ()
associada ao fan 3.

Definimos a aplicagao R-linear p : Z? — t na qual e; + wu;, para
j=1,...,d, e denotamos da mesma forma p : C¢ — t¢ sua extensdo complexa.
A menos de renomeacao dos vetores u’s a plicagao p ¢ unicamente determinada
pelo fan F. Seja n C R? o kernel de p : R — t e seja ng = ker (p :C? — t(c>
sua complexificacdo. Além disso, associado a ng C C? temos o subgrupo de
Lie complexo N¢ C TE.

Como um grupo de Lie complexo N¢ é isomorfo a TS ™. Se o cone gerado
por {uy,...,u,} for n-dimencional em ¥

Para cada S C {1,...,d} seja:

(Co)°:={2=(21,...,24) EC*: 2, =0 <= j ¢S}
={z=(21,...,24) €ECY: 2, £0 <= j € S}

Para d = 1 as T-érbitas serdo a origem (Co)? = {0} e seu complemento
(Co)tt = C*. Tomando-se 'produto' fica claro que a associacio S C
{1,...,d} — (Cy)® C C? ¢ uma beije¢io entre o conjuntos das partes de
{1,...,d} e o conjuntos das T-6rbitas. Um fato importante a ser destacado é
que o fecho de (Cy)*® é a unido de todos (Cy)*" onde S’ C S.

Us, .= U (Co)s C Cd
SeA

onde A:={S C{l,...,d}: S°= Sp para alguma face F de A}.
A:={Sc{l,...,d}:cone{us :us ¢ S} € X}.
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Proposicao 2.16 Us, ¢é subconjunto aberto de C* na qual N¢ age livremente.

Proof. [7] |

Corolario 2.17 Se F ¢ o fan dual de A, entio Xy := Us,/N¢ € variedade

complexa suave com uma a¢ao do toro complexo T =~ ']I‘%/N(c.

A partir de agora vamos construir atlas de X(X) formado de cartas

holomorficas associado aos vértices de A.

Proposicao 2.18 Dado V € A wvértice, associado a V' temos Cy = cone{u :
s € Sy} € ¥ e seja Uy = Us ((CO)S, onde a unido é sobre todos 0s
S cA{l,...,d} de modo que S C Sy, ou ainda, que cone{us : s ¢ S} seja face
de Cy. Entao:

1. Uy /N¢ € aberto em X (X);

2. {Uy/Nc : Cyé um cone n-dimensional de ¥} € cobertura aberta de
X(%);

3. Para cada V € A wvértice existe ¢y : Uy /Nc — C™ carta holomorfa;

Portanto:

{((bV? Z/{V/N(C) }VGA vértice

¢ atlas holomorfo de X (X).

Proof.

1. Seja Cy = cone{us : s € Sy} cone n-dimensional. Vamos mostrar que

Us, \ Uy é fechado. Notemos que

Us \Uy = |J (Co)® (2.1)
SeA
onde A é a colegao de subconjuntos S C {1,...,d} tais que o cone{us :

s ¢ S} € ¥, mas nao é face do cone Cy. Assim, se S¢ € Sy, entdo
qualquer conjunto contendo S¢ também nao vai estar contido em 5S¢,
entdo o fecho de (Cg)® estd na unido (2.1). Portanto Us \ Uy ¢ a
unido finita de conjuntos fechados, consequentemente Uy /N¢ é aberto
em X(X).

2. Sendo ¥ fan completo para cada cone n-dimensional (fortemente
convexo) existe ao menos um 1l-cone que nao o intersepta. Portanto os

conjuntos Uy, com V vértices, formam uma cobertura de Us..
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3. Seja Cy € X cone n-dimensional associado ao vértice V. Por simplicidade

vamos assumir Cy = cone{uy,...,u,}. Por definicio temos Uy = {z €
C?: 2z #0,j =n+1,...,d} Seja AV € Mat(n x d —n,R) dada
por Upy; = > 7y Aju; = 0 para |l = 1,...,d — n. Lembremos que a

parametrizacao N¢ ~ ']I‘%_” induz a acao:

At a— Apa—
Cozi= (g Gl G G 2 G - ZaGan)

Entao a aplica¢do quociente Uy — Uy /N tem a seginte forma:

—A —A d—n . 7Ad7n 7Ad7n d—mn . .
(21,0 2a) V= [zt b 2g T e a2 N R
A aplicacao Uy /Ne —> Uy dada por [wy; : -+ @ w, = 1 @ -
1] = (wy, -+ ,wy,1,---,1) é claramente uma secao local trivializante

do N¢-fibrado Us, — X (X). Portanto, com a proje¢ao adeguada temos
carta local:
gbv : Uv/N(C — "

Exemplo 2.19 Utilizando a construcdo precendente vamos construir atlas

holomorfo associado ao sequinte politopo de Delzant:

(0,1) (1)

iy

(5]
Us

T U

(0,0) (0,2)

Figura 2.3: Politopo de Delzant

Para cada vértice de A temos associado carta holomorfa:

o V5=(0,0) € A~ Sy, ={1,2} ~ Cy, = cone{uy, us}
Ay, = {S C {1,2,3,4} : 5 C Sy} = {{3,4},{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4}}

uVo _ U (CO)S _ (CO){SA} U (CO>{1,3,4} U <C0>{2’3’4} U (CO){1,2,3,4}
SE.AVO

={0} x{0} xC*xC*'UC*"x {0} xC*"xC" U
{0} xC*"xC"xC"UC"xC"xC"xCr
=CxCxCxC


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613099/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1613099/CA

Capitulo 2. Variedades Téricas 26

ug + (Lug + Loug) =

0 10
AY € Mat(2 x 2,R) ~ s AV =

— Projegdo: Uy, — Uy, /Nc; (21, 22, 23, 24) = [z125 1 2023 2t 010 1]
— Secao: Uy, /Nc — Uy, ¢ dada por [wy : wse = 1: 1] — (wy,wq, 1,1)
— Carta ¢y, : Uy, /Nc — C? € dada por

[21: 20 231 24 ¥ (21231, 2025 P27 Y)

e V1 =1(0,2) € A~ Sy, ={2,3} ~ Cy, = cone{usg, us}
Ay, = {S € {1,2,3,4} : S C Sy, } = {{1,4}, {1,2,4},{1,3,4},{1,2,3,4}}

Uy, = U ((C())S _ (Co){1’4} U (Co){1’2’4} U (Co){1’3’4} U (Co){1’2’3’4}
SEAVI

=C"x {0} x{0} xC*'UC*"xC*x {0} xC* U
C'x{0}xC"xC"UC"xC"xC"xC"
=C"xCxCxC

uy + (Loug + Loug)

=0 11
AV € Mat(2 x 2,R) ~» ~ AV =

— Projegio: Uy, — Uy, /Ne; (21, 22, 23, 24) = [1 2 2027 2yt za2y 2 1]
— Secio: Uy, /Nc — Uy, € dada por [1 : wq : ws : 1] — (1, wq, w3, 1)
— Carta ¢v, : Uy, /Nc — C? ¢ dada por

[21: 20t 23 1 24] ¥ (2027 20, 2327 )

. ‘/2 = (17 1) S A~ SVQ - {3,4} ~ OVQ = COTL€{U3,U4}
Ay, = {S C {1,2,3,4} : S° C Sy, } = {{1,2},{1,2,3}, {1,2,4},{1,2,3,4}}

Z/{Vz _ U (CO)S _ (CO){LQ} U (CO>{1,2,3} U (CO>{1,2,4} U (CO){1,2,3,4}
SE.AV2

=C"'xC"'x{0} x{0} UC"xC*"xC*x{0} U
C'xC'x{0} xC"UC"xC"xC"xC"
=C"xC"xCxC

up + (—lug + Laug) =0

1
A% € Mat(2 x 2,R) ~ A [THY
U + (OU3 + 1U4) =0 1 1


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613099/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1613099/CA

Capitulo 2. Variedades Téricas 27

o V5=

Av,

Uy,

AV

Projecio: Uy, — Uy, /Nc; (21, 20, 23, 24) V> [1 012 2321 @ 2427 25 1]
Segdo: Uy, /Nc — Uy, € dada por [1:1:ws: wy] — (1,1, ws, wy)
Carta ¢v, : Uy, /Nc — C* é dada por

[21: 20t 23 ¢ 24] V— (2321, Zaz] 25 t)

(0,1) € A~ Sy, = {1,4} ~ Cy, = cone{uy, uq}

= {5 C {1,2,3,4} : S C Sy, } = {{1,4}, {1,2,4},{1,3,4},{1,2,3,4}}

= U ((C[))S = (Co) 14 U (Co) 124} U (Cp) 1134 U (Cp) 1234
SEAV3

={0} xC*"xC"x{0} UC" xC*"xC*x{0} U
{0} xC*"xC*"xC" U C"xC*"xC*xC*
=CxC"'xC"'xC

U + (OU3 + 1U4) =0

-1
€ Mat(2 x 2,R) ~» ~ AV2 = 0
us + (—1.U3 + 1U4) =0 1 1

Projecio: Uy, — Uy, /Nc; (21,20, 23, 24) V> [2125 00 101 242025 1]
Secio: Uy, /Nec — Uy, € dada por [wy = 1: 1 wy] — (wq, 1,1, wy)
Carta ¢y, : Uy, /Nc — C? é dada por

(211 20 0 230 2z4) V> (2123, 242025 )
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Cohomologia de Poisson

Neste capitulo vamos definir cohomologia de Poisson sobre uma
variedade e linca-la com a cohomologia de DeRham. Definiremos estrutura
Poisson-torica e apresentaremos alguns exemplos. Ao final mostraremos alguns
resultados sobre a nao-exatitude de tais estruturas na cohomologia de Poisson.
Consideragoes cohomoldgicas serao feitas sobre Hy  ((C)"), onde Ilgyq é

estrutura quadratica canonica.

3.1
Definicao da Cohomologia de Poisson
A cohomologia de Poisson foi introduzida por Lichnerowicz em [14], a

peca fundamental para sua definicao é o seguinte lema.

Lemma 3.1 Sejam (M, 11) variedade Poisson e A € X*(M) um k-campo de
vetores. Entao:
I, [IT, A]] = 0

Proof. Por um lado, usando a identidade de Jacobi graduada do colchete de
Schouten para II € X2(M) e A € X¥(M) temos:

(= 1) HIL, [IT, AJ] — [T, [A, 1] + (= 1)* 7 [A, [ILTI]] = 0

por outro, usando a anticomutatividade graduada temos [A,Il] =
—(=1)F"'[IL, A] e, consequéntemente, [IL,[I, A]] = —3i[A,[ILII]]. Agora
como IT é estrutura poisson [II, II] = 0, portanto, [II, [II, A]] = 0. [ |

Para cada bivetor II sobre uma variedade M podemos definir um
operador R-linear dy = djj : X*(M) — X**'(M) sobre os espagos de

multi-campos de M da seguinte forma:

di(A) == di(A) .= [II, A], VA € X*(M)

Lema (3.1.1) nos garante que se II for Poisson di ¢ um operador

diferenciavel no sentido que dp o diy = 0 o que conrresponde a uma complexo

de cocadeias (X*(M), dn):

k—1 k
xR ) T k) B () s


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613099/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1613099/CA

Capitulo 3. Cohomologia de Poisson 29

chamado de complexo de Lichnerowicz. A cohomologia deste complexo

é, por definicdo, a cohomologia de Poisson:

3.2

H (1) — Iker (iﬁlz XH(M) — XM1(M))
m (df ! X5 (M) — XH(M))

Interpretacao da Cohomologia de Poisson

e 0-grupo de cohomologia Hj(M):

O 0-grupo de cohomologia de Poisson H3(M) é o grupo formado pelas
funcoes f € C*°(M) de modo que dn(f) = [II, f] = —X = 0. Em outras
palavras, HY(M) é o espaco das fungoes Casimir de II, ou seja, o espago
das integrais primeiras associadas a foliacao simplética. Texto

l-grupo de Cohomologia H(M):

O primeiro grupo de cohomologia de Poisson HJ (M) é o quociente
do espago dos campos de vetores Poisson, ou seja, que satisfazem
[IT, X] = 0, pelo espago dos campos de vetores hamiltonianos, ou seja,
dos campos X € X'(M) da forma X_; = [II, f]. Os campos vetoriais
Poisson sao automorfismos infinitesimais das estruturas de Poisson,
enquanto os campos vetoriais hamiltonianos podem ser interpretados
como automorfismos infinitesimais internos. Assim, H(M) pode ser

interpretado como o espaco de automorfismos infinitesimais externos de
I1.
2-grupo de Cohomologia H3(M):

O segundo grupo de cohomologia de Poisson HZ(M) é o quociente
do espago dos bicampos A que satisfazem [II,A] = 0 pelo espago dos
bicampos da forma A = [I1, Y] para algum Y € X'(M). Se [[I,A] =0 e e
é um parametro (infinitesimal) formal, entdo I1+eA satisfaz a identidade

Jacobi até os termos da ordem &2

[IT 4 A, IT + eA] = €2[A, A] = 0 mod &*

Portanto, pode-se ver II + A como uma deformacio infinitesimal de II
no espaco de tensores de Poisson. Por outro lado, até os termos da ordem
e, Il + ¢[I1, A] é igual a (¢ ).I1, onde ¢5 é o fluxo de Y no tempo e.
3-grupo de Cohomologia H}(M):

O terceiro grupo de cohomologia de Poisson HZ(M) pode ser

interpretado como o espaco de obstrugoes a deformacao formal. Suponha
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que tenhamos uma deformagao infinitesimal IT + €A, ou seja, [II, A] = 0.
Entao, a priori I1+ A satisfaz a identidade de Jacobi apenas em modulo
2 Para fazé-lo satisfazer a identidade de Jacobio médulo €2, temos que

adicionar um termo £2A, tal que

H+€A+€2A2,H+5A+52A2} = 0 mod &* (3.1)

A equagdo a resolver é 2[II,Ay] = —[A,A]. Essa equagao pode ser
resolvida se, e somente se, a classe de cohomologia de [A, A] em HZ (M)

seja trivial. Similarmente, se (3.1) ja estiver satisfeito

[H + e+ 2Ny + A5, T+ A + 2N, + 53/\3} = 0 mod ¢*

temos que garantir que a classe de cohomologia de [A, Ay] em HZ (M) se

anule, e assim por diante.

O tensor Poisson II é um cociclo no complexo Lichnerowocz. Se a classe
de cohomologia de TT em HZ(M) é zero, ou seja, existe um campo de vetores
Y € X'(M) de modo que [II,Y] = II, entdo II é chamada estrutura de
Poisson exata. Vamos agora a relacao entre a cohomologia de De Rham e

cohomologia Poisson.

3.3
Cohomologia de Poisson vs Cohomologia de De Rham

Sabemos que uma estrutura Poisson II sobre uma variedade M induz um

mapa entre fibrados:

n#* . T*M — TM

na qual associa a cada covetor « € T*M um tnico vetor [1#(a) € TM de
modo que:
(a A B = (8, 1T%()),VB € T*M

Este homomorfismo entre fibrados é um isomorfismo se, e somente se, II
é nao-degenerado, ou seja, simplético. Tomando-se poténcias exteriores da

aplicacao a cima podemos estende-la ao homomorfismo
I# . AFT*M — A"TM
e consequéntemente a uma aplicagdo C'*°(M)-linear entre as segoes:

m# . QF (M) — X*(M)
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Esta ultima aplicacao por sua vez traz a ligagdo entre as cohomologias de De

Rham e Poisson no seguinte lema.

Lemma 3.2 Sejam (M, 1) variedade Poisson e I1# : Q*(M) — X*(M) mapa

entre as segoes. Entao:
IT#(dn) = —[I1, 1T (n)] = —dn(IT* (1)) (3.2)

Em outras palavras o sequinte diagrama é anticomutativo.

LR (M) s QF (M) —L- QMY (M) L

|n# |n# |n#

R RR (M) e XA (M) T X (M)

Proof. A prova se da via indugdo sobre o grau de n e usando a regra de
Leibniz do colchete de Schouten. |

Sem grandes dificuldades podemos perceber que lema (3.3.1) garante

mapa entre entre as cohomologias:
% . HYyp(M) — Hfy(M)

Um observacao importante a ser feita aqui é quando o bivetor Poisson
II for ndo-degenerado, ou seja, quando II# : T*M — TM for isomorfismo,
nesse caso fica evidente pelo diagrama que HE(M) ~ H¥,(M).

Novamente, como mencionado na introducao, em geral o calculo da
cohomologia de Poisson para estruturas nao-simpléticas ¢é algo dificil demais e
em aberto para a maioria das estruturas, tal dificuldade é resultado da caréncia
de técnicas gerais como existem para a cohomologia de De Rham. Um dos
teoremas provados nessa tese é exatamente o calculo da cohomologia top de

C" para a estrutura quadratica canodnica.

34
N3o-exatiddo da estrutura Poisson-térica

Definicao 3.1 Seja T¢ toro algébrico complexo e seja X wariedade toric
compacta e suave para ac¢ao p : Tec ~ X. Dizemos que um bivetor Poisson
real Te-invariante m € X*(X)™ é uma estrutura Poisson-térica se as folhas

simplética de ™ sao exatamente as Tc-orbitas.

Lemma 3.3 Sejam A C R"™ politopo de Delzant, F fan dual a A e
X = X(X3) = Xa wariedade torica diferencidvel associada. Entao X possui

subvariedade térica Z equivariante a CP'.
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Proof. Seja A uma aresta de A com Vi e Vy wvértices adjacentes a A. A
cada vértice estd associada uma carta ¢y, e um aberto coordenado U; C
X (%) difeoformo a C™. A identifica¢io induzida pela aresta A nos abertos

coordenados induz identificacio em C" LI C™ resultando num CP'. [ |

Teorema 3.2 Sejam A C R"™ politopo de Delzant, F fan dual a A e X =
XA wariedade térica diferencidvel associada. Seja 11 € X*(X)™c estrutura
Poisson T-invariante cujas folhas sdo exatamente as T-orbitas, ou seja, 11
¢ Poisson-torica. Entio [II] # 0 em H*(X,I), ou seja, 11 ndo é exvata na

cohomologia de Poisson por ela induzida.

Proof.

Suponhamos [IT] = 0 em H?(X,II), ou seja, que exista campo de vetores
Y € X'(X) tal que d(Y) = [IT, Y] = II. Desta forma, temos Ly (IT) = [V, II] =
—II. Por F ser completo, temos X ¢ variedade compacta e fluxo ¢¥ é completo,

logo:

v(s) = (¢¥,). I € X1(X),Vs € R
d

Vi) = G (@)= =)= —()

o que chegamos a v/(s) = —v(s), ou ainda, v(s) = e *y(0) = e *II. Trocado s
por —s chegamos entao:
(¢Y).I1 = €eI1,V¥s € R

o que, em particular, mostra que o posto de Il é constante ao longo do fluxo
de Y. Se considerarmos decomposicao de X via posto de II vemos que o fluxo
estd numa componente dessa decomposi¢ao, mas tal componente é uniao finita
de folhas, logo Y é tangente a elas e consequentemente tangente as folhas de
II(= Tc¢-érbitas). Lema 3.3 garante que existe Z C (X, II) subvariedade térica
(unido de Te-6rbitas) de modo que Z é equivariante a CP'. Pelo que verificamos

inicialmente (Z,11|;) é subvariedade térica de X.

Y|z € X%(2)

~dlz(Yz) =1y
|z € X%(2)

Isso significa que temos uma estrutura Poisson-térica exata I’ € X2(CP'), ou
seja, que existe Y/ € X!'(CP') de modo que [II',Y’] = II'. Por invariancia,
temos que II' = A4, A € R, mas Arlo Caine provou que [IIg4] # 0 em
HE  (CP'). Portanto [IT] # 0 em H?(X,II). |
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3.5
Cohomologia Poisson e Cohomologia Invariante em C

3.5.1
Da cohomologia para cohomologia invariante

Seja C dotado da estrutura quadratica canoénica Il = —2i2zZ0, A 0.

Nakanishi em [8] calculou as cohomologias:
HY(C) ~ R, H(C) ~R? HZ(C) ~R

utilizando fatoragdo polinomial e séries de poténcia. Nessa tese, usando uma
estratégia alternativa, vamos provar o seguinte teorema.

Teorema 3.3 A cohomologia top HX(C?) ¢é isomorfo a R*.

O mais relevante aqui é a maneira como vamos computar tal cohomologia
de Poisson, no caso utilizando-se da cohomologia invariante. Genericamente,
sabemos que se p : G ~ M for agdo de um grupo G sobre uma variedade M
a comutatividade entre a diferencial de formas com o pullback, em particular
py(df) = d(p;(f)), Vg € G, garante a passagem a um subcomplexo das formas

invariantes:
cn— QLM — QF (MY — QY (M) — -

Analogamente, I1 € X2*(M)Y ser bivetor Poisson p-invariante garante a

comutatividade entre a diferencial dy; e o pushforward de multicampos, pois:

dr((pg)«X) = [T, (pg)+X] = [(pg)+7, (pg)+X]
= (pg)«lm, X| = (pg)+dx(X)

Restringindo o complexo de multicampos aos multicampos invarienates essa
comutatividade nos possibilita passagem ao subcomplexo de multicampos

p-invariantes e, consequentemente, a cohomologia de Poisson invariante:
oo XM — X (M)E — () — -
Hy(M)©
Vamos decompor teorema (3.5.1) em dois passos:
1. Qualquer P € X¥2(C?) é Poisson cohomologo a um Q € X2(C2)™;

2. HL(C*)™ & isomorfo a RY;
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Proposigao 3.4 Seja M wvariedade munida de uma agio p : S' ~ M

1 ,
S" na qual é

juntamente com um bivetor Poisson S*-invariante 11 € X?(M)
invertivel sobre um aberto denso S'-invariante U C M. Sejam o o inverso
simplético sobre U e vy := wyo € QY M), onde V' é campo infinitesimal da
agio. Se P € XF(M) é dy-fechado de modo que 1,(P|y) € X*1(M) se estende
a um multicampo diferencidvel em todo M, entao P é Poisson cohomologo a

um multicampo Q € X*(M)S".

Proof. A filosofia desta prova basea-se na construcao de um operador
homotépico no complexo de multicampos, essa construcao é fortemente
motivada pela teoria de DeRham invariante. Vamos ao caso de formas primeiro.

Seja a € QF(U), considere sua média:

1 21

Av(a) = Py

Yradt € QF(U)Y

onde 9y é o fluxo de V. Definindo caminho de formas §(t) := o — ¥ notemos

que:
2 27

1 1
a—— Wiadt = Dy d(t)dt

2m J, T Jo

Evidentemente esse caminho se anula em t = 0 e pelo teorema fundamental

i(t) = /Ot 8 (s)ds

8 (s) = jsw;ka = ¢YI(—Lya) =i (—diya — yda)
=d(—y;ow)a+ (=9 oy )da

do calculo vale que:

pela férmula de Cartan

Pelo fato que a integragdo comuta com a diferencial exterior obtemos a

igualdade:

a— Av(a / / Yrow)a+ (=l oy )da)ds dt

(do/%/ copieaas (L [ [ sewnsaea)a

na qual obtemos uma homotopia de cadeia entre o operador identidade e o

operador média

1 2w t
[ - Av =dK + Kd, K:<27T/0 dt)o(/o ds)o(—¢:OLV) (3.3)

O que fazemos agora ¢é transferir o operador K : Q*(U) —
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Q*~1(U) para o complexo de Poisson (U,II). Para isso nos utilizaremos do
C*(U)-isomorfismo IT# : Q*(U) — X*(U), cuja inversa denotaremos por o .

Essa transferéncia se da via a comutatividade do seguinte diagrama:

Q*(U) —4=Q*(U)

X (U) - x2(U)

Através desse diagrama portanto podemos reescrever (3.2) ao nivel de

multicampos:

I—(W#OAVOU#):W#odKoa#—i—W#oKdoa#:

:dﬂ-O(W#OKOO#>++<T(#OKOU#>Odﬂ-

Para finalizar a prova precisamos garantir que os operadores acima,
definidos em X*(U), sejam restrigoes de operadores em X°*(M).

Para o caso de 7 o Av o o7, vamos verificar que é a restricio a menos

de sinal do operador média para multicampos Av : X*(M) — X*(M)S":

1 2T 1 2T
Av(P) = 271’/0 Y Pdt = —271_/0 Y Pdt

Para isso precisamos fazer duas observacgoes: o primeiro é que os isomorfismos
de fibrados 7 e o# comutam com a integracdo. O segundo é que tanto 7%

como o# sao T?-invariantes, logo:
g (¢:> W:k) = U('7 ) 0 ('7 Yﬂ:) =0 (wit'v ) ~ Wfoa# = O—#Owit = ’/T#Ow;fkoa# = wit
portanto

1 2 1 2
W#OAVOO'#:W#O</ w;‘dt>oa#:/ 7 oqpf o o?dt = —Av
2m Jo 2 J,

Precisamos agora analizar o outro operador 7% o K oo . Espandindo K obtemos

m#oKoo? = (77# o (;ﬁ /027r dt) o O'#>O<7T# o (/Ot ds) o 0#>o(7r# o(—¢zouv)o 0#)

usando novamente a comutatividade entre a integragdo e o isomorfismo de

fibrados obtemos que os dois primeiros operadores sao exatamente:

1 27 t
— dt, / ds
2m J, 0
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operadores de integracao definidos espaco de caminhos de multicampos
parametrizados por [0, 27| e [0, t], respectivamente. Claramente sao operadores
definidos em todo X*(M).

O terceiro operador
o (—yiow) oot = —yr o (1F 0w 00t) = <yt 0ty (34)

Notemos que o# (V') esta definido somente em U, mas por hipétese 1,4y (P) =
t,(P) se estende a todo M. Além disso, por U ser denso e P ser dy-fechado,
existe Q € X* (M) de modo que:

P — (—Av(P)) = du(Q), Av(P) e x*(M)*

|
Lema da divisdo ou ainda lema de Hadamard para funcoes diferenciaveis
em R" diz que o ideal das func¢oes que se anulam na origem é gerado pelas

fungoes coordenadas:

A prova é essencialemente aplicar o teorema fundamental do calculo para
o segmento de reta ligado a origem ao ponto genérico. Os fatores g¢;’s na
decomposigao sao o resultado da aplicacao de operadores integrais e diferenciais
que dependem suavemente de parametros diferencidveis. Precisamos de uma
versao do lema de divisao onde a origem é substituida por uma familia
apropriada de subespacos através da origem. A dependéncia diferénciavel dos

paramentros ¢ a peca chave da demonstracao.

Lemma 3.4 Seja f(z,w) € C®(C?) tal que se anula na unido dos dois eiros
complezos. Identificando C* ~ R* via z = (z,y) e w = (u,v), entdo f pertence

ao ideal gerado por {xu,zv,yu,yv}.
Proof. Seja f(z,w) como no enunciado. Fixamos (zo, yo,0,0) sobre o eixo-z.

Consideremos p(u,v) € C*°(C) dada por

p(u,v) := f(zo,y0,u,v), (u,v) € R?

Por hipétese, p(0,0) = 0 e, desta forma, aplicando lema da divisao sobre p
obtemos:
p(ua U) = uq (u) U) + UQQ(UJ U)? q1, 42 S COO(C)

Como mencionado anteriormente o lema da divisao depende suavemente

dos pardmentros, no caso de zy e yo. Isso significa que obtemos a seguinte
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decomposic¢ao:
f=ugi+vg, g1,9: € C™(C?)

Afirmamos que ¢1(0,0,u,v) = ¢2(0,0,u,v) = 0. O motivo dessa relagdo esta
no que ¢g1(0,0,u,v) e g2(0,0, u,v) dependerem do valor f ao longo do segmento
de reta ligando a origem ao ponto (0,0, u,v). Aplicando novamente lema da

divisao a cada g;(z,y, ug, vy) resulta
f =ugy +vgo = u(xhy + yhs) + v (zhs + yhy) = urhy + uyhs + vrhs + vyhy

onde h; € C* (C?), o que prova o lema. [ |

Teorema 3.5 A inclusao do complexo Poisson invariante no complexo

Poisson

%3(C2)T2 d %4((?2)11‘2
23(C?) - x4(C?)
induz wm isomorfismo i : H(C*)™ ~ HA(C?).

Proof. Primeiramente, vamos verificar que os operadores dyj e Av, Av(X) :=
— 027r Y Xdt com X € X*(C?), comutam.

1 1 2

(Av o dn)(X) = Au((IT, X)) = — 5 / (XDt =~ [ ). Xt

Cor 2m Jo
2

! / (60).Xdt] = (diy o Av)(X)

om

= [IT,

onde mais uma vez usamos a T?-invariancia de II. Verificada a comutatividade,
vamos entdo provar que i : HA(C2)™ — HAL(C?) é injetiva. Dado P €
X4(C?)™ de modo que [P] = 0 em HA(C?), logo existe Q € X3(C?) tal que

P = dn(Q). Pelo que verificamos inicialmente:
P = Av(P) = Av(dn(Q)) = du(Av(Q))

0 que mostra que [P] = 0 em Hf(C*)™,

Agora, vamos a parte mais trabalhosa da prova, i é sobrejetiva.
Precisamos mostrar que se P € X*(C?), entdo existem @ € X*(C)™ e
R € X3(C?) tais que:

P=Q +dn(R)
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o que em palavras diz que qualquer elemento de X*(C?) é Poisson cohomélogo
com algum elemento de X*(C?)™. Seja P = p 2o A9Joy AOJou NOJow € X1 (C?).
Para a notacao nao ficar sobrecarreagada vamos escrever os multivetores com

sub-indices, logo P = p 0,y . Definimos as funcoes e os multicampos:

bo ‘= p<0707070)7 b1 = p(x7y7070)_p07 D2 = p(0707u7v)_p07p3 = P—Po—P1—P2

‘Pj = pjax,y,u,zv J=0,...,3

O teorema estard provado uma vez que verificarmos que cada P;, 7 =0,...,3,
for Poisson cohomoélgo com multicampos invariantes. Observe que p = py +

p1 + p2 + ps3 e as 4 componentes p;’s possuem as seguintes propriedades:

e py é constante;

p1 depende somente das variaveis x e y e se anula na origem,;

p2 depende somente das variaveis v e v e se anula na origem,;

e p3 se anula na uniao dos dois eixos complexos;

Pois bem, notemos que 0y 4 40 € %4(C2)T2 e que a funcado constante pg é
T2-invariante, logo:
PO = Po a:c,y,u,v € %4(CZ>T2

Para seguir a analise de cada P; precismoa expressar dy sobre campos
de trivetores:
dir : X3(C?) — XH(C?)

fagc,u,v + gay,u,v = ((12 + y2)<axf + ayg) - Z*Tf - 2yg)ax,y,u,v

hOyyu + 1050 — (1 + 0?)(Ouh + 0yl) — 2uh — 200) 0y y
Vamos modificar Py = p10;4.4,, por um cobordo apropriado. Aplicando

(3.5)

lema da divisao para pi(x,y,u,v) (para as coordenadas x, y) obtemos:
p1=xm+yn, m,n € C(C)

Seja Ry := %m@z,uﬂ, + %nﬁy’u,v. Entao equagao (3.5) implica que:

1
P +dn(Ry) = <p1 —xm —yn+ §(x2 + y*)(0ym + ayn)> =

= S )@+ )0y

Queremos verificar se estamos nas hipdéteses de aplicar o operador de

média com relacao a a¢ao sobre o primeiro fator. O campo vetorial fundamental
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para esta acao ¢ o campo vetorial rotacional:
Vi = —y0, + 20,

A forma simplética inversa de IT em C? \ {(z,w) : zw = 0} é:

1
o= dx N\ dy —

_$2+y2 du N dv

u2 + v?

e sua contracao com o campo de vetor rotacional V; é:

- = —inyz(xdx Fydy) € QUC2\ {(z,w) : 2w = 0))

LV1

Portanto, os campos multivetores de grau 4 cuja contracao com V1 se estende

a um campo vetorial de grau suave em C? é o submodulo
(2% +47) X' (C?)

Pela relagao (3.6) temos Py +dp(R;) € (2? +y*)X?(C?). Aplicando proposigao
(3.4), existe T1 € X*(C?) de modo que

Py 4 du(Ry) +du(Ty) = Py + du (R +T1) = Avy (p1 + di (Ry))

onde Av; é o operador média com relagdo a agao S' sobre o j fator complexo.
Nossa tltima observagao é que o multicampo P; + dp(R;) nao depende das
variaveis reais u e v, portanto ¢ invariante a acdo de S' sobre o segundo fator

complexo. Logo
T
P+ dy (Ry+T1) = Avy (P + dy (By)) = Av (P + dy (Ry)) € X' (C?)

Portanto P; é Poisson cohomologo a um multicampo T?-invariante.
De forma inteiramente analoga analizamos P» = pa 0p .4, € Produzimos
Ry + T, € X3(C?) de modo a termos:

T2
Py+dr (Ry + Ty) = Ava (p2 + dr (R2)) = AV (p2 + dir (Rp)) € X (C?)

Portanto, novamente, P, ¢ Poisson cohomologo a um multicampo
T2-invariante. Vamos agora analizar o dltimo caso.
Para mostrar que P; = p3 Oy, ¢ Poisson cohomélo a um 4-vetor

invariante, vamos fazer isso em duas etapas. Pelo lema (3.4) podemos escrever:

ps = zuly + xvly + yls + yuly = x (uly + vls) + y (uls + viy)
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Para o primeiro passo definimos:

1 1
Wl = 5 ('Lbll + UZZ) ax,u,v + 5 (ulg + Ul4) ay,u,v

por (3.4)

Py+de (W) = 5 (2% +12) (u(Dul + Byls) + v (Oula + v0y14)) Dy

N |

O segundo passo ¢ definir:

1 1
W2 - §/€1a’p,u,v+§’f26y,u,va R1 =

N —

e novamente por (3.4)

Py+dy (W + Wa) = 5 (2% +97) (02 +0%) l0s g, 15 € C(C?)

A

A partir dessa tltima ralacao podemos aplicar a Py +d, (W + W3) o operador

de homotopia que o leva para sua média
Py +dy (Wi + W+ W) = Avy (Ps+ dy (W1 + Wh)),  Ws € X°(C?)
Segue-se que:
Avy (22 +97) (u? +07) X4 (C?)) € (w2 +0?) X4 (C?)

entdo podemos aplicar a Avy (P + d, (W1 + W3)) operador homotpia na qual

leva a sua média:

P3+dW(W1+W2+W3+W4):AVQOAVl(P3+d7r(W1+W2>>:

— AV(Py+ dy (W1 4+ Wa)) € X4 (C2)

o que mostra que P é cohomodlogo com elemento invariante.

3.5.2
O complexo invariante e funcdes no quadrante positivo

Os campos de multivetores em C? sdo um modulo livre com respeito a
uma base candnica associada as coordenadas fixas. Para ter certeza de que a
reducao do célculo da cohomologia de Poisson ao complexo invariante é 1til,

deve-se mostrar que o complexo invariante simplifica o calculo da cohomologia

(22 +92) (Ocls + Oyls) , iz = ; (2% + 4?) (Dulz + v0,14)
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de Poisson. Esse fato é consequéncia de duas propriedades:

e Os campos de multivetores invariantes sao um moédulo livre sobre as

fungoes invariantes (com o referéncial canonico);

e As fungoes invariantes sao os pull back das fungdes no quadrante positivo
de R?, e essa identificacao simplifica o cdlculo explicito da cohomologia

invariante.
Lemma 3.5 Ambos X3(C?)™ e X4(C*)™ sdo mddulos livres sobre C>(C?)™.

Proof. Primeiramente notemos que 9, , e 0, sdo T*-invariantes, 1ogo 9y 4 v

também sera. Portanto:
X(CH™ = {f Opyun : f € CF(CHTY}

0 que certamente é um C*(C?)™-modulo livre, com base {Dy y.0}-
Sejam F; campo de Euler sobre o j-ésimo fator complexo, j = 1,2, e V;

seu respectivo campo de vetores rotacionado (J(£;) = V;). Notemos que:

II=E AVi+Ey; AV

1
@+ ) (@ +0?)

8x7y7u7v = 8E17V17E27V2

Os campos de vetores de Euler e rotacional sao S'-invariantes, logo também
os sao quaisquer de seus produtos wedges. Afirmamos que podemos usar esses
produtos wedges para produzir um referéncial global de trivetores invariantes,
a saber:

1 1 1

Wy = mavl,Ez,Vz, Wy = maEl,Ez,v27 Wy = maEl,vl,vza Wy =
(3.7)

em outras palavras vamos provar que dado P € %S(CQ)T2 existem
fj € C=(CH™, j =1,2,3,4, tais que:

4
P=> fiW,
j=1

Com efeito, seja P € X3(C2)™. Por P ser campo de trivetores em C? segue
que:
P = glay,u,v + g2ax,u,v + g3ax,y,v + g4ax,y7u, gi € C ((CQ)

Podemos reescrever P como

P = (92837 + glay) A au,v + (g4au + 9381;) A am,y

1

x? + y?

O, Vi, B
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Por P ser T2-invariante and

® 0,y ¢ 0,, serem T2-invariantes;
o (pg)(920: + 010,) € spang{d., 9,}, para todo g € T?;
o (pg)+(940u + g30,) € spang{dy,, 0,}, para todo g € T%

segue-se que:

928:1: + glaya g4au + 9361) € xl ((CQ)T

Afirmamos que
920, + 10, = By + haVy,  h; € C(C*)T

A primeira observagao a ser feita é que 20, + 910, ¢ S'-invariante com relagao
a agao ao primeiro fator complexo, isso implica que esse campo de vetores deve

se anular ao longo do eixo w. Aplicando lema da divisao sobre cada g; resulta:

g1 =zl +yly, g2 =2an1 +yng, li,n; € C (Cz)

logo:
ggﬁx + 918y = (Ill + ylg) 833 + (a:nl + yn2) 8y. (38)

No complementar do eixo w os campos F; e Vi formam um referéncial

tangénte as translagoes do eixo w. Portanto em C* \ {z = 0}:
928:3 + glay =gl + ¢V

Por causa que E; e Vj sao invariantes e linearmente independentes, ¢, ¢, €

C®(C?\ {z = 0})%". Vamos trabalhar sobre o hiperplano {y = 0}. A partir de
(3.7) obtemos em (C*\ {z = 0}) N {y = 0} a igualdade entre as fungoes

xq1 = xly, —xzq@p=an = q =1L, ¢@=-n.

Por causa que [ e n; sao definidos em todo {y = 0}, logo ¢; e go também o

sao. Por ultimo, como ¢; sdo S'-invariantes
Qi(m7 07 u, U) = QZ<_$a 07 u, U)

e por resultados cldssicos [Smooth functions invariant under the action of a

compact Lie group] resulta que

(x7y7u70> = QZ(\/ .Z’2 + y2707u7 U)
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pertence a C°°(C)™. Em outras palavras mostramos que ¢; € C®(C\ {w =
01T se estende a g; € C°(C?)™.
[ |
Lema (3.10) garante que

:{3((@2)?2 dn %4((:2)?2

| |

Coo((CQ)zL dn Coo(CQ)TQ
Uma simplificagao adicional vem de um resultado classico que identifica

funcoes invariantes definidas em C? com funcoes definidas no quadrante

positivo em R? [9]. Seja
p:C* =R (z,w) = (2Z,ww)

e seja N C R? quadrante positivo. Observe que a imagem de p é exatamente
N. Aqui lembremos que uma fungdo f = f(t1,t2) : N — R é diferencidvel
se for a restricio de alguma funcdo definida num aberto de R? contendo N.
Entao:

p*: C®(N) — C™(C?)
é uma bijecao sobre a imagem C*°(N)€”

Lemma 3.6 Tranferindo o complexo de Poisson para funcoes invariantes em
N,
(COO((CZ)TQ)4 dn Coo((c2)’£[‘2

p*T l(p*)‘l

OOO(N)4 dn

o operador dy toma forma de
(f7 g, h7 l) = _t%atlg - tgahl

Proof. A primeira aplicacdao, o pull back p*, toma forma de

(9,0, 1) = (f(@?+y°, u?+0?), g2 42, u®+0%), h(a? 2 u®+0?), 12+ u’+0?))

Sabemos que X¥*(C%)T* ~ (C*(C?)™)%. Como a estrutura de Poisson
padrao em C é o produto wegde dos campos de vetor de Euler e rotacional, o
produto wegde dessas duas familias de campos de vetor sao automaticamente
cociclos de Poisson. Portanto, para calcular a diferenca de Poisson da tupla

acima, devemos calcular os Hamiltonianos de
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f@®+y?u®+0Y) g@®+92u? +02) h(z?+92u+02) h(z?+y?u® +0?)
u? + v2 ’ u? + v? ’ x2 + 92 ’ u? + v2

e entao o produto wegde com cada hamiltoniano com o campo multivetor

de grau 3 correspondente.

J f@® +y*u*+0%)\ 220, f p 2y0y, f dy 4+ +2u8t1f(u2 + %) — f2udu+
u? + v? w2 o2 u? + v? (u? + v?)?
200, f(u? +v?) — f2v
dv,
(u? 4 v2)2

E sua hamiltoniana é

22(x? + y*)0y, f 2y(x® + y?)0y, f
0y— O+
u? + v? u? + v?

2udy, f(u? +v?) — f2u
u? + v?

200, f(u* +v?) — f2v
u? + v?

Dy— O,

Aqui temos que cunhar com R; A Es A Ry. As primeiras duas somas ja sao
multiplos de R; e as duas ultimas somas sao tangentes a 0, ,. Portanto, o que
temos é um cociclo de Poisson. A situacao para g é diferente porque temos o

produto wedge E; A Fy A Ry, e o resultado é:

—2 (2% +9°) 0,99:

Portanto o operador dy torna-se:
(f? g, h) l) = (_Qt%atlg - 2t§@t2l>

|

Proof. Teorema 3.6
Pelos resultados provados anteriormente apenas precisamos calcular o
quociente de C*(N) pelo ideal gerado pelas fungoes 2 e ¢3. Afirmamos que

esse quociente é isomorfo a R* e possui como base as funcoes
1,1, 12, t1ts
Com efeito, seja p € C*°(N). Definimos:
po=p(0,0), p1=p(t1,0)=po, p2=p(0,%2) —po, ps=p—(po+p1+p2)

e mais uma vez temos p = py + p1 + p2 + p3. Novamente aplicando lema da

divisdo e lema (3.8) podemos escrever

D = po + tily +talo +titals, I € COO(N)
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Vamos repetir a mesma decomposicao, mas agora para li,ls e [3 e reagrupar

os termos para obter:
p=po+ arty + asts + timy + titams + tims, m; € C(N)
onde pg, a; € ap sdo constantes. Fazendo o mesmo para funcao ms resulta em
P = po+ aity + asty + astity + t3ny +tiny, n; € C°(N)

onde az é também constante, o que finaliza a prova do teorema.

Terminamos esse capitulo com algumas especulacées sobre o célculo

completo da cohomologia de Poisson de (C™,II), usando nossos métodos:

1. Pode-se recuperar os resultados de Nakanishi sobre Hf(C) com nossa
abordagem. Os cociclos de grau zero sao fungoes constantes; Para o
calculo de H'! verifica-se imediatamente se os campos vetoriais fechados
pertencem ao submoédulo onde se pode aplicar o operador de homotopia
relacionado ao operador de média. O calculo da cohomologia invariante

Hp(C)S'" usando funcoes definidas na semireta positiva é imediato.

2. Em geral o teorema de Kunneth para cohomologia de De Rham nao é

valido para cohomologia de Poisson. Entretando, nossa expectativa é que
H3(C") = H(C)®"
Para provar a afirmacao precisariamos:

e Generalizar o lema da divisao para func¢oes sobre C" o que é uma
processo padrao;

e Generalizar o Teorema (3.9) para todos os grupos de cohomologia
de Poisson. Essa ¢ a parte mais complicada. Para caso geral a
cohomologia top parece ser candnica a generalizacao, porém para
os outros casos outras complicagdes podem aparecer;

e Generalizar lema (3.10) para multivetores em C"

e Generalizar os calculos do complexo induzido em médulos livres de

funcdes no quadrante positivo.
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4
Deformacao

Neste capitulo abordaremos o problema-chave desta tese, deformacoes
de estruturas de Poisson sobre variedades toricas. Como ja mencionado nesse
manuscrito a partir de um espaco afim podemos extrair duas estruturas
Poisson, de um lado, como feito no capitulo 2, uma construcao GIT e utilizando
bivetor quadratico obtemos estrutura Poisson-térica sobre quociente, por outro
lado temos uma construgao via teorema de Delzant e reducao hamiltoniana
na qual geral estrutura simplética sobre o quociente. Nossa variedade em
questao é CP". A estratégia baseia-se em trabalhar com levantamentos a
C™*1. Construimos uma combinacao convexa II, entre os bivetores quadratico
candnico e o bivetores constante canonico, indexado por um ¢t € [0,1] (com
essa orienta¢do). Nesse ponto verifica-se que para cada t > 0 a estrutura em
questao é simplética, além disso, a agao do toro S* em (C" ™\ {0}, w; = (IT;) 1)
¢ hamiltoniana. Utilizando-se da reducao simplética e suas propriedades
construimos familia de bivetores a dois pardmetros em C"*! nas quais descem a
estruturas kahlerianas em CP". Através de argumentos geométricos extraimos
subfamilia 7; a 1-parametro na qual converge a estrutura quadratica. Por

ultimo mostramos que tal deformacao é nao trivial.

4.1
Problema Geral

Seja X (X) variedade térica suave e completa, ou equivalentemente,
construida a partir de uma fan completo e suave 3, sob acdao do toro T¢ ~
(C*)™. Seja IT € X2(X(X))"c uma estrutura de Poisson cujas folhas de II sdo
exatamente as T¢-Orbitas da agao, ou seja, uma estrutura Poisson-térica. Tais
estruturas existem via construcao de Arlo Caine [7]. Seja O drbita aberta e

densa em X, fazendo uma identificacdo O ~ T¢ ~ (C*)™, podemos escrever

o € X2(0)"c = IT' € x2((C*)™)(€)")

a estrutura II'’, que por conveniéncia vamos escrever simplesmente II,
independende da identificacao O ~ (C*)".
Tendo em vista que exp : C* — (C*)" é difeomorfismo local, temos

mapa linear exp* : X*((C*)") — X*(C"). Desta forma, podemos fazer o
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pullback do bivetor IT em (C*)™ e definir:
7 = exp*(Il) € X*(C")

A invariancia de IT em ((C*)", %) garante a invariancia de 7 em (C",+), ou
seja, m € bivetor constante em C".

Suporemos 7 ser limite de estruturas kahlerianas 7;:
Ty =7 < m € X*(C"), parat — 0" (4.1)
Podemos a partir de agora nos fazer algumas perguntas.

e QQuais propriedades 7 possui?
e Quais estruturas II € X?*(X(¥))" admintem 'pullback'" 7 tendo a

propriedade (4.1), ou seja, sendo limite de bivetores Kahlerianos?

e Em quais contextos a deformagao m; — 7 induz deformagao 1I; — Il em
X(%)?
e QQuais condigoes necessarias para a exponencial de uma estrutura torica

possa se estender a todo X (X)?

Em geral tais perguntas sao dificeis de serem respondidas com tamanho
grau de generalidade. Esse é um dos motivos de o porqué restringimos
nossa atengao a variedade térica CP" e estudarmos deformacao da estrutura
Poisson-torica. Além disso no espago projetivo as duas construgoes ficam
"mais proximas" o que facilita a obtencao da deformagao. Vamos agora rever

brevemente cada um desses processos.

4.2
Construcao via Delzant

Seja A C (R™)* politopo de Delzant, defini¢ao (2.6.1), com d facetas.
Sejam v; € Z", 1 =1,...,d, os vetores normais primitivos apontando para fora

para as facetas. Existem \; € R de modo que:
A= {ZL‘ S (Rn)* | <JZ,UZ‘> S )\Z,Z = 1,,d}
Seja eq, ..., eq € R? base canonica e consideremos a aplicacio:

7R — R”

e; ——> v;
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Notemos que 7 é sobrejetiva e mapea Z¢ em Z", [11]. Desta forma

induz mapa sobrejetivo, que continuaremos denotando por 7, entre os toros:
T =R%/z¢* - R"/Z"=T"—0
Sejam

N := kernel de 7 (N ¢é subgroupo de Lie de ']I'd)

n:= algebra de Lie de N
R? := 4lgebra de Lie de T¢
R" := algebra de Lie de T".

A sequéncia exata de toros
0— N-5T 5T — 0
onde 7 é inclusao, induz sequéncia exata de algebras de Lie
0—n—5RTSR — 0

com sequencia dual exatada dual

* * s %
0— (R")" = (Rd> R
Agora considere C? com a forma simplética canonica wy = % Zgzl dz, N\

dZ;, juntamente com a acdo hamiltoniana de T¢
2mit 2mit 2mit 2mit
(e t.o..,e d)-(zl,...,zd):(e 121,...,¢€ dzd>

seu mapa momento ¢ : C* —» (]Rd)* é dado por

1
6 (tverza) = =5 (1l Lal) + O, )

2
Esses elementos juntos (C¢, w, T, ¢) formam o que chamamos de um T?espaco
hamiltoniano. Como N < T¢ é subgrupo de Lie, podemos restringir acio
de T? a N e obtermos assim um N-espaco hamiltoniano (C? w, N, ¢), onde
¢ =1i"0¢: M — n*. Seja Z = (i*0¢)~1(0) conjunto de nivel. Pode-se mostrar
que Z é compacto e N age em Z livremente [11]. Além disso, 0 é valor regular
para i* o ¢, logo Z é subvariedade de C? de codimensio real d — n = dim(n*).

Portanto, passando ao quociente obtemos Ma = Z/N variedade compacta de


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613099/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1613099/CA

Capitulo 4. Deformacao 49

dimensao:
dimg MA =d+n—(d—n)=2n
dim N
e, consequentemente, um N-fibrado principal sobre Ma. Considere o seguinte
diagrama:
7z L5 ¢l
pi
Ma

onde j : Z — C¢ ¢ a inclusdo. Teorema de Marsden-Weinstein-Meyer garante

a existéncia de uma forma wa em M satisfazendo:

* -
P wa =] Wo

4.3
Construcao via Arlo Caine

Nesta secao vamos comecar fazendo uma breve construcao, baseada no
artigo [7] de Arlo Caine, na qual sobre uma variedade projetiva Tg-invariante
X(X) constréi-se uma estrutura Poisson real Tg-invariante cujas folhas
simpléticas sdo precisamente as Tc-6rbitas em X (30). Posteriormente utilizando
a estrutura quadratica introduzida na seg¢ao precedente vamos construir uma

deformacao simplética sobre CP" utilizando redugao simplética.
Proposition 4.1 Sejam

"0 0 n 0 0
= -2 — AN— eIl =—-2; Zi— N\ —
s Zzﬁzj A (953- e Z;zjzjﬁzj A\ 6’@-

J=1

bivetores sobre C" e py e p as agoes de adi¢io e multiplicagao de (C*)" em C",

respectivamente. Entao valem:
P+
(C* mnc (Cn T (C-n.
Lel‘.pn P J/e:rp”
T
(C*)n (C*)n

Figura 4.1: Diagrama das agoes

1. m e ll sao Poisson;
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2. Seexp":(z1,...,2,) — (exp(z1),...,exp(z,)), entdo exp",m = II;

3. m € py-invariante e Il é p-invariante;

Proof. (i) - Para n = 1, ou seja em C, notamos que ambos sdo bivetores num

espaco de dimensao 2, logo Poisson. No caso geral basta perceber que 7 e II

sao bivetores Poisson induzidos pela estrutura produto em C x --- x C. (i7)
segue do fato que se exp(z) = w, entdo exp, % = wa% e exp, % = @%. (131)-

Claramente por m é p,invariante, como consequencia disso e pelo fato que

exp”,m = Il resulta que o diagrama acima é comutativo. [ |

E um fato interessante que esta estrutura quadritica II surja
naturalmente como imagem pela exponencial de uma estrutura de Poisson
constante. Em dimensao n = 1, temos que a folheagao induzida II é composta
por duas folhas (simpléticas), a origem e seu complemento. O resultado a

seguir geraliza esse fato.

Proposicao 4.1 As folhas simpléticas de (C™,I1) sao exatamentes as drbitas
de T¢ = (C*)™

Proposicio 4.2 A agio de Tg® sobre (C*II) ¢ Poisson, mas ndo
hamiltoniana. Entretanto, cada folha simplética (Co)® admite uma agdo

hamiltoniana de uwm subtoro real T° C T¢.

4.4
Deformacao

Nossa variedade torica compacta e diferenciavel de interesse aqui sera
CP"*. O valor n — 1 se deve ao fato que preferimos trabalhar com seu espaco
total C" em vez de C"™!. Através das duas construgoes apresentadas nas segoes
precedentes, existem duas estruturas Poisson sobre CP"~!. Primeira estrutura
proveniente da forma simplética canonica em C" via reducao simplética,
logo um 'reescalamento' da estrutura Fubini-Study e a outra proveniente
da construgdo de Arlo Cane através do quociente da estrutura quadratica
canonica. Nesse momento podemos nos perguntar como podemos comparar tais
estruturas, ou mais, como construir, se possivel, familia de estruturas Poisson
lincado-as?

Respondendo a essas perguntas, ao final desta secao teremos provado o

seguinte teorema:
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Teorema 4.3 FExiste uma deformacao ndo-trivial da estrutura quadrdtica
canonica de CP" na qual é limite continuo de estruturas kahlerianas. Além
disso, mostra-se que a agdo do toro T em CP" € hamiltoniana para cada uma

dessas estruturas kahlerianas.

Vamos a construgio. Sabemos que a ac¢io diagonal p : S' ~ (C", wyy),
p(C, (21, y20)) = (C-21,...,( 2), é acao hamiltoniana com mapa momento

i1 C" — R* ~ R, dado por
12 9
p(z1, ey 2n) = ) Z EA
j=1

Para cara escolha de £ < 0 temos que p~'(§) é uma esfera em C". p age
livremente em p~1(€), por reducio simplética para cada escolha de tal &
existe forma simplética we € Q(+'(€)/s?) de modo que i*wyq = p*we, onde
i:p (€)= C" éainclusio e p: u= (&) — n ' (©/st é quociente. Observemos
o seguinte diagrama: onde p do lado direito estende acao diagonal de S! para
o | T
St p () —— €\ {0} c
s I

i Ofs — €\ /e

Figura 4.2: Diagrama comutativo

C*. Como podemos ver existe um difeomorfismo candnico ¢, na qual torna o

diagrama comutativo. Podemos dessa forma definir:

e = (we) " € X2 (,u_l(f)/Sl) Poisson
e == (pe), me € X ((C™\0) /C*) Poisson

familia de estruturas Poisson (ndo-degeneradas) {#¢}eco sobre CP"!
indexadas por £. Mas novamente, como podemos comparar tais bivetores
com a estrutura quadrética induzada em CP" '? Uma maneira de fazermos
isso é através do espaco afim C™, ou melhor, fazendo levantamentos via ¢ e
comparando-os. Vamos primeiramente construir tais levantamentos.

Para cada & < 0 precisamos encontrar Il € X?(C" \ {0}) de modo que:
o II; seja C*-invariante;
o ¢.(Ilg) =7

Pela relacao i*wsq = p*we sabemos que wg provem da restricao de wgq

para p~(€) e depois "quocientada" via acao S'. Analogamente, pela mesma
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relacao, para obtermos os bivetores Il¢, podemos inverter a forma candnica
wsa € Q*(C™ 1\ {0}) obtendo bivetor nao-degenerado Ilyy e restringi-lo
a p (&), "Quocientando" Ilgl,-1(¢) via acdo S' obtemos me. Desta forma,
sabemos que II¢ é a propagacao C*-invariante de IIy4[,-1() a todo C™ \ {0}.

Para obtermos explicitamente tais bivetores faremos uso do seguinte

lema.

Lemma 4.2 Seja P € X*(C"\{0})® e P =37, fj(Z)a%j A a%]n Entao f;(2)

é homogénea de grau 2, para todo j.

Proof.
Pela C*-invaridncia temos (py)..(P(2)) = P(gz), logo:

(Pg)«=(P(2)) =

M-

0 0
fj(z>ggafzj A 87@

Jj=1
" 0 0
( ) j=1 J( )8zj 8@

o que mostra que f;(gz) = ggf;(z) para todo g, z e j onde estao definidos.
[

Observagao 4.4 Notemos que se f: C"\ {0} — C for homogénea de grau 2,
entdo para todo z € C" \ {0} e 6 € R*, vale a sequinte relagio:

) = g0y = 107

Pois bem, antes de proseguirmos vamos a um fato importante. Fixado
¢ <0, para cada z € C™\ {0} existe tinico § = 0(&, 2) > 0 tal que 0z € p~1(§),
isso definine 6 : C*\{0} — R-,.

Figura 4.3: Dilatagao

tal funcao desempenhard papel fundamental nesta construgao. Como II¢

é a propagacgao C*-invariante de IT 4[,-1(¢) para todo C"\{0}, dado z € C™\{0}
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temos 0z = 0(¢,2)z € u (&), logo:

l(2) = (-20) 3 5

1 0 0
e(z) = (—2i)— —_— —
¢ 92 ]Zl Zj Zj
|z[2 "0 0
= — — N —
f ; 823' P 8§j P
onde:
10z _ 2 _ ;25
( 2 8 T e

o fator |z|* torna explicito a C*-invaridncia do bivetor II¢ e, por
construcao, ¢.(Ilg) = 7.

Essa primeira construgdo nos é tutil por cardter didatico, facilitar a
compreensao dos passos tomados e nos dar mais intuicao para o caso
geral. Pois bem, vamos a ele, para o caso geral vamos nos utilizar das
duas construgbes (Delzant e Arlo Caine) para extrair familia de estruturas

Kahlerianas. Consideremos os seguintes bivetores em C" \ {0}:

B L N

1 —2)) o mm = (—2) S L AL

0 ! Z %%y, az] 327’ pi=me= Z>; 0z; / 0%
n o 0 n o 0

¢ 2 (—2) 9

]221 t)zZ; + )azj A 32] i ]z:lrt ;) 62’] A =

onde t € [0,1]. Observa-se que m; é a combinagao convexa entre Il e II;.
Uma primeira constatacao a ser feita é verificar para quais valores de t temos
nao-degenerecéncia, ou seja, m; é simplético. Por ser estrutura produto é facil
ver que 7 é simplético para todo t > 0 e que my é simplético no aberto
denso {z; -z, # 0} C C". A outra observagio a ser feita é que apenas Il é
C*-invariante em C" \ {0}.

Afirmamos que para t > 0 a seguinte acao é hamiltoniana:

A O = () = 53

Jj=1

de N d7])

ro(

Para facilitar os célculos vamos assumir n = 1 e deduzir mapa momento de
1 _

St~ (Cywy = 2T Z)

fundamental a agdo X" é o rotacional de Euler. Logo:

dz A dz). Seja v = 1 € R ~ R*. Claramente o campo
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1 dz/\d?(iz%—ifﬁ -): L 2z g 1 2z g,

Lxvwr = wt(Xv’ ) = %Tt(z) 0z’ T 2714(2) 2 r¢(2)

dpt = %dz + 9tdz

Igualando as derivadas parciais e integrando:

EETm0m =t ) = - - e
oz 2 (1—t)zz+1

Uma vez que S' é grupo de Lie abeliano a equivariancia é dada por pop, = e,
por sua vez, verificada pela invariancia da funcao normal f(z) = |z|%. Voltando
ao caso geral, sendo w; estrutura produto, temos T" ~ (C"\ {0},w;) é agdo

hamiltoniana com mapa momento:
1 1 i
pe = —=——In | [ re(z)
21—t Jale]
Agora, como podemos ver, estamos em situacao semelhante a abordada

no inicio desta secdo. Vamos aos levantamentos! Como feito anteriormente

temos o seguinte diagrama comutativo:

P
st pe () —— €\ {0} c

b L
KOst 5 €\ o)) [

Figura 4.4: Diagrama comutativo

e familia de estruturas simplética provenientes de reducao simplética
wre € Q2 (1" (©)/s). Definimos:

Tre = (wee) ™' € X% (n'(©)/s") Poisson

Fre = (Pre)«(mee) € X*(C"\{0}/c*) Poisson

Para cada valor de t € (0,1] e £ < 0, vamos encontrar I, € ¥*(C"\ {0})

de modo que:

o II, . ¢ C*-invariante;

° q*(Htf) = 7ATt7§ c }:2((1]?”71)
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Para encontrarmos tais levantamentos precisamos compreender a geometria
de p;'(€). Aqui comecamos a encontrar nossas primeiras dificuldades, pois
enquanto jp (&) = p~'(€) € C" era uma esfera agora o conjunto de nivel
py 1 (€) é dado por:

p€ = {2 = (a1, o) €T [ mey) = e X0 0} gt c O

=1

Para termos um pouco de intuicdo sobre esses conjuntos de niveis, vamos
supor n = 2 e observar {y; () NR%}so parat = 1, t = 1/2 e t = 1/4,

A
2N

2\

Figura 4.5: Conjuntos de niveis

Analogamente ao que foi feito antes para cada escolha de £ < 0, ¢ € (0, 1]
e z € C"\ {0} existe tinico § = 0(t,&,2) > 0 de modo que 0z € p;*(€), isso
define 0 = 0(&,t) : C*\ {0} — R.,. Observe que obter 6(t,&, z) significa

encontrar raiz positiva do seguinte polinémio:
(1— t)QZzlzl +t)---((1— t)@Zann 1) = o201

porém vale ressaltar que as raizes de um polinémio complexo dependem
continuamente dos coeficientes, mas nao suavemente. A titulo de curiosidade

para n = 2 temos a seguinte expressao de 6:

D)
—t (|Z1|2 + |22|2> + \/tz <|z1|2 — |w2|2) + 4|29 |21 | 20—

= 2= 0) [ =T

Mais uma vez, estamos interessados nos levantamentos, ou seja, para

cada £ <0 et € (0,1] queremos encontrar I, ¢ € X?(C™\ {0}) de modo que:

o II, . € X*(C"\ {0}) seja C*-invariante;

b q*(Ht,g) = ﬁt,{
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utilizando-se da relagio i*w; = p*wy ¢, onde i : y; ' (§) — C™ é a inclusio
ep: (€)= u'(©fst é a projecdo candnica, sabemos que IT; ¢ ¢ a propagacao
C*-invariante de II;,-1 () para todo C"\ {0}. Aplicando lema 4.2 e observagdo

4.4 neste contexto chegaremos a seguinte expressao:

n

Ht’g(z) = (—22) Z((l — t)Zij + 02)82] VAN @fj

j=1

Como podemos ver toda andlise de convergéncia e diferenciabilidade
sobre 11, ¢ esta associada a andlise de 9%. Uma relagao imediata quando t — 0©
¢ a seguinte:

t
Ht,§—>HO<:>ﬁ—>0

Aqui nos esbarramos num problema. Como queremos familia a
l-pardmetro, se £ = £(t) é qualquer, entdo em geral ;—2 - 0. Nosso objetivo

agora é extrair £(t),t € (0, 1], de modo que:

t
2 0 uniformemente em compactos de [0, 1] x (C" \ {0})

e, consequéntemente, IT; ¢,y — Ilp. E por fim, "descendo":

Fre) — Fo := q.(Iy) € X*(CP")

4.5
Funcdo £(t) e Interpretacao Geométrica

Na secao anterior construimos familia de bivetores a dois parémetros
;¢ € X*(C™\ {0}). Vamos agora expressar £ em fungao de ¢ utilizando-se

aspectos geométricos. Temos familia de bivetores:
{IL¢}, onde t € (0,1],£ € (—00,0)™

Podemos normalizar mapa momento para

pom L (o)

1-1¢ tn

e nossa familia de bivetores torna-se:

{IL, ¢}, onde t € (0,1],¢ € (0, 00)
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juntamente a funcao 0 torna-se s: 0(t, &, z) ~ s(t,(,z). Seja a : C* — R™
dada por

alzr oy zn) = (|2 2

com imagem no quadrante positivo ) C R™.

t Lt
7= ()
Consideremos (z1,...,x,) coordenadas de  C R" e definimos duas

familias de conjuntos:

Yo =A(z1,...,2n) €Q 2y -y, = K(,() := t"ez(l_t)g}
L, :={(t,---,t) +o(l=t)(ry, - ,m) €Q:0>0}
Notemos que dados ¢t € (0,1],{ > 0e 0 # z € C" temos:

sz € p; (C)

se, e somente, se

(t,t) + s(1 = t)(ry,r2)
(T‘la'?"z) :

Figura 4.6: Interpretacao geométrica

Fazendo escolha de ((t) := %ﬁln (tin) resulta que a familia de superficies
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se mantém a mesma e estende-se a t = 0:

th _{<x17"'7$n)GQ:.fEl....Tn:l}:;ZO

Para conpactos de @ \ {x;---x, # 0} temos s(t,((t),r) > 0 é continua

e estende-se a t = 0 e nao assumindo valor zero em ¢ = 0. Logo:

— 0, quando t — 07

ot
s(t,¢(t),7)

4.6
Poisson Comutativo

O fibrado ¢ : C*\ {0} — CP"! induz subfibrado V € T'(T'C") dado por
V' := ker(q.). Por C" ser variedade hermitiana temos conexao de Eresmann
natural dada por H := V+¢. Sem grandes dificuldades podemos ver que V é
gerado pelo campo de Euler e seu rotacional, F e R = J(FE). Chamaremos V/
e H de parte vertical e parte horizontal, respectivamente. Como mencionado
anteriormente a familia t-paramétrica Il; ¢4 nao se trata de uma deformacao
trivial, pois 7, ¢ ndo comuta com . Para isso basta mostrar que [II; ¢, IIo] tem
componentes horizontais nao-nulas.

Vamos lembrar o colchete de Schouten. Seja (U, x1,...,z,) carta de M

e sejam A € X4(M) e B =€ X°(M) multicampos. Localmente temos:

0 0
A= Z A iam— N A = Z Ay iaGiy -+ G
11<<ia 1 Oy, Os, i1,0sla ' 1
¢ 0 0
A= Z AN A — ZA' i G
1< <iq et Oz, ox;, 1,05l e '
logo

0A OB 0B 0A
A Bl = _(_q)e-De-) 9P

onde -2 ¢ a derivacio formal. Mais detalhes ver em [16]. Em coordenadas

G
holomorfas zi, ..., 2, o colchete de Schouten torna-se:
0A 0B 0A 0B 0B 8A 0B 0A
A, B] = A A (a=1)(-1) A
4B 12231(87% 0z * on; 827) Z 8771 82@ 87% 82’z‘)
onde = e 8@ sao as derivagoes formais de =— e 8@, respectivamente.
"7J ZJ

Antes de prossegir vamos fazer um esclarecimento breve sobre a obtengao

de II; ¢. Primeiramente descobrimos qual a componente vertical IT; =114, mais
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uma vez sabemos que que a parte vertical V' = Ker(q,) é gerada pelo campo

de Euler e seu rotacional, portanto:
I =gEAR,ge€ C>®(C")
definindo « := tpwgq € B 1= LrWwstq, podemos fazer:

I (e, ) = |2 1
—g(2) = T2
E A R(a, 8) = |2/ 12

e descobrimos parte vertical I1{. Portanto a parte horizontal de II; é dada por

I :=TI, — TI{. Dado £ e fazendo primeira construgdo da se¢do 4.4 obtemos:

[ye = (90)+, so(x) (1Y (fo(2)))

8 + = Zzz a+zz 0 i
(‘9z] Jk(?z] oz T " oz

i — _9iy™n = 0 0 ]
Pois bem, sendo Ily = —2i}7, z;Z; 92; A pz> Vamos verificar que

(o, IT; ¢] # 0. Agora o trabalho drduo. Vamos calcular

81_[() 81_[1 ¢ 81_[0 81_[1 ¢ 8H1 ¢ 8H0 61_[1 ¢ 81_[0
H H — ’ ’ ) )
Mo Thel =250 " e " m "o T o o T oom " om)

=1

por partes!
n (E)Ho A 3H15 + E)HO A 321&)

para j € {1,...,n} temos:

olly Ollie 0 0 o 0 0 0

— A Z Zi Zi N N7—+Zk— N—=—N—

on; 0z, e g;] / W 0z, 0z 8z] 07; 6zk)

e

olly  Ollie 0 0 0 0 0

o " om ZJZJ ,; oy, 8z] Now N om e oz o)
Fortanto oy ol o, ol

0 1,¢ 0 1,€
VAN A =
20 N o T o)
_2 Jg 0 o 9 0 o o0 0 0

N N——2py=—N—

n 0
; zjzzﬂﬁ P e P = =l PR S =

Lﬁ"r

Analogamente temos:

0 N 0 )
07z, 0z
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Olig Ol Ml OTlo, o 9 _ 9 0 0

2 n
20 "o o N on) Eg%zZkazkAa*szaz]_Z’“azkAaz]AaZ)

e entdo [Ilo, Iy ¢] = ¢ 2 27 Yoksy Ajk, onde:

A =m 2 A DN g O 0 00,0
0% 0z 0z "0z 0z 0m 0z 0z 0%
o o o 9 o 8 o 8 0

L PR = P A FHAT: = =il P =

simplificando os Aj;, concluimos que

2 o .0 0
Iy, 11, — 2iZ Z; —Zi—)— N —
[ él Sz:: ! ],; ](32] jﬁzj)ﬁzk 0z,
Vamos agora verificar que [Ip,II;¢] € X3(C") é campo ndo nulo sobre
distribuigdo H. Assumimos que n >4 e z = (21, ..., 2,) com z; # 0. Definimos
para j = 2,...,n o ponto v; := (%;,0, ..., —Z1,...,0), onde —Z7 estd na posicao

j, e 0 campo

o _ 0 0

, d 0
H](Z) = — (Z—FtUj):ZjaiZl—i‘Zjaizil—Zlazj _Zlazj

dt|,_,
Notemos que {H?(z), ..., H"(z)} sdo linearmente independentes em C"\ {z; =

0}. Desta forma, definimos
?
Q= iWstd = 5(—zjdz1 + Z;dz + z1dz; — Z1dZ;)

ker(a;) = {H7}*st e, em particular, o; nao se anula em J(H?), J estrutura

complexa. Aplicando:

2 0 0.0 0
[Ho, Iy ¢] (a2, a3, a3) = EZ Z]Z Z]W Zjaizj)ai%/\a?k(az,%,as)

=1 k#j %

— ) a0
Para k # 1 temos que (21'877 —zj(,)—zj)/\a—ZIc A 5= (a2, a3, as) = 0, nos casos

restantes resulta:

°oj=2k=1
0 0 0 0
(726Z2 - Z20 ) A 872'1 N — o= (g, a3, a3) = —(Z122 + 2122)(Z324 — 23%1) =: Bs
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°oj=3k=1

(Zgégg - 23(;23) A 8621 N 8821(042, as, a3) = — (2123 + 2123)(Za22 — 24%2) =: B

e j=4k=1

(248824 - 24;;4) N 8821 N 8821(042, oz, a3) = — (2121 + 2124) (Z223 — 2273) = By
Logo

1 A
o, Ty ¢] (a2, a3, c3) = T > %7 B #0
=2
q:C"\ {0} — CP"! projegao canonica

= ¢.[I1o, Iy ¢] = [g:110, ¢ 111 ¢] # 0

Para o caso n = 3 escolhemos ay := 12Witq, 3 1= 1j(H2)Wstd, ¥4 = LE3Wstd
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