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Resumo

Analise Modal de Sistemas Mecéanicos

O trabalho desenvolvido comeca apresentando os principais conceitos rela-
cionados a dinadmica de sistemas mecanicos, com um e com miiltiplos graus
de liberdade, tendo como objetivo a modelagem analitica e a simulacao nu-
mérica de tais sistemas, a fim de entender como que estes se comportam
sob a acao de esforcos externos.

O trabalho concentra-se no método denominado decomposicao modal, que
consiste na determinagdo dos parametros modais (frequéncias naturais e
modos de vibragdo) e, a partir destes, decompor a dinamica do sistema,
com o objetivo de determinar como que tais parametros a influenciam. A
ferramenta que é utilizada para realizar este procedimento, é a matriz de
fungdo de reposta em frequéncia (FRF) do sistema, cujos elementos sdo
definidos em funcao dos parametros modais. A partir do conhecimendo dos
elementos da matriz de FRF, pode-se determinar como que um sistema
mecanico se comporta quando sujeito a esforcos externos.

Os topicos relacionados a teoria de andlise modal sao aplicados a um sistema
mecanico com cinco graus de liberdade, cujo estudo ¢é dividido em dois casos:
sem amortecimento e com amortecimento linear viscoso. Ambos os casos
foram simulados com o uso do software MatLab, nos dominios do tempo e
da frequéncia.

A partir dos resultados obtidos, pode-se verificar os principais conceitos
relacionados a teoria de analise modal e, a partir destes, entender de que

forma um sistema mecanico se comporta sob carregamentos externos.

Palavras—chave
Dinamica; Vibracoes; Funcao de resposta em frequéncia; Frequéncias

naturais; Modos de vibracao; Ressonancia.



Abstract

Modal Analysis of Mechanical Systems

The work begins by presenting the main concepts related to the dynamics
of mechanical systems, with one and multiple degrees of freedom, aiming at
the analytical modeling and numerical simulation of such systems, in order
to understand how they behave under the action of external forces.

The work focuses on a method called modal decomposition, which consists
in determining the modal parameters (natural frequencies and vibration
modes) of a system and in decomposition of the dynamics using these modal
parameters. The objective is to determine how these parameters influence
it. A tool that is used to perform this procedure is the frequency response
function (FRF) matrix of the system, whose elements are denoted as a
function of modal parameters. From the knowledge of the elements of the
FRF matrix, one can determine how a mechanical system behaves when
subjected to external forces.

The topics related to the theory of modal analysis are applied to a mech-
anical system with five degrees of freedom, whose study is divided into two
cases: without damping and with linear viscous damping. Both cases were
simulated using MatLab software, in time and frequency domains.

From the results obtained, it is possible to verify the main concepts related
to the theory of modal analysis and, to understand how a mechanical system

behaves under external loads.

Keywords
Dynamics; Vibrations; Frequency response function; Natural fre-

quencies; Vibration modes; Ressonance.
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1
Introducao

A dindmica de um sistema mecanico é governada por um problema que
depende da forma como o sistema é modelado. Se este for modelado como
discreto, apresentard um ou multiplos graus de liberdade, se for modelado
como continuo apresentard infinitos graus de liberdade.

O ntumero de graus de liberdade de um sistema mecanico é o nimero
minimo de coordenadas que sao necessarias para se descrever completamente o
movimento do sistema para todo instante de tempo. Para um sistema mecanico
discreto com um grau de liberdade, ou seja, cuja posicao ao longo do tempo
é descrita por uma unica coordenada (por exemplo, um sistema massa-mola-
amortecedor), a dindmica serd dada por um problema de valor inicial (P.V.I),
consistindo neste caso de uma equagao diferencial ordinaria (e.d.o) de segunda
ordem e duas condigoes iniciais (C.I's). Quando existem multiplos graus de
liberdade, sera necessario um nimero n de e.d.o’s de segunda ordem, cada uma
com duas C.I’s associadas. No caso do sistema ser modelado como continuo,
a dinamica deste serd dada por um problema de valor de contorno (P.V.C),
que serd composto por uma tnica equagdo diferencial parcial (e.d.p), C.I's e
condigoes de contorno (C.C’s).

No presente trabalho, os sistemas mecanicos serao modelados como
discretos com miltiplos graus de liberdade. Além disto, serao utilizadas
hipoteses simplificadoras que permitam obter e.d.o’s lineares de segunda ordem
para descrever a dinamica dos sistemas mecanicos tratados.

Um sistema mecanico pode ser analisado no dominio do tempo ou no do-
minio da frequéncia. Analisa-lo no dominio do tempo significa conhecer a sua
dinamica e consequentemente prever o seu comportamento ao longo do tempo
a partir de uma dada C.I. Quando este é analisado no dominio da frequén-
cia, significa conhecer o efeito da excitacao externa no seu comportamento
dinamico, ou seja, determinar de que forma o sistema ird se comportar dado
que carregamentos externos sao aplicados sobre ele. O que permite realizar a
analise no dominio da frequéncia, para o caso de sistemas com um grau de
liberdade, é a funcao de resposta em frequéncia (FRF), e para sistemas com
multiplos graus de liberdade ¢ a matriz de FRF. De acordo com [I], [2] e [3],
a FRF para o caso de um sistema com um grau de liberdade ¢ a relacao entre
a amplitude do forcamento externo e a amplitude da resposta do sistema em
regime permanente, dada em funcao da frequéncia do forcamento externo.

Quando o sistema tem multiplos graus de liberdade, de acordo com [I]
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e [3], os elementos h;;j(w) da matriz de FREF expressam a relacao entre a
amplitude do forcamento externo que age no grau de liberdade j e a amplitude
da resposta do sistema em regime permanente referente ao grau de liberdade
7, caso haja um tnico forcamento atuando no sistema e este esteja agindo no
grau de liberdade j.

A analise modal de sistemas mecanicos consiste na determinacao da
matriz de FRF do sistema. Esta pode ser obtida de forma experimental ou
através da modelagem analitica do sistema. O presente trabalho tem como
objetivo a determinacao da matriz de FRF de sistemas mecanicos de forma
analitica. Primeiramente, serd apresentada a teoria necesséria a ser utilizada
na modelagem analitica dos sistemas e, em seguida, os sistemas mecanicos
serdo definidos e modelados analiticamente. Ao final, sera feita a simulacao
numérica dos sistemas utilizando-se o software MatLab e os resultados obtidos

serao discutidos.



2
Equacoes da Dinamica

Existem diferentes formas de se encontrar as equacoes diferenciais que
determinam a dinamica de um sistema mecanico. H4 dois métodos muito
utilizados para se obté-las. O primeiro é aquele que utiliza diretamente a
segunda lei de Newton, e que precisa, necessariamente, da determinacao de
todas as forcas que atuam em cada parte do sistema. Este método é vantajoso
quando o sistema possui um ntimero pequeno de graus de liberdade, de forma
que os diagramas de corpo livre de cada uma das massas (ou corpos rigidos)
que compoem o sistema possam ser representados e as forcas sejam simples
de serem identificadas. Porém, quando o sistema mecanico tratado apresenta
um numero maior de graus de liberdade, este método se torna complicado,
pois serd necessario um nimero muito maior de diagramas de corpo livre e as
interacoes entre cada uma das partes do sistema se tornarao mais complexas,
o que dificulta a identificacao das for¢as que atuam em cada uma destas.

Como alternativa para este problema, existe o método de Lagrange, que
permite modelar a dinamica baseando-se na energia do sistema. A vantagem
de se utilizar este método é que as equacoes obtidas ja se encontram em uma
forma escalar, nao sendo necessaria a identificacao de todas as forcas que atuam
em cada parte do sistema, bem como desenhar diagramas de corpo livre. Além
disso, este método permite a modelagem de sistemas com multiplos graus de
liberdade de uma forma mais direta e objetiva, seguindo-se uma formulacao
que é tnica e que pode ser aplicada a uma variedade de sistemas mecanicos.
No presente trabalho, esta sera a metodologia utilizada para se modelar a
dinamica dos sistemas mecanicos que serao tratados mais adiante.

O primeiro passo para aplicar o método de Lagrange é definir o Lagran-
geano L do sistema, dado pela diferenca entre a energia cinética e potencial

do sistema, ou seja,

L=T-V, (2-1)

onde T e V sao, respectivamente, as energias cinética e potencial total do
sistema. O termo de energia cinética T', é a soma de todas as energias cinéticas
referentes a cada massa ou corpo rigido utilizado para modelar o sistema
mecanico real. Da mesma forma, o termo de energia potencial V' é dado pela

soma de todas as energias potenciais referentes a cada massa ou corpo rigido,
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bem como de cada mola utilizada para modelar o efeito de armazenamento de
energia do sistema.

Apos ter calculado a expressao do Lagrangeano, esta serd uma funcao
das varias coordenadas que representam cada um dos graus de liberdade do
sistema. Considerando-se o caso em que nao existam forcas dissipativas no
sistema, ou seja, quando nao ha nenhuma forca de atrito ou forca externa
nao conservativa atuando no sistema, as equacoes da dinamica para cada um

dos graus de liberdade do sistema sao obtidas a partir da equagao de Euler-
d (0L oL
=) o= = 2-2

onde z; ,¢2 =1,...,n éacoordenada que representa o i-ésimo grau de liberdade

Lagrange, dada por

do sistema. Para o caso de atuarem forcas de atrito ou forcas externas nao
conservativas no sistema, a equagao (2-2) sofrerd uma modificagdo a fim de
englobar o efeito dessas forgas na dinamica do sistema.

De acordo com [2], h& dois conceitos importantes, o conceito de coor-
denadas generalizadas e o trabalho virtual. Conforme apresentado em [2], a
dinamica de um sistema mecanico pode ser representada por diferentes con-
juntos de coordenadas, que expressam as diferentes formas de se parametrizar
um determinado sistema, ou seja, de escolher quais coordenadas representa-
rdo o seu movimento. Segundo [2], quando existir uma relagao de dependéncia
entre as coordenadas de um mesmo conjunto, tais relacoes sao denominadas
equacoes de vinculo. Ainda de acordo com este, quando as coordenadas esco-
lhidas para parametrizar o movimento do sistema sao independentes entre si,
estas sao denominadas de coordenadas generalizadas.

Segundo [2], o trabalho virtual é o trabalho realizado por uma forga e
que produzird um deslocamento virtual em uma coordenada generalizada. Este
deslocamento virtual, de acordo com [2], é, por defini¢ao, um deslocamento
infinitesimal, que nao deve alterar as equagoes de vinculo nem alterar a
geometria do sistema. A forca que produzirad o trabalho virtual é, de acordo
com [2], denominada for¢a generalizada e é definida por
oW

Qi_é_qi’

(2-3)

onde @); é a forca generalizada que produzird o trabalho virtual 6W, que

causard o deslocamento virtual dg; na i-ésima coordenada generalizada ¢; do
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sistema, se esta representar um movimento de translacao. De acordo com [2],
se ¢; representar um movimento de rotacao, (); serd um momento.

Desta forma, se os graus de liberdade de um sistema mecanico forem
todos representados por coordenadas generalizadas, e se neste sistema estive-
rem atuando forcas de atrito e forcas externas nao conservativas, as equacgoes
da dinamica do sistema, que representam a evolucao temporal dos graus de

liberdade, serao dadas por

d [ OL oL
E(%)—&mz@, (2-4)

onde z; , 7 = 1,...,n é a coordenada generalizada que representa o i-ésimo
grau de liberdade do sistema e @); ¢ a i-ésima forca de atrito ou forca externa
nao conservativa que atua no sistema no i-ésimo grau de liberdade.

Para o caso de existirem forcas de atrito do tipo linear viscoso, a equacao

(2-4) recebe mais um termo, sendo reescrita como

d (0L oL oD
7 (5) -5, (2-5)

ot; ox; T

1
onde, de acordo com [4], D = Ecj:f ¢ a funcao dissipacao de Rayleigh e ¢ é o

coeficiente de atrito linear viscoso.



3
Sistemas com um Grau de Liberdade

3.1
Sistemas com Amortecimento Linear Viscoso

Sistemas mecanicos com um grau de liberdade tem sua dinamica gover-
nada por um P.V.I. No caso do sistema ser modelado como linear e invariante
no tempo (SLIT), a e.d.o que representa a dindmica sera linear de segunda

ordem com coeficientes constantes, tendo a seguinte forma geral

mi(t) + ci(t) + kx(t) = u(t), (3-1)

que é a e.d.o de um sistema massa-mola-amortecedor com coeficiente de
amortecimento linear viscoso ¢ e uma mola linear de rigidez k, sujeito a um
forcamento externo wu(t). A funcdo z(t) representa o tinico grau de liberdade
do sistema, ou seja, a posicao da massa m ao longo do tempo, medida a partir
da posicao em que a mola encontra-se relaxada.

Neste caso, de acordo com [3], podemos considerar tais sistemas como
filtros, ou seja, dada uma entrada (forcamento externo), obtém-se como saida
a resposta do sistema (posi¢ao ao longo do tempo) através de uma operagao
realizada sobre a entrada.

Desta forma, analisando-se o sistema no dominio do tempo, dada uma
entrada u(t), a resposta do sistema, considerando C.I’s nulas de posigao e

velocidade, de acordo com [3], sera dada por

z(t) = /0 h(t — T)u(r)dr, (3-2)

onde h(t) é a resposta do sistema ao impulso unitario.

O impulso unitério, segundo [3], é uma representagao de uma forga que é
aplicada instantaneamente ao sistema. Fisicamente isto nao é possivel, trata-
se apenas de uma definicaio matematica que permite o calculo da resposta do
sistema a partir de uma entrada conhecida. A definicio do impulso unitario

mostrada em [3] é dada por
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sy =4 T =0 (3-3)
0, t#0

Esta definicao afirma que no instante inicial a forca aplicada tem modulo
infinito e nos demais ela é nula. A partir desta defini¢ao, conforme mostrado
em [3], h(t) é a resposta livre do sistema (sem forcamento externo, ou seja
u(t) =0) com C.I's 2(0) =0 e (0) = 1/m.

A integral dada da equacao (3-2) é uma opera¢ao matematica conhecida
como convolucao, e é denotada pelo simbolo . Portanto, a resposta do sistema
no dominio do tempo, com C.I’s nulas, ¢ dada por z(t) = h(t)*u(t). Esta forma
de calcular a resposta do sistema, através da operacao da convolucao, permite
tratar diferentes tipos de entradas e torna a abordagem do problema mais
direta, pois conhecida a entrada que estd sendo aplicada ao sistema, basta
calcular a resposta ao impulso unitario e em seguida realizar a convolugao
entre ambas para se obter a resposta do sistema.

No entanto, dependendo do tipo de forcamento externo que é aplicado
ao sistema, a operacao da convolucao pode se tornar trabalhosa. Neste caso,
um outro método, denominado método dos coeficientes indeterminados, pode
ser utilizado para se obter a resposta do sistema no dominio do tempo. Este

método considera que

z(t) =z (t) + x,p(t), (3-4)

onde zy(t) é a solugao da equacao homogénea (caso em que u(t) = 0) associada
a equacao (3-1) e x,(t) é uma solucdo particular da equagdo (3-1) (equacao
nao homogeénea).

A analise no dominio da frequéncia é feita de forma semelhante, ou seja,
considerando ainda o sistema como um filtro, ird se obter a resposta através
de uma operacao realizada sobre a entrada. Neste caso, a resposta do sistema

no dominio da frequéncia serd dada por

X(w) = Hw) - Uw), (3-5)

onde H(w) e U(w) sao, respectivamente, a transformada de Fourier da resposta
ao impulso unitéario h(t) e da entrada u(t). A funcao H(w) ¢ a FRF do sistema.

Assim como no caso do dominio do tempo, no dominio da frequéncia
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deve-se conhecer a entrada e realizar uma operacao entre esta e a resposta ao
impulso unitario, porém agora considerando ambas no dominio da frequéncia,
sendo que neste caso, a convolucao dada por uma integral no dominio do
tempo, se torna um produto entre funcoes no dominio da frequéncia.

H&4 também uma outra forma de se obter a FRF para um sistema com
um grau de liberdade. Esta forma de se calcular H(w) ¢ mostrada em [2] e em
[3]. Supondo que um forcamento harmonico externo f(t) = Fycos(wt) esteja

agindo sobre a massa m do sistema, a equacao (3-1) se torna

mi(t) + ci(t) + ka(t) = Fycos(wt) . (3-6)

Conforme mostrado em [2], pode-se reescrever o forcamento externo
usando-se a equagao de Euler Ae?** = Acos(wt) + Asen(wt)j, onde j = /—1
é a unidade imaginaria. Desta forma, substituindo o forgamento externo por

f(t) = Fye’', a equagao (3-6) se torna

mX (t) + X (t) + kX (t) = Fpe’", (3-7)

que segundo [2], tera como solu¢ao particular uma funcao complexa X, (t) =
Xoel“! cuja parte real € a solucao fisica z(t) original. Substituindo X,(t) e suas

derivadas na equacdo (3-7) e rearranjando os termos, obtém-se

(—mw? + cwj + k)Xol = Fyel* . (3-8)

Dividindo ambos os lados da equagio (3-8) por e/“! e rearranjando o0s

termos, obtém-se

20 - — (3-9)

Conforme definido em [3], o termo (—mw?+cwj+k) é denominado rigidez
dinamica do sistema e denotado por Kg,, e o seu inverso é a FRF do sistema.

Desta forma, tem-se que

1
Hw) = (—mw? + cwj + k) (3-10)
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Mais especificamente, como descrito em [3], H(w) ¢ a FRF do desloca-
mento, e pode também ser obtida para as grandezas velocidade e aceleragao,
basta multiplicar ambos os lados da equagao (3-10) por jw ou por —w? para
se obter, respectivamente, as FRF’s da velocidade e da aceleracao, dadas por
H, = jwH(w) e H, = —w?H (w).

Também é possivel, de acordo com [3], escrever a FRF em funcao da

- N w .
razao de frequéncias r = — e da taxa de amortecimento ( = , onde w

Wn mwy,

¢ a frequéncia do forcamento externo e w,, = 1/ — ¢ a frequéncia natural do
m

sistema conservativo associado (que representa o caso em que ¢ = 0). Desta

forma, a FRF é escrita como

1
k(1 — 12+ 2¢rj)

H(w) = (3-11)

A representacdo grafica de H(w) ndo pode ser feita de uma tnica forma,
pois esta é uma funcao complexa, e portanto, seu grafico, como mostrado em
[1], é dado por uma superficie contida em um espaco tridimensional, repre-
sentado por trés eixos perpendiculares entre si: um eixo real, um imaginério e
um de frequéncias. Desta forma, a analise grafica da FRF ¢é feita a partir da
projecao do seu grafico tridimensional em cada um dos planos formados por
dois desses eixos.

Cada uma das curvas obtidas a partir da proje¢ao do grafico de H(w) em
cada um dos planos recebe um nome especial, e revela caracteristicas diferentes
da FRF. Como mostrado em [1] e [3], o grafico de Bode é composto por dois
graficos: o grafico da magnitude de H(w) versus a frequéncia e o grafico da fase
de H(w) versus a frequéncia. O gréfico real e o grafico imaginario sdo dados,
respectivamente, pela parte real e imaginaria de H(w) versus a frequéncia. O

grafico de Nyquist é dado pela parte imaginaria versus a parte real de H(w).

3.2
Sistemas com Amortecimento Estrutural

Utilizar o amortecimento linear viscoso na modelagem de um sistema
com um grau de liberdade nao ¢ a tinica forma de se tratar o amortecimento
presente no sistema mecanico real considerado, pois além do amortecimento
linear viscoso, existem diversos outros modelos que sao conhecidos e que podem
ser utilizados para modelar as forcas de atrito presentes no sistema. Um destes
modelos, que é apresentado em [I] e [2], é o amortecimento estrutural.

Conforme explicado em [2], o amortecimento estrutural esta presente
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quando um componente mecanico sofre ciclos de carregamento e descarrega-
mento, de forma que a deformagao causada por estes ciclos ird fazer com que
as partes internas do componente sofram atrito entre si, a medida que o com-
ponente é deformado sob tracao ou compressao. Como mostrado em [2], um
sistema com este tipo de amortecimento pode ser modelado por uma e.d.o se-
melhante aquela obtida para um sistema modelado com amortecimento linear
ViSCOSO.

Para se obter a equacao da dinamica para um sistema de um grau de
liberdade cujas forcas de atrito sao modeladas como sendo de amortecimento
estrutural, deve-se, de acordo com [2], obter um coeficiente de amortecimento
linear viscoso equivalente para o amortecimento estrutural. A partir deste
coeficiente equivalente, conforme mostrado em [2], chega-se a uma e.d.o para
a dindmica do sistema mecanico com amortecimento estrutural.

Como mostrado em [2], isto é feito fazendo uma equivaléncia entre a
energia dissipada por ciclo por um amortecedor com amortecimento linear
viscoso sob um carregamento harmonico e a energia dissipada por ciclo devido
ao amortecimento estrutural. De acordo com [2], a energia dissipada por ciclo
por um amortecedor com amortecimento linear viscoso, apds o sistema ja ter

atingido o regime permanente, é dada por

AE = rewX?, (3-12)

onde ¢ é o coeficiente de amortecimento linear viscoso, w é a frequéncia do car-
regamento externo e X a amplitude da resposta do sistema em regime perma-
nente. De acordo com [2], obtém-se experimentalmente que a energia dissipada
por ciclo por um componente mecanico com amortecimento estrutural é dada

por

AE = nkBX?, (3-13)

onde k é a rigidez do sistema, [ o coeficiente de amortecimento estrutural
(determinado experimentalmente) e X a amplitude da resposta do sistema
em regime permanente. Igualando-se as equagoes (3-12) e (3-13), obtém-se o
coeficiente de amortecimento linear viscoso equivalente para um sistema com
amortecimento estrutural, dado por ¢ = —.

De acordo com [2], usando a representagido exponencial complexa para

um forcamento harmonico externo aplicado a um sistema com amortecimento
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linear viscoso, que é equivalente a um sistema com amortecimento estrutural,

tem-se que a equacao da dinamica é dada por

mX (t) %X (t) + kX (t) = Fyel" (3-14)

de modo que a resposta em regime permanente sera X (t) = Xye/“!. De acordo

com [2], substituindo X(t) = jwXpe’! na equagao (3-14), obtém-se

mX (t) + k(1 + jB)X(t) = Foe™". (3-15)

Em [I], o coeficiente de amortecimento estrutural é definido como h = kf3,

de modo que a equacdo (3-15) é escrita como

mX(t) + (k4 jh) X (t) = Foe?t (3-16)

e além disso, em [I], o termo (k + jh) é definido como a rigidez complexa do
sistema, denotada por k., de forma que a equagao (3-16) passa a ser escrita

como

mX (t) + kX (t) = Fyel" . (3-17)

Ainda de acordo com [I], a FRF para um sistema com amortecimento

estrutural é dada por

(3-18)



4
Sistemas com Miiltiplos Graus de Liberdade

4.1
Sistemas sem Amortecimento

Os sistemas mecéanicos com miultiplos graus de liberdade necessitam de
um tratamento vetorial, devido as varias coordenadas que representam cada
um dos seus graus de liberdade. Tais sistemas, para um melhor entendimento
da teoria, podem ser separados entre aqueles que possuem ou nao amorteci-
mento. Os sistemas mecanicos com miltiplos graus de liberdade com amorteci-
mento ainda podem ser divididos em dois tipos: os que possuem amortecimento
proporcional e os que possuem amortecimento nao proporcional.

Os sistemas mecanicos com multiplos graus de liberdade terao, assim
como no caso dos sistemas com um grau de liberdade, a sua dinamica governada
por um P.V.I. Porém, neste caso, serao necessarias n e.d.o’s para descrever a
sua dinamica, cada uma referente a um grau de liberdade do sistema e, para
cada uma dessas e.d.o’s, serao necessarias duas C.Is.

Estas n e.d.o’s podem ser agrupadas em uma forma matricial, de modo
a facilitar o seu estudo. Portanto, ao se reescrever as n e.d.o’s para um sistema
mecanico com miultiplos graus de liberdade sem amortecimento, considerando-
se que este foi modelado como linear e invariante no tempo, obtém-se a seguinte

equacao geral na forma matricial

MX(t) + KX () = U(t), (4-1)

onde X(t) € R™! ¢ um vetor de dimensao n x 1, denominado vetor de
deslocamentos, cujas componentes x;(t), ¢ = 1,...,n representam os n graus
de liberdade do sistema. M e K € R™*" sao matrizes constantes de dimensao
n X n, denominadas, respectivamente, matriz de massa e matriz de rigidez e
U(t) € R™*! ¢ um vetor de dimensdo n x 1, denominado vetor de forcamentos,
cuja componente wu;(t), ¢ = 1,...,n, representa o forcamento u;(t) que age na
massa m; do sistema.

Os sistemas mecanicos com multiplos graus de liberdade apresentam
um conceito importante conhecido como modo de vibracao, que existe tanto
para sistemas com amortecimento como para sistemas sem amortecimento. A

obtencao dos modos de vibracao é feita através do estudo da resposta livre do
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sistema. No caso de sistemas sem amortecimento, a resposta livre do sistema
serd a solucdo da equagdo homogénea associada a equacao (4-1), que é dada

por

MXy(t) + KX () =0, (4-2)

cuja solugao é conhecida e tem a forma Xg(t) = ¢/“!1p, onde ¥ € R™*! é um
vetor de constantes de dimensao n x 1.
Substituindo Xy (t) = e’“!1) e sua segunda derivada na equagao (4-2), e

rearranjando os termos, obtém-se

(K — w’M)p =0. (4-3)

A equagao (4-3) representa um problema de autovalor, cuja solugao sao
as raizes do polinomio caracteristico do sistema, obtidas através da equacao
det(K — w?*M) = 0. Portanto, as raizes do polinomio caracteristico serao os
autovalores da matriz K —w?M e como esta apresenta dimensao n x n, existirao
n autovalores e consequentemente n autovetores associados.

O autovalor w?, i = 1,...,n representa o quadrado da i-ésima frequéncia

natural w; do sistema e o respectivo autovetor v, representa o i-ésimo modo

(2
de vibracao do sistema. Desta forma, um sistema com n graus de liberdade
apresentard n frequéncias naturais e n modos de vibracao. Estes sao definidos
em [I] como modos principais, modos normais ou modos nao amortecidos.
De acordo com [I], se as n frequéncias naturais forem néo nulas e distintas,
os modos de vibracao serao linearmente independentes, e formarao uma base
para o espaco vetorial de dimensao n.

As equacgoes da dinamica quando estao escritas no formato da equacao
(4-1) encontram-se acopladas, ou seja, elas apresentam mais de uma fun¢do
incognita, o que dificulta encontrar a solucao do problema. Uma maneira
de resolver isto, de acordo com [1], [2] e [3] é desacoplar as equacoes da
dinamica, de forma que cada uma delas apresente apenas uma func¢ao incognita,
facilitando a obtencao da solucao analitica e da sua aproximac¢ao numérica.

O desacoplamento das equacoes da dinamica serd mostrado em resumo,
baseando-se no que é feito em [I] e [3]. De acordo com a deducao apresentada
por estes, pode-se chegar as seguintes relagcoes para as matrizes de massa e

rigidez partindo-se da equacgao (4-3)

YIMy, =0  Vr#s, (4-4)
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PYKp, =0 Vr#£s. (4-5)

Como apontado em [3], estas equagdes afirmam que os modos de vibragdo
sao ortogonais em relacdo as matrizes de massa e de rigidez. Além destas

relagoes, em [I], também obtém-se que

77/)3—‘1\/'[17&7“ =My, (4_6)
WK, =k, (4-7)
k
2 T
= 4-8
= (1-8)
para r = 1,...,n, onde m, e k, sao definidos, respectivamente, como massa

modal e rigidez modal do r-ésimo modo, mas conforme afirmado em [1], estas
grandezas nao tem unidades de massa nem de rigidez.
Agrupando-se as frequéncias naturais e os modos de vibragao em matri-

zes, como é apresentado em [1], [2] e [3], obtém-se

QQ

(4-9)

- [«pl zpn} , (4-10)

de forma que, como apresentado em [I] e [3], chega-se a duas novas matrizes
v'MW¥ = M,,, (4-11)

UV'KY =K,,, (4-12)

definidas, respectivamente, como matriz de massa modal e matriz de rigidez
modal. Estas matrizes sao diagonais, e os seus elementos sao, respectivamente,
as massas modais e as rigidezes modais. Além destas novas matrizes obtidas,

também vale a seguinte relagdo apresentada em [1] e [3]

Q' =K, M. (4-13)
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A proxima etapa para desacoplar as equacodes da dinamica é escrever
os modos normais em uma representacao que seja tinica, pois como estes sao
dados pelos autovetores do problema de autovalor da equagao (4-3), qualquer
miltiplo de um desses autovetores também podera ser considerado como um
modo normal de vibragao. Desta forma, em [I], define-se os modos massa-

normalizados como

¢T:\/m_rwr r=1,...,n, (4-14)

dados pelos modos normais originais multiplicados pelo inverso da raiz qua-
drada das massas modais. Os modos massa-normalizados, quando agrupados

em forma matricial, como também é feito em [I] e [3], sdo expressos como

®=wM 2. (4-15)

Como mostrado em [3], fazendo uma mudanga de variavel X(t) = ®Y (¢)
e substituindo na equacio (4-1) e, apos isto, pré-multiplicando-a por ®” tem-se

que

STMPY (1) + ®TK®Y(t) = ®TU(t), (4-16)

e, conforme mostrado em [I] e [3], 2" M® =T e ®'K® = Q2 de forma que
a equacao (4-16) se torna

Y(t) + QY (t) = 2"U(1), (4-17)

que representa as equagoes de n sistemas mecanicos com um grau de liberdade
independentes entre si. Cada uma das equagoes presente em (4-17) pode ser
resolvida individualmente, cada uma com sua respectiva C.I e apés se obter o
vetor de deslocamento Y () (que de acordo com [3], suas componentes sdo as
coordenadas modais), obtém-se a resposta do sistema X(t).

Este procedimento de desacoplar as equacoes da dindmica, permite com
que a resposta do sistema no dominio do tempo seja calculada de uma forma
mais simples e direta, baseando-se na dinamica de sistemas com um grau de
liberdade.

Para analisar a resposta do sistema no dominio da frequéncia, de forma
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semelhante a que é feita para sistemas com um grau de liberdade, deve-se
conhecer a matriz de FRF do sistema. Ela pode ser obtida de forma analitica
estudando-se a resposta do sistema sob um forcamento harmonico conhecido.
De acordo com o que é apresentado em [1] e [3], fazendo-se U(t) = Usen(wt)
na equagao (4-1), onde U € R™! & um vetor de constantes, cujas componentes
representam as amplitudes dos forcamentos harmonicos aplicados em cada

massa do sistema, obtém-se

MX(t) + KX(t) = Usen(wt), (4-18)

que de acordo com [I] e [3], a solugdo particular sera X(t) = Xgsen(wt).

Substituindo X(t) e sua segunda derivada na equacao (4-18), obtém-se

(—w™™M + K)X, = U, (4-19)

onde o termo (—w?*M + K) ¢ definido como a matriz de rigidez dinamica e
denotada em [3] por Ky, (w). Para encontrar o vetor de constantes X,, cujas
componentes sao as amplitudes das respostas em regime permanente, de cada
um dos graus de liberdade, multiplica-se ambos os lados da equacao (4-19)
pela inversa da matriz de rigidez dindmica, obtendo-se

X,=K;!

din

(w)U. (4-20)

A matriz K

4in(w) € definida como a matriz de FRF do sistema e denotada
por H(w), tendo-se portanto que Xy = H(w)U. Na matriz de FRF, cada um
dos elementos h;;(w) sdo fungbes da frequéncia w do forcamento externo. De
acordo com [I] e [3], estas FRF’s que compdem H(w) podem ser interpretadas
como sendo a razao entre a amplitude da resposta em regime permanente do
grau de liberdade i e a amplitude do for¢camento externo agindo no grau de
liberdade j, considerando-se que s6 exista este forcamento agindo no sistema.
Além disto, de acordo com [I] e [3], pode-se obter a FRF da velocidade e da
aceleragio, respectivamente, por H,(w) = joH(w) e H,(w) = —w?H(w).
Uma forma mais tutil de representar a matriz de FRF é por um processo
denominado decomposi¢do modal, que procura escrever H(w) em fungao dos
parametros modais (frequéncias naturais e modos de vibragao). De acordo com
o que é colocado em [1] e [3], a decomposi¢ao modal tem como objetivo facilitar

o céalculo de H(w), pois quando esta é expressa como a inversa da matriz de
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rigidez dinamica, a inversao de tal matriz se torna muito custosa e demorada,
pois deve ser feita para cada valor de frequéncia do forcamento externo. Além
disto, a decomposigao modal, segundo [I] e [3], permite ver a influéncia dos
modos de vibragao e frequéncias naturais na resposta do sistema.

O procedimento mostrado em [3], para se obter a decomposi¢do modal
de H(w), parte da sua definicdo, escrita como K — w?M = H '(w). Pré
multiplicando esta equacdo por ®7 e pos multiplicando por ®, e usando o
fato de que @' M® =1 e ®TKP = Q?, obtém-se

QW T=d"H '(w)®, (4-21)

e, de acordo com [3], invertendo ambos os lados da equagao (4-21), tém-se

H(w) = ®(Q% — 1) '@, (4-22)

que representa a decomposicao modal da matriz de FRF em funcao dos
parametros modais. De acordo com [3], cada um dos elementos da matriz de
FRF, dada pela equagao (4-22), sdo dados por

_ ¢il¢j1 + ¢i2¢j2 4t ¢in¢jn

— 2 2 2 _ 2 2 _ 2
wi —w?  w;—w w2 —w

hij(w)

) (4_23)

onde o termo ¢;; é o i-ésimo elemento do j-ésimo modo ¢ que compoem a

matriz de modos massa-normalizados ®.

4.2
Sistemas com Amortecimento

421
Sistemas com Amortecimento Linear Viscoso

Considerando agora os sistemas com amortecimento, estes podem ser
divididos em dois tipos: proporcional e nao proporcional. O amortecimento
proporcional é aquele em que a matriz de amortecimento pode ser escrita
como uma combinagao linear (C.L) das matrizes de massa e rigidez.

Considerando o caso de amortecimento linear viscoso, as equacoes da

dindmica podem ser escritas na forma matricial por

MX(t) + CX(t) + KX(t) = U(t), (4-24)
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e, se 0 amortecimento for proporcional, tém-se que C = aM + SK é a matriz
de amortecimento linear viscoso, com «, € R. De acordo com [1], realizando

o mesmo processo de desacoplamento do caso sem amortecimento, tém-se

P'MPY (t) + 2'COY(t) + PTKOY(t) = dTU(1). (4-25)

Como a matriz de amortecimento C é proporcional, obtém-se que
®'C® = &®'(aM + BK)®. Desenvolvendo esta expressio, obtém-se
a®"M® + BETK® = oI + Q% Substituindo-a na equacio (4-25), obtém-se

um conjunto de n equacoes desacopladas dadas por

Y(t) + (ol + BQAY (1) + Q2Y(t) = ®"U(1), (4-26)

que podem ser resolvidas individualmente, pois representam n sistemas com
um grau de liberdade independentes entre si. A r-ésima equagao deste sistema

de equagoes diferenciais pode ser escrita como

i (t) + (@ + Bw?)g,(t) + Wiy, (t) = Z GU(t), (4-27)

onde ¢} é a i-ésima componente do r-ésimo modo ¢ (r-ésima coluna da matriz
®). Como a equacao (4-27) representa a dindmica de um sistema com um
grau de liberdade, de acordo com [I], a taxa de amortecimento serd dada por
« Buw,
Gr = +
2w,
normais) do sistema com amortecimento proporcional viscoso sao 0s mesmos

. Além disso, de acordo com [I], os modos de vibragao (modos

do caso sem amortecimento (para as mesmas matrizes de massa e rigidez).
No caso dos sistemas em que a matriz de amortecimento nao pode ser
escrita como uma C.L das matrizes de massa e rigidez (amortecimento nao
proporcional), de acordo com [I], as equagoes da dindmica ndo podem ser
desacopladas. Neste caso, para se obter a resposta do sistema do dominio do
tempo, é preciso utilizar métodos numéricos para se calcular uma aproximacao
numérica para a solugao do sistema de equagoes diferenciais (4-24). Neste caso,
de acordo com [1], os modos de vibragao e a frequéncias naturais do sistema
terao valores complexos. Para se obter estes parametros modais, no caso de
amortecimento nao proporcional viscoso, deve-se analisar a resposta livre do

sistema, ou seja analisar a equagao homogénea associada a equagao (4-24), que
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é dada por

MX y(t) + CXp(t) + KXy(t) = 0. (4-28)

De acordo com [I], a solugao da equagdo (4-28) é Xy (t) = &€e*, onde s &
a variavel da transformada de Laplace (T.L) e £ é um vetor cujas componentes
assumem valores complexos, e representam as amplitudes dos deslocamentos
referentes aos graus de liberdade do sistema. Substituindo Xpy(t) e suas

derivadas na equagao (4-28), obtém-se

(M +sC+K)¢=0, (4-29)

que de acordo com [I], ¢ um problema de autovalor complexo de ordem alta e
deve ser resolvido utilizando-se a formulacao em espaco de estados do sistema.

Esta formulacao cria um novo vetor de deslocamentos

Y(t) = [x(“] , (4-30)

()

de dimensoes 2n x 1, que agrupa todos os deslocamentos z;(t) e velocidades
t;(t), i = 1,...,n referentes aos graus de liberdade do sistema. De acordo com
[1], a equagao (4-28), quando escrita na formulacio de espago de estados, se

torna

[C: MY () + [K: 0]Y(t) =0, (4-31)

e usando a identidade [M : 0]Y(¢) + [0 : -M]Y (t) = 0, obtém-se

. K 0
Y(t)+[0 M] Y(t) =0, (4-32)

C M
M 0

que pode ser escrita de forma simplificada como

AY(t) +BY(t)=0. (4-33)
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A equacao (4-33), de acordo com [I], origina o seguinte problema de

autovalor
s;A6,.+B6,.=0, (4-34)

cuja solucao é dada por 2n autovalores complexos s, e 2n autovetores comple-
x0s 0, associados, ambos dados em pares de complexos conjugados.
Para se chegar na expressao da matriz de FRF do caso de amortecimento
nao proporcional viscoso, serd apresentado o desenvolvimento realizado em [5].
Os autovalores s, e seus respectivos autovetores associados &,., satisfazem

o problema de autovalor dado na equagao (4-29) da seguinte forma

(M +s5,C+K)¢, =0, (4-35)

para r = 1,...,2n. De acordo com [5], a relacao entre os autovetores 6, do
sistema de primeira ordem (4-33) e os autovetores £, do sistema de segunda
ordem (4-28) ¢ dada por

. 57“ _
o-[5] »

Vale ressaltar que os autovetores &, tem dimensao n x 1. Multiplicando-se

a equacdo (4-34) por 87, obtém-se

6'Bo, = —5.07 A0, (4-37)

onde, conforme definido em [5],

1
07AG, = - (4-38)

onde v, € C é uma constante de normalizacao. Além disso, as propriedades de
ortogonalidade dos autovetores do sistema de primeira ordem (4-33), de acordo

com [5], sdo dadas por
07A0, =0 Vj#k, (4-39)

6/BO, =0 Vj#k. (4-40)
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Usando a relagdo entre os autovetores dada na equacao (4-36) e subs-
tituindo na equagao (4-38), obtém-se uma expressao para 7, em funcao dos

autovetores £, do sistema de segunda ordem (4-28), dada por

1
£ 25 M+ ClE,

= (4-41)

Aplicando agora a formulacao em espaco de estados na equagao nao

homogeénea (4-24), tém-se

AY(t)+ BY(t) = R(t), (4-42)

U(t)
0

considerando C.I’s nao nulas, obtém-se

onde R(t) = . Aplicando a T.L em ambos os lados da equagao (4-42),

sAY(s) — AY, +BY(s) = R(s), (4-43)

— X — U
onde Y(s) = _(S> e R(s) = [ (()8)] sao, respectivamente, a T.L de Y(¢)

sX(s)

e R(t) e Yo é um vetor de C.Is.
De acordo com [5], no caso em que os autovalores s, sdo distintos, a
solugdo da equagao (4-43) é dada por uma C.L dos modos 8,. Desta forma,

tém-se que

Y(s) =Y B(s)8,, (4-44)

onde f,(s) sdo constantes a serem determinadas. Substituindo a equagao (4-44)

na equagao (4-43) e rearranjando os termos, obtém-se

[sA + B] Zn B.(5)0, = R(s) + AY,. (4-45)

Multiplicando-se ambos os lados da equacdo (4-45) por 7, expandindo
o somatorio do lado esquerdo e aplicando-se as condicoes de ortogonalidade

(4-39) e (4-40), obtém-se os valores das constantes (,(s), dados por
0'R(s) + O AY,

(s —s) 7

Pr(s) = v (4-46)
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com r = 1,...,2n. Substituindo a equagao (4-36) no numerador da equagao
(4-46), obtém-se uma expressdo para as constantes [,.(s) em func¢ao dos

autovetores §,, dada por

r

¢7 (ﬁ(s) + MX, + CX, + sMX0>

Br(s) = (4-47)

(s —s)

Desta forma, a partir da equagao (4-44) e de (4-36), obtém-se a resposta

do sistema do dominio de Laplace, como sendo

X(s) =Y Bi(s)€,, (4-48)

que, quando se substitui os valores das constantes f5,.(s) da equacao (4-47),

tém-se

_ m ¢ (U(s) + MX, + CXg + sMX,
X(s) =Y &, ( o )
r=1 r

(4-49)

A partir da equagao (4-49), tém-se, de acordo com [5], que a matriz de

FREF do sistema com amortecimento nao proporcional viscoso é dada por

H(S) _ Z %&&T (4_50)

r=1

onde s = jw e 7 = +/—1 é a unidade imaginaria. Uma expressao semelhante a
esta também é mostrada em [6]. Como os autovalores e autovetores sdo dados
em pares de complexos conjugados, a equagao (4-50) também é expressa em

[5] como

n T * ok T’
H(S) _ Z |: 77"67‘57' + 77‘57”57- : (4_51)

“ls—s) (s—s)

onde s* e £ sdo, respectivamente, os complexos conjugados de s, e £,. Segundo
[5], expressando a FRF em termos da frequéncia natural complexa A, tém-se

que s, = j\,, e portanto
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(4-52)

. {%gs fwasf
— (s —JN\)  (s+iA\)

r

1
¢T2jAM + Clg,

com 7, =

A partir da equacao (4-52), um elemento genérico h;;(s) da matriz de
FRF é dado por

his(s) = 1€ 1€

(s—jM\) (s +j>\1)} T (4-53)

" {@ ~ ) 5t i)

onde §;; é 0 i-ésimo elemento do j-ésimo autovetor &;.

Conforme mostrado em [5], quando o sistema ndo tem amortecimento,
ou seja, para C = 0, tém-se que A\, = \f = w, e §, = &, = ¢,, de modo
- (pois . Me, = 1, devido ao fato de que ®M® = 1) e, desta

1

ue v, =
q f)/r 2(,(},,.
forma, a matriz H(s) se torna igual a matriz H(w) do caso sem amortecimento.
Portanto, a equacao (4-53) se reduz a equacao (4-23) quando o amortecimento

do sistema é nulo.

4.2.2
Sistemas com Amortecimento Estrutural

Considerando agora o amortecimento estrutural, este pode ser igualmente
classificado em proporcional e ndo proporcional. De acordo com [1]], a equagao

da dinamica para o caso de amortecimento estrutural é dada por

MX(t) + KX (t) + jHX(t) = 0, (4-54)

onde H ¢é a matriz de amortecimento estrutural. Se o amortecimento estrutural
for proporcional, entdo H = uM + vK, com pu, v € R. Segundo [I], neste caso,
a matriz de modos serd idéntica a do caso sem amortecimento e as frequéncias

naturais serao dadas por

N=w(l+4n) r=1,...,n, (4-55)
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onde . = v + % é definido como sendo o fator de perda de amortecimento
do r-ésimo modo.

Para o amortecimento estrutural nao proporcional, a matriz H ja nao
pode ser escrita como uma C.L de M e K. Neste caso, de acordo com [I], a
solu¢ao da equagao (4-54) é X(t) = oe’*, onde )\ é uma frequéncia complexa
e o um vetor de constantes complexas, cujas componentes representam as
amplitudes dos deslocamentos referentes aos graus de liberdade do sistema.

Substituindo X(t) e sua segunda derivada na equagao (4-54), tém-se

(K. —\MM)o =0, (4-56)

onde K, = K + jH é a matriz de rigidez complexa. De acordo com [I], a
equagao (4-56) representa um problema de autovalor complexo e a sua solugao
dara origem a uma matriz diagonal A2 de autovalores e a uma matriz 3 de
autovetores, ambas com valores complexos. Ainda segundo [I], as propriedades

de ortogonalidade dos modos sao dadas pelas equacoes

>'ME =M, (4-57)
K.Y =K, (4-58)
K,,M,, = A%, (4-59)

onde a massa modal e a rigidez modal sao complexas. Conforme é apresentado
em [I], pode-se definir modos massa-normalizados a partir da matriz de massa
modal para um sistema cujo o amortecimento ¢ modelado como sendo estru-
tural nao proporcional. Desta forma, para um sistema com tais caracteristicas,

a matriz de modos massa-normalizados é definida como sendo

o =M, '*%, (4-60)

onde ® apresenta componentes com valores complexos.

De acordo com [I], a matriz de FRF para sistemas com amortecimento
pode ser definida da mesma forma que para sistemas sem amortecimento, ou
seja, como sendo a matriz inversa da matriz de rigidez dinamica. Considerando
o caso de amortecimento estrutural nao proporcional, a matriz de FRF é dada

por
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H(w) = ®(A? — W) '®7, (4-61)

que de acordo com [I], um elemento h;;(w) de H(w) é dado por

_ ¢i1¢jl + ¢i2¢j2 ot ¢m¢]n

hij(w) = ,
S R I N

(4-62)

+ .

sendo que \; e ¢;;, 0 i-ésimo elemento do j-ésimo modo ¢, apresentam valores

complexos.



5
Modelagem Analitica

5.1
Sistema 1

O primeiro sistema mecanico tratado é mostrado na figura 5.1
— ()

j\l;\B/\ —/(®) :,1
= "L

Figura 5.1: sistema 1.

onde a massa m move-se sobre uma superficie sem atrito, z(¢) é medido a partir
da posigdo em que a mola esta relaxada e f(t) = Fysen(wt) é o forcamento
externo aplicado ao sistema.

Para obter a equacao da dinamica, deve-se primeiramente escrever o

Lagrangeano do sistema que, neste caso, é dado por

1 1
L= §m9'c2 — §k:c2, (5-1)

onde k = ki + ko + k3. Desta forma, obtém-se

d (8L> - 59

dt \ 9z
g—i ~ g, (5-3)
Q = Fysen(wt), (5-4)
= —ci?, (5-5)
8_1? =cT, (5-6)
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de modo que a equagao obtida para a dinamica do sistema ¢

mi + ci + kx = Fysen(wt) . (5-7)

Neste caso, como o forcamento externo é dado por uma funcao trigonomé-
trica, a integral da convolucao se torna trabalhosa, de modo que a resposta do
sistema no dominio do tempo foi obtida analiticamente aplicando-se o0 método
dos coeficientes indeterminados. De acordo com a teoria de equacdes diferenci-
ais, sabe-se que a soluc¢ao da equagdo homogénea associada a equagao (5-7) é
x(t) = e, onde X é um valor constante. Substituindo x5 (t) e suas derivadas

na equacao homogénea e resolvendo para A, obtém-se

—c+ 2 —4dmk

2m

A= (5-8)

Os parametros do sistema foram definidos de modo que se tivesse
A = 2 — 4mk = 0 que, de acordo com a teoria de vibracoes, representa o
caso de vibragao criticamente amortecida, que equivale também a se ter a taxa
de amortecimento ( = 1. Desta forma, tem-se que A\ = _—TZ Neste caso, sabe-se
pela teoria de equagoes diferenciais que xy(t) = AeM + BteM, onde A e B sao
constantes a serem determinadas utilizando-se as C.I’s.

A solucao particular z,(t) da equagdo nao homogénea, representa a
resposta do sistema em regime permanente e, no caso de sistemas mecanicos
lineares, considerando que nao hé ressonancia, apresenta a mesma forma do
forcamento externo. Portanto, z,(t) = Csen(wt+6), onde C' e 0 sdo constantes
a serem determinadas. Neste caso, é necessario considerar uma diferenca de
fase 0 entre a resposta do sistema em regime permanente e o forcamento
externo pois, de acordo com a teoria de vibragoes, quando o sistema apresenta
amortecimento sempre existird uma diferenca de fase entre 0 e 7 radianos entre
a resposta em regime permanente e o forcamento externo.

A solucao particular pode ser reescrita como

zp(t) = C(sen(wt)cos(d) + sen(f)cos(wt)) , (5-9)

que rearranjando os termos se torna

z,(t) = Dsen(wt) + Ecos(wt), (5-10)
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onde D = Ccos(f) e E = Csen(f) sao constantes. Substituindo a equagao

(5-10) e suas derivadas na equacao (5-7), obtém-se

D= Fo —— (5-11)
(k — mw?) — et
mw? —k
E= cwho (5-12)

(k — mw?)(mw? — k) — cw?

Desta forma, tem-se que x(t) = Ae + BteM + Dsen(wt) + Ecos(wt).
Considerando C.I's nulas, ou seja, z(0) = 0 e #(0) = 0, obtém-se que A = —F
e B=FE\N— Duw.

Para encontrar a resposta do sistema no dominio da frequéncia, deve-
se determinar a sua FRF, que no caso é dada pela equagao (3-10). Portanto,
utilizando-se a FRF, obtém-se a amplitude da resposta em regime permanente,
dada por Xy = Fy|H (w)|, onde |H(w)| é o modulo da FRF, dado por

[H(w)| = v/ Re(H(w))? + Img(H (w))?, (5-13)

onde Re(H(w)) e Img(H (w)) sado, respectivamente, a parte real e imaginaria
de H(w), obtidas multiplicando-se o numerador e o denominador da FRF pelo

conjugado do denominador. Fazendo isto, obtém-se

kE — mw?
Re(H(w)) = m2wt — 2mkw? + c2w? + k2’ (5-14)
I'mg(H(w)) = - (5-15)

m2wt — 2mkw? + c2w? + k2

Deste modo, para diferentes valores da frequéncia w do forcamento
externo, ird se obter diferentes amplitudes X, da resposta do sistema em
regime permanente, mostrando como que o forcamento externo influencia no
comportamento dinamico do sistema. As partes real e imaginaria também
podem ser obtidas para a FRF no formato da equagao (3-11), sendo dadas

por
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Re(H(w)) = Lo | (5-16)
kr? (—2 —2472+ 4§2>
Img(H(w)) = 2T . (5-17)

5.2
Sistema 2

O segundo sistema mecanico analisado é mostrado na figura e
apresenta cinco graus de liberdade =z;(t) , ¢ = 1,...,5 medidos a partir

da posigao em que as molas encontram-se relaxadas. O forcamento externo
f(t) = Fysen(wt) é aplicado na maior massa do sistema, cujo movimento é
restrito por um trilho sem atrito, impedindo que esta rotacione. Além disso,

na modelagem realizada, nao foi considerado o efeito da forca gravitacional

Jj(t)

m m | (t)

=

_I_Z'Q (t)

agindo nas massas do sistema.

1%

_]_961@)

G o

_LCC4 (t)

Figura 5.2: sistema 2.

O Lagrangeano obtido para o segundo sistema ¢ dado por
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1
L= §m(9‘c§ + 02 4+ 42 + @2 + 302) — k[(x5 — 21)? + (x5 — 22)* + 22 + 2]
1
— 516[(%1 —13)? + (20 — 14)%], (5-18)

de modo que, para z;(t)

d (0L y
i (5 ) =mn (>19)
0L
a_l‘l = 2]{3(ZL’5 — Il) - ]f(l’l — ZE3) 3 (5—20)
Q1 =0, (5-21)
1 . ©\2 1 . < \2
D= §C($5 — i)+ §c(x1 —d3)°, (5-22)
oD . ) . .
iy = —c(x5 — 1) + (1 — T3), (5-23)
para xo(t)
d (0L .
% (3_1:2> = mxs, (5‘24)
OL
pr 2k (x5 — x2) — k(o — 74) (5-25)
Q2=0, (5-26)
1. TR . \2
D= 50(1’5 — )" + 50(:62 —14)%, (5-27)
oD . . ) .
P —c(&5 — d9) + c(dg — 4) (5-28)
para x3(t)
d (0L 3y
i () =i (>-29)
0L
8_353 = —2kxs + k(21 — x3), (5-30)
Q1 =0, (5-31)
1 ., 1 . . \9
D = 5643 + 50(3:1 — 23)°, (5-32)
oD

a_jjB = Cl"g - C<:i;1 - .I'g) ) (5_33)
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para x4(t)

oL
8_;174 = —2]€I4 + k’(l‘g — ZE4) s
Q4_0a

L ., 1 . .
Dzécxi+§c(x2—x4)2,
oD . (d )
—— — Cly — C\X2 — X
81‘4 4 2 4)

e para xs5(t)

d (oL _4 .
TACEY R

oL = —2k'<1’5 - (L’1> - 2k’<1’5 - (L’Q) s

5

1 1
D = =c(is — @)% + =c(is — i),
2 2
oD

8_,1"5 = C(i)5 — IL‘l) + C(i5 — 1'2) .
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(5-34)
(5-35)
(5-36)
(5-37)

(5-38)

(5-39)
(5-40)
(5-41)
(5-42)

(5-43)

Apos calcular os termos da equagdo (2-5), a partir do Lagrangeano, para

cada um dos graus de liberdade, obteve-se as seguintes equacoes que descrevem

a dinamica do sistema
maq + 2cx1 — cx3 — cxs + 3kxy — kxs — 2kxs =0,
mao + 2¢Ty — cxy — x5 + 3kxy — kaxy — 2kxs =0,
mas — cty1 + 2cx3 — kxy + 3kxs =0,

m{i'4 — Cftg + 201t4 - k?l’g + 3k3l’4 = 0,

Smi’g, - Ci’l - CZI.JQ + 201‘5 - 2]@’1’1 - 2]{31’2 + 4]{31’5 = f(t) .

(5-44)
(5-45)
(5-46)

(5-47)

(5-48)
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Escrevendo este conjunto de equacoes

equagao (4-24), obtém-se que

38

na forma matricial dada pela

m 0 0 0 O 2c 0 —c O
0O m 0 0 O 0 2¢ 0 —c
M=|0 0m 0 0|, C=|—- 0 2 0
0 0 0 m O 0 —c 0 2¢
0 0 0 0 3m] |—¢c —c 0 0
[3k 0 -k 0 —2k]
0 3k 0 —k =2k
K=|-k 0 3 0 0 |,
0 -k 0 3k 0
|—2k -2k 0 0 4k

o O O O

, - (5-49)

2¢ |
(5-50)
(5-51)



6
Simulacao Numeérica e Analise dos Resultados

6.1
Sistema 1

O sistema 1 foi simulado no MatLab, obtendo-se a resposta no dominio
do tempo e da frequéncia. Para obter uma aproximacao numérica da solucao
do P.V.I dado pela equacao (5-7) com C.I’s nulas, teve-se que reescrever a
equagao (5-7) como um sistema de duas e.d.o’s de primeira ordem, para que
esta pudesse ser implementada no MatLab. Para isto, utilizou-se a formulacao

em espaco de estados do sistema, onde obteve-se a seguinte equacao matricial

. 0 1 0
Y(t)=| k| YO+ Foponon)| (6-1)

onde Y (t) = [x(t

) é o vetor de estados.
x(t

A equagao (6-1) foi integrada numericamente no MatLab, utilizando-se
o comando ode4b, que implementa o método de Runge-Kutta de quarta

ordem, para o qual se utilizou um passo de tempo At = 1073 s e considerando

0
Yo(t) = 0 como o vetor de C.I's de posicao e velocidade.

O resultado obtido é dado na figura [6.1) mostrando a solugao analitica e
a aproximacao numérica da solu¢ao do P.V.I no dominio do tempo.

Os valores assumidos para os parametros do sistema foram: m = 2 kg;
ki = ks =0.5 N/m; ko = 1.5 N/m e ¢ = ¢ory = 2mw,,, de modo que o sistema
fosse criticamente amortecido. O for¢camento externo foi assumido como sendo
f(t) = bsen(2t) N.

Observando o gréfico, conclui-se que a solucao analitica e a aproximagao
numeérica do P.V.I coincidem, conforme o esperado. A resposta no dominio da
frequéncia ¢ dada através dos graficos que se originam a partir da FRF do
sistema. O grafico de Bode, os gréficos real e imaginario e o grafico de Nyquist
sao dados, respectivamente, nas figuras el6.4

A amplitude da resposta em regime permanente foi calculada a partir da
equagao (5-13), e o resultado obtido é dado na figura
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Resposta do Sistema

0.8 T T
" e Analitica
06+ m=  Numerica
02} e
s of |
-02r 7
_06 1 Il 1 1 Il
0 5 10 23] 20 25 30
t [s]
Figura 6.1: resposta no tempo do sistema 1.
Modulo da FRF Fase da FRF
04 2 T T T T
035 15
03 — 1
—_ 025 E‘ 05
% 02 3 o
— 015 m -05
\4
0.1 -1
0.05 15
0 -2
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10
w [rad/s] w [rad/s|
Figura 6.2: grafico de Bode do sistema 1.
Parte Real Parte Imaginaria
04 T T T T Og
035
-0.05
03
025 0.1
) 02 D
m 0.15 E o
0.1 -02
0.05
-025
0
0.0% 2 4 6 8 10 12 '030 > 4 6 8 10
w [rad/s] w [rad/s|

Figura 6.3: grafico real e imaginério do sistema 1.

40
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Grafico de Nyquist

-0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04

Re

Figura 6.4: grafico de Nyquist do sistema 1.

Amplitude da Resposta

8 10 12

0 2 4

w [1(61(1/5]

Figura 6.5: amplitude da resposta em regime permanente do sistema 1.

onde observa-se que este apresenta a mesma forma do grafico de |H(w)],
como esperado, mudando apenas por um fator igual a amplitude Fy = 5 do
forcamento externo. Nota-se também que, para a frequéncia do forcamento
externo w = 2 rad/s, o valor de X obtido corresponde ao valor da amplitude
de z(t) no grafico mostrado na figura , pois este é o valor da amplitude da
resposta do sistema quando este atinge o regime permanente. E interessante
notar que, com o aumento da frequéncia do forcamento externo, a resposta do
sistema em regime permanente assume valores cada vez menores, indicando
que o sistema vai tendendo ao equilibrio & medida em que se aplica forcas em
frequéncias mais elevadas.

Obteve-se também, a partir das equagoes (5-16) e (5-17), o grafico que
mostra a amplitude da resposta em regime permanente para diferentes valores
da taxa de amortecimento ¢, em funcao da razao de frequéncias r. O resultado
¢ dado na figura 6.6

A curva em vermelho representa o sistema analisado, pois este é critica-
mente amortecido, ou seja ¢ = c.; = 2mw,,, de forma que { = 1.

As curvas em azul, verde e amarelo, foram obtidas para 0 < ( < 1, e

representam o caso denominado vibracao subamortecida, o qual 0 < ¢ < ¢up.
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Amplitude da Resposta

150
— = 0.01
100 F (=02 |
=05
50 | — =1 ]
—( =15
of —_(=2 |

-50

XO [m]

-100

-150

-200

-250

Figura 6.6: amplitude da resposta em regime permanente do sistema 1, para
diferentes valores de (.

As curvas rosa e preta, abaixo da curva de amortecimento critico, foram obtidas
para ¢ > 1, e representam o caso denominado vibracao superamortecida, o qual
C > Cepi-

O caso nao amortecido, ou seja, quando ¢ = 0, nao pode ser obtido, pois
quando ¢ = 0 e r = 1, a FRF dada pela equacdo (3-11) assume um valor
infinito, o qual nao pode ser representado graficamente, levando a amplitude
da resposta em regime permanente ao mesmo comportamento. Este fenomeno
é denominado ressonancia, ou seja, quando tem-se um sistema com um grau de
liberdade nao amortecido, e este é excitado por uma forca harmonica externa,
cuja frequéncia wy é igual a frequéncia natural w, do sistema, este oscila em
regime permanente com uma amplitude extremamente elevada.

Desta forma, a partir do grafico da figura [6.6] observa-se que, a medida
que a constante de amortecimento ¢ aumenta, as curvas apresentam uma
diminuicao no seu valor maximo, mostrando que quanto mais o sistema
dissipa energia menores sao as amplitudes da resposta em regime permanente,
e que quanto mais proxima a frequéncia do forcamento externo estiver da
frequéncia natural do sistema, maiores serao as amplitudes da resposta em
regime permanente.

Na simulagao das curvas da figura teve-se que usar uma mudanca de

escala no eixo vertical, pois, de acordo com [I], quando hé ressonancia, estas
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impedem a vizualizacao da curva da FRF por completo, pois os demais valores
sao muito menores que os valores na ressonancia. Porém, apesar do grafico
nao mostrar o fenémeno da ressonancia, ainda se faz necessario o uso de uma
mudanca de escala. Desta forma, baseando-se em [1], o valores da amplitude
mostrados na figura [6.6| foram calculados como sendo Xy = Fy - 201og (| H (w)])
onde, segundo [1I, 20log (|H(w)|) é o valor de |H(w)| em escala decibel.

Portanto, o real valor da amplitude é

(505
X = Fy-10\20F0) (6-2)

onde X, é o valor dado no grafico da figura [6.6]

6.2
Sistema 2 sem Amortecimento

O sistema 2 também foi simulado no MatLab, onde obteve-se as respostas
no dominio do tempo e da frequéncia. Primeiro foi considerado o caso em que o
amortecimento é nulo. Desta forma, apos ter calculado a matriz de frequéncias
naturais Q? e a matriz de modos massa-normalizados ® com o auxilio do

MatLab, obteve-se as seguintes frequéncias naturais para o sistema 2

wy =~ 0.584 rad/s, (6-3)
wy & 1.732 rad/s , (6-4)
w3 ~ 1.975 rad/s, (6-5)
wy & 2.449 rad/s (6-6)
ws & 2.599 rad/s, (6-7)

e a seguinte matriz de modos massa-normalizados

[0.274 —0.353  0.167 —0.353 0.382 |
0.274 0.353  0.167  0.353  0.382
®~ 0099 —0.353 0418 0.353 —0.254] , (6-8)
0.099 0.353  0.418 —0.353 —0.254
0.331  0.000 —0.176 0.000 —0.160
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cujos valores foram truncados na terceira casa decimal.
Partindo-se da equacdo (4-17), que representa as equagoes da dindmica

na forma desacoplada, obteve-se a seguinte formulagao do sistema em espaco

de estados
7 =AZ+BU, (6-9)
onde
[0 0 0 0 0 1000 0
O 0 0 0 0 01000
O 0 0 0 0 00100
O 0 0 0 0 00O0T1O0
O 0 0 0 0 000071
A = , , (6-10)
—w? 0 0 0 0 00000
0 —w2 0 0 0 00000
0 0 —w? 0 0 00000
0 0 0 —w? 0 00000
0 0 0 0 —w? 00000
(00 0 0 0
00 0 00
00 0 00
B = : (6-11)
00 0 00
00 0 00
@T
y1(t) L
. 0
' 0
/
2= [P v =] o (6-12)
(1)
. 0
N Lf(2).
_?J5(t>_

Integrando-se numericamente a equagao (6-9), utilizando-se o comando
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ode45, com um passo de tempo At = 107* s e C.I's nulas, obteve-se o vetor
de estados Z(t). A partir das suas componentes y;(t) , i = 1,...,5 obteve-se o
vetor de deslocamentos Y(t), de modo que a resposta do sistema no dominio
do tempo foi obtida fazendo-se X (t) = ®Y(¢). O resultado é dado nos graficos
da ﬁgura supondo que m = 2 kg e k = 3 N/m, para uma amplitude F = 2

N e frequéncia wy = 5 rad/s do forgamento externo.

Resposta no Tempo

Resposta no Tempo

Figura 6.7: resposta no tempo do sistema 2 sem amortecimento, para wy =
5 rad/s.

Simulando o sistema 2 com wy = w;, obteve-se os graficos mostrados na
figura [6.8]

Neste caso, observa-se que o sistema 2 entra em ressonancia em todos
os seus graus de liberdade, pois as amplitudes de cada um destes passam a
crescer linearmente com o tempo, conforme mostra a figura O mesmo foi
realizado para as demais frequéncias naturais, observando-se que para wy = ws
e wy = ws, os graficos obtidos se assemelham ao da figura porém o
crescimento das amplitudes é mais lento. Para wy = wy e wy = wy, as respostas
nao apresentaram o comportamento tipico de ressonancia.

A resposta do sistema 2 no dominio da frequéncia, considerando ainda o
caso sem amortecimento, foi obtida a partir da equagao (4-23), que representa
um elemento da matriz de FRF do sistema. Neste caso, como o sistema
apresenta cinco graus de liberdade, a matriz de FRF tem dimensao 5 X 5, ou

seja, ela possui 25 elementos, cada um destes dado por uma funcao expressa



Capitulo 6. Simulacdo Numérica e Analise dos Resultados 46

Resposta no Tempo

15

-15

Figura 6.8: resposta no tempo do sistema 2 sem amortecimento, para wy = w;.

pela equagao (4-23). Como a forma do grafico de cada um dos elementos da
matriz de FRF é muito semelhante, apenas alguns deles foram obtidos através
da simulacao numeérica, com todos os seus valores dados em escala decibel. A
figura mostra o grafico do elemento hq;(w) da matriz de FRF do sistema 2

sem amortecimento.

Resposta em Frequéncia

40

— FRF

= = 12 Componente

= = 22 Componente
32 Componente
42 Componente | -

52 Componente

201

-20 -

hll(w)

-40

60 - -

80 . . . .
0 2 4 6 8 10

w [rad/s]

Figura 6.9: resposta em frequéncia do sistema 2 sem amortecimento.

A curva em preto representa hq1(w) e as curvas em cores representam cada
uma das suas componentes, ou seja, 0s termos que se somam na equagao (4-23).
De acordo com [3], cada um dos picos do grafico de hi;(w) esta relacionado a
uma frequéncia natural do sistema. No caso, como o sistema apresenta cinco

graus de liberdade, existirao cinco frequéncias naturais e, como todas elas neste
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caso sao distintas, devem existir cinco picos no gréafico de hqy(w). Desta forma,
o resultado obtido esta de acordo com o esperado, pois o grafico de hy;(w)
apresenta cinco pontos de maximo. Porém, vale ressaltar que, no grafico obtido,
por conta da discretizacao dos valores das frequéncias, os picos mostrados na
figura se localizam em valores que sao proximos das frequéncias naturais,
de modo que, a ressonancia nao ocorre de fato. Porém, o que o grafico indica
¢ que a medida que wy se aproxima de determinada frequéncia natural w,, o
valor da FRF tende a ser cada vez maior. No momento em que wy é igual a
uma das frequéncias naturais, o valor da FRF é infinito e, como comentado
anteriormente, nao pode ser representado de forma grafica.

Desta forma, observa-se que, em um sistema com n graus de liberdade
existirao no méximo n formas de se coloca-lo para vibrar de forma a se obter
o fendémeno de ressonancia, basta que o forcamento externo seja aplicado com
uma das frequéncias naturais do sistema.

O grafico dado na figura representa o comportamento do sistema
relativo ao grau de liberdade x1(t), quando uma forga externa é aplicado sobre
ele neste mesmo grau de liberdade. No caso, se uma forca externa for aplicada
no sistema no grau de liberdade z3(t) e quiser se conhecer a resposta referente
ao grau de liberdade x»(t), por exemplo, deve-se obter a FRF has(w). Este caso
também foi simulado numericamente no MatLab, e o resultado é mostrado na
figura |6.10

Resposta em Frequéncia
40 T T T

— FRF
= = 12 Componente | |
= = 22 Componente
32 Componente | |
42 Componente
= = 52 Componente

20

-20 ¢

-40

-60 - -

h23 (L«J)

-80 F

=100 -

-120

Figura 6.10: resposta em frequéncia do sistema 2 sem amortecimento.

O resultado obtido é semelhante ao da figura e tem a mesma
interpretacao.
Simulando o sistema 2, mas considerando que o forcamento externo esta

agindo na maior massa, como ¢ mostrado na figura [5.2] observou-se que as
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FRF’s hijs(w) ,i=1,...,5 apresentaram somente trés "picos de ressonancia",
referentes as frequéncias naturais wy, w3 e ws. Este resultado esta de acordo
com o resultado que foi obtido no dominio do tempo, pois conforme observado,
o sistema nao entrou em ressonancia quando o forcamento externo, aplicado a
maior massa, estava nas frequéncias wy ou wy. Este fato se deve aos elementos
G52 € G54 na equagao (4-23). Como estes elementos na matriz de modos massa-
normalizados ® sao nulos (os valores obtidos através do MatLab sao da ordem
de 10719), a segunda e a quarta componentes das FRF’s h;5(w) sdo anuladas,
de forma que o sistema nao entra em ressonancia quando wy = wy OU Wy = Wi,
fazendo com que s6 tenha trés picos nas FREF’s h;s(w).

Na figura é mostrado o grafico da FRF his(w), que representa a
relacdo entre a amplitude do forcamento externo aplicado na maior massa do
sistema e a amplitude da resposta em regime permanente referente ao grau de
liberdade ().

Resposta em Frequéncia

40 T T
— PR
= = 12 Componente | -|
= = 22 Componente
32 Componente
42 Componente
52 Componente

201

-20 -

40 = =

h15 (w)

s0r O~ L T =]

-80 F

-100 1 1 I I
0 2 4 6 8 10

w [rad/s]

Figura 6.11: resposta em frequéncia do sistema 2 sem amortecimento.

Conforme verificado, os valores da segunda e da quarta componentes de
his(w) valem —oo (um valor negativo, mas com valor absoluto muito elevado)
em escala decibel, o que representa valores nulos na escala original, indicando
que, de fato, a amplitude da resposta do sistema no grau de liberdade x(t)
¢ muito pequena quando o forcamento externo ¢ aplicado na maior massa do

sistema nas frequéncias wy ou wy.

6.3
Sistema 2 com Amortecimento

Considerando ainda o sistema 2, mas levando em conta o amortecimento,

verificou-se que a matriz de amortecimento C é nao proporcional. Portanto, o
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sistema de e.d.o’s (4-24) nao podera ser desacoplado. Para se obter a resposta
do sistema no dominio do tempo, utilizou-se novamente a formulacao em espaco
de estados, mas considerando o efeito do amortecimento. Desta forma, obteve-

se a seguinte equacgao matricial

Z = AZ+BU, (6-13)
onde
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 o 0 1 0 0 0
0 0 0 0 o 0 0 1 0 0
0 0 0 0 o 0 0 0 1 0
0 0 0 0 o 0 0 0 0 1
—3k k 2k 2c c c
A=7§kaga‘agaoaj(6-14)
0 - 0 E 2k/m 0 —EC 0 ¢/m ¢/m
L o Koo o & g 22 0
" k gk e M g
0 = o -= 0o 0 = 0o -= 0
" "o e "
2k/3m 2k/3m 0 0 ™ % 3m 0 0 —2¢/3m]
(0000 0]
00 0O0 O
00 0O0 O
00 0O0 O
00 0O0 O
B=1o000 o] (6-15)
00 0O0 O
00 0O0 O
0000 O
1
0000 —
L 3m |
l’l(t> _ _
. 0
' 0
t
zi= [ZO1 w0, (6-16)
1(t)
. 0
' Lf(t).
| @5(1) |
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Integrando-se numericamente a equagao (6-13), utilizando-se o comando
ode45, com um passo de tempo At = 107* s e C.I's nulas, obteve-se o vetor
de estados Z(t). A partir das suas componentes z;(t) , i = 1,...,5 obteve-
se o vetor de deslocamentos X(t), que fornece a resposta do sistema 2 com
amortecimento no dominio do tempo. Os graficos obtidos para cada um dos
graus de liberdade sao dados na figura [6.12]

Resposta no Tempo Resposta no Tempo

Resposta no Tempo

Figura 6.12: resposta no tempo do sistema 2 com amortecimento para wy; =
5 rad/s.

Na simulagao realizada, foi considerado um coeficiente de amortecimento
linear viscoso ¢ = 2.5 N - s/m. Comparando os graficos das figuras e
observa-se que, ap6s o sistema entrar em regime permanente, as amplitudes das
respostas no dominio do tempo, para o caso com amortecimento, sao menores
do que para o caso sem amortecimento, mostrando o efeito da dissipacao de
energia no sistema.

A resposta em frequéncia do sistema 2 com amortecimento foi ob-
tida a partir da determinacgao das frequéncias naturais e modos complexos.
Resolvendo-se o problema de autovalor complexo, dado na equagao (4-34),
obteve-se os autovalores s, e os autovetores associados 6,.. A partir da relacao
dada na equagao (4-36), os autovetores &, foram determinados e, em seguida,

agrupados em colunas em uma matriz E. O resultado obtido ¢ dado abaixo

s1~ —0.109 — 0.578i , (6-17)
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—0.513 — 0.317
—0.513 — 0.317
=R [-0.209 — 0.086i
—0.209 — 0.086i
—0.632 — 0.367

53~ —1.932 — 1.649i , (6-18)
s5 ~ —1.875 — 1.576i , (6-19)
s7~ —0.624 — 1.615i , (6-20)
s9 A~ —0.874 — 1.803i , (6-21)

0.295 — 0.207i  0.309 — 0.220i  0.278 — 0.380i  —0.098 + 0.219
0.295 — 0.207i  —0.309 + 0.220i —0.278 + 0.380i —0.098 + 0.219
—0.256+0.232i —0.309+0.229i 0.278 — 0.380i —0.269 +0.300i| , (6-22)
—0.256 4 0.232i  0.309 — 0.220i —0.278 + 0.380i —0.269 + 0.300i

—0.099 4 0.006;  0.000 —0.000  0.000 4 0.000  0.108 — 0.203i

cujos valores foram truncados na terceira casa decimal. Vale ressaltar que

os autovalores e autovetores sao dados em pares de complexos conjugados.

Portanto, os resultados mostrados acima se referem a apenas um dos elementos

de cada par.

Foram obtidos graficos das FRF’s a partir da equacao (4-53). O resultado
¢ dado nas figuras e

hll(w)
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-35
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-60 -

-65
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0 2 4 6 8 10
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Figura 6.13: resposta em frequéncia do sistema 2 com amortecimento.

onde cada uma das componentes das FRF’s sao dadas pela soma de dois

termos na equacao (4-53). Conforme se observa, o grafico das FRF’s apresenta

valores negativos, e estes tendem a diminuir cada vez mais com o aumento

da frequéncia do forcamento externo. Desta forma, como os valores dados nos

graficos estao em escala decibel, os valores das FRF’s estao muito proximos de
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Resposta em Frequéncia
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Figura 6.14: resposta em frequéncia do sistema 2 com amortecimento.

zero na escala original e se aproximam cada vez mais deste valor a medida em
que a frequéncia do forcamento externo aumenta. Isto mostra que as FRF’s
apresentam um comportamento semelhante a FRF de um sistema de um grau
de liberdade, dado na figura [6.2] cujos valores se aproximam cada vez mais de
zero a medida em que a frequéncia aumenta. Portanto, através do resultado
obtido, verifica-se o efeito da dissipacao de energia no sistema, pois como a
FRF representa a razao entre amplitude da resposta em regime permanente
e a amplitude do forcamento externo, tém-se que a amplitude da resposta se
aproxima cada vez mais de zero com o aumento da frequéncia.

Além disto, diferentemente do caso sem amortecimento, as componentes
individuais das FRF’s nao mostram uma contribui¢ao especifica nos valores
das frequéncias naturais, justamente por estas assumirem valores complexos

em sistemas com amortecimento nao proporcional.
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Conclusao

A partir do trabalho desenvolvido, foi possivel aprofundar e ampliar a
teoria vista do curso de vibragoes mecanicas da PUC-Rio, através do estudo da
bibliografia e do desenvolvimento de exemplos que ilustrem o uso dos conceitos
aprendidos.

O sistema mecanico com um grau de liberdade serviu como base para
revisar conceitos fundamentais de vibracoes, entre eles o de ressonancia,
que posteriormente pode ser agregado as interpretacoes feitas nos graficos
do sistema com miultiplos graus de liberdade. A teoria de anélise modal
apresentada possibilitou determinar alguns termos da matriz de FRF e, através
destes, pode-se mostrar a influéncia das frequéncias naturais e modos de
vibracao no comportamento dindmico dos sistemas com multiplos graus de
liberdade, com e sem amortecimento.

No caso sem amortecimento, pode-se entender como que os modos nor-
mais afetam a dinamica do sistema, pois estes contribuem para a ocorréncia da
ressonancia nos valores das frequéncias naturais. No caso com amortecimento
linear viscoso, a contribuicao dos modos complexos nao pode ser observada,
pois, neste caso, como as frequéncias naturais e as componentes dos modos tem
valores complexos, as parcelas individuais das FRF’s nao indicam uma influén-
cia direta destes parametros modais na dinamica do sistema, pois os gréficos
das parcelas individuais nao coincidem com o gréafico da FRF, como ocorre no
caso sem amortecimento, nas regioes proximas das frequéncias naturais.

Outro ponto importante foi a ndo ocorréncia de ressonancia em algumas
frequéncias naturais do sistema 2 sem amortecimento. Isto foi devido ao
fato de dois modos normais apresentarem pelo menos uma componente nula.
Desta forma, a contribuicao destes dois modos para determinadas FRF’s sao
anuladas, eliminando a influéncia destes modos no comportamento do sistema,
conforme foi observado na figura [6.11

Portanto, o trabalho desenvolvido conseguiu ilustrar, através de alguns
exemplos simples, o procedimento da decomposicao modal e, através deste,
permitir entender como que a dindmica de um sistema com miltiplos graus
de liberdade é decomposta pelos parametros modais: frequéncias naturais e
modos de vibracao. E a partir disto, conseguir entender como que o sistema
se comporta sob a acao de esforcos externos, com foco no fenomeno da

ressonancia.
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