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Resumo

Leao, Raimundo Neto Nunes; Craizer, Marcos; . A geometria
de espacgos de poligonos generalizados. Rio de Janeiro, 2020.
147p. Tese de Doutorado — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Espacos de moduli de poligonos em R? com comprimento dos lados
fixados é um exemplo amplamente estudado de variedade simplética. Esses
espacos podem ser descritos como quociente simplético de um ntimero finito
de érbitas coadjuntas pelo grupo SU(2). Nesta tese esses espacos de moduli
sao identificados como folhas simpléticas de uma variedade de Poisson que
pode ser construida como quociente. Essa construgao ¢ a seguir generalizada
ao caso de um produto de um ntimero finito de 6rbitas coadjuntas pelo grupo
SU(n), e o resultado principal desse trabalho de tese descreve como esses
espacos de moduli de poligonos generalizados formam uma folheagao em

folhas simpléticas de uma variedade de Poisson.

Palavras-chave
Espaco de moduli de poligonos; Variedade de Poisson; Orbita

coadjunta.
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Abstract

Ledo, Raimundo Neto Nunes; Craizer, Marcos (Advisor);
(Co-Advisor). The geometry of generalized polygon spaces.
Rio de Janeiro, 2020. 147p. Tese de doutorado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Moduli spaces of polygons in R® with fixed sides length are a
widely studied example of symplectic manifold that can be described as the
symplectic quotient of a finite number of SU(2)—coadjoint orbits by the
diagonal action of the group SU(2). In this thesis these spaces are identified
as the symplectic leaves of a Poisson manifold, that can itself be obtained
by a quotient procedure. The construction is then generalized to the case of
the quotient of a product of finitely many SU(n)—coadjoint orbits by the
diagonal action of SU(n), and the main result of this thesis describes how
these moduli spaces of generalized polygons fit together as the symplectic

leaves of a quotient Poisson manifold.

Keywords

Moduli space of polygons;  Poisson manifold;  Coadjoint orbit.
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1
Introducao

Com raizes na fisica matematica, as geometrias simpléticas e de Poisson
viveram uma vivaz expansao nos ultimos 50 anos. Um argumento importante
nessas areas ¢ a construcao de quocientes simpléticos e de Poisson, isto é, dada
uma variedade simplética ou de Poisson equipada com a acao de um grupo,
usar a estrutura em orbitas para construir uma nova variedade que herde a
estrutura simplética e de Poisson.

Os principais resultados desta tese sao obtidos a partir da agdo do grupo

especial unitario SU(n) no produto de m variedades bandeira
S =[IFe(d],....d.).
j=1

Analisamos trés casos, no primeiro onde n = 2, obtemos que os espacos
reduzidos p=1(€)/SU(2)¢, onde p é o mapa momento, sao subespagos
estratificados simpléticos cujas estratas sao folhas simpléticas de S/SU(2).
Para os outros casos, com 2 < n < 0o, dependendo da variedade S inicial,
teremos a acao coadjunta diagonal de SU(n) livre ou ndo. Para o caso em que
a acdo ¢ livre, o espaco de poligonos de m lados é realizado pelo quociente
= 1(0)/SU(n) e devido S ser simplético, temos que as componentes conexas
do quociente p~1(0)/SU(n), que denotaremos por ¢(u~*(0)/SU(n)), sdo folhas
simpléticas de S§/SU(n). Para o caso em que a agao nao é livre, chegamos
a conclusao de que u=*(£)/SU(n)¢ sdo subespagos estratificados simpléticos
cujas estratas sdo folhas simpléticas das estratas de §/SU(n). Vale ressaltar
que em todos os casos, u~1(0)/SU(n) é suave se o vetor de comprimento for
genérico, o que esta diretamente ligado a escolha inicial da variedade S.
Importante mencionar que dada a variedade S, como acima, o quociente
S§/SU(n) admite uma estrutura de Poisson, independentemente da escolha
de n, 2 < n < oo, mais especificamente S/SU(n) possui uma estrutura de
variedade estratificada onde a estratificagao é Poisson, essas informagcoes estao

descritas no seguinte resultado

Teorema 1.1 Seja ¢ : G x M — M wma agdio de Poisson propria. As
componentes conezas do espago reduzido Mgy /G formam uma estratificagdo

de Poisson de (M/G, { ~}M/G>.
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este resultado foi extraido de [10] e é devido a Fernandes, Ortega e Ratiu
e é conhecido como o Teorema de estratificacdo de Poisson, enunciamos e
demonstramos no Teorema 7.22.

Esta tese esta organizada da seguinte forma:

Nos Capitulos 2, 3 e 4 apresentamos as ferramentas matematicas
necessarias de Geometria de Poisson e Simplética e o espago de moduli de
poligonos afim de que se tenha um bom entendimento desta tese. Alguns
resultados sao demonstrados e outros apenas enunciados. Damos uma énfase
especial para a acdo e Orbita coadjunta além da estrutura de Poisson
proveniente da estrutura simplética.

No capitulo 4, apresentamos na definicao 4.10 a estrutura de Poisson
na variedade que é produto de duas variedades de Poisson, e em (4.4)
apresentamos a estrutura de Poisson na variedade M = g* x --- x g*, onde M
¢ o produto de n duais de algebra de Lie de dimensao finita g*, esta estrutura
produto serd amplamente utilizada. E bem conhecido que a acdo coadjunta
é uma acao de Poisson, nesta tese fazemos uso da acao coadjunta diagonal,
provamos na proposicao 4.19, enunciada abaixo, que essa a¢do também é uma

acao de Poisson.

Proposicao 1.2 A acdo coadjunta diagonal

VG x ()" — (89"
(9,6) = ¥(g,8) = (Ady(&), .., Ad(En))

¢ uma acao de Poisson.

No capitulo 5 damos énfase para o estudo da acao coadjunta diagonal do
grupo SU(2), iniciamos exibindo uma érbita coadjunta de SU(2) juntamente

com sua 2—formas simplética, em seguida estudamos a acao coadjunta diagonal

de SU(2) em [] su*(2), a partir desta acdo obtemos a subvariedade S, que ¢
j=1

a orbita coadjunta diagonal de SU(2) por X € []su*(2), tomando a a¢do
j=1
coadjunta diagonal de SU(2) restrita a subvariedade S,, conseguimos obter o

espaco M, dos n—gons de comprimento de lados fixados.

No Capitulo 6 estudamos alguns grupos de Lie de matrizes e suas
respectivas algebras de Lie, dando uma atengao especial para o grupo SU(n),
utilizamos um resultado conhecido que diz que a érbita coadjunta de SU(n)
por ¢ € su*(n), denotada por O, é difeomérfica a uma variedade bandeira
complexa, Fc(dy,...,d,), caracterizada pela sequéncia d = (dy,...,d,) das
multiplicidades dos autovalores do elemento &, a partir desse resultado exibimos

explicitamente as Orbitas para o caso SU(2) e SU(3).
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Ainda no capitulo 6 apresentamos uma base da dlgebra de Lie de su(n)
e explicitamos os estabilizadores de cada elemento dessa base, com esta
informagdo chegamos a conclusdo de que a agao coadjunta de SU(n) nao é

livre. Em seguida damos inicio ao estudo da ac¢do coadjunta de SU(n) em

m
H su”(n), posteriormente tomamos a agao restrita a uma érbita dessa agao,
j=1

nos possibilitando a obtencao do mapa momento associado p por conseguinte
a realizagao do espago de poligonos obtido através do quociente =1 (0)/SU (n).

No Capitulo 7 apresentamos os resultados a respeito da estratificacao
simplética e de Poisson as quais sao necessarias quando se estuda os quocientes
M/G e M//G para agoes que sao proprias mas nao sao livres, uma vez que se
a acao for propria e livre, esses quocientes sao variedades, no entanto se a agao
nao ¢é livre, entao esses espagos podem nem mesmo ser variedades, mas ainda
sdo espacos de Hausdorff e possuem uma estrutura de variedade estratificada.

Um resultado muito importante no estudo de estratificagdo, Teorema
7.12, fornece as estratificagoes de M e M /G para o caso em que a agao é
prépria, a estratificagdo de M /G é dada pela particao {ci(M( )/ G)}iep , k€
N, onde ¢; indica a i—ésima componente conexa da subvariedade com tipo de
orbita

My = {m € M | Gy € (Hj)}

sendo (H;) a classe de conjugagao do subgrupo de isotropia H;. Em seguida,
enunciamos um resultado extraido de [10], devido a Fernandes, Ortega e Ratiu,
onde eles mostram que as componentes conexas do espago reduzido M) /G
formam uma estratificacdo de Poisson de (M/G,{-,-},/,;) desde que a acdo
de G em M seja Poisson propria.

Uma vez apresentado a teoria de estratificacdo simplética e de Poisson,
trabalhamos com alguns exemplos, estudamos inicialmente o grupo SU(2),
onde mostramos que a agao coadjunta nao ¢ livre mas é propria e portanto
su*(2)/SU(2) tem uma estrutura de variedade estratificada, exibimos com

detalhes as estratas. Em seguida estudamos a agdo coadjunta diagonal

de SU(2) em []su*(2), assim como para su*(2), neste exemplo também
j=1

a acao nao ¢ livre e portanto estudamos a estratificagio do espago
(H 5u*(2)) /SU(2).
j=1

Ainda no capitulo 7, fazemos uso da variedade S = H Ffé(d{, e ,dﬁj),
j=1
onde cada variedade bandeira é vista como uma orbita coadjunta de SU(n),

com o intuito de estudar a folheagao simplética do espago S/SU(n), a partir da

escolha inicial das m sequéncias (d’) obtivemos alguns resultados interessantes,
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como ¢ o caso do Teorema 7.42 e principalmente o Teorema 7.44, os quais estao
enunciados a seguir.

Para o primeiro resultado, ao menos uma das sequéncias nao pode ser
obtida por uma permutacao de alguma das demais sequéncias, o que nos

garante que a acao neste caso € livre.

Teorema 1.3 Considere a a¢do coadjunta diagonal de SU(n) em S, onde
S=TIFe(ds,....d)
j=1

tal que existem ao menos duas sequéncias (d7) e (d*) tal que uma ndo é
permutacdao da outra. Essa acdo é Poisson e admite mapa momento associado

i dado por
pn:S — su*(n) ~ R

£ — ue =26

(S,7s,SU(n),n) € um SU(n)—espago Hamiltoniano livre e proprio. Entao
0 € su*(n) é um valor regular de p e S//SU(n) = u='(0)/SU(n) é
uma subvariedade de Poisson de (S/SU(n),WS/SU(n)), e uma vez que T

¢ simplético, Ts//sum) também € simplético e as componentes conezas de

S§//SU(n) sao folhas simpléticas de (S/SU(n),WS/SU(n)).

Para o proximo resultado, as sequéncias (d’)’s sao todas do mesmo
comprimento e diferem por uma permutacao adequada, neste caso a agdo nao
é livre. No teorema a seguir a variedade S é dada por

m . .
— J (I J
S= HFC(dla'--adr)

Jj=1

onde d{ +.. .+d{;j = n para todo 7, S admite uma estrutura de Poisson produto

s a qual é ndo degenerada.

Teorema 1.4 Considere a ag¢ao coadjunta diagonal de SU(n) em S a qual é

Poisson e admite um mapa momento associado p dado por

p:S — su*(n) ~ R

£ e =36

Nessas condigoes (S, s, SU(n), u) € um SU(n)—espago Hamiltoniano proprio,
pois p € SU(n)—equivariante. Além disso S/SU(n) é um espaco estratificado

de Poisson em que as estratas sdio dadas pelas componentes conexras de
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Sty/SU(n), onde H sio subgrupos de isotropia da agdo, e os espagos reduzidos
pw(€)/SU(n)e sao subespagos estratificados simpléticos cujas estratas sao as
folhas simpléticas das estratas de S/SU(n).

Finalmente no Capitulo 8 apresentamos alguns resultados que sao uteis
para consulta ao decorrer da leitura da tese, como é o caso de grupos de Lie
semisimples, forma de Killing, propriedades da adjunta e equivaléncia entre as

acoes adjunta e coadjunta.
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2
Variedades Simpléticas

Neste capitulo enunciaremos alguns resultados de geometria simplética
os quais serao relevantes para o desenvolvimento desta tese, daremos uma
atencao especial as érbitas coadjuntas as quais sdo naturalmente variedades
simpléticas.

Seja M uma variedade suave, uma estrutura simplética em M é uma
2—forma fechada w € Q?*(M) que satisfaz w" # 0, isto é, w é uma forma
nao degenerada. Vale ressaltar que a nao degenerescéncia de w implica que

dim(M) = 2n e M deve ser uma variedade orientével.

Defini¢ao 2.1 Uma variedade simplética é um par (M,w) composto por uma

variedade suave M dotada com uma estrutura simplética w € Q?(M).
Vejamos alguns exemplos

Exemplo 2.2 Seja M = R?*" com coordenadas lineares x1,...,Tn, Y1, Yn.

A forma

Wy = Zdl‘] A dy]

=1

é uma forma simplética em R*".

Exemplo 2.3 Seja M = C" com coordenadas lineares zq, ..., z,. A forma
W = % Z de A de
j=1

¢ uma forma simplética. Note que esta forma é a mesma do exemplo anterior

quando fazemos a identificagio C* ~ R*, onde z; = x; + iy;.
Vejamos agora um exemplo de uma variedade simplética compacta.

Exemplo 2.4 Seja M = S?, o conjunto de vetores unitdrios em R3. Note que
vetores tangentes a S? em p podem ser identificados com vetores ortogonais a

p. A forma simplética standard em S? é a sua forma de drea dada por

Wp(U,U) = <p7u X U> ; U,V E TPS2
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Exemplo 2.5 Sejam (M, wi) e (Ms,ws) variedades simpléticas, o produto
M = M; x My € ainda uma variedade simplética com a forma simplética
produto dada por

W = priwi + priws

onde pr; sao as aplicagoes projegio

pr; M1 X M2 — Mj
(p1,p2) +— Prj(plvpz) =Ppj
aqui o simbolo (x) significa o pullback, este define-se da sequinte forma: Dada

uma aplicagdo suave p : M — N e w uma 2—forma em N defina a 2—forma

w*w em M, chamada o pullback de w por p, por

(P*w),, (1, 0) = wy(p) (dpp(u), dpp(v)), u,v € T,M. (2.1)
Temos ainda o pullback de fungdes como segue.

Definicao 2.6 Seja p : M — N wuma aplicacao suave entre variedades M e
N, e suponha que f: N — R € uma fungio suave em N. Entao o pullback de

f por ¢ é a fungao suave o*f em M definida por (p*f) (z) = f(e(x)).

Vamos agora classificar variedades simpléticas, para isto definiremos

inicialmente simplectomorfismo.

Definicao 2.7 Sejam (M, w;) e (Ma,ws) variedades simpléticas de dimensao
2n. Um simplectomorfismo é um difeomorfismo que preserva a estrutura

simplética, isto é, ¢ : My — My difeomorfismo tal que p*wy = wy.

Um dos principais resultados em geometria simplética é o Teorema de
Darboux o qual afirma que qualquer variedade simplética de dimensao 2n
parece localmente com (R?",wy), isto quer dizer que toda variedade simplética

(M?", w) é localmente simplectomérfica a (R*",wp).

Teorema 2.8 (Darboux) Sejam (M,w) wma wvariedade simplética de

dimensdao 2n e p um ponto em M. Entdo existe uma carta coordenada

U 21, Ty Y1y Yn)

centrada em p tal que em U a forma simplética w é

w=">_dz;Ady;.

=1

Esta carta é chamada carta de Darboux.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521985/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1521985/CA

Capitulo 2. Variedades Simpléticas 18

Em particular, uma consequéncia do Teorema de Darboux é que o tinico
invariante local de variedades simpléticas é a dimensao.
Comecaremos agora a introduzir os conceitos de agdo de grupos Lie em

uma variedade, comecamos com a definicao de um grupo de Lie.

Definicao 2.9 Um grupo de Lie é uma variedade suave G que é também um
grupo, com a propriedade que as aplicacoes multiplicacao m : G x G — G e

inversao i : G — G, dadas por

m(gv h) = gh, Z(g) = gila

sao ambas suaves.

Grupos de Lie de matrizes e exemplos, sao apresentados na Defini¢ao 6.2

e no Exemplo 6.3.

Definicao 2.10 Se G € um grupo e S € um conjunto, uma ag¢do d esquerda

de G em S é uma aplicacao

GxS — S
(9,2) — g-x

que satisfaz:
1. regra da associatividade

g1-(92-2)=(g1-92) @, V1,020 € G, ex €S

2.e-x=ux, VreSs.
Observacgiao 2.11 As vezes € 4til dar um nome para uma agio, tal como

v GxS—8

com a acao de um elemento g do grupo em wm ponto x, geralmente escrevemos

Yy().

Em termos desta notagao, as propriedades (1) e (2) para a ag¢do d esquerda,

ficam da sequinte forma:

1. g 0 gy = Vgigs

2.y, = Idg
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Algumas terminologias importantes

1. Para cada # € S, a 6rbita de z (ou a érbita de G passando por )
denotada por G - z, é o conjunto de todas as imagens de x sobre a acao

por elementos de G:
G-x={g-x|geqG}

2. Para cada * € S, o grupo de isotropia ou estabilizador de z,

denotado por G, é o conjunto de elementos de G que fixam x:

Go={9€Glyg-z=u}

Dizemos que x é um ponto fixado pela agdo quando g -z = x, Vg € G,

isto é:
o Orbita: G-z = {z}
e Estabilizador: G, = G

Tendo dado o conceito geométrico de Orbita, a seguir enunciamos e
demonstramos um resultado que nos diz que duas oOrbitas sao iguais ou

disjuntas.

Teorema 2.12 Seja G um grupo agindo em um conjunto S. Temos que orbitas

diferentes sao disjuntas.

Proof. Para mostrarmos a primeira parte usaremos a seguinte estratégia,
mostraremos que se duas érbitas se intersectam entao elas sao iguais. Sejam as
Orbitas G-x e G-y tal que G- NG -y # (), assim, existem z € S e g1,92 € G

tais que

Z=¢g1-rez=gs-y. (2.2)
Seja u € G - x, assim u = ¢ - x para algum ¢ € G, como = = g; ' - 2, segue que
g.
g- (91" 2)

g-97")(g2-y) por (2.2)
g-97' - g2) -y associatividade da acdo

(
(

como G é um grupo, segue que g-g; ' -g2 € G, assim u € G-y, logo G-x C G -y.
Analogamente faz-se para G-y C G-z, assim, concluimos que G-x = G-y,

e assim estd demonstrado o Teorema. [ |
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Definicao 2.13 Uma dlgebra de Lie (sobre R) é um espago vetorial real
g dotado com uma aplicacao chamado colchete de g X g para g, geralmente
denotado por (X,Y) — [ X, Y], que satisfaz as sequintes propriedades para todo
XY, Z €g:

1. Bilinearidade: Para a,b € R,
[aX +bY,Z] =a[X,Z]+b|Y, Z],
[Z,aX +bY]=a|Z,X]|+b[Z,Y]

2. Anti-simetria:

3. Identidade de Jacobi:

[X’ [Yv ZH + [Y> [Z>XH + [Z’ [X> Y]] =0

Exemplo 2.14 O espago M(n,R) das matrizes n x n com entradas reais

equipada com o colchete comutador
(X, Y]=XY -YX

onde X,Y € M(n,R), é uma dlgebra de Lie de dimensdio n>.

E bem conhecido que M (n,R) é um espago vetorial de dimensao n?,

resta-nos verificar apenas as propriedades do colchete, as quais sdo facilmente
verificadas, de fato, sejam X,Y,Z € M(n,R) e a,b € R, temos que:

e Bilinearidade

[aX +bY,Z] = (aX+bY)Z—Z(aX+1Y)

= aXZ+bWYZ —-aZX —-bZY
a(XZ—ZX)+b(YZ— ZY)
— a[X,Z]+b]Y, 7]

e Anti-simetria
(X,Y] = XY -YX

= —(YX -XY)
= _[YaX]
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e Identidade de Jacobi

(X, [Y.Z]] = X, YZ-ZY] = XYZ-XZY -YZX+ZYX

Y, [Z,X]] = [Y,ZX-XZ] = YZX-YXZ - ZXY +XZY

Z,[X,Y]] = [Z,XY -YX] = ZXY -Z2YX-XYZ+YXZ
dai

X,V 2]+ Y. [Z. X]| + [Z,[X, Y]] =0
portanto temos um exemplo de algebra de Lie.

Definicao 2.15 (/[lgebm de Lie de um grupo de Lie) A dlgebra de Lie g de
um grupo de Lie G € o espago tangente T;G (na identidade) com o colchete de
Lie

(X, Y]=XY -YX

Denota-se a dlgebra de Lie de um particular grupo de Lie usando letras goticas

minusculas.

Uma vez feita a identificacao da algebra de Lie de um grupo de Lie com
o espaco tangente ao grupo na identidade, de agora em diante nos referimos a

algebra de Lie de um grupo G apenas por g.

Exemplo 2.16 Qualquer grupo de Lie G age em si mesmo por conjugagdo,

ou seja

GxG — G
(9,2) +— Yg(x) = grg™!
A derivada na identidade de

Yy G — G
T —> @Z)g(x):gxg*1

¢ uma aplicagao linear invertivel
Ad,: g — g.

Fazendo g variar, obtemos a representacao adjunta (ou agdo adjunta) de G em
g:
Ad: G — GL(g)
g +— Adg.

Em outras palavras, a representacao adjunta de G' em g é definida por:

d
Ady(Y) = dt

(getyg_l) , Y eg.
t=0
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Seja (-, -) o pareamento natural entre g* e g.

(v):g"xg — R
(&, X) — (& X) =¢(X).
Dado ¢ € g*, definimos Ad ¢ por

(Adsg, X ) = (€, Ady1 X) (2.3)
para algum X € g.
A colecdo das aplicacoes Ad; formam a representacio coadjunta (ou agao

coadjunta) de G em g*:

Ad*: G — GL(g%)
g — Ad,.

Definicao 2.17 O subconjunto O¢ = {Ad;§ €gilge G} de g* € chamado
uma orbita coadjunta de G por & € g*.

Proposicao 2.18 Ad e Ad" satisfazem as sequintes propriedades
1. AdyjoAdy, = Ady,
2. Adjo Adj, = Ady,
3. Ad," = Ady

4. Ady[X,Y] = [Ad, X, Ad, Y]

Observacgao 2.19 O gerador infinitesimal da a¢ao adjunta de G é o campo

vetorial & definido por

d
&) = 5| Adepiig 7

t=0

Desde que g é um espago vetorial, um campo vetorial em g pode ser considerado
como wma aplicagio de g para g. E possivel provar que o gerador infinitesimal

da agdo adjunta de G € o campo vetorial & definido por

d
adg(n) = — | Adexptee) 1 = &(n) = [€,7].

t=0

A demonstragao deste fato pode ser vista em [15], pdgina 314, Exemplo (a).

A proposicdo a seguir nos apresenta uma forma explicita da representacao

adjunta para grupos de Lie de matrizes, esta forma nos serd muito ttil.
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Proposicao 2.20 Se G € um grupo de Lie de matrizes, entdo
Ad,(Y)=gYg ', VgeG, VY €g

Proof. Sabemos que

assim
t? 2

2!

d
Ady(Y) = dt

g- (I+tY+
t=0

Proposigao 2.21 Para grupos de Lie de matrizes tem-se que ady X = [V, X]|,
Y, X eg.

Proof. Sabemos da proposi¢do anterior que se G é um grupo de Lie de

matrizes, entao
Ad, X =gXg ', g€, X eg.

Mostraremos que

ady X = [V, X], Y, X € g

para isto, calculamos

d
dy X = —| Adepu) X
a Y dt 0 p(ty)

d

= —| exp(tY)X exp(—tY)
dt{,_,
d t*Y Y

= — I+tY +—+- | X ([ —tY +— — -
dt|,_, 2 2

= YXI-IXY

= YX-XY

= [V, X]

portanto ady X = [V, X] |

No préximo resultado, estudaremos o espago tangente em um ponto &
de um oOrbita coadjunta, usaremos a identificagdo de que o espago tangente a

um grupo de Lie G na identidade ¢ identificado com a algebra de Lie g desse

grupo.
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Proposicao 2.22 Seja O uma orbita da agdo coadjunta de um grupo de Lie
G em g*. Se £ € O entao

TeO = {adx(§) | X € g} .

Proof. Precisamos descrever os vetores tangentes a orbita coadjunta O no
ponto &, para isto, sejam X € g e g(t) uma curva em G cujo vetor tangente
em g(0) é X.

Figura 2.1: Algebra de Lie identificado com o espaco tangente

Por exemplo, podemos tomar g(t) = exp(tX) e £ € O. Sejam Y € g e
£(t) = Ady,) § uma curva em O com §(0) = £. Note que temos a identidade

(€(),Y) = (Adyy &,Y)

de (2.3) obtemos que
<f(t), Y) == <€, Adg(t)*l Y>

diferenciando esta tltima com respeito a t em ¢t = 0, obtemos

(€(0),Y) = (§, —adx Y) (2.4)

dessa forma
(€(0),Y) = (adx £,Y) (2.5)
assim, &'(0) = ady £. Portanto 7.0 = {ad%(§) | X € g}. |

O resultado a seguir mostra que toda érbita coadjunta carrega uma

estrutura simplética natural, o que a torna uma variedade simplética.

Teorema 2.23 Seja G um grupo de Lie e Ad* : G x g* — g* sua agao

coadjunta. Seja O C g* uma orbita coadjunta. Entao

we (ady, (&), ad;(€)) = £ (&, [ 7)) (2.6)

para todo £ € O e u,n € g define formas simplética em O. Nos referimos a

wt como as estruturas simpléticas na orbita coadjunta, a forma w® é

denominda a forma de Kostant-Kirillov-Souriau. Além disso, a restricio da
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agao coadjunta Ad* |gxo € Hamiltoniana com aplicagao momento dada pela

inclusao ip : O — g*.

Proof. Aqui nos limitaremos a demonstrar que we é de fato uma forma

simplética, para as demais informacoes deste teorema o prezado leitor pode

consultar [8], pagina 212, Exemplo 5.3.11. Nas contas que seguem usaremos a
tach

notacao i

dt Adgp(en) € (2.7)

n(§) =
t=0
Afim de que we seja simplética ¢ necessario provar que we
e ¢ bilinear;

Temos que

(k' =+ kan®)u(€) = kany(€) + konZ(€), onde ki, ks € R, 1!, n° € g
dessa forma

we (ki (€) + kan?(€),m2(€)) = we((n' + kan?)u(€),m2())

(& [k1n* + kon?, %))

k(& [t n’]) + ko (€, (02 0°])

= kiwe(ni(6),n(6)) + kawe (2 (€), m(€))

portanto é bilinear.
e ¢ anti-simétrica;

A anti-simetria vem do fato do colchete de Lie ser anti-simétrico, de fato
1 2 _ 1,21\ 2 17\ _ 2 1
wenk(€), (€)= (& ", 7)) = — (& [*,']) = —we(n?(€), mk(£))

e ¢ nao-degenerada;
Suponha que
we(n,(€),n2(€)) =0, Vn* € g

entao,

0 = we(nl(€), (€)= (& 0" n’]) = (& ady n*) = (adiu &%)

como vale para todo 7% € g, segue que n!(§) = ad;; £ = 0 (a menos de

sinal, o que néo faz diferenga), portanto we é ndo-degenerada.
e ¢ fechada.

Para esta parte usaremos o seguinte resultado:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521985/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1521985/CA

Capitulo 2. Variedades Simpléticas 26

Proposigdo 2.24 Para a € (M) e Xy, ..., X € X(M), temos que

do(Xo, .., X)) = Y (-1'Xi (a(Xo,... Ki, . X)) +

=0
S (=D)Wa (X, X], Xo, o, Xy Xy, X
1<j

onde X; significa que X; foi omitido.

A demonstragao desta proposi¢do o prezado leitor pode consultar [19]

pagina 170. Um outro resultado que usaremos é

Teorema 2.25 Para uma k—forma suave w e campos vetoriais suaves

X, Y1,...,Y, em uma variedade M, temos:

(Lxw) Vi, Ya) = X(w(Yy, .., Y0) = D w(Yi, .. [X, Y], Ya).

=1

A demonstracado deste teorema o prezado leitor pode consultar [24],
pagina 232. Afim de nao carregar a notacao, usaremos apenas 7, para
denotar 7,(£). Sejam A, B,C € g e A,, B,,C, como em (2.7), devido a

G —invariancia de wg, a qual serd provada no Teorema 2.27, segue que
Laow=Lpw=Lcow=0
do Teorema 2.25 temos
(La,w)(Bs, i) = Au(w(Bi, C)) — w([As, B.], Ch) — w(B, [As, CL])
dessa forma, obtemos que

A, (W(B,,C.)) = w([A., B.,C.) +w(B., [A,,C.)
B (w(Aw C)) = w([Bx, A, Cs) + w(As, [Bi, Ci])
C. (WA, B))) = w(C. A, B.) +w(A., [C., B.)).

Dessa forma, usando estas trés igualdades e a Proposicao 2.24, obtemos
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que

dw(As, B, C,) = Au(w(B.,Cy)) — B.(w(As, CL)) + Cu(w(As, By))—

w([As, B.], Ci) + w([As, Ci], By) — w([B., G, A

= w([As, Bi], Cs) + w(Bs, [As, Cu]) — w([Bs, Al], Cs)—
w(As, [Bs, Cu]) + w([Cs, As], B) + w(As, [C, Bi])—
w([As, B.], Ci) + w([As, Ci], By) — w([Bs, G, A

= w([As, B.],C.) + w(Bs, [As, Ci]) + w(As, [Cy, By])
(€, [[4, B], C) + (&, [B, [A, C]]) + (&, [A, [C, B]])
(&, 1C,[B, A + [B,[A, C]] + [A,[C, B]))

=0

portanto we ¢ fechada, note que usamos a definicao da forma w e a
identidade de Jacobi para o colchete de Lie. Concluimos assim que wg €

uma forma simplética na orbita coadjunta.

[ |
Dessa forma, as oOrbitas coadjuvantes sdao variedades simpléticas e

portanto temos o seguinte

Corolario 2.26 Orbitas coadjunta de grupos de Lie de dimensdo finita sio de

dimensao par e orientdveis.
Provaremos agora o resultado utilizado na demonstragao anterior.
Teorema 2.27 A forma simplética na orbita coadjunta é G—invariante.

Proof. A forma é dada por
Wf(Xw}/*) = wﬁ(adj;( gaad*Y g) = <§a [X7 Y]) ) X7Y €4y, 5 c0O

pois
d

t=0

Ad:xp(tX) 5 = ad}f

na demonstragao usaremos o fato que diz que se 1 denota a a¢do de um grupo
de Lie G entao
wa*X* == (Ada X)*

usaremos também que o pullback é dado por

(" W)p(u,v) = Wei) (dipp(w), dpp(v), u,v € T,M
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assim,

((Adg)"w)e(X., Yo)

wadze((Adg). X, (Ad).Y5)
wadz e((Ada X)., (Ada Y).)
(Ad} ¢, [Ad, X, Ad, Y])

(€ Adg-1 Ady [ X, Y])

(€, [X,Y])

("JE(X*7 Y*)

28
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Espaco de moduli de poligonos em R3.

Um n—gon P (poligono de n lados) em R3 ¢ determinado por seus n
vértices py, ..., p, unidos pelos segmentos orientados v; = pjy1 —pj, 1 <j <
n—1ewv, =p — p, Um poligono ¢é dito ser degenerado se estiver em uma
linha. Seja P, o espago dos n—gons em R®. Dois poligonos P = (py,...p,) e
Q = (q1, - .,q,) sdo identificados se existe uma isometria g de R? preservando

a orientacao que envia os vértices de P para os vértices de @), isto é
gpi =g, 1 <i<n.

Seja r = (r1,...,m,) € R}, o espago de moduli de poligonos M, em R?® é
definido como sendo o espaco dos n—gons com lados de comprimento fixados
ri,...,r, respectivamente médulo isometrias como acima. Este espaco de
moduli de poligonos em R? pode ser realizado como um quociente simplético,
como segue sem muitos detalhes.

Sejam r = (rq,...,r,) € R} e o produto
s =118
j=1

onde Sfj sao esferas em R? de raio 7; e centro na origem, note que S, é uma

variedade suave pois é produto de variedades suaves. Considere
pr.: S, = S?
Jg - =r Tj

a projecao no j—ésimo fator e w; a forma de volume na esfera Sfj. Uma vez

que a forma w; ¢ fechada e nao degenerada para todo j, a 2—forma

é fechada e nao degenerada e define uma estrutura simplética em S,.
Note que podemos identificar cada esfera Sfj com uma Orbita coadjunta
de SO(3), e em cada 6rbita considerar a agdo de SO(3) sendo a agao coadjunta,

ou seja, SO(3) age diagonalmente em S,.. Pelo exposto na se¢ao 8.1, referente
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a forma de Killing, sabemos que SO(3) é um grupo de Lie semisimples, dessa
forma podemos escolher um produto interno invariante na élgebra de Lie s0(3)
de SO(3), assim teremos a identificacao s0*(3) ~ R3. Em cada esfera Sfj o
mapa momento associado a acao coadjunta é a inclusao de Sfj em R3, por

linearidade, a acdo diagonal de SO(3) em S, tem mapa momento

p:S, — R?
U= (v,...,0,) —> v+ +v,

O conjunto de nivel

wH0) == M, = {U: (v1,...,0,) €S,

ZU]' =0
j=1

¢ uma subvariedade de S, pois 0 é um valor regular para .
Um poligono em R?® é um caminho linear por parte, fechado em R3.

Considere o caminho linear por parte tal que o j—ésimo passo é dado pelo vetor
n

v;j. Tal caminho fecha se, e somente se, Z v; = 0. Portanto, M, é o espaco P,
j=1
dos n—gons de lados de comprimento fixados rq,...,r,. A existéncia de uma

isometria g tal que gp; = ¢; é equivalente a existéncia de A € SO(3) tal que
AU =4, onde @ = (uy,...,Uy), Uj =¢qj11— ¢, L<j<n—1 u,=aq — ¢
Assim o quociente topolégico M, /SO(3) é o espaco de moduli M, dos n—gos de
lados de comprimento fixado descrito acima e M, é realizado como o quociente
simplético

M, := M,/SO(3) = S,//S0(3).

O espago de moduli M, é uma variedade suave se, e somente se, o vetor

de comprimento r é genérico, isto é, para cada I C {1,...,n} a quantidade
er(r) = rj— > 1
jel jele

¢ nao nulo. Equivalentemente, se, e somente se, em M, nao existe poligonos
degenerados. De fato, se existe um poligono P em uma linha (ou um conjunto
de indices I tal que €;(r) = 0) entdo seu estabilizador é S' desde que o poligono
P ¢ fixado por rotagoes em torno do eixo que define. Portanto a agao de SO(3)
em M, nao é livre e o quociente tem sigularidades as quais correspondem aos

n—gons degenerados em M,.
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Variedades de Poisson

Nosso intuito é fornecer uma breve introducao a Geometria de Poisson.
Apresentamos os principais conceitos, dentre eles o colchete e variedade de
Poisson, mostramos que as variedades simpléticas sdo um caso particular de
variedade de Poisson. Exibimos alguns exemplos, dentre eles a estrutura de
Poisson em g* e na 6rbita coadjunta O C g*, apresentamos o resultado que diz
que as folhas simpléticas em g* coincidem com as érbitas da agao coadjunta e

provamos que a acao coadjunta diagonal é uma acao de Poisson.

Definicao 4.1 Um colchete de Poisson em wuma variedade M é uma
operagao bindria C*°(M) x C*(M) — C>*(M), (f,g) — {f, g}, satisfazendo:

1. Anti-simetria: {f, g} = —{9g, f};
2. R—bilinearidade: {f,ag + bh} = a{f, g} + b{f, h} onde a,b € R;
3. Identidade de Jacobi: {f,{g,h}} +{g,{h, f}} +{h,{f,9}} =0;
4. Regra de Leibniz: {f,g-h}y=g-{f,h} +{f, g} - h.

O par (M,{-,-}) é chamado de variedade de Poisson

Em outras palavras, C*°(M) equipada com {-,-} é uma &lgebra de Lie
cujo colchete de Lie satisfaz a regra de Leibniz.

Para X € X(M) e w € Q*(M), o produto interno de X e w, denotado
por ixw € Q' (M) é definido como

(ixw)(Y) =w(X,Y) para Y € X(M)

Definicao 4.2 Seja (M,w) uma variedade simplética e H € C®(M). Um
campo vetorial Xy em M € chamado campo wvetorial Hamiltoniano com a

funcao energia H, se para Xy temos
z'XHw = dH
Para X € X(M) e f € C>®(M), definimos a derivada de Lie de uma

funcao, por
Lx f(p) =dfp(X,), p € M. (4.1)
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Proposigao 4.3 Sejam f € C*(M), X,Y € X(M), a derivada de Lie nos

fornece

1. Lxf=X(f)
2. LyY =[X,Y]

O prezado leitor pode encontrar as demonstragoes destas duas igualdades em
[24], nas paginas 225 e 226.
Podemos definir em (M, w) um colchete natural, chamado o colchete de

Poisson de w, como segue, sejam f,g € C*(M)

{f,9} = W(vaXg) = (inw) (Xg) = df<Xg) = _Xg(f) = Xf(g)-

Iremos mostrar na Proposicao 4.7 que de fato o colchete acima é Poisson.
Também é possivel definir esse colchete usando a derivada de Lie, e isto ¢ feito

no préximo resultado.

Proposicao 4.4 Seja (M,w) uma variedade simplética. Para f,g € C>(M)

temos

{f,9y = —Lx,9=Lx,f

Proof. Considere o campo vetorial Hamiltoniano X, sabemos da Defini¢ao
4.2 que

ix,w = dg

e pela definigdo da derivada de Lie de uma fungao apresentada em (4.1),

teremos
Lx,9=dg(Xy) = (ix,w) (Xy) = w(Xy, Xy) = —0(Xy, X,) = =L, f
|

Corolario 4.5 Seja (M,w) uma variedade simplética. Para f € C™(M),
g—1{f,g9} € uma derivacio.

Proof. Para g, h € C*(M) temos

{frg-h} = —Lx,(g-h) Proposicao 4.4
= —d(g-h)(Xy)
= —((dg)-h+g-(dh))(Xs) derivada do produto
= —hdg(Xy) — gdh(Xy)
= —hﬁxfg - Qﬁxfh
= {figt-h+g-{f.h}
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[ |

Para definir o campo vetorial Hamiltoniano de uma funcao, o que
realmente precisa nao é uma estrutura simplética, mas uma estrutura de
Poisson: A identidade de Leibniz significa que, para uma dada funcao f em uma
variedade de Poisson M, a aplicacdo g — {f, g} é uma derivagio. Assim, existe
um tnico campo vetorial X; em M, chamado o campo vetorial Hamiltoniano

de f, tal que para qualquer g € C*°(M) temos

Xi(g) ={f, g}

Dai a definicao

Defini¢ao 4.6 Sejam (M, {-,-}) uma variedade de Poisson e h € C>®(M).
O campo wvetorial X, = {h,-} é chamado o campo vetorial Hamiltoniano

associado a fungcdo Hamiltoniana h e escrevemos
Ham(M,{-,-}) :={X, | h€e C*(M)}

para o espago vetorial dos campos vetoriais Hamiltonianos. Uma fungdo h €
C>®(M) cujo campo vetorial Hamiltoniano €é zero, X, = 0, é chamada uma

funcao de Casimir ou uma Casimir e denotamos por
Cas(M, {-,-}) == {h € C*(M) | X), = 0}

para o espago (vetorial) das fungoes de Casimir.
Na proposicao a seguir usaremos a seguinte identidade
w(Xy, [Xg, Xn]) = [Xg, Xn](f) (4.2)

a qual é facilmente demonstrada como abaixo

W(Xﬂ[ngXh]) - (inw) ([vaXh])
= df ([Xg, Xn])
= Lix,x0f
= [ Xy Xul(f)

O resultado a seguir nos diz que toda variedade simplética pode ser vista

como uma variedade de Poisson.

Proposicao 4.7 Se (M,w) é uma variedade simplética suave, entao o colchete

{f,9} =w(Xy, X,) é uma estrutura de Poisson em M.
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Proof. Para mostrarmos que {f, g} = w(Xy, X,) de fato define um colchete de

Poisson em M, precisamos verificar os itens da Definicdo 4.1, para isto, sejam

fr9,heC>(M

Jea,beR

1. Anti-simetria

{f.9} = W(Xfan) = _W(ngXf) =—19,f}

pois w é anti-simética.

2. R—bilinearidade

{f,ag+bh}y = —{ag+bh, f}

= _W(XangbhaXf)

= _<iXag+bhw> (Xr)

= —d(ag + bh)(Xy)

= —(adg(Xy) + bdh(Xy))

= — (aix,w(Xy) + bix,w(X;))
= — (aw(Xg, Xy) + bw(Xp, X))
= aw(Xy, X,) + bw(Xy, Xp)

= a{f,g} +b{f. h}

3. Identidade de Jacobi. Nesta usaremos o resultado da Proposicao 2.24, a
identidade (4.2) e o fato de que dw = 0.

Sejam X7, X, e Xj, campos vetoriais Hamiltonianos, assim

0

dw(Xy, Xy, X3)

Xp(w(Xg, Xn)) = Xg(w(Xy, Xn)) + Xn(w(Xy, X))
—w([Xy, Xl Xn) + w([Xp, Xa], Xg) — w([Xg, Xa], Xy)

Xp(w(Xy, Xn)) + Xg(w(Xn, Xp)) + Xn(w(Xy, X))

W(X [Xf7 ]) + W(X_q’ [Xha Xf]) +w (va [Xga Xh])

Xr({g, h}) + Xo({h, 1) + Xu({ ], 93) + [ X5, Xo](R) + [Xn, X](9)

+H[ X, Xn](f)

{49, 01} +4g.4h, [1} +{h A, 93} + Xp(Xg(h)) — Xo(Xy(h))

+Xn(X5(9)) = X(Xn(9)) + Xg(Xn(f)) — Xa(X4(f))

{£Ag.n}}y +{g.{n. f}} +{n AL g3} + {f {g. h}} —{g.{/f. h}}

H{h AL 93y = AR g3} +{g, {h, 1} = {h. {9, F1}

3({f:{g. h}} +{g,{h, [}} +{h.{f 9}})

+

logo a identidade de Jacobi estd demonstrada.

4. A regra de Leibniz foi provada no corolério 4.5.
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Dessa forma concluimos que { f, g} = w(Xy, X,) é uma estrutura de Poisson em
M. Assim, qualquer variedade simplética é também uma variedade de Poisson,
no entanto, a reciproca nao é verdadeira, uma das formas de justificar isto é
o fato de que toda variedade simplética tem dimensao par, enquanto que as

variedades de Poisson nao tém essa restricao. [

Proposicao 4.8 Para quaisquer f,g € C*°(M), vale
Xirgy = X5 X
Proof. Para quaisquer f,g,h € C>®(M) temos

Xy (h) = {{f,g}.h}
= —{{g,h}, f} —{{h. f}. 9}
= {f{g.n}} +{{f.,h}, g}
= {f:{g.h}} —{g.{f. h}}
= X;(Xg(h)) — Xg(X(R))
= [Xf’Xg](h)

|
Um exemplo muito importante de variedades de Poisson ¢ g*, vamos
mostrar que o dual de uma algebra de Lie g, é uma variedade de Poisson com

o colchete de Poisson dado por

{93 (€)== (& [def degl,) > fr9 €C™(g"), E€ g (4.3)

note que d¢f ¢é visto como elemento de g. A seguir omitiremos o indice g do
colchete de Lie.

Afim de mostrar que esta operacao binaria sobre as fungoes suaves em
M = g* é de fato um colchete de Poisson é necessario verificar as quatro

propriedades:

1. Anti-simetria.

{f’g}<£> = <€’[d§f7d§g]>
= — (& [deg, de f])
= —{g, f} (&)

2. R—bilinearidade.

{frag+bh} (&) = (£ [def, de(ag + bR)))
= (& [def,a-deg +b- dehl)
(& alde f,deg] + blde f, dehl)
= a({ [def, deg]) + b (& [def, deh])
= a{f,g} (&) +b{f h} (£
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3. Identidade de Jacobi.

O prezado leitor pode consultar [15], pagina 328 exemplo (b), onde

encontrara uma identidade que ajuda na demonstracao.

4. Regra de Leibniz.

{f.9-h} (&) [def; de(g - 1))

(&1
= (& [def, (deg) - h+ g - (deh)])

(€, [def,deg]) - h(E) + g(&) - (&, [de f, deh])
= {f,9} (&) -h(&) +g(&)-{f,h} (&)

Portanto, g* equipado com o colchete dado em (4.3) é uma variedade de

Poisson.

Definicao 4.9 Sejam M, e My duas variedades de Poisson, definimos o
produto My X My como sendo o produto usual de variedades suaves dotado

com uma estrutura de Poisson {-,-} tal que as aplicagoes projecao
pr; : My x My — M;

sao aplicacoes de Poisson, e
{fopr,gopry} =0

para toda f € C®(My) e g € C(My).

Equivalentemente,

Definig¢ao 4.10 Sejam (M, {-,-},) e (M, {:,-},) duas variedades de Poisson.
Entao o produto direto My x My pode ser equipado com o sequinte colchete

natural:

{f,9} (@1, 22) = {f (- 32), 90 m2) }y (1) +{f (21,0), 921, ) }5 (22)
para todo (x1,12) € My x My, onde
5 = flme) o f(m,20), f(22) € CF(M,)
foy = [(ar,) s f(@1,22), f(21,) € CF(My)

*

Agora podemos equipar a variedade M = g* x --- x g* = (g*)" com uma

estrutura de Poisson, a qual é dada por:
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n

oot = (60 [de o degg] ) e @)

Jj=1
onde

o~ o~

fo = F(En e B &) 16 (6 G)s (6o G 60) €CF(g)

J

sendo &; representando a omissao da j—ésima entrada nos argumentos da

funcao f. A expressao (4.4) sera referida como a estrutura de Poisson produto.

Definig¢ao 4.11 Se (M; {-,-},) e (M2{-,-},) sdo duas variedades de Poisson,
entdo uma aplicacio suave @ de My para My é chamada um morfismo de
Poisson ou uma aplicacao de Poisson suave se a aplicagcao pullback associada
©* : C®(My) — C>®(M;) € um homomorfismo de dlgebra de Lie com relagdo

aos colchetes de Poisson correspondentes.

Em outras palavras, ¢ : (M;{-,-};) = (Mz{-,-},) é um morfismo de

Poisson se

{e"f,0"g} = @ {f, g}, onde f,g € C>(M,)

da Definicao 2.6 de pullback de funcoes, podemos reescrever da seguinte forma

{fOQO,gOSO}l Z{f,g}Zogoonde f?gECOO(MQ)

Uma definicdo muito importante na geometria de Poisson é a acao de

Poisson, a defini¢do a seguir foi extraida de [22]

Definicao 4.12 Considere ® : G x M — M a acao do grupo de Lie G em M.
A agdo de G € Poisson com respeito ao colchete de M, se para todo g € G, a

aplicacio ®, € uma aplicacao de Poisson, isto €,

{foCI)g,hoCI)g}:{ﬁh}o(I)g

Proposicao 4.13 Sejam G e H grupos de Lie e g e b suas dlgebras de Lie,
respectivamente. Seja ¢ : g — b uma aplicagdo linear, ¢ é um homomorfismo
de dlgebras de Lie se, e somente se, sua aplica¢io dual ¢* : by — g € uma

aplicagao de Poisson (linear).

A demonstracao desta proposicao o prezado leitor pode consultar [15], pagina

362. Na prova desse resultado, chega-se a seguinte igualdade:

de(food™) = -dpe)f, £ €, feCZ(g") (4.5)

usaremos esta expressao para provar que a agdo coadjunta é uma acao de

Poisson. Vamos aplicar essa proposicao para o caso em que G = H. Tome
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¢ = Adg-1, ¢* = Ad, e § € g7, e assim a igualdade (4.5) fica da seguinte forma
dg(f O Ad;) = Adg—l dAd;({)f

aplicando Ad, de ambos os lados e usando o fato de que Ad, o Ad;, = Adg,
Proposicao 2.18, obtém-se

Adgde(f o Adg) = dagze) /- (4.6)

Observacao 4.14 Uma vez que f : g* — R é uma funcao suave e £ € g*,

consequentemente Ad, § € g*, entdo a diferencial
daaze)f : Taaz9” — R

pode ser vista como um elemento de g. Dai fazer sentido Adg-1 daaze)f-

Afim de mostrarmos que a agao coadjunta é uma acao de Poisson,

precisamos mostrar que

{£,h} (Ad}(€)) = {f o Ad}, ho Ad} } (€) (4.7)
onde
{fa h} (f) = <€7 [d§f> dEhD ) f> h € Coo(Q*)> 5 € g* (48)
mostremos (4.7)
{f,h} (AL(€) = <Ad* g [daaz o) f daaze)h]) por (4.8)
= (Adj(¢ [Ad de(f o Adj), Adyde(h o Ad3)] ) por (4.6)
<A [ e(foAdy),de(ho Ad;)D Prop 2.18
< [ o AdY),de(h o Ad*)D por (2.3)
= {foAd) ho Ad;} ©) por (4.8)

portanto, a acao coadjunta é Poisson, ou seja preserva o colchete, provamos

assim a seguinte proposicao.
Proposigao 4.15 A ac¢do coadjunta de G em g*

Ad*: Gxg* — ¢
(9.8) V> Adg¢

caracterizada por

<Ad;g,X> — (£,Ad, 1 X)

¢ uma ag¢do de Poisson, ou seja

{f; 0} (Ad(€)) = {f o Ady, ho Ad; } (), f,heC™¥(g"), (eg, X €g
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O Teorema 2.23 nos diz que para todo £ € g*, a érbita coadjunta de G
por &, dada por
ng{Ad;£eg*|g€G}

é uma variedade simplética. Dessa forma, o dual de uma algebra de Lie g* pode
ser escrita como uma uniao de variedades simpléticas distintas e sem pontos
em comum. Note que g* nao é em si uma variedade simplética, mas sim uma
variedade de Poisson.

Desde que toda variedade simplética é uma variedade de Poisson e que a
variedade g* pode ser escrita como uniao disjuntas de variedades simpléticas, a
saber, uma uniao disjunta oérbitas coadjuntas, é natural querer saber se existe
uma relagdo entre a estrutura de Poisson de g* e a estrutura de Poisson em
cada 6rbita, essa pergunta é respondida na proxima proposicao, a qual nos diz

que existe uma relagdo de compatibilidade entre essas estruturas.

Teorema 4.16 O colchete Lie-Poisson e a estrutura simplética na orbita
coadjunta sao consistentes no sequinte sentindo: Para f,h : g¢ — R e O

uma orbita coadjunta em g*,

{£.1 ]y = {flos o} (4.9)

o colchete {f,h} € o colchete Lie-Poisson (+), enquanto que o colchete do
lado direito é o colchete de Poisson definido pela estrutura simplética (+) na

orbita coadjunta O.

Para a demonstragao deste teorema o prezado leitor pode consultar [15], pdgina
461. O simbolo (+) dos dois lados da igualdade dos colchetes acima serve
para identificar duas estruturas de Poisson distintas que coincidem na o6rbita

coadjunta, essas estruturas sao as seguintes:

e Estrutura de Poisson em g*
{f:hys (&) = £(& [def, deh])
e Estrutura simplética em O a qual define uma estrutura de Poisson

w*(ady € ady €) = + (&, [X,Y7])

O paragrafo a seguir resume o conteudo basico do teorema.
Uma maneira de produzir o colchete Lie-Poisson em g* é usando a

restricao, como segue:

1. Para quaisquer f,h: g" — R;
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2. Tome as restricoes f|,, h|, as 6rbitas coadjuntas;

3. Tome o colchete de Poisson {f|,,h|,}" com respeito & estrutura

simplética na orbita O: Para £ € O temos
{flo: Plo}" (€)= {f. 1}, (€)

Anteriormente foi abordado que existe um tnico campo vetorial X; em
uma variedade de Poisson M, chamado o campo vetorial Hamiltoniano de f,

tal que para qualquer g € C*°(M) temos

Xi(g9) =1{f g}

ou seja, o colchete de Poisson permite associar um campo vetorial

Hamiltoniano Xy, o qual avaliado em &, sera denotado por:

Xp(©)(9) = {f 9} (£): (4.10)

Sabemos que o colchete de Poisson em g* é dado por

{f,93(€) = (€, [def, deg]) (4.11)

dessa forma de (4.10) e (4.11) temos que

Xp(€)(g) = (& [def, deg])
_ —<ad*d€f§,d§g>

onde usamos que ady Y = [X, Y] e (ad, X,Y) = — <X, ady Y>, portanto,

o campo vetorial Hamiltoniano Xy ¢ dado em § € g*, por

Xp(€) = —adg € (4.12)

O teorema a seguir é um resultado fundamental em geometria de Poisson,
o qual nos fornece uma informacgao muito importante a respeito da folheagao

simplética de g*.

Teorema 4.17 As folhas simpléticas da estrutura de Poisson mno dual de
uma dlgebra de Lie de dimensdo finita arbitrdria coincide com as orbitas da

representagdo coadjunta.

Proof. Lembre que os campos vetoriais fundamentais descrevem
infinitesimalmente uma acdo de um grupo em uma variedade e eles geram

todos os espacos tangentes as orbitas da agao, consequentemente, os campos
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vetoriais ad’y geram o espaco tangente as érbitas coadjuntas O em qualquer

ponto de O¢ C g*, de modo que para qualquer £ € g*
TeO¢ = {adx ¢ | X € g},

onde O¢ = {Ad;f | g € G} é a Orbita coadjunta passando por £. Temos, a
partir de (4.12) que

Ham(g") = {—adagff ‘ fe c“(g*)} — {adi £ | X € g} = T:O;

onde estamos usando que, dado X € g, a funcao linear f em g*, definida por
fx (&) = —(X,§), realiza def = —X. Isto prova a proposi¢ao, pois devido a
regra de Leibniz, os espacos tangentes as folhas simpléticas, isto é, os espagos

caracteristicos, sdo gerados por campos vetoriais Hamiltonianos de fungoes

lineares. u
Observagao 4.18 Note que X¢(§) = —adti&f{ ¢ o campo vetorial
Hamiltoniano gerado pela fungao Hamiltoniana fx(§) = —(X,€). Note

ainda que a aplicacdo momento para a a¢do coadjunta serd dada pela inclusao

natural p: O C g* — g*.

Sabemos que dadas as variedades de Poisson (M, {-,-},) e (M2, {-,-},),
podemos equipar a variedade produto M; x M, com a estrutura de Poisson
produto, isto é, se f,h : M; x My — R, entao

() (@) = {Fo s}, @) + {fo bz, ) ()

onde fz := f(-,x2) : M1 = Re f3 = f(x1,) : My = R,
Agora considere a agao coadjunta diagonal de G em M = (g*)", ou seja,

G age com a agao coadjunta em cada entrada de £ = (&, . ..,&,) como a seguir

V:GxM — M
(975) — ¢(g;§) :(¢9(§1)7’¢9(€n))

onde 1y (&;) = Ad,(§;) para todo j =1,...,n. Nosso intuito é provar que esta
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acao € de fato uma acédo de Poisson,

B (A (61rn6)) =) {11} (Ady 6., AdE,)
HE{QNJ%*}M$®»
+p@%mm*}m&@»
=@) <Adg &1, [dAd; glf@la dadg; Elh/ﬁ;\gl]> T
—o {Fape 0 Ad; h;d*\ o A e+
oy {fm o Adj, hyges o Ad;} (&)
= {foAd, hoAd} (&, ... &)

as numeracoes em cada igualdade acima significam:
(1) Acao coadjunta diagonal;

(2) Defini¢ao da estrutura de Poisson produto;

(3) Estrutura de Poisson em g*, para todo k tem-se

dads 6 fize, dags e,

{Fre e, | (A3 (60) = (Ad &

> ;

(4) A agao coadjunta é uma agao de Poisson, na demonstragao da Proposicao

4.15 obtemos que para todo k

{fie, oAy g 0 A (6) = (Ad; .

e S, et
Provamos assim o seguinte resultado

Proposicao 4.19 A ac¢do coadjunta diagonal

PG x(g)" — (g9)"
(9,6) = ¥(g,&) = (Ady(&), -, Ady(&n))

¢ uma acao de Poisson.

A aplicacdo momento associada a agao coadjunta é a aplicacado inclusao
em g*
prg — g
& — u&)=§

note que esta é uma aplicacdo momento G—equivariante, pois observando o
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diagrama a seguir,

g —>g
Ad;l lAd;

podemos perceber que

ply ) = p(Ady(2) = Ady(2) = Ad; (u(x), = € "

Sabemos ainda, que se p; ¢ a aplicagdo momento associada a a¢ao de G em M,
e [io € a aplicacdo momento associada a acao de G em M, entao a aplicacao
momento associada a acdo de G em M; x M, é dada pela soma das aplicagoes
momento, ou seja, se G ~ M; x My entdao a aplicagdo momento associada a

esta agao sera:

JU My x My —> g*
(T1,02) > (1, 22) = (1) + p2(22).

Dessa forma, segue que a aplicacdo momento associada a acao coadjunta

diagonal de G em M = g* x --- X g* sera:

w:M=g"x---xg" — g
= (&, &) — p(é) =%,
j=1

a qual é uma aplicacdo momento G—equivariante, de fato

p(g-&) = nlg-(,---6))
= U (Ad; €1y, Ady §n> acao coadjunta diagonal

_ YAd ;
jz::l ) (4.13)

= Ad; > pela linearidade de Ad*
j=1

4.1
O colchete de Schouten

Nosso intuito nesta secao é entender como um campo bivetorial sob certas
condicoes define um colchete de Poisson em uma variedade de Poisson, para
isto, iniciamos apresentando o colchete de Schouten, este nos diz como a partir

de dois campos multivetoriais podemos obter um terceiro campo multivetorial,
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notaremos mais a frente que o colchete de Lie que estamos familiarizados é um
caso particular do colchete de Schouten.
Em [16] encontramos a importante identificagao abaixo, a qual sera ttil

para o estudo do colchete de Schouten.

Proposicao 4.20 Para uma variedade M, a atribuicao

O(fr, .. fo) = 0(dfr, ..., dfy)

estabelece uma correspondéncia um a um entre campos k—multivetoriais, isto

é, aplicagoes C*(M)—multilineares alternadas de grau k:
9 QY M) x - x QYM) — C®(M)
e aplicagoes R—multilineares, alternadas de grau k:
F:C°(M) x -+ x C®(M) — C*(M)
que sao também multiderivacoes

O(fr, . sghy . ) =g0(fr, .. hy o f) FO0(fr, g, f)h

A diferencial d : QF(M) — QF1(M) desempenha um papel crucial na
geometria diferencial. A operacao dual em campos multivetoriais é um tipo
de colchete de Lie, que estende o colchete de Lie usual em campos vetoriais,
chamado o colchete de Schouten.

Em [16] vemos que dada uma variedade de Poisson (M, {-,-}) podemos

definir um campo bivetorial T € X2(M) por

m(df,dg) :=={f, 9},

agora se m € X?(M), definimos um colchete sobre as fungoes suaves em M por

{f,9} = n(df,dg)

este satisfaz as propriedades de um colchete de Poisson, exceto em geral a
identidade de Jacobi, devido a isso, afim de que esse bivetor defina um colchete
de Poisson em M, é necessario que 7 satisfaga uma propriedade extra a qual

esté relacionada com o colchete de Schouten.

Definigdo 4.21 Sejam 9 € X*(M) e ¢ € XY(M) campos multivetoriais. O
colchete de Schouten de ¥ e ¢ é o campo multivetorial [9,¢] € XF=1(M)
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d d
ofinido por [9,] =90 ¢ — (~)EDID¢ oy (4.14)

onde estabelecemos

CO 19<df17 SRR dkarlfl) = Z(_1)02(5<f0(1)7 SRR fO’(k‘))? fcr(kJrl)a s 7fa(k+l71))>

g

e a soma € sobre todos os (k,l — 1) permutagoes.

A férmula (4.14) ndo é muito prética para contas. Observe que para um
campo bivetorial 7 € X*(M) com colchete associado {f,g} = w(df,dg), a
férmula (4.14) fornece uma informagao importante a respeito de 7 afim de que
defina um colchete de Poisson.

“A identidade de Jacobi para {-,-} é equivalente a equagao [m, 7] = 0".

Vamos provar isto. Sejam fi, fo, f3 € C®(M), considere as permutagoes

a seguir

m:(ﬁfbﬁ) %:(ﬁfbﬁ) %:(ﬁféﬁ)
foo b fi B Sty o fi fo

@I(ﬂféﬁ) %:(ﬁféﬁ) %:(ﬁféﬁ)
fi fs 1o o fs fo 2

sign(o1) = (—1)° =1 sign(oy) = (—1)* =1
sign(oy) = (=1)' = -1 sign(os) = (=1)* =1
sign(os) = (—1)' = -1 sign(og) = (—1)° = -1

seja ™ um campo bivetorial, 7 € X%(M), do colchete de Schouten temos

(2-1)(2-1)

[r,m] =mom—(—1) mom = [m,m|=2mom (4.15)

temos que k =1 =2= k+1— 1= 3, dessa forma da Definicdo 4.21 temos

mom(dfi,dfs,dfs) =D (=1 T(T(for), fo2): for3) (4.16)

o

agora, fazendo a identificagdo dada na Proposi¢ao 4.20

T(fr,.o o fo) =m(dfr, ..., dfk)
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e o colchete associado {f, g} = w(df,dg), assim (4.16) fica da seguinte forma,

>]\
3

mon(dfi,df2,dfs) = T(T(f1, f2), f3) = T(7T(f1, f3), f2) —
+7(T(f2, £3), f1) + T(7T(f3, f1), f2) —

T (
_l_

= T(7(f1, f2), f3) + T(7(f3, f1), fo) +7(
+
+

(f2, 1) f3)
(7(f3, f2), f1)
T(7(f1, f2), f3)
(7 (f3, 1), f2) + 7(T(fo, f3), [1)
(T(f2, £3), fr) + T(T(f3, f1), f2)]

+ m(m(dfe,dfs), dfi)+

ﬁ \

3|

)
+7 (T (f2, f3), f1)
2[@(7(f1, f2), f3)
2[m(m(dfi,df2),dfs
m(m(dfs, df1), df2)]
= 2[{{fu, fo}, f3} + {{fa, f3}, fi} +{{[f3, f1}, fo}]

desta dltima e de (4.15) temos que

i[ﬂvﬂ(dfbdfzadfz) = {{f1, o}, fs} + A fs i} fo} + {{Uf2, f3}, fu}

assim, a identidade de Jacobi para {-,-} é equivalente a equagao [r,7] =0 e

concluimos assim a seguinte proposicao.

Proposigao 4.22 Seja (M, {-,-}) uma variedade de Poisson. Entao o campo
bivetorial m € X*(M) satisfaz
[m, 7] =0

reciprocamente, todo campo bivetorial m € X?(M) satisfazendo esta relagio
define um colchete de Poisson por {f,g} = n(df, dg).

Consequentemente podemos substituir nossa inicial Defini¢do 4.1 de um

colchete de Poisson, por:

Definigao 4.23 Um campo bivetorial m € X*(M) satisfazendo [m, 7] = 0 é
chamado uma estrutura de Poisson em M. Um par (M,r), onde m € uma

estrutura de Poisson em M, é chamado uma variedade de Poisson.

Usaremos neste momento a seguinte notacao

wlf Agl=m(df,dg) = {f. g9} = Xs(9)- (4.17)

A derivada de Lie de um campo k—vetorial arbitrario Y com respeito ao
campo vetorial X, é o campo k—vetorial LxY, definido por

k

LxY[fin--Afel = XY[fin- A =D Y[ AX(fi)Afi] (4.18)

i=1
onde fi,..., fr € C*(M). A derivada de Lie LxY de um campo k—vetorial Y’
em M mede como Y varia na direcao de X, consequentemente LxY = 0 se, e

somente se, Y ¢é constante nas curvas integrais do campo vetorial X.
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A identidade de Jacobi tem uma interessante consequéncia dada pela

seguinte proposi¢ao

Proposicao 4.24 Sejam (M, {-,-}) uma variedade de Poisson e h € C*(M).

O campo vetorial Hamiltoniano X, deiza {-,-} invariante.

Proof. Seja m o campo bivetorial que corresponde a {-,-}, de modo que
wlf Ngl = {f,g} para f,g € C>*(M). Note que para X deixar {-,-}
invariante, significa que m é constante nas curvas integrais do campo X,
portanto precisamos mostrar que Ly, m = 0. Sejam f,g € C>*(M), usando

(4.18) obtemos que

Lx,mlfAgl = Xu(xlf Agl) = 7[Xn(f) A gl —7lf A Xin(g)] de (4.18)
XnA{f, 9} —{Xn(f), 9} —{f, Xn(9)} de (4.17)
= {h{f,9}} = {{h. f}.9} = {f. {h, g}}
= {hA{f.9}} +{g.{h, f}} +{f. {9, h}}

a qual ¢ igual a zero devido a identidade de Jacobi, portanto campos vetoriais

Hamiltonianos deixam o colchete invariante. [ |

Exemplo 4.25 Verifiguemos que LxY = [X,Y] para quaisquer X,Y €

De fato, se f € C*°(M) entao (4.18) implica que

(LxY)(f) = XV(f) =Y(X(F))
= (XY =YX)(f)

= [X.YI()

Defini¢ao 4.26 Seja (M, {-,-}) uma variedade de Poisson e seja X € X(M).
Entio X é chamado um campo vetorial de Poisson se X deixa {-,-} invariante,

isto €, Lxm =0, onde m denota o campo bivetorial que corresponde a {-,-}.

Esta defini¢cao nos diz que todo campo vetorial Hamiltoniano é um campo

vetorial de Poisson, no entanto a reciproca nao precisa ser verdade.
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4.2
Quocientes

Nesta secao enunciamos o que ¢ um GG—espago de Poisson e um G —espago
Hamiltoniano, apresentamos alguns resultados classicos que utilizaremos mais
adiante, como é o caso da estrutura de Poisson no espago de érbitas M /G, claro
que sob condigoes adequadas da acao e da variedade, abordamos um pouco a
respeito do mapa momento e de sua GG—equivariancia e por fim enunciamos o
resultado que nos informa que as componentes conexas de M//G sao folhas

simpléticas do espago (M /G, WM/G).

Definicao 4.27 Uma acdo de Poisson de um grupo de Lie G em uma
variedade de Poisson (M,7) é uma agao suave tal que para cada g € G a
translagao Vg : M — M é um difeomorfismo de Poisson. Chamamos a tripla
(M, 7,G) um G—espago de Poisson.

Portanto, para uma acao de Poisson, as translacoes ¢, : M — M aplicam

folhas simpléticas de M em folhas simpléticas.

Teorema 4.28 Seja (M, 7, G) um G—espago de Poisson livre e proprio. Entao
existe uma tunica estrutura de Poisson quociente Ty em M/G para a qual
a aplicagio ¢ : M — M/G é Poisson. Se H € C>®(M) é uma funcgao
G—invariante entdo o campo vetorial Hamiltoniano Xy € X(M) projeta-se

para um campos vetorial Hamiltoniano X, € X(M/G).
Proof. Provaremos apenas a primeira parte deste teorema. Assumimos
primeiro que M /G é Poisson e provamos a unicidade. Seja

qg: M — M/G

a aplicacao quociente. A condicao de ¢ ser Poisson significa que para funcoes
f,k:M/G — R, temos

{fikyoq={foqkoq} (4.19)

onde os colchetes acima sdo em M /G e M, respectivamente.
A funcido f = foq é a tnica funcio G—invariante que projeta-se a f, em
outras palavras, se [z] € M/G é uma classe de equivaléncia, através da qual

g1 -z e go - z sao equivalentes, fazemos

flg-2)=[([2) Vg € G.

Obviamente, isto define f univocamente de modo a

f="feoq
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Podemos também caracterizar isto dizendo que f assume o valor f([z]) em

toda a drbita G - z, podemos escrever (4.19) como

{f.kyoq={T.k}.

Desde que ¢ é sobrejetiva, isto determina { f, k} unicamente.

Podemos também usar (4.19) para definir {f, k}. Primeiro note que

(FE g2 = ({FF}oa,)(2)
= {Fo®y,kod,}(2)

desde que @, é Poisson e desde que f e k sdo constantes nas 6rbitas. Assim,
{f, E} ¢ também constante na 6rbita e assim define {f, £} unicamente.

Resta mostrar que {f, k} assim definido satisfaz as propriedades de uma
estrutura de Poisson. No entanto, todas as propriedades seguem imediatamente

do que ocorre em M. Por exemplo, se escrevemos a identidade de Jacobi em

M,
0={FF) G+ {0 T+ {17} F)
isto da, por construgao

0 = {{fik}oqlogt+{{k}oq foqgt+{{l,f}oqkoq}
= {{fik},Gog+{{k 1}, froqg+{{l,f},k}oq

pela sobrejetividade de ¢, a identidade de Jacobi é vilida em M/G [ |

Observagao 4.29 Fornecer uma aplicagdo linear fi : g — C*(M), £ — pe, €
algo como dar uma aplicacdo suave - M — g*: um determina o outro através

da relagao

Definicao 4.30 Uma aplicac@go momento para uma acao de um grupo de
Lie G em uma variedade de Poisson (M, ) é uma aplicagio suave p: M — g*

tal que a condi¢do de aplicacgo momento vale:
Xe = —n#(dng), V€ € g (4.20)

Dada uma aplicagao momento u : M — g* para uma acao G x M — M
em uma variedade de Poisson, diremos que p é uma aplicagdo momento

G—equivariante se:

plg-r) = Adju(z), Ve e M, g€ G (4.21)
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para todo g € G, isto é, o diagrama a seguir comuta

Mt g
wgu):gmi iAd;

Defini¢ao 4.31 Uma a¢io de Poisson G x M — M em uma variedade
de Poisson (M,n) é chamada uma a¢do Hamiltoniana se admite uma
aplicagio momento G—equivariante p : M — g*. A quddrupla (M, 7,G, p)

é chamada um G—espagco Hamiltoniano.

Em [16] encontramos os seguintes comentarios para um G—espago
Hamiltoniano (M, 7, G, p):

1. A aplicacdo momento p : M — g* é uma aplicagao de Poisson;
2. A aplicagao g — C*, { — pe ¢ um homomorfismo de algebra de Lie.

A seguir temos o principal resultado de G—espacos Hamiltonianos o qual

estabelece uma relagdo muito importante entre os quocientes M//G e M/G.

Teorema 4.32 (Meyer-Marsden-Weinstein) Seja (M, 7, G, 1) um
G—espago hamiltoniano livre e proprio. Entdo 0 € g* é um wvalor reqular
de 1 e

M//G = p~H0)/G

¢ uma subvariedade de Poisson de (M /G, Ty ). Se mar € simplético, entdo
Tmyjq € também simplético, e as componentes conexas de M//G sao folhas

simpléticas de (M /G, T c).

Observagio 4.33 Temos que 0 é um wvalor reqular de p e pu='(0) é uma
subvariedade fechada de M. Sejam f e k duas fungoes quaisquer em u=1(0)/G
visto como fungoes G—invariantes em p~*(0). Estendendo-as para duas fungoes
G—invariantes f e k em uma vizinhanga de p='(0) em M. Desde que a
estrutura de Poisson em M ¢é G—invariante, o colchete de Poisson {7, E} é
também G —invariante. Note ainda que a restricio de {f,%} a 11~ (0) depende
apenas de f e k mas ndo das extensoes f e k. Podemos definir o colchete de
Poisson de f, k em p='(0)/G ser a projegio de {f,%} em u=(0)/G

p=1(0)

Quando (M, 7, G, p) é G—espago Hamiltoniano simplético livre e préprio,
chama-se M//G o quociente simplético de (M, n, G, ). Na configuragao
mais geral, onde 7y, pode ser degenerado, chamaremos M//G quociente
Hamiltoniano de (M, 7, G, u).
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A acao coadjunta de SU(2) em su*(2)

Nesta parte daremos énfase ao grupo de Lie compacto e semisimples!
SU(2), mostraremos que a érbita coadjunta pode ser vista como uma esfera
em R3, obtemos a forma explicita da 2—formas simplética na érbita e em
seguida faremos o estudo da acao coadjunta diagonal de SU(2) na variedade
de Poisson obtida pelo produto de su*(2).

A variedade g* carrega uma estrutura de Poisson natural a qual é
invariante com respeito a agdo coadjunta de G' em g*, e esta estrutura é dada
por

{£,9} (&) = (& [def, deg],), fr9€C¥(g) c &g

Vale ressaltar, que em geral, g* com esse colchete de Poisson nao é uma
variedade simplética, por exemplo, no caso g = su(2), o espago g* é
tridimensional, logo nao pode ser uma variedade simplética.

Geralmente nao é facil descrever as folhas simpléticas de uma variedade
de Poisson, no entanto, para o caso do dual de uma &algebra de Lie, a descri¢ao
dessas folhas é mais simples, pois as folhas simpléticas coincidem com as érbitas
da acao coadjunta de G em g*, resultado este que foi provado no Teorema 4.17.

Sabemos que SU(2) é um grupo de Lie compacto e semisimples, pois sua
algebra de Lie é semisimples, e como a algebra de Lie de SU(2), de acordo com

a Proposicao 6.22, é dada por
su(2) ={X e My(C) | X + X" =0z¢e tr X =0},

fixando uma matriz X € su(2), temos que X ¢ anti-Hermitiana, logo os
autovalores sdo zero ou imaginario puro. Uma vez que para calcular os

autovalores de X precisamos determinar as raizes do polinémio caracteristico

p(z) = det(X — z1)

' b+ 10
X = v e , a,b,ceRel =
—b+ic —ia 01

LA definicdo de grupo de Lie semisimples ¢ abordada na se¢io 8.1

onde
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fazendo os calculos obtemos que
plx)=0&a®+b+>+2>=0

dessa forma r = +iA, A € R. Como cada matriz anti-Hermitiana pode ser
diagonalizada, com a diagonal sendo formada pelos autovalores, conjugando

por uma matriz unitaria especial, dessa forma, existe g € SU(2) tal que

ix0
X-gl=
grag (0 —M)

mas isto significa que existe H € su(2) tal que

A0
H=Ad,X=9g-X-g'=i , (5.1)
0 —A
assim, H tem duas possibilidades, H = 0, matriz nula de ordem 2, ou

H = diag(i\, —i)\). Vale ressaltar que matrizes da forma

o
X:( v +w>,a,b,c€R
—b+1ic —ia

tem a mesma diagonalizagao se, e somente se, elas tem o mesmo determinante,
a saber d = a® + b + %

Em (5.1), H = 0 ocorre quando o autovalor é nulo, A = 0, a érbita serd
um ponto, apenas a origem, e isto acontece quando X ¢ a matriz nula, agora
se A # 0, logo H é diferente da matriz nula, a 6rbita serd a variedade bandeira
complexa? F¢(1,1) = CP' que ¢ difeomérfica a 2—esfera Shy-

Mostraremos que de fato a érbita adjunta de SU(2) por X é a 2—esfera
Sf com raio ||, onde A é o autovalor do ponto X € su(2). A equagdo (5.1)
nos fornece a informacao de que em qualquer orbita existe um ponto H da
forma diagonal. Faremos uso da bije¢ao entre su(2) e R? se Y € su(2), entao

existem nimeros reis m, k, [l € R tais que

m k4l

su(2)3Y = . ,
—k+i —im

) = (m, k1) =veR?

nosso intuito é provar que para qualquer g € SU(2), o vetor v, em R3
correspondente a Ad, Y pela bijecao acima, possui a mesma norma de v, ou
seja, ||v,|| é constante independente da variacao de g. Seja g € SU(2), sabemos

que g pode ser escrito da forma

2Este resultado ¢ provado na Proposicio 6.24
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—b
g:<a ),a,bECe|a|2+|b|2:1
b a
como em toda érbita existe um ponto H da forma H = idiag(\,—\), é

suficiente fazer a prova usando H, dessa forma

a2 — b2 2ab )

5.2
oab  |b]? — |af? (5:2)

escrevendo a = x + 1y e b =1r +1it, onde a, b, r,t € R, obtemos

.ol iNz2+y? —r? =12 2X\(wt —yr +i(ar + yt))
g g 2ANyr — at +i(xr +yt))  AiANr? 412 — 2 —y?)

pela bijecdo com R3 obtemos o vetor
vy = (M@® +y* —r? — %), 2X\(xt — yr), 2\ (21 + yt))
resta-nos verificar se ||vy|| é constante, para isto analisemos

logl* = (M@ + 92 = = )" + At — yr))* + 2A(er +yt))?

A2 (zh 4yt 4t - 2(a%y? + 22 4 2% 4 22 4 P2 4 22))
— )2 (xQ +y2+r2+t2)2

= N (la* + o)

= )2

assim, [jug|| = |A], note que tinhamos H = diag(i\, —i\), com vetor

correspondente em R3,
v = (A,0,0) = [log|* = A = [lom]| = |\

como ¢ é qualquer em SU(2), segue que ||vy|| = |A| para todo g € SU(2),
assim a drbita adjunta de SU(2) por H ¢é a esfera de raio |A\| em R? onde A é o
autovalor de H e consequentemente da matriz X € su(2) tomada inicialmente,

portanto
2
OH = S'M

dessa forma Oy = Oy, pois pelo Teorema 2.12 duas orbitas sao iguais ou
disjuntas.

Uma vez que SU(2) é um grupo de Lie semisimples, segue da Observagao
8.19 que as 6rbitas adjunta e coadjunta sao equivalentes, concluimos dessa

forma que as érbitas coadjuntas de SU(2) sao esferas de dimensao 2 ou um
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ponto, neste ultimo caso a origem.

Além disso, como ag¢oes de grupos de Lie compactos sao sempre préprias,
assim SU(2) ~ su®(2), pela agdo coadjunta é uma agao propria.

Sabemos do Teorema 2.23 que as Orbitas coadjuntas carregam
uma estrutura simplética natural que é conhecida como a forma de

Kirillov-Kostant-Souriau, a qual é dada por:

we(ady, (€), ady(§)) = (&, [u,v]) , w,veg, g
lembrando que

d
ad, v = pr Adexpiuy v = [u,v] e (ad, §,v) = — (£, ad, v)
=0

e que o espaco tangente a Oy no ponto H ¢é dado por
ThOpy ={ad, H |ueg}.

Vamos determinar essa forma simplética, para isto, sejam H como em (5.1) e

u,v € su(2), logo existem a, b, ¢, f, g, h € R tais que

1a b+ic if g+ ih
u = ) ,U = . .
—b+ic —ia —g+th —uif
assim, para os vetores ad; H e ad;, H que sdo tangentes a érbita coadjunta de
SU(2) por H no ponto H, temos

wn(ad’ H,ad® H) = (H, [u, v]) = ;mH- fu, v]*)

para obtermos a 2—forma, calculamos

0] = 2i(bh — cg) 2(cf — ah) + 2i(ag — bf)
e ( 2(ah — cf) + 2i(ag — bf) 2i(cg — bh) )
e o produto
H.[U’U]*:<2)\(bh—cg) )
2X(bh — cg)
e assim,

;tr(H - Ju, v]*) = 2\ (bh — cg)

para os complexos z = b+ ic e w = g + ih temos

1
2w — wz = 2i(cg — hb) = i\(zW0 — wz) = 3 tr(H - [u,v]")
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portanto
wy(ad; H,yad, H) = i\(zW0 — wZ).

Do Teorema 4.17 temos que (SIQ/\I ,wy) é folha simplética de su*(2), ainda mais,
as folhas simpléticas sao as esferas e a origem.

Dada a agao coadjunta

Ad*: SU(2) x su*(2) — su*(2)
(9,6) — Ady¢

escolhendo ¢ € su*(2) tal que os autovalores nao sejam nulos, dessa forma,
pelo exposto anteriormente, a érbita Oy = S‘QM, tomando a restricdo da agao
coadjunta Ad” |5U(2)X@£, pelo Teorema 2.23 temos que esta é Hamiltoniana

com aplicacao momento dada pela inclusao

p: O — su*(2)
£ — ) =¢

Note que a a¢do de SU(2) é prépria pois o grupo SU(2) é compacto,
iremos mostrar que a agao coadjunta SU(2) ndo é uma agao livre. Pelo o que
vimos anteriormente, concluimos que se O¢ ¢ a 6rbita coadjunta de SU(2) por
¢ € su*(2), entdo sempre existe H € O¢ tal que H = idiag(A, —\). Vamos
considerar ¢ # 0, assim A # 0, afim de verificar se a agdo é livre, precisamos
checar se existe g € SU(2) — {1} tal que

Ad H = H.

E importante salientar que é suficiente estudar se a acdo é livre em H, pois
uma vez sabendo qual o subgrupo de isotropia de H, saberemos o subgrupo de
isotropia de todos os demais pontos de O¢, onde H € O, mais precisamente,
o estabilizador pertence a classe de conjugagao de SU(2)y. Pela equivaléncia

das representacoes adjunta e coadjunta, basta ver se ocorre
gHg™' = H ou seja gH = Hyg,

sendo g € SU(2), temos que existem a,b € C tais que

—b
g:(a ),|a|2+|b|2:1
b @
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CEIRCEARCENECE

fazendo as contas e levando em consideragdao que tomamos £ # 0, logo A # 0,
o« b)Y [ a -b
b —a -b —a
desta tltima e do fato que |a|> + |b|> = 1, obtemos b =0 e |a|? = 1, portanto
(a0
g 0 a

fazendo a correspondéncia su(2) = R?, temos que o subgrupo de isotropia de

Vg = ()\,0,0) é

SU(2)UH={965U(2)‘9= (g 2) Wzl}

assim, concluimos que a agao nao é livre em H, ou seja, em toda orbita

assim,

obtemos

coadjunta existe ao menos um ponto que é estabilizado por este subgrupo,
e ainda mais, pelo resultado que diz que os pontos de uma mesma Orbita
possuem estabilizadores em uma mesma classe de conjugacao, segue que a

acdo nao é livre em nenhum ponto da érbita Of C su*(2) e desde que

5u*(2) = |_| Og,

gesu*(2)

temos que a ac¢ao coadjunta de SU(2) em su*(2) nao é livre em nenhum ponto
de su*(2).

Agora faremos SU(2) ~ (su*(2))" para algum n € N fixado, com a
acao sendo a coadjunta de forma diagonal®, a qual denotaremos por Ad*
em negrito. Agora, pela equivaléncia das representacoes, note que estudar
SU(2) ~ (su*(2))"™ é equivalente a estudar SU(2) ~ (su(2))", dai

Ad : SU(2) x ﬁﬁu(2) — ﬁﬁu(2)

(9,X) — Ad,X = (Ad, X1,...,Ad, X,,)

3Uma acdo diagonal de um grupo de Lie G sobre a variedade produto M; x My é definida
por
g-(mi,m1) = (g-mi,g-msa), m1 € My, ma € Mo, Vg € G
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onde X = (Xi,...,X,) € J[su(2). Ou seja, SU(2) age em cada fator su(2)
j=1

do produto cartesiano J[ su(2) pela acao adjunta.
j=1
Sabemos que para cada X; € su(2) existe um \; € Re g € SU(2) tal

que

Adg Xj = dlag(l/\], —i/\j), j = ]., oo,

dessa forma, pelo o que mostramos anteriormente, a érbita de SU(2) por X; é
a 2—esfera Sﬁw, consequentemente a 6rbita coadjunta diagonal de SU(2) por

X é dada por

02 = Dy (H (’)Xj) = Dy (H SﬁAj) =S,
j=1 j=1
onde r = (r1,...,r,) € R" de tal forma que r; = |);| para todo j. A notacao
OF significa que X € O% e para todo Y € OF% existe g € SU(2) tal que
Ad, X = (Ad, Xy,...,Ad, X)) =Y.

Note que em S, pode nao existir o ponto Y onde todas as entradas de Y
sao da forma Y; = idiag();, —\;), esse ponto estard em S, somente se todas
as entradas de X podem ser diagonalizadas pelo mesmo g € SU(2), mais
precisamente, se Y; = gX;g~ ! para todo j.

Agora considere a restricao da acdo Ad|sy(2)xs, @ qual é Hamiltoniana

com aplicacdo momento* dada por

p:S, — su*(2)

n

§= (&6 — u(é) :ij-

j=1

Para 0 € su*(2), o conjunto de nivel z~*(0) é um subconjunto de S, dado

por
M*l(O) = MT = {g =(&,...,&) €S, ij — 0}7
j=1
onde r = (rqy,...,r,) € R}, sendo r; o raio da esfera Sfj para cada j, segue
que & € S} e assim ||§]| = 7.

Observacao 5.1 Um poligono em R? é um caminho linear por parte fechado
em R3. Agora se consideramos um caminho linear por parte, tal que o j— ésimo
4Quando um grupo de Lie G age em duas variedades simpléticas (M;,w;), j = 1,2,

com aplicacoes momento uj; : M; — g*, a agdo diagonal de G em M; x M, tem aplicagdo
momento p: My X Ms — g%, u(p1,p2) = p1(p1) + pa(p2).
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n

passo € dado pelo vetor §;. Um tal caminho se fecha se, e somente se, Z & =0.
j=1
Assim, M, é o espago dos n—gons de lados §; de comprimentos fixados r;.

Notamos agora, que dado & € u~1(0) é possivel que exista um & € = 1(0)
tal que
£=g8g™" = Ady¢,

para algum g € SU(2), afim de termos & e ¢ em uma mesma classe, tomamos

0 quociente

M, = M,/SU(2) = 7 (0)/SU(2) = S, [ SU(2) = Dx (H Szj) //SU(Q),

é o espaco dos n—gons de comprimento de lados fixado rq,...,7,, mddulo
movimento rigido, e é chamado de espago de poligonos. Uma vez que a acao de
SU(2) em M, = p~(0) nao é livre, logo o quociente acima tem singularidades,
resta analisar quais sao essas singularidades, sabe-se que essas singularidades
isoladas correspondem aos n—gons degenerados em M,., para mais informagoes
o prezado leitor pode consulta [9] pigina 8.

Dizemos que um poligono é degenerado se estiver completamente em uma
linha. Uma forma de saber se o quociente M, tem singularidades, ¢ analisando

o vetor de comprimento r, por meio da seguinte definicao.

Defini¢ao 5.2 Um vetor de comprimentor = (rq,...,r,) € chamado genérico
se nao existe um subconjunto I C {1,...,n} de modo que a quantidade
er(r) = _ri— Y 7 (5.3)
iel iele
¢ nula

O espago M, é uma variedade suave se, e somente se, o vetor de
comprimento r é genérico. Equivalentemente, se, e somente se, em M, nao
existem poligonos degenerados.

Podemos montar um diagrama que relaciona §,, M, e os quocientes

S,/SU2) e M, = u~'(0)/SU(2)
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Mostramos anteriormente que a agao coadjunta de SU(2) em su*(2) nao
é livre, vamos agora investigar a acao adjunta diagonal de SU(2) em S§,.

Lembrando que
O)’é = DX (H OX]-) = DX (H S|2>\j) = Sr,
j=1 Jj=1
dessa forma, é suficiente verificar se o estabilizador de X é trivial, uma vez que
o estabilizador de Y € S, ¢ dado por SU(2)y = gSU(2)xg™!, onde g satisfaz

Ad,X = (Ad, X1,...,Ad, X,)) =Y,

ou seja, sabendo o estabilizador de X saberemos de todos os demais pontos de
S,
Considere a possibilidade em que X = (Xi,...,X,) onde todas as

entradas X; sao da forma

x; 0
X;= "™ 7 ), z,eRvy
0 —ix;

esse ponto é estabilizado pela agao adjunta diagonal por elementos g € SU(2)

da forma
0
g:<m ),mGC,Onde|m|2:1

0 m

de fato,

m 0\ [ iz 0 [ m 0 — |m|? 1T 0 _ X,
0 m 0 —uxy 0 m 0 —uxy

note que a conta acima independe de x;, dai
Ad, X; :ngg_l =X;,7=1,...,n
note também que todos os pontos da forma
A={(Xy,...,Xn),(X1,..., Xp1,0),...,(X1,0,...,0)}

onde X; = diag(iz;, —ix;), ou qualquer ponto que seja uma permutaciao das

entradas desses pontos, também sao estabilizados pelo subgrupo

SU(?)Ij:{gGSU(Q)’g :<Tg T(:L), |m|:1,m€C}.
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portanto se X é da forma de um dos pontos do conjunto A, a menos de uma
permutacao, entao o estabilizador de X nao ¢ trivial e a acao adjunta diagonal
de SU(2) em S, nao é livre.

Considere agora a possibilidade em que X = (Xj,..., X,,) onde todas as

entradas X; sao da forma

O .
X; = i)y eRVYj
—y; 0

esse ponto é estabilizado pela agao adjunta diagonal por elementos g € SU(2)

da forma

—k
g:(m ),m,kER,m2+k2:1
m

de fato

como esta conta independe de y;, segue que
A, X;=gX;g' =X, j=1,...,n
note que todos os pontos da forma
B={(X1,....,X,),(Xq,..., X;,-1,0),...,(X3,0,...,0)}

onde
0y ,
Xj = , Y €R V)
—y; 0
ou qualquer ponto que seja uma permutacao das entradas desses pontos, sao

estabilizados pelo subgrupo

m —k

SU(Q)yj—{geSU@)‘g—( ),m2+k2—1, m,k:E]R}.

kK m

portanto se X é da forma de um dos pontos do conjunto B, a menos de uma
permutacao, entao o estabilizador de X nao é trivial e a acdo adjunta diagonal
de SU(2) em S, nao é livre.

Considere agora a possibilidade em que X = (Xj,..., X,,) onde todas as
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entradas X; sao da forma

0 iz
ij(, Zgj),zjeﬂwj

ZZj

esse ponto é estabilizado pela acdo adjunta diagonal por elementos g € SU(2)

da forma

k
g—(T.nZ ),m,keR,m2+k2—1
itk m

de fato
m 1k . .0 125 ' m —ik _ (k‘2 n m2) ’0 12;
ik m 1zj 0 —ik m izj 0

note que a conta acima independe de z;, dai
Ad, X, =gX;g'=X,,j=1,....n
dessa forma, todos os pontos da forma
C={(X1,...,Xn),(Xq,..., X51,0),...,(X1,0,...,0)}
onde

ZZj

0 1z,
0
ou qualquer ponto que seja uma permutacao das entradas desses pontos, sao
estabilizados pelo subgrupo

m ik

SU(Z)Zj:{geSU(Z)’g:( ),m2+k2:1, m,k‘ER},

tk m
portanto se X é da forma de um dos pontos do conjunto C', a menos de uma
permutacao, entao o estabilizador de X nao é trivial e a acdo adjunta diagonal
de SU(2) em S, nao é livre.

Exibimos o estabilizador em casos particulares para X, agora se X nao
se enquadra em nenhum dos trés casos anteriores, ainda assim a a¢ao nao sera

livre, uma vez que para qualquer X = (X, ..., X,,) com X, € su(2), X sempre

10
=4 ,

sera estabilizado por
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portanto a a¢do adjunta diagonal de SU(2) em S, nao é livre.

Agora note que se pensarmos em fazer 37 ; X; = 0, usando a
correspondéncia su*(2) = R3, estaremos pensando em n vetores em R? tal
que a soma deles é igual a zero, ou seja, um poligono em R?, no entanto, no

primeiro caso temos que os n vetores vy, sdo todos da forma
UXj = l‘j(l, 0, O) = Ij;e

para o segundo caso

Vx; = yj((), L, O) = Yj;e2

enquanto que para o terceiro caso
UX]' = zj(O, 0, ].) = Zj@g

logo, pensar em 327 ; X; = 0, seria pensar nos trés casos em poligonos
degenerados uma vez que estao totalmente contidos nos eixos O,, O, e O,

respectivamente.
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SU(n) e suas orbitas coadjunta

Neste capitulo trabalhamos com grupos de Lie de matrizes, fornecemos
alguns exemplos, abordamos grupos conexos e compactos, mostramos que
o grupo SU(n) é compacto. Enunciamos e demonstramos o resultado que
trata a respeito de acao continua de grupo de Lie compacto ser uma acao
propria. Fazemos uso da exponencial de matrizes a qual serd muito 1til para
compreender os calculos das dlgebras de Lie o(n), u(n) e su(n).

Na segunda parte apresentamos um resultado muito importante que
diz que a drbita adjunta de SU(n) por X € su(n) é difeomérfica a uma
determinada variedade bandeira complexa.

Na terceira parte estudamos acdo adjunta diagonal de SU(n) na
variedade []j_, su(n), e finalmente na tltima segao vemos que o toro estabiliza

os elementos da base de su(n).

6.1
Grupos de Lie de matrizes e as algebras de Lie o(n), u(n) e su(n)

Seja M,(C) o espaco das matrizes n X n com entradas complexas.
Podemos identificar M,,(C) com C™ ¢ usar a noc¢ao padrio de convergéncia

em C™. Explicitamente, isto significa o seguinte.

Defini¢ao 6.1 Seja A, uma sequéncia de matrizes complexas em M, (C).
Dizemos que A,, converge para a matriz A se cada entrada de A,, converge
para a entrada correspondente de A, isto €, se (Ay,), converge para Aj, para
todo 1 < 5,k <n.

Seja GL(n,C) o grupo linear geral complexo o qual é formado pelas
matrizes invertiveis n X n com entradas em C. Consideramos agora subgrupos
de GL(n,C), isto é, subconjuntos G de GL(n,C) tal que a matriz identidade
estd em G e tal que para todo A e B em G, as matrizes AB e A~! estao

também em G.

Defini¢ao 6.2 Um grupo de Lie de matrizes é um subgrupo G de GL(n,C)
com a sequinte propriedade: Se A,, € uma sequéncia de matrizes em G, e A,,

converge para alguma matriz A, entdo A esta em G ou A ndo € invertivel.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521985/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1521985/CA

Capitulo 6. SU(n) e suas 6rbitas coadjunta 64

A condigao sobre G é que este seja um subconjunto fechado de GL(n, C),
isto ndo significa que G é fechado em M,,(C). Assim, essa defini¢do é equivalente

a dizer que um grupo de Lie de matrizes é um subgrupo fechado de GL(n,C).

Exemplo 6.3 Em [22] sao listados vdrios exemplos, vejamos alguns que sejam

ou nao grupos de Lie de matrizes.

(a) O grupo GL(n,K), K = R ou C, das matrizes invertiveis n x n com

entradas em K, claramente é um grupo de Lie de matrizes.

(b) O grupo especial linear SL(n,K), K =R ou C, das matrizes invertiveis
nxn com determinante um, claramente é subgrupo fechado de GL(n,K),
pois o determinante € uma fungdo continua, logo é um grupo de Lie de

matrizes.

(¢) O grupo das matrizes unitarias, U(n) = {A € GL(n,C)|AA* =1 = A*A},
e o grupo especial unitirio, SU(n) = {A € U(n)|det(A) =1}, sdo

subgrupos fechados de GL(n,C) e portanto sdo grupos de Lie de matrizes.

(a) Considere o subgrupo de GL(n,C) formado por todas as matrizes n x n
invertiveis com entradas racionais. Este ndo € um grupo de Lie de
matrizes pois nao € fechado em GL(n,C), isto se deve ao fato de que toda
matriz invertivel real é limite de alguma sequéncia de matrizes invertiveis

com entradas racionais.

Definigao 6.4 Um grupo de Lie de matrizes G C GL(n,C) é dito ser

compacto se é compacto no sentido usual da topologia como um subconjunto

de M,(C) = R>”.

Observagao 6.5 Um grupo de Lie de matrizes G é compacto se, e somente
se, € fechado como subconjunto de M, (C), nao apenas como subconjunto de
GL(n,C) e limitado. Ezplicitamente, isto significa que G €é compacto se, e

somente se,
1. sempre que A,, € G e A,, = A, entao A estda em G, e

2. existe uma constante C' tal que para todo A € G, temos |Aj;| < C para
todo 1 < 5,k < n.

Exemplo 6.6 Os seguintes grupos sao compactos: O(n), SO(n), U(n) e
SU(n).
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Nao iremos provar que estes grupos sao compactos, faremos isso apenas para

o SU(n), o qual utilizamos bastante, SU(n) é limitado, pois

]Aij\z < Z ]Aij|2 = (Ae;, Ae;) = 1, para A € SU(n),

j=1

isto se deve ao fato de que as colunas de A € SU(n) devem ser vetores unitarios.
Onde estamos considerando o espago vetorial complexo n dimensional C™ com

produto interno hermitiano,
n
i=1

onde z = (x1,...,2,), ¥y = (Y1,--.,yn) € C" e T denota o conjugado complexo

de z. O grupo especial unitario SU(n) é entdao dado por
SU(n) ={A € GL(n,C)| (Az, Ay) = (x,y), det(A) =1}}.
equivalentemente
SU(n)={A € GL(n,C)| A-A*=A"-A=1, det(A) = 1}},

onde A* denota o conjugado transposto de A, isto é, A* = (A)T. Para ver que

SU(n) é fechado, usamos o fato de que as fungoes
A— A"Ae A det(A)

sao fungbes continuas. Agora considere a aplicacao

fiMy(C) — M,(C)xC
A —  f(A) = (A*A, det(A))

note que f é continua, assim, a pré-imagem do conjunto fechado {(1,1)} pela
aplicacao f é um conjunto fechado, aqui 1 denota a matriz identidade n x n.
Mas f~'({1,1}) = SU(n), provando assim que SU(n) é um subconjunto

fechado de GL(n,C). Concluimos assim que SU(n) é compacto.

Definicao 6.7 Um grupo de Lie de matrizes G é dito ser conexo se para todo
A e B em G, existe um caminho continuo A(t), a <t <b, em G com A(a) = A
e A(b) = B. Para qualquer grupo de Lie de matrizes G, a componente da
identidade de G, denotada por Gy, € o conjunto de A € G para o qual eziste
um caminho continuo A(s), a < s <b, em G com A(a) =1 e A(b) = A.
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Portanto para mostrar que um grupo de Lie de matrizes G é conexo, é
suficiente mostrar que cada A € G pode ser conectado a identidade por com

caminho continuo em G.
Proposigao 6.8 Os grupos U(n) e SU(n) sao conexos, para todo n > 1.

A demonstragao desta proposicao o prezado leitor pode encontrar em [22],
Proposicao 1.13.

O préximo resultado nos fornece uma caracterizacao das agdes proprias
de um grupo de Lie em uma variedade, a demonstracao desse resultado o

prezado leitor pode encontrar em [14], Proposigao 21.5.

Proposicao 6.9 Sejam M uma wvariedade e G um grupo de Lie agindo

continuamente em M. Entdo as afirmagoes a sequir sao equivalentes.
1. A acgdo ¢ propria.

2. Se (p;) € uma sequéncia em M e (g;) uma sequéncia em G tal que (p;) e

(gi - pi) convergem, entdo uma subsequéncia de (g;) converge.

3. Para todo subconjunto compacto K C M, o conjunto
Gk ={9 € Gl(g- K)NK # 0}
¢ compacto.

Corolario 6.10 Toda agio continua de um grupo de Lie compacto em uma

variedade € propria.

Proof. Sejam (p;) e (g;) sequéncias como na proposicdo 6.9, entdao uma
subsequéncia de (g;) converge, pela simples razao de que toda sequéncia em G
tem uma subsequéncia convergente, pois G' é compacto, assim, pela proposi¢ao

6.9, segue o resultado. [}

Defini¢ao 6.11 (Caminhos suaves e suas derivadas) Seja S um espago
de matrizes. Dizemos que um caminho t — A(t) é suave ou diferencidvel, se
as fungoes coordenadas a;j(t) sio diferencidveis. Se A(t) € suave, sua derivada

A'(t) € definida da forma usual por

L At At) — A
A(t) = lim Af

Segue-se a partir da definicdo que A’(t) é simplesmente a matriz com

entradas a;;(t) onde a;; sdo as entradas de A(t).
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Definicao 6.12 (Vetores tangentes e o espago tangente) Os  wvetores

tangentes na identidade I de um grupo de Lie de matrizes G sdo as matrizes
X da forma
X = A'(0)

onde A(t) é um caminho suave em G com A(0) = I. O espago tangente a G

na identidade I é o conjunto de vetores tangentes em I.

Proposicao 6.13 (Exponenciacao de vetores tangentes) Se X ¢é um
vetor tangente na identidade para um grupo de Lie de matrizes G, entdo

eX € G. Em outras palavras, exp mapeia o espago tangente T;G em G.

Corolario 6.14 (Uma descri¢iao alternativa da algebra de Lie)
Suponha que G C GL(n,C) é um grupo de Lie de matrizes com dlgebra
de Lie g. Entio X € M,(C) estd em g se, e somente se, X € G para todo
teR.

Observacao 6.15 Vimos na Proposicio 6.13 que se X é um vetor tangente
na identidade para o grupo de Lie de matrizes G, entdo eX € G. E o Coroldrio
6.14 deu uma defini¢io equivalente de espago tangente, como sendo o conjunto
de todos os X tal que et* € G Vt € R.

Se X é uma matriz n X n, definimos a exponencial de X, denotada por

e ou exp(X), pela série de poténcia
x X!

e = 7'
j=0 J°

onde X° é definida como a matriz identidade I e X7 representa o produto de
X por X j — 1 vezes.
O resultado a seguir nos fornece algumas propriedades referente a

exponencial de matrizes.

Proposicao 6.16 Sejam X e Y matrizes n X n. Entao temos:
1. (eX)r =X
2. eletBX — paX . BX v 5 € C.
3. Se XY =YX, entdgo eXTY =X . eV =¥ . X

4. eX & invertivel e (eX)™! = e X
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Proposicao 6.17 Seja X uma matriz complera quadrada. Entdo t — X ¢

uma curva suave em M,(C) e

em particular

t=0

Proposicio 6.18 Para qualquer X € M, (C), temos det(eX) = "X

A demonstragao destes trés resultados o prezado leitor encontra em [22],

Proposicao 2.3, 2.4 e Teorema 2.12.

Corolario 6.19 Suponha que A(t) é um caminho suave em M,(C). Entdo

d T d r di_ /
GAw = (4a0) e 470 = 70

onde o T no expoente denota a transposta.

Proposigao 6.20 O espago tangente na identidade dos grupos O(n) e U(n)

sao dados por
o(n) = {X € My(R) | X + X" =0} eu(n) = {X € M,(C) | X + X" =0}

. ~T . , .
respectivamente, onde X* = X, isto é, X* representa a matriz transposta

conjugada de X .

Proof. Lembramos inicialmente que
O(n) ={A € GL(n,R)| A- A" =T = A" - A}

Un) = {A € GL(n,C)| A-A* = [ = A* . A}

Faremos a demonstracao da seguinte forma, mostraremos que o espago
tangente na identidade de O(n) e U(n) estd contido em o(n) e u(n),
respectivamente, e depois faremos a inclusao inversa, provando assim o
resultado.

Seja A(t) um caminho suave em O(n) ou U(n) com A(0) = I. Entao

A(t) - Aty =1 (6.1)
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para todo t, caso A(t) € O(n), entdo A(t)* = A(t)T. Do Corolario 6.19,

derivando (6.1) com respeito a t obtemos
Al(t) - A@t)" + A(t) - A () =0
avaliando em ¢ = 0, como A(0) = I, logo A(0)* = I, temos que
A'(0) + A(0)" =0.

segue-se que 0s espagos tangentes estdo contidos em o(n) e u(n). Note que
estamos usando que A* = AT se A € M,(R).
Facamos agora a outra inclusdo. Suponha que uma matriz X satisfaz

X + X* = 0. Entdo e é um caminho no grupo correspondente uma vez que

otX (etx)* _ X X

= X . e7X pois X*=—-X

= X=X jtem 2 da Proposicio 6.16

= 60

e desde que

d
—etX =X
e |,_,

vemos que X estd no espaco tangente, mostrando assim a outra inclusao.

Portanto,
o(n) = {X € My(R) | X + X" =0} eu(n) ={X € M,(C) | X + X" =0}
u

Defini¢ao 6.21 Seja X € M,(R), dizemos que X € anti-simétrica se X +
XT =0. Se X € M,(C), dizemos que X € anti-hermitiana se X + X* = 0.

Sabemos que
Un)={AeGL(n,C)|A-A*"=1=A"- A}

SU(n) ={X e U(n)| det X =1}
ou equivalentemente
SUMN)={XeM,CO)] X" X=X -X"=1I, det X =1} (6.2)

Proposigao 6.22 O espago tangente de SU(n) é dado por


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521985/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1521985/CA

Capitulo 6. SU(n) e suas 6rbitas coadjunta 70

su(n) ={X € M,,(C)| X+ X" =0, tr X =0} (6.3)

Proof. Sabemos que SU(n) C U(n), dessa forma qualquer caminho em SU (n)
¢ também um caminho em U(n) e assim o espago tangente a identidade em
SU(n) esta contido no espago tangente a identidade em U(n), assim o espago

tangente a SU(n) satisfaz que
X+X"=0, se X €T;SU(n)

isto é devido a Proposicao 6.20. Portanto resta-nos mostrar que se X €
T;SU(n) temos também
tr X =0.

E suficiente considerar caminhos da forma t — e'X afim de calcular o espaco
tangente de SU(n), isto é devido a Observagao 6.15. Note que ¢ + e ¢ um

caminho em SU(n) se, e somente se,

detetX =1 < "X =1 vt
S ttr X =0Vt
S trX =0

portanto
su(n) ={X € M,,(C)| X + X* =0, tr X =0}

|
A partir de (6.3), podemos agora explicitar a forma dos elementos de
su(2), para isto, seja X € su(2), determinemos como deve ser as entradas de

X. Como X € su(2), logo existem a, b, c,d, e, f,g,h € R tais que

X — a+1ib c+id
e+if g+ih
uma vez que tr X = 0, devemos ter (a+g)+i(b+h) =0logoa = —geb= —h.
E ainda, X satisfaz X + X* =0, dai

a+1ib c+id N a—1b e—if _0
e+if g+ih c—1d g—1h B

:>( 2a c—l—e+i(d—f))_0

e+c+i(f—d) 2¢

dessa forma a = g =0, c = —e e d = f. Portanto se X € su(2) entdo X ¢é da
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forma
X = ib c+id ‘
—c+id —ib
Vamos determinar como deve ser as entradas de A se A € SU(2), sabemos
de (6.2) que det A = 1, assim, se

Az(o‘ 5),04,5,%96@
v 6

entdo, aff — y8 = 1. A matriz A também satisfaz A- A* = A*- A = [, isto

significa que A~! = A*, ou seja

a
A: = 7 ) 77706(c
(59> a, 3,y

mas a matriz inversa de A é dada por
A1 1 0 —p _ 0 —p
det A -y o -y o

dessa forma, temos que ter
«a - 06 —-p
B -7«
assim § = @ e f = —7, portanto, se A € SU(2) entao A é da forma

(@ P
() o

A partir de (6.3), vamos explicitar como deve ser as entradas de X €

| 2|

su(3). Sendo X € su(3), existem ndmeros reais a;, b; 7 =1,...,9, tais que

a; + Zbl as + Zbg as + Zbg
X = ay + Zb4 as + Zb5 ag + Zb(;
ar + ’Lb7 as + ’ng ag + ’ng

sabemos que X satisfaz X + X* =0 e tr X = 0, assim

ay + Zbl ag + Zbg as + Zbg a; — Zbl as — ’lb4 ay — Zb7
X+X*: a4+ib4 a5+z'b5 a6+z'b6 + (Ig—ibg a5—ib5 ag—ibg

a7 + lb7 ag + lbs ag + lbg as — Zb3 ag — ’Lbﬁ ag — Zbg
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resultando em

2a1 ag + ag +i(by — by) as+ar +i(bs — br)
aq + as + Z(b4 — b2) 2CL5 ae + ag + ’L(bG — bg) =0
a3+a7+i(b7 — bg) ag +a8+i(bg _bﬁ) 2@9
obtemos
a1 = a5 = a9 = 0
e ainda

a4+a2—|—i(b2—b4):0:>a2:—a4eb2:b4
a3—|—a7—|—i(b7—b3):()ﬁag:—oweb?:bg
a6+ag+i(b8—b6):O:>a6:—ageb8:b6

Agora falta condigoes a respeito de by, bs e bg. Como o tr X = 0, segue que
by = —b; — bs. Portanto se X € su(3), entdao

ibl a9 + ZbQ as —+ Zbg
X = —ag + Zbg Zb5 ae + ZbG (65)
—as + Zbg —ag + Zbﬁ —Z(bl + b5)

6.2
A orbita coadjunta de SU(n) é difeomérfica a uma variedade bandeira

O objetivo principal desta secdo é mostrar que a Orbita coadjunta de
SU(n) por um elemento X € su*(n) é difeomérfica a uma determinada
variedade bandeira, explicitaremos essas Orbitas para os casos em que o grupo
é SU(2) e SU(3).

Da Proposicao 6.22, temos

su(n) ={X e M,,(C)| X+ X" =0,¢ tr X =0}.

Se X € su(n), entdo X ¢é anti-hermitiana e portanto pode ser diagonalizada
com a diagonal sendo os autovalores os quais sao imaginarios puro, essa
diagonalizacdo pode ser efetuada conjugando com uma matriz unitaria
especial, isto é, existe g € SU(n) tal que
M O - 0
0 X -+ 0
Ang:ngflzi L '

0 0 - A\,
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onde Ai,..., A\, ER, D N\ =0etr(gXg ') =0, pois gXg~' € su(n). Duas
j=1
matrizes diagonais estdo na mesma orbita da agdo adjunta de SU(n) se, e

somente se, os elementos da diagonal de uma das matrizes é uma permutacao
dos elementos da diagonal da outra.

Note que a érbita adjunta Ox de SU(n) por X € su(n) é entdo
determinada pela n—upla (A1,...,\,) € R™, ou seja, em toda 6rbita tem um

ponto da forma H = idiag(Ay, ..., \,), portanto podemos escrever
Ox ={gHg™'| g € SU(n)}

com A\ +---+ X\, =0e A >--- > )\, onde os \;’s ja foram reorganizados
por uma permutacao adequada.

Uma matriz de permutagao n X n ¢ uma matriz obtida permutando as
linhas da matriz identidade n x n. Cada linha e coluna, portanto, contém
precisamente um unico 1 e as demais entradas sao 0. Uma matriz de
permutacao é nao singular e seu determinante é sempre +1. Além disto, essas
matrizes satisfazem A - AT = I. Dessa forma, faz sentido tomar matrizes de
permutacao em SU(n), bastando apenas tomar o devido cuidado para que o
determinante seja positivo.

E facil ver que conjugando por uma matriz de permutacio adequada
em SU(n) podemos agrupar os autovalores que sdo iguais juntos para que

possamos escrever Ad, X na forma de bloco como a seguir

Mly, - 0
0 - M,

onde Iz, ¢ a matriz identidade de ordem d; X d;, sendo d; a multiplicidade
do autovalor ¢Aj, note que r < n, dy +---+d, =ne \dy +---+ A\d, = 0,
esta tltima se deve ao fato de que Ady, X € su(n), dessa forma, Ad, X satisfaz
tr(Ady X) = Mdy +-- -+ A\d, = 0.

Quanto ao estabilizador, caso o grupo que estivesse sendo estudado fosse
G = U(n), entdao dado X € u(n), a érbita de U(n) por X conteria um
elemento H, com H = idiag(Ailg,...,A-Ig.) nas condigoes mencionadas
acima adaptando para o grupo U(n), o estabilizador de H seria dado pelo

subgrupo

Ey={g=diag(ar,....a,) € U(n) | a; € U(d;), j=1,...,r}
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sendo este subgrupo rotulado pela sequéncia d = (di,...,d.) das
multiplicidades dos autovalores de H. Vamos verificar esse fato. Seja
g € U(n)y, nao é dificil ver que g é diagonal por blocos e que os blocos

sao de tamanhos dy, ..., d,, assim
g = diag(ay,...,a,)
onde o a; é uma matriz quadrada d; x d;. Sendo g € U(n)y temos que
AdjH=H=gHg '=H

isto significa que o j—ésimo bloco de ¢ fixa o j—ésimo bloco de H, o qual

denotaremos por h;, assim, temos que ter

aj-hj-a;” = h;
mas
_1 p— .. ) .. . _1
aj-hj-a;" = aj-iX;-Ig; - a;
= i/\jCLj : (lj_l
logo aj = aj_l e portanto a; € U(dj), como g e a; foram tomados

arbitrariamente, segue que U(n)y = E4, como queriamos provar.

Seja D o conjunto de todas as sequéncias que rotulam o subgrupo FEj,
isto é, sequéncias d = (dy,...,d,) de comprimentos r = 1,2,... de inteiros
positivos satisfazendo dy + - - - + d, = n. Subgrupos Ey; e F,, onde d,s € D,
sao conjugados em U(n) se, e somente se, as sequéncias d e s diferirem por
uma permutagao. Consequentemente, as subvariedades com tipo de érbita (£,)
correspondem bijetivamente a particoes n = d; + --- + d,.

Agora retornando ao caso em que G = SU(n), o estabilizador de
H =idiag(\1y,, ..., \1g,)
¢ dado por G4 = SU(n) N E4, onde d = (dy, ..., d,), ou seja,
Ga={g€SU(n)| gHg' = H}

se g € Gq, entdo g é diagonal por blocos, g = (ay,...,a,) onde o tamanho do
j—ésimo bloco na diagonal, corresponde a dimensao do j—ésimo autoespaco

da matriz H.

Observagao 6.23 A dimensio do autoespaco nem sempre € igual a

multiplicidade do autovalor. Temos que
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o A multiplicidade do autovalor é chamada de multiplicidade algébrica.

e A dimensao do autoespaco associado € chamada de multiplicidade

geométrica.

Mas neste caso em que a matriz é diagonal, a dimensdao do autoespaco coincide
com a multiplicidade do autovalor. Agora se todos os autovalores sdo distintos,

teremos que o subgrupo de isotropia G4 = T" * é o toro (n — 1)—dimensional.

Suponha que um autovalor de X € su(n) tenha multiplicidade n — 1, ou
seja, X tem apenas dois autovalores distintos, garantindo assim que na 6rbita

adjunta de SU(n) por X existe o ponto H dado por

H = zdlag()\l, .. .,)\1,)\2)
——

n—1 VEZes

neste caso o estabilizador de H é o subgrupo de SU(n)y o qual é composto

pelas matrizes da forma

a Op—1x1
g= ,aceU(n—-1), feC
( 01><nfl f )

tal que detg = 1, assim det(a) - f = 1, uma vez que o determinante de
uma matriz unitaria é um nimero complexo com norma igual um, segue que

f = det(a). E dessa forma, a 6rbita de SU(n) por H pode ser realizada por
SU(n)/U(n—1)=U(n)/(U(1) x U(n — 1)) = Gre(1,n) = CP* 1

O quociente acima é a variedade bandeira complexa Fc(1,n — 1), isto é o que
sera abordado a seguir, mais precisamente apresentamos um resultado que diz
que a a 6rbita adjunta de SU(n) por H = idiag (A 1y,, ..., \-Ig.) é a variedade

bandeira complexa F¢(dy, ..., d,).

6.2.1
Variedade Bandeira

Afim de compreendermos melhor a respeito das variedades bandeira,
extraimos de [19] o seguinte resumo.

Considere os inteiros 0 < k; < --- < k,_1 < n. Uma bandeira
de tipo (ki, -+ ,k,—1) em K" onde K = R ou K = C, é uma sequéncia
ascendente de subespagos vetoriais V3 C --- C V,_; C K" onde dim(V;) = k;.
Definindo Wy = V; e W;,; o complemento ortogonal de V; em V;,, ou seja,
Vien = Vi & W;4q, com cada bandeira pode-se associar uma decomposicao

K" =W, @& --- & W, em subespacos mutuamente ortogonais, e isto define uma
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bije¢cdo do conjunto das bandeiras de tipo (ki,...,k._1) com o conjunto das
decomposigoes de somas diretas ortogonais de K™ em subespacos de dimensoes

(ny,...,n,), onde
ny =ki, np =n—k._1 enip1 = kigr — K,

denote qualquer um desses conjuntos por Fk (n1,...,n,), é possivel mostrar

que
Fg (n1,...,n,) = 0On)/(O(ny) x---x O(n,))
Fc(ny,...,n,) = Un)/(U(ny) x---xU(n,))

onde os subgrupos consistem em matrizes diagonais por blocos

ag 0 -+ 0
0 as :
: 0
O ... 0 a,

onde o bloco a; é um elemento de O(n;) ou U(n;), respectivamente, i =
1,...,r. Estas igualdades sdo usadas para definir uma estrutura suave em
Fx (n1,...,n.). Note que temos Fx (k,n—k) = Grg(k,n), dessa forma

Fe (1,n — 1) = Gre (1,n) = CP™ !, pois a Grassmaniana ¢ dada por

Gre (k,n) = O(n)/(Ok) x O(n — k)
Gre(k,n) = U)/ (Uk) x Un — k))

O resultado a seguir foi extraido de [27].
Proposicao 6.24 A orbita adjunta Oy onde H € da forma
H=Ad, X = idiag My, ... M1y,

com X € su(n) e g € SU(n), é difeomérfica a variedade bandeira compleza

Fe(dy, ..., d,) via um difeomorfismo SU(n)—equivariante.

Proof. Para qualquer g € SU(n) defina a seguinte bandeira
©(Ady H) € Fe(dy, ..., d,),

onde

p(AdyH)=0Cg-Vicg-Vidg-VaC---C@Pg-V;=C"

J=1
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onde Vj; é o autoespaco associado ao autovalor i);, note que dim V; = d; pois
H ¢ uma matriz diagonal. A matriz Ad, H tem autovalores ¢\, ..., i\, de

fato, uma vez que os i)\;s sao raizes da equacao
det (H—xI) =10
e temos que

det (Ad, H —xI) = det(gHg™ ' —zgg™")
detg-det (H —zI)-detg™!

= det(H —zl) pois detg =1
portanto @Aq,...,2\, sdo autovalores de Ad,H. Temos assim que os
autoespacos correspondentes sao Vi,...,V,.. Desde que os autovalores e

autoespacos determinam unicamente uma matriz segue que ¢ é uma aplicacao
injetiva bem definida
()OSOH—>F((j<d1,...,dT>.

@ ¢é equivariante, pois

¢ (Ady (Adg H)) =@ (AdpyH) =0Chg-Vi C--- C@hg-V; =C"
j=1
Desde que SU(n) age transitivamente em frames unitdrios orientados em C”
logo também age transitivamente em bandeiras, portanto ¢ ¢ uma bijecao
suave SU(n)—equivariante. [
Sabendo que a drbita adjunta de SU(n) por X € su(n) é dada por uma

variedade bandeira adequada, os exemplos a seguir explicitam as érbitas de
SU(2) e SU(3).

Exemplo 6.25 Considere o grupo SU(2), dado X € su(2), sabemos que existe
g € SU(2) tal que Ad, X = H = diag (i\, —i\), e a drbita de SU(2) passando
por H é dada por

O = {g- diag (ix, —i\) - g7 | g € SU(2)}

a qual pode ser de dois tipos, se A # 0 o estabilizador consiste das matrizes
diagonais g = diag (a, @) com a € U(1), de fato, se g € SU(2), entdo de (6.4)

temos que
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assim g € SU(2)y se

aﬁ.iAO.@—ﬂ_z’)\O
-B @ 0 —i) B a Lo —ix

( (a2 = |82)  —2iXap [0 iz )
—2i\af3 iX(|B)* = |af?) 1zj 0
assim
{|a|2—|§; Z (1) =acU(l)ef=0
portanto,

SUR2)g ={g € SU2) | g=diag(a,a) a € U(1)}
consequentemente, a orbita de SU(2) por H pode ser realizada por
SU2)/U) =U((2)/(U(1) x U(1)) =Fe(1,1) = Gre(1,2) = CP! ~ §?

se A = 0, neste caso o estabilizador € SU(2) e a orbita consiste apenas da
matriz nula, ou seja, um ponto em su(2), se pensarmos na bije¢io com R3,
temos que esse ponto é a origem e as demais orbitas, X # 0, sao esferas
concéntricas com centro na origem e raio iqual ao modulo do autovalor da

matriz X tomada inicialmente.

Exemplo 6.26 Considere o grupo SU(3), dado X € su(3), com autovalores
i1, iAg € iXg, sujeitos a Ay + Ay + A3 = 0. Sabemos que existe g € SU(3) tal
que Ad, X = H = diag(i\1,i)\e,i)3), portanto a drbita adjunta de SU(3) por
H ¢ dada por

On = {g - diag (i\,ids,ids) - g~' | g € SU3)},

note que temos trés possibilidades para os autovalores de X, o que acarreta em

trés tipos de orbitas. As possibilidades para os autovalores sdo:
1. Sao dois a dois distintos.
2. Dois iguais e um distinto.
3. Os trés iguais.

Suponha que 0s autovalores i1, iAoy € iA3 sao dois a dois distintos, para este

caso o estabilizador consiste de matrizes diagonais g = diag(a, 8,7) € SU(3),
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0s quais satisfazem

g . H . g_l fd H
diag(av, B,7) - diag(ii, ihg, i)s) - diag(@, 5,7) = diag(ily,iAs,i)s)
ding(iMaf2, il B2, iAshyf?) = dling(id, iho, i)

como g € SU(3)u seque que

afy = 1 —
=7 =ap
{ a?, |82 WP =1

portanto,

g = diag (a,ﬁ,@) , onde o, B € U(1)

dessa forma, a orbita coadjunta pode ser realizada por
SU(3)/T? = SU(3)/ (U(1) x U(1)) =U(3)/U(1)° = Fe(1,1,1)

a qual € a variedade bandeira de dimensao 6, pois U(n) € um subgrupo de Lie
propriamente mergulhado em GL(n,C) de dimensio n?.
Se 0s autovalores sao tais que A\ = Ay # A3, para este caso o estabilizador

consiste de matrizes da forma

a b 0
g=1|c d 0 |€SU(@3)
00 f

analisemos as condigoes sobre as entradas de g. Desde que g € SU(3), g

satisfaz g* - g = g - g* = I, dessa forma

a b 0 ac 0 lal> + |b]> ac+bd 0
c d 0 bd 0 |=| ca+db |c)*+]|d?* 0 |=1Is
00 f 00 F 0 0o |

isto nos fornece que |al*> +b]> =1, |¢|* + |d|*> =1, ac + bd = 0

(Z Z)GU(2)6|f|2:1

e ainda, como det g =1 = (ad — ¢b) - f = 1, usando esta ltima informagao e
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o fato que |f|* =1, concluimos que

a b 0
g=1| c d 0 € SU(3)
0 0 ad-—bc

portanto, a orbita coadjunta pode ser realizada por
SU(3)/U2) = U(3)/ (U(1) x U(2)) = Fe(1,2) = Gre(1,3) ~ CP?

orbitas deste tipo tem dimensao 4. FEste caso € equivalente a qualquer outra
permutacao possivel onde tenha autovalores com multiplicidades 1 e 2.
Finalmente, se os autovalores sao tais que A\ = Xy = A3, como 0s
autovalores estao sujeitos a A1 + Ags + A3 = 0, seque que \; = 0, neste caso o
estabilizador é SU(3) e a drbita € apenas a matriz nula, fazendo a bije¢ao com

R®, a 6rbita serd apenas a origem.

Uma vez que as agoes adjunta e coadjunta sdo equivalentes para SU(n),
veja a Observacao 8.19, e que as folhas simpléticas coincidem com as érbitas
coadjuntas, concluimos que as folhas simpléticas de su*(3) tém dimensoées 0, 4

e 6, enquanto que para su*(2) as folhas simpléticas tém dimensao 0 e 2.

6.3
Base da algebra de Lie de su(n)

A dlgebra de Lie su(n) do grupo SU(n) tem dimensao n* — 1 e sua base

i
¢ dada pelos elementos e; = —iEj onde os E;’s que geram as entradas fora da

diagonal sdo um total de n(n — 1) elementos e sao da forma

0 0 01 0
0
N 0 ,  (6.6)
0 0 0 0
0 —2 0 0 0 —2 0
1 0 0 0
N 0 (6.7)
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e os n — 1 elementos da base que geram a diagonal sao os £j’s da forma

E, = diag(1,-1,0,...,0),

1
E2 = % dlag(l, 1, —2, . ,0),

1

V6

2
Boy = |———diag(1,1,...,1,-n+1
! n(n —1) fag( n+l)

Como dimsu(n) = n? — 1, assim, existe uma bijecio entre X € su(n) e

Es diag(1,1,1,-3,...,0) (6.8)

vx € R”Qil, onde as (n — 1) primeiras entradas de vy s@o formada pelas
partes imagindrias da diagonal de X e as ultimas n(n — 1) entradas restantes
de vy sao formadas pela parte real e imaginaria de cada entrada acima da

diagonal de X, ou seja, se

7:.1711
Tij .
X = . y Tkj = Akj + Zbkj
1Thn
o vetor vy é da forma
Ux = (@11, An1n—1,012, - - -, Ap—1n, D12, - -, bp—1n) (6.9)
n—1 n(n—1) n(n—1)
2 2

No que segue faremos mais uma vez uso da equivaléncia entre as agoes
adjunta e coadjunta, faremos ainda uma investigacdo a respeito da acao
coadjunta de SU(n) ser ou nao livre. Para isto, seja X € su(n), é conhecido

que sempre existe g € SU(n) tal que
Ady X = H = idiag\\ L, ..., M1y ),

ou seja, H é da forma diagonal, logo H pode ser escrito como combinacao linear
dos (n — 1) elementos da base de su(n) que geram os elementos diagonais.
Para sabermos se a acao é livre em X, basta investigar se é livre em H.
Faremos agora uma analise nos (n — 1) elementos da base de su(n) os quais
geram a diagonal de um elemento genérico de su(n), mais precisamente,
determinaremos os estabilizadores desses elementos. Os (n — 1) elementos sao

[
6]':5 jjzl,...,n—l
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onde os E;’s estdo listados em (6.8).

Exibiremos os estabilizadores de ey, es e e,, os demais seguem raciocinio

analogo.

1. Estabilizador de e;. Sendo e; = %diag(l, —1,0,...,0), precisamos
determinar g € SU(n) de tal forma que Ad;e; = g-e;-g* = ey, logo g é
da forma

a
g= b ,a,beCeAe M(n—2,C)

A
desde que g € SU(n), temos que ter g - g* = g* - g = I, assim

a a |al?
9-9" = b : b = |0]?
A A* A-A*

analogamente faz-se para ¢g*- g e a conclusao é a mesma, assim, temos que
a,be U(l) e A € U(n — 2), agora levando em consideragao a condigao

de que det g = 1, pois g € SU(n), segue que det A = ab. Portanto,

SU(n)e, = {g:diag(a,b,A) |a,beU(1), AcU(n—2)e detA:@}

2. Estabilizador de es. Sendo ey = 2\2/3 diag(1,1,-2,0,...,0), precisamos
determinar g € SU(n) de tal forma que Ad ez = g- €3+ g* = ey, logo g é

da forma

g = b , Ae M(2,C), beCeC e M(n—-3,C)
C

desde que g € SU(n), temos que ter g - g* = ¢* - g = I, assim

A A* A A*
g-9° = b : b = |b|?
C C* c.-cr

assim, temos que A € U(2), b € U(1) e C € U(n — 3), agora levando

em consideragao a condigao de que det g = 1, pois g € SU(n), segue que
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det A-b-det C =1, equivalentemente det A - det C' = b. Portanto,

SU(n)e, = {g=diag(A,b,C)| AecU(2), beU(l), CeU(n—3)
e detA-detC’zg}

3. Estabilizador de e; para 2 < j < n — 1. Existe um padrao para
estes estabilizadores e descrevemos isso a seguir. Afim de nao carregar

a notacdo, escrevemos apenas e; = mdiag(l,...,1,—7,0,...,0), onde
W—/

J
m € C, precisamos determinar g € SU(n) de tal forma que
Adjej=g-e;-g" = ey,

note que g é da forma

g= b , Ae M(j,C), beCeCe M(n—j—1,C)
C

desde que g € SU(n), temos que ter g - g* = g* - g = I, assim

A A* A A*
g-9" = b : b = |b]?
C C* c-cr

logo, temos que A € U(j), b € U(l) e C € U(n — j — 1), agora levando
em consideragdo a condigao de que det g = 1, pois g € SU(n), segue que
det A-b-det C =1, equivalentemente det A - det C' = b. Portanto,

SU(n)., = {g=diag(A,b,C) | AcU(j), beU), CeU(n—j—1)

e detA-detC:B}

J

' 2
4. Estabilizador de e,,_;. Sendo e,,_1 = L S
2\ n(n—1)

precisamos determinar g € SU(n) de tal forma que

diag(1,...,1,—n+1),

* *
Adjen1=g- €19 = e,

logo g é da forma

A
gz( b),AGM(n—l,C),ebE(C
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desde que g € SU(n), temos que ter g - g* = g* - g = I, assim

() )

assim, temos que A € U(n—1) eb € U(1), agora levando em consideragao
a condi¢do de que detg = 1, pois g € SU(n), segue que det A = b.

Portanto,

SU(n)., , = {g = diag(A,b) | A€ U(n—1), be U(1) e det A =b}.

Como ja foi analisado para o caso de SU(2), pensaremos em SU(n) para
n > 2. Note que para qualquer j = 1,...,n — 1, a agdo de SU(n) nao é livre
em e;, de fato apresentamos os subgrupos de isotropia para esses elementos,
além disso, note que para g € SU(n), com g = diag(1,...,—1,—1...,1), g
estabiliza e; e ainda mais, qualquer g da forma diagonal com entradas 1 e —1
também estabiliza, desde que a quantidade de entradas —1 seja par, portanto
o estabilizador de e; nunca é trivial. Portanto a acao de SU(n) em elementos
de su(n) que sao diagonais nao é livre, e desde que para qualquer Y € su(n)
sempre existe um elementos diagonal na 6rbita de SU(n) por Y, segue que a
acao em Y também nao é livre.

Faremos agora uma pequena analise afim de mostrar que o toro maximal
T no grupo SU(n) estabiliza os elementos da base de su(n).

Seja K um grupo de Lie de matrizes compacto e conexo.

Definicao 6.27 Um grupo de Lie de matrizes T é um toro se T é isomorfo

ao produto direto de k cépias do grupo S' = U(1), para algum k.

Exemplo 6.28 Considere o grupo T de matrizes diagonais m X n com
determinante igual a 1, todo elemento g de T pode ser escrito de maneira

unica como

g = diag (al, R N TR an—l)_1>

para alguns niumeros complexos ay,...,a,_1, com valores absolutos iguais a 1.

Assim T é isomorfo an — 1 cdpias de St

Definicao 6.29 Um subgrupo T de K é um toro mazimal se é um toro e nao

estd propriamente contido em nenhum outro toro em K.

Exemplo 6.30 Considere o caso particular em que K = SU(n) o toro

mazimal neste grupo € o toro de dimensdo n — 1 dado por

T ={g=diag (... e e OF 1)) g, e R}
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A agdo adjunta de SU(n) nos elementos da base de su(n) nao é livre, de
fato, para os elementos e;’s tais que existem duas entradas de e; nao nulas,
ou seja, rx; = xjp 7 0 para j > k, estes elementos estdo listados em (6.6),
ou zy; = —xj # 0 para j > k, estes elementos estao listados em (6.7), para

algum j e algum k, estes e;’s podem ser estabilizados por

J

SU(n)., =T, = {g = diag (ewl, L e_i(91+'”+9”*1)) ; 0 =05, 0, € R}

enquanto que para os elementos e;’s que sao diagonais, ou seja, xy; = 0 para
todo k # j, estes elementos estao listados em (6.8), podem ser estabilizados
por

T = {g = diag (ewl, ..., et e’i(91+"'+9"*1)) ;05 € R} .

Portanto a acdo adjunta de SU(n) nao ¢é livre nesses elementos.

6.4
SU(n) agindo em [] su*(n)
j=1

Nesta se¢ao iniciamos o estudo da acdo de SU(n) na variedade M =

[ su*(n), explicitamos a érbita coadjunta diagonal de SU(n) por um elemento
j=1

X da variedade, a partir da restricdo da acdo a essa o6rbita, obtemos o mapa
momento associado p o que nos possibilita a obtengao do espaco de poligonos,
o qual é realizado pelo quociente =1(0)/SU(n).

Dado X € su*(n) existe g € SU(n) tal que

H= Ang = idiag()\lldl, ce )\der),

sabemos da Proposicdo 6.24 que a Orbita adjunta de SU(n) por H é
difeomérfica a variedade bandeira complexa F¢ (dy,...,d,.), onde d; é a
multiplicidade do autovalor \; de H. Se considerarmos a acgao coadjunta
diagonal de SU(n) em M, a qual de acordo com a Proposi¢ao 4.19 é uma

agao de Poisson, a orbita por X = (X,..., X,,) € M é dada por

Ox = Dx (H T, (d{, . ,dg;j)) :

j=1

onde d{ é a multiplicidade do autovalor i)\{ de X, deixando claro que j é

apenas um identificador que informa de qual entrada X}, i)\{ é autovalor, note
) ) i

que pode ocorrer d] # di se j # i, e ainda Z d] = n para todo j. Na notagao

1=1
de Ox contém um Dy, isto é para enfatizar a acao diagonal de SU(n) por X,
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ou seja, para todo £ € Oy, existe g € SU(n) tal que
AdX = (Ad) Xy, Ad) X)) = €.

Agora considere a restricao Ad*|SU(n)><OX7 pelo Teorema 2.23 temos que

o mapa momento relacionado a esta acao é dado por

p:Ox — su*(n) =R

§ — wé) =>4
j=1

onde £ = (&,...,&m). Note que tomando 0 € su*(n), o conjunto de nivel
= (0) € Ox é dado por

pt(0) = {f € Ox

> &= 0} :
j=1
O produto interno em su(n) é dado por

1 *

(X,)Y) = itr (XY™), X,Y € su(n)
note que este produto é invariante pela acao adjunta, de fato
(Ady X, Ad,Y) = Str(9Xg™(9Yg")")

tr (gXY"g")

tr (XY™)

N~ N~ DN~

= <X7Y>

fizemos uso de (A - B)* = B*- A* e g* - g = I pois g € SU(n). Sendo o
produto interno em su(n) invariante pela acao adjunta e da equivaléncia das
acoes adjunta e coadjunta, veja Observacao 8.19, temos que se £ € Oy, entao
161 = I1X;]] = r; € Ry para todo j = 1,...,m. Assim, x(0) descreve
o espago dos m—gons de lados v; de comprimentos fixados r;, onde estamos

fazendo a correspondéncia
& esu(n) «—v; € ST 2R (6.10)

Olhando para apenas uma das entradas &; e a érbita de SU(n) por §;, a partir
da correspondéncia (6.10) temos que para n > 2, nem todo ponto de sn—2 pode
ser alcancado por um vetor 7;, onde 7; é o vetor que corresponde a Ad, {;, para

g € SU(n), de fato, caso n seja impar, terfamos uma esfera de dimensao impar
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e caso n seja par, terlamos uma esfera de dimensao par maior que dois, logo
em nenhum dos casos seria simplética, mas a 6rbita coadjunta é simplética, dai
a Orbita nao ser toda a esfera. Uma outra forma de justificar que a érbita nao
é a esfera SZ?J?_Q ¢ a seguinte, sabemos que para todo &; € Ox,, [|&]| = || X e
&, tem os mesmos autovalores de X, é ficil ver que sempre haverd v, € SZ?;_Q
associado a uma matriz X € su(n), mas os autovalores de X}, sao distintos de
Xj, ou seja, X, ¢ Ox;, portanto Ox; nao ¢ a esfera ngz,Q’ assim, Ox, C Sﬁ;ﬂ.

Retornando a p~1(0), é provavel que existam &, & € p=1(0) de tal forma
que ¢’ = Ad, € para algum g € SU(n), afim de ter esses elementos identificados,

em uma mesma classe, fazemos entao o quociente
M, = p~10)/SU(n), r = (ri,...,ry) €ERT

que ¢ o espago dos m—gons de lados v; de comprimentos fixados r; e ¢ chamado

espago de poligonos.
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Estratificacao de Poisson

Neste capitulo iremos estudar agoes de grupos de Lie G em uma variedade
de Poisson M, e assumiremos que a a¢ao ¢ uma acao de Poisson prépria. E bem
conhecido que se a a¢ao é propria e livre os espagos reduzidos M /G e M/ /G sao
variedades, no entanto, se a agao nao é livre esses espacos podem nem mesmo
ser variedades, mas ainda sao espacos de Hausdorff mesmo que G e M nao
sejam, e além disso, possuem uma estrutura de variedade estratificada, esta
serd a direcao tomada neste trabalho sempre que a acao nao for livre. Afim de
entendermos o que ocorre com esses espagos enunciaremos alguns resultados e

defini¢oes que se fazem necessarios.

Definicao 7.1 Dois subgrupos H, e Hy de G sao ditos conjugados em G se
Hy = gHyg7! para algum g € G. Isto forma uma relacio de equivaléncia
no conjunto dos subgrupos de G. As classes de equivaléncia sao chamadas de
classes de conjugagdo. A classe de conjugacdo de um subgrupo H em G serd
denotada por (H).

Definicao 7.2 Considere a ag¢do do grupo G na variedade M. Dois pontos
x,y € M sao ditos do mesmo tipo se seus estabilizadores G e G, sao subgrupos
conjugados em G. Isto define uma relagdo de equivaléncia em M, e as classes
de equivaléncia Mgy, onde H é subgrupo de G, sio chamadas subvariedades

com tipo de orbita (H).

A acdo de um grupo G em uma variedade M, naturalmente induz em M
e em M /G uma particdo por meio das chamadas subvariedades com tipo de
orbita (H).

O conceito de subvariedade com tipo de érbita (H), onde H ¢é um
subgrupo de G, foi mencionado acima, iremos agora formalizar esse conceito e

introduzir outras defini¢bes importantes.

Definicao 7.3 Seja G um grupo de Lie agindo em uma wvariedade M.

Considere H um subgrupo fechado de G. Definimos as sequintes classes:

1. Classe de conjugacao de H

(H)={LeG|L=gHg", geG}
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2. Subvariedade com tipo de orbita (H)

M(H):{mEM ’ GmE(H)}

3. Subvariedade com tipo de isotropia H

My={meM|G,=H}

4. Subvariedade dos pontos fizados por H

M?={meM|HCG,)}

Observacao 7.4 As componentes conexas das subvariedades Mg, M e M)

podem ser variedades de dimensoes diferentes.

Claramente temos que My C Mgy, uma vez que para todo m € My
temos G, = H € (H), além disto G - My = My, dessa forma My é o
menor subconjunto G—invariante de M que contém M.

Existe uma relacdo entre as subvariedades My, M e Mmy, a qual é

descrita a seguir

Proposigao 7.5 Considere que o grupo de Lie G age em M propriamente. As

subvariedades My, M" e My, como definidas acima, satisfazem a relagio
My = MmN M7

Proof. Das definicoes de My, M e My percebemos claramente a inclusao
My C Mgy N M*. Para a outra inclusdo, seja m € My N MH . como
m € My, dessa forma G/, é conjugado de H em G, o fato de m € M* nos diz
que H C G,,. Como a agao de G é propria segue que G, ¢ compacto, resultado
que serda provado na proposicao a seguir. Como H é conjugado a G,,, temos
que H é também compacto. Consequentemente H tem a mesma dimensao e o
mesmo numero de componentes conexas de G,,. Desde que H C G,,, obtemos
que H = G,,, isto é, m € My. Consequentemente, My = My N M. [ |

A seguir provaremos que pontos em uma mesma orbita da acdo de G em
M possuem subgrupos de isotropia conjugados, isto significa que esses pontos

estdo em uma mesma subvariedade com tipo de érbita (H).

Proposicao 7.6 O grupo de isotropia Gg.,,, m € M, é conjugado ao grupo de
isotropia G, pelo elemento g € G.
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Proof. Temos que
h€Gymeh-(g-m)=g-m< (g hg) - m=m<« g 'hg € G,

portanto

97 'Gymg = Gy, equivalentemente Gy, = gGpg ™'

Uma reformulacao dessa proposicao é o seguinte corolario.

Corolario 7.7 Considere a ag¢do de G na variedade M, se x,y € M estao em
uma mesma orbita, entdo x,y € My, onde H é subgrupo de isotropia de x

ou de y.

O resultado a seguir mostra que subgrupos de isotropia de a¢oes proprias
sao sempre compactos. Lembrando que uma aplicagao f : M — N entre dois
espacos topologicos € propria se a pré imagem de todo conjunto compacto em

N é compacto em M.

Proposicao 7.8 Seja v : G x M — M uma acao propria do grupo de Lie G
na variedade M, entdo para qualquer m € M, o subgrupo de isotropia G,, é

compacto.
Proof. Considere a seguinte aplicagao prépria

p: GXxM — MxM
(g;m) — @(g,m) = (m,¥(g,m))
note que

ot ({m} x M) = G x {m}

assim a aplicagao
Gx{m} — {m}xM
(g7 m) — (m7 g- m)

é propria, consequentemente, também é prépria a aplicagao
om:G — M
g > ¢emlg)i=g-m

portanto o, !(m) = G,, é compacto. |

Observacao 7.9 Poderia ter sido wutilizado a Proposicao 21.5 de

caracterizagio de agoes proprias de [14], item (c), bastando tomar para o
caso K ={m} C M.
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Nesta tese utilizaremos essencialmente as agoes dos grupos de Lie SU(2)
e SU(n), os quais sdo grupos compactos, dessa forma as agoes nas variedades
sao todas préprias e além disso, a Proposicao 7.8 garante que os subgrupos de
isotropia dessas a¢oes sao compactos, poderiamos justificar isto apenas usando
o fato de serem subgrupos fechados.

A partir de agora iremos tratar a respeito da estratificacao de um espago
topologico para depois definir as estratificagoes simplética e de Poisson, as

quais serdo tuteis para o entendimento dos espagos reduzidos M/G e M//G.

Definicao 7.10 Sejam X um espaco topologico e I um conjunto de indices.
Uma colegao { X}, de subconjuntos de X é chamada localmente finita se, e
somente se, cada x € X tiver uma vizinhanca U tal que U N X; # O para no
mdzrimo uma quantidade finita i € I. FE ainda, X; é um subconjunto localmente
fechado de X se para todo x € X; existe uma vizinhanga aberta V de x em X

tal que VN X; é um subconjunto fechado de V.

Definicao 7.11 Uma estratificacao de um espago topologico X é uma particdo
localmente finita de X em variedades conezas localmente fechadas M; (i € I),
as quais sao chamadas de estrata, tal que para cada i € I o fecho de M; € igual
a M; UUjer, Mj, onde I; C I — {i}, e dim M; < dim M; para cada j € I;.

Em [1], consta na Definigdo 2.7.3 a definigao de estratificagdo de Whitney.

Teorema 7.12 Se G age propriamente em M, as componentes coneras das
subvariedades com tipo de drbita (H), ¢ (M(H)), formam uma estratificacao de
M. Além disso, cada quociente Mgy/G tem uma estrutura suave unica fazendo
My — My /G uma submersio. As componentes conexas do quociente

My/G formam uma estratificacio do espago quociente M/G.

A demonstracao da primeira parte deste resultado pode ser encontrada
em [1], Teorema 2.7.4.

Em notagao o Teorema 7.12 nos diz que as partigoes {ci(M(Hj))}ieI , ] €
Ne {Ci(M(Hk)/G)}iep , k € N formam uma estratificacdo de M e do espaco
quociente M /G, respectivamente, onde H; sao subgrupos de G.

Afim de compreendermos alguns resultados a seguir, precisaremos de
algumas ferramentas bésicas de algebra, dentre elas o normalizador de um
subgrupo e o subgrupo normal de um grupo.

Para qualquer subgrupo H de G, o normalizador de H em G é definido
como

N(H):={geG|gHg" =H}

Proposicao 7.13 O normalizador N(H) definido acima satisfaz os sequintes:
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1. N(H) é um subgrupo de G.
2. H € subgrupo de N(H).
3. N(H) € o subgrupo mazimal de G que contém H como subgrupo normal.

Proof. Claramente N(H) é ndo vazio pois e € N(H). Agora sejam g,h €

N(H)
(gh)H(gh)™* = g(hHRh ') g™"
= gHg™! pois h € N(H)
= H pois g € N(H)

dessa forma gh € N(H), assim N(H) é fechado para a operacao do grupo.
Desde que ¢ € N(H), temos que gHg ' = H, dessa forma, fazendo a

conjugacao por ¢! em ambos os lados, obtemos
H=g 'Hg=g¢ '€ N(H)

logo N(H) ¢é fechado para a inversdo, portanto N(H) é subgrupo de G e o
item 1 estd assim demonstrado.

Como H é subgrupo de G, logo tem estrutura de grupo, falta apenas
mostrar que H C N(H). Como H é grupo, dados a,b € H,ab€ Hea ' € H.
Dado a € H, precisamos provar que aHa ! = H para todo a € H. Para a
inclusao aHa ' C H, seja aha™! € aHa™!, desde que H ¢ fechado para a
operacao do grupo, segue que aha~' € H. Para a outra inclusdo, H C aHa™?,
seja h € H, desde que H é fechado para a operacio do grupo, a ‘tha € H,
dessa forma

h=a (a‘%a) at€aHa™?

provando assim a segunda inclusio, logo aHa™! = H. Portantosea € H = a €
N(H) e portanto H C N(H), dessa forma H é subgrupo de N(H), provando
assim o item 2.
Seja K C G um subgrupo tal que H é subgrupo normal de K, entao para
todo x € K temos que
ctHx ' =H

da definicdo de N(H) segue que x € N(H), e portanto K C N(H),
demonstrando assim o item 3. [ |
O proximo resultado nos fornece uma relacdo importante entre o

normalizador N(H) e a subvariedade com tipo de isotropia H.
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Proposicao 7.14 Seja H um subgrupo fechado de G tal que My € nao vazio.
Para cada g € G temos

onde estamos considerando que G age na variedade M.

Proof. Se m € My, entdao GG,,, = H. Pela Proposic¢ao 7.6 temos que g-m € My,
isto é, Gy, = H = G, se, e somente se, g € N(H), o que demonstra o
resultado. [ |

Pelo mostrado na Proposigao 7.13, N(H) é subgrupo fechado de G e
consequentemente é um grupo de Lie, e uma vez que H é um subgrupo normal
de N(H) segue da Proposicao 8.2 que N(H)/H é também um grupo de Lie. A
Proposic¢ao 7.14 nos diz que o maior subconjunto de GG que deixa My invariante
coincide com o subgrupo normalizador N(H) de H em G, isto é, N(H) age
em My, o que é justificado por g- My = My < g € N(H), além disso, esta
acao induz uma agao livre do grupo quociente N(H)/H em My.

Nos dois resultados a seguir constam subvariedades Poisson-Dirac e
Lie-Dirac, conceitos que nao serdo abordados neste trabalho. Em [28],

Fernandes prova o seguinte

Teorema 7.15 Seja G x M — M wuma ag¢do de Poisson propria. Entao
o conjunto dos pontos fixados MC ¢é uma subvariedade Poisson-Dirac, onde
MY={peM|g-p=p, Y9G}

Em [10], Fernandes, Ortega e Ratiu mostraram que para um grupo de Lie

compacto tem-se

Teorema 7.16 Seja G um grupo de Lie compacto e M um G—espaco de
Poisson'. Entdo MS é uma subvariedade Lie-Dirac de M com colchete de

Poisson {-,-},,c dado por

Uty = {0)| . pinee=qrm,

MG

onde f,h € C®(M)C denota extensées G—invariantes arbitrdrias de f,h €
C®(MY).

Nesse mesmo artigo, Fernandes, Ortega e Ratiu mostram que a subvariedade
com tipo de isotropia My é uma subvariedade Lie-Dirac de M, como nao

é o intuito deste trabalho apresentar um aprofundamento nos conceitos de

Veja a Definicao 4.27
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variedades Poisson-Dirac e Lie-Dirac, no resultado a seguir, o qual foi extraido
de [10], nos limitamos a dizer que a subvariedade My é uma subvariedade
de Poisson, os resultados acima foram enunciados em sua forma original em
respeito aos pesquisadores mencionados e ao caro leitor que possa ter interesse

em ir mais a fundo nesse conhecimento.

Proposicao 7.17 Sejam ¢ : G x M — M wuma agdo de Poisson propria,
H C G um grupo de isotropia e N(H) o normalizador de H em G. Entdo:

1. My ¢ uma subvariedade de Poisson de M com colchete de Poisson dado

por

, [, h € C¥(Mpy)

My

{fvh}MH = {f?il}

onde f,h € C®(M) denota quaisquer extensoes H—invariantes das
fungoes f,h € C*(Mpy).

2. A agao natural de L(H) := N(H)/H em My é uma ag¢ao de Poisson

propria e livre.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [10].

Como mencionado em [10], o resultado acima é o andlogo em geometria
de Poisson de um resultado bem conhecido em simplética, sendo este devido a
Guillemin e Sternberg ([11], Teorema 3.5) o qual mostra que as componentes
conexas das variedades com tipo de isotropia My sao subvariedades simpléticas
de M.

Como a acao de L(H) em My é uma agdo de Poisson livre e propria,
o Teorema 4.28 garante que o colchete de Poisson {,-},, induz uma tnica
estrutura de Poisson {-,-},, 1o espago de érbitas My /L(H) que faz a

projegao 7y, : Mg — Mp/L(H) uma aplicagao de Poisson.

Corolario 7.18 Considere a ag¢ao de Poisson livre e propria de L(H) em My,
temos assim (Mg, war,, L(H)) um L(H)—espago de Poisson livre e proprio.
Entdo existe uma unica estrutura de Poisson quociente may,, /r(my em My /L(H)

para a qual a aplicagio q : Mg — My /L(H) é Poisson.

Este resultado serd utilizado na demonstracdo do Teorema 7.22 de
estratificacao de Poisson.

Do Teorema 7.12, temos que a decomposicao M = U Mgy em
(H)

subvariedades com tipo de érbita (H) induz a decomposi¢ao

X=UMuwm/G

(H)
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do espago de 6rbitas X = M/G. A estratificagdo suave de X é entao
iel

onde cada X; é uma componente conexa de algum M)/G. A élgebra de

fungoes suaves no espaco de érbitas X é
Co(X) = {f €C'(M/G) | f o € C®(M)"}

onde 7g é dado pela composicdo mg =70 Fy o 7y, com 77, a projecao natural
My — My/L(H), Fy : My/L(H) — M)/G sendo o difeomorfismo
fornecido na Proposicao 7.21 e i a inclusao My)/G — M/G. O diagrama

a seguir mostra estas aplicagoes

M > My "~ My /L(H)

iFH

ng=toFyomy, M(H)/G

i

M/G

Na Definicao 7.11 foi dada a estratificacdo de um espago topoldgico,
agora serao dadas as definigoes das estratificagoes de Poisson e Simplética,

respectivamente.

Definigao 7.19 Seja X um espago topologico. Uma estratificacao de Poisson
de X € uma estratificagio suave S = {S;},.; de X junto com uma dlgebra de
Poisson (C*°(X),{-,}x), onde C>(X) C C°(X) € o espago das fungoes suaves,

tal que:
1. Cada estrata S;, i € I, € uma variedade de Poisson.

2. As inclusoes i : S; — X sao aplicagoes de Poisson, isto €,
{fih}xoi={foihoi}y, f,helC>(X).

As estruturas de Poisson nas estratas S; sdo unicamente determinadas
pela dlgebra de Poisson (C*(X), {-,-} )

Definicao 7.20 Um espaco simplético estratificado X € um espago

estratificado com uma estrutura suave C*°(X) tal que:

1. Cada estrata S; € uma variedade simplética.
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2. C(X) é uma dlgebra de Poisson.

3. Os mergulhos S; — X sdo Poisson.

Temos que My /L(H) é uma variedade de Poisson, o resultado a seguir, o
qual encontra-se em [10], garante que M(p)/G herda uma estrutura de Poisson
de My /L(H) e essa estrutura independe do subgrupo de isotropia tomado na

classe de conjugacao de H.

Proposicao 7.21 Sejam ¢ : G x M — M uma agdo de Poisson propria e
H C G um grupo de isotropia.

(i) A aplicagio natural Fyg : My/L(H) — M /G é um difeomorfismo,
assim My /G herda uma estrutura de Poisson de My /L(H).

(ii) Se Hy, Hy € (H) sdao grupos de isotropia conjugados, as estruturas de
Poisson em Mgy /G induzidas por My, /L(Hy) e My,/L(H,) coincidem.

O Teorema 7.12 garante que as componentes conexas de M /G formam
uma estratificacdo do espago quociente M/G, enquanto que a proposigao
anterior garante que M) /G herda uma estrutura de Poisson, o resultado
a seguir nos fornece a estratificagdo de Poisson do espago de érbitas M/G,
este resultado foi extraido de [10] e é devido a Fernandes, Ortega e Ratiu e é

conhecido como o Teorema de estratificagdo de Poisson.

Teorema 7.22 Seja ¢ : G x M — M wuma agdo de Poisson propria. As
componentes conezas do espago reduzido M /G formam uma estratificacdo
de Poisson de (M/G, { -}M/G).

Proof. A estratificagdo é garantida pelo Teorema 7.12 o qual mostra que as
componentes conexas de Mgy/G formam uma estratificacdo de M/G, falta

provar que a aplicacao inclusao
7 M(H)/G — M/G
é Poisson, ou seja, satisfaz

{fv h}M/G 01 = {f © Z7h Oi}M(H)/G7 f?h € COO(M/G)
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Consideramos o isomorfismo Fy : Mpy/L(H) — M)/G e a projecao
7 My — My /L(H), entdao para qualquer m € My, temos:

{foihoiby, o(Falml) = {foioFuhoioFuly,  (ri(m)
= {foioFHOWL,hoioFHowL}MH(m)
= {fomg homg}y (m)
= {/f.h}ayq o ma(m)
= {fvh}M/Goi(FH<7TL(m)))
= A/ hhagye © i((Fu(|m]))

fomg, homg € C®(M) sdao G—invariantes, e portanto H—invariantes,
extensoes de foio Fyomy, hoio Fgom, € C®(Mg). [ ]

A proposicao a seguir nos mostra uma relacao interessante a respeito das
orbitas coadjuntas de um grupo de Lie compacto e conexo e as estratas do

espaco de érbitas.

Proposicao 7.23 Seja G um grupo de Lie compacto e conexo agindo no dual
de sua dlgebra de Lie g* pela agio coadjunta. O espago g*/G é um espago
estratificado de Poisson onde as estratas sao dadas pelas componentes conexas

de ng)/G que sao orbitas coadjuntas, onde H € subgrupo de isotropia da acao.

Proof. Desde que G é um grupo de Lie compacto, segue do Corolario 6.10 que a
acao é uma acao propria, a acao é a coadjunta e foi provado na Proposi¢ao 4.15
que esta é uma agao de Poisson, portanto, o Teorema 7.12 garante que g*/G
é um espaco estratificado cujas estratas sao dadas pelas componentes conexas
de 9(m /G onde H é subgrupo de isotropia da agao coadjunta, o Teorema 7.22
garante que essa estratificacao é uma estratificagao de Poisson.

Resta provar que ¢ (gE‘H)/G) = O, onde £ € g* e O¢ denota a orbita
coadjunta de G por £. Para esta ultima parte, seja H um subgrupo de isotropia

para a agao coadjunta de G, temos que

g ={6€g | Ge=H} egiyy ={reg’ |G, € (H)}

assim, se & € gy entao existe g € G tal que G, = gHg ™!, sendo G um grupo,
existe em G o inverso de g, que denotamos por ¢!, daf y = Ad}l T € gy,
dessa forma y e x estdo em uma mesma orbita do grupo G, seja O, essa Orbita,
desde que G é conexo, O, também o ¢é, além disso, sabemos que g}; C 9(m)-
Portanto, para todo = € g{yy, Oz € g(p) /G, mais precisamente O, é uma
componente conexa de 9(m) /G. Por outro lado, dado qualquer componente

conexa de g{y) /G, c(g{)/G), naturalmente existe z € g{;) que estd nessa
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componente conexa, pelo argumento dado anteriormente, concluimos que x
estd em uma orbita a qual é conexa, isto conclui a demonstracao

Dado um grupo de Lie compacto e conexo G, considere a variedade
m

M = H g* a qual é dotada com a estrutura de Poisson produto. Considere
j=1
ainda a acao coadjunta diagonal de G em M, esta é uma acao prépria pois

G é compacto, mas nada nos garante que a agdo seja livre, dessa forma,
seja. H um subgrupo de isotropia dessa acdo, podemos determinar em M
uma subvariedade de Poisson, a qual é a chamada subvariedade com tipo de

isotropia H, dada por
Myg={XeM|Gx=H}

ou seja, sendo X = (Xi,...,Xy,) temos que se X; # 0 entdo H C G, note
que X pode ter até (n — 1) entradas nulas, caso seja esse o caso, teremos que o
subgrupo de isotropia da entrada nao nula é exatamente o subgrupo H. Temos
ainda que em M existe a subvariedade com tipo de 6rbita (H), a qual é dada
por

Mupy={XeM|Gx c(H)}.

Em G existe um subgrupo maximal que possui H como subgrupo normal,
esse subgrupo é chamado de normalizador de H em G, podemos ainda obter
um outro grupo através do quociente L(H) = N(H)/H, este é um subgrupo
que age prépria e livremente em My, o que nos garante assim que My /L(H)

admite uma estrutura de Poisson, uma vez que existe o difeomorfismo

segue que My /G herda uma estrutura de Poisson.

E possivel que existam outros subgrupos de isotropia para essa acio
que nao pertencam a classe de conjugacao de H, dessa forma, sejam {H j}j cl
esses subgrupos, o que nos possibilita obter os quocientes Mg,)/G os quais
possuem uma estrutura de Poisson, e portanto, de acordo com o Teorema
7.22, a estratificagdo de Poisson do espago de dérbitas M/G é realizada pelas
componentes conexas dos quocientes Mg, /G, onde Hj, é subgrupo de isotropia
da acao.

Dado qualquer X € M temos que a érbita coadjunta diagonal de G por
X é dada por

Jj=1

OD = DX (H OXJ) )
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isto significa que para todo Y € OF existe g € G tal que
Ad; X = (Ad; Xy,...,Ad; X)) =Y,

Oyx; denota a orbita coadjunta de G por X; € g* para todo j. Vale ressaltar
que se G ¢é conexo entao c (M(Hk)/G) = OF para algum X € M.

Facamos agora um resultado semelhante ao da proposicao anterior, desta
vez para a ac¢ao coadjunta diagonal de um grupo de Lie em um produto de

duais de algebras de Lie.

Proposicao 7.24 Seja G um grupo de Lie compacto e conexo agindo na

variedade de Poisson M = Hg* pela agdo coadjunta diagonal. O espaco
j=1
M/G é um espago estratificado de Poisson onde as estratas sao dadas

pelas componentes conexas de My)/G as quais sio realizadas pelas orbitas

D

coadjuntas diagonais O, ,

onde H é subgrupo de isotropia da agao.

Proof. A demonstracdo é semelhante a proposicdo anterior com pequenas
alteracoes. Desde que GG é um grupo de Lie compacto, segue do Corolario 6.10
que a acao € uma acao propria, a acao ¢ a coadjunta diagonal, a qual foi
provada na Proposicao 4.19 que é uma acgao de Poisson, portanto, o Teorema
7.12 garante que M/G é um espago estratificado cujas estratas sdo dadas
pelas componentes conexas de Mg)/G onde H ¢é subgrupo de isotropia da
acao coadjunta diagonal, o Teorema 7.22 garante que essa estratificacdo ¢ uma
estratificacao de Poisson.

Seja H um subgrupo de isotropia, temos que a subvariedade com tipo de

isotropia H é dada por
My ={§eM|G:=H}

sendo & = (£1,...,&n), H estabiliza todas as entradas de &, logo H C G, para
todo j. A subvariedade com tipo de érbita (H) é dada por

M(H):{ZE€M|G$€<H)},

isto significa que se z € My entdo existe g € G tal que G, = gHg™ !, logo
existe £ € My tal que Ad;_.§ = (Ady-1 &, Ady-i &) = @, dessa forma
0P c M, () onde OP denota a érbita coadjunta diagonal de G' por x, portanto

se A € M)/G entao A = OF para © € My, poderfamos ainda mencionar

D

., uma vez que G é conexo, temos

para & € My, o qual sempre existe em O
que OP ¢ conexa, portanto c (M(H)/G) = OP para algum z. Portanto OF ¢

uma estrata da estratificagdo de M/G. n
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Considere uma agao de um grupo de Lie G em uma variedade M. Uma
consequéncia da Proposicao 7.6 ¢ a seguinte: Dado um subgrupo de isotropia
H C G, temos que dado qualquer X € My, a orbita de GG passando por X,
Ox, é um subconjunto da subvariedade com tipo de érbita (H), Ox C Mgy,
vale ressaltar que temos uma inclusao e nao necessariamente uma igualdade,
isto é devido a possibilidade de pontos distintos de My estarem em Orbitas
distintas. No caso do grupo SU(n) agindo pela acao coadjunta em su*(n), se
considerarmos como subgrupo de isotropia o toro T C SU(n), na subvariedade
com tipo de isotropia T, su*(n)r, certamente existem pontos X,Y € su*(n)r
onde os autovalores de X sao diferentes dos autovalores de Y, logo X e Y
estao em orbitas distintas, mas devido as multiplicidades serem todas iguais a

1 segue que
OXEF@(L...,I)eOyﬁFc(l,...,l) (71)

estas érbitas sao difeomorficas e disjuntas. O mesmo ocorre se o subgrupo de
isotropia nao fosse o toro e sim o subgrupo G4, poderiamos encontrar X,Y €
su*(n)g, tal que X = idiag(Aily,,..., A\ 1g) e Y = didiag(N1a,,..., A\ 1g.) €

ocorrer que para algum j, \; # )\;, ou seja, teriamos
OxﬁF(c(dl,...,dT) eOyﬁFc(dl,...,dT) (72)

com estas orbitas sendo difeomoérficas no entanto disjuntas. Vale ressaltar que
a acdo de SU(n) preserva a norma, dessa forma se X,Y € My de tal forma
que || X|| # [|Y]| entdo Ox N Oy é vazia, e isto ocorre mesmo que esses pontos
tenham a mesma sequéncia que descreve as multiplicidades de seus autovalores,
ou seja, pode ocorrer (7.2) mas ainda serem disjuntas. Pode ainda ocorrer
| X|| = ||Y|| mas Ox N Oy ser vazia, como é o caso mencionado acima.
Considere a acao ¥ : G x M — M, seja H um subgrupo de isotropia

dessa acdo. Se X € My, entdo Gx = gHg™*

, isso significa que X € O para
algum & € My, portanto existe g € G tal que ¢,(§) = X ou equivalentemente
Yy-1(X) = &. Para o caso do grupo SU(n), onde todo elemento de su*(n) pode
ser diagonalizado, pensar nas subvariedades com tipo de érbita (H) é suficiente
pensar nos elementos diagonais, pois em toda orbita tem um elemento dessa
forma, logo estes elementos caracterizam as subvariedades com tipo de érbita
(H) nesse sentido.

Em alguns exemplos a seguir nos depararemos com o grupo de Weyl, o
qual serd o grupo L(H) da Proposi¢ao 7.17 quando tomarmos H como sendo
um determinado grupo, mais especificamente, um toro maximal T em um
grupo de Lie compacto e conexo G. O normalizador de T que é o subgrupo
dado por N(T) ={g € G | gTg~! = T}, sabemos que T é subgrupo normal de
N(T) enquanto que o grupo quociente W(G) = N(T)/T é chamado o grupo
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de Weyl de G.

7.1
Exemplos

Nos exemplos a seguir evidenciaremos os conceitos até aqui apresentados,
com o intuito de entendermos a estratificacdo em cada caso e posteriormente
sabermos como o espaco de poligonos pode ser realizado. Na primeira parte

faremos o estudo usando o grupo de Lie SU(2) e na segunda o SU(n).

7.1.1

—

Estratificacao das variedades su*(2), || su™(2) e HISEM
]:

1

j
Exemplo 7.25 Considere a ag¢io coadjunta de SU(2) em su*(2). Jd sabemos

que as agoes adjunta e coadjunta para o grupo SU(2) sdo equivalentes, logo nao
faremos distingao entre elas, dessa forma, dado X € su(2) existe g € SU(2)
tal que

H = Ad, X =idiag(\, —)),

sabemos que o estabilizador de H é o subgrupo
SUQR2)y =T ={g € SU(2) | g =diag(a,@), a € U(1)}.

A orbita de SU(2) pela ag¢do coadjunta por H, como mostrado em (5.2), é dada

por

SU(2)-H =gHg ' =i\ ( o — 18" 208 )

278 |8 — |of?
fizando g € SU(2) — {1}, note que T nao estabiliza

L laP=1gP 0P
(4
2af 1B~ JaP

de fato, para h € T, h = diag(x,T), x € U(1)

z‘)\h( \04|2: 8] 20 ) -1 :M( Ia\j’ —7!6|2 22203 )
2ap  [BP —af? ?2af B —|af

para que h esteja no estabilizador deveriamos ter x = +£1, logo T ndo € o
estabilizador, mas sabemos da Proposicao 7.6 que o estabilizador é dado por
gTg~".

Para a agdo coadjunta de SU(2), existe apenas uma classe de conjugagao

dos subgrupos de isotropia, a saber, a classe (T), onde
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T ={g € SU(2) | g =diag(a,@), a € U(1)}, (7.3)

a subvariedade com tipo de isotropia T, M, é dada por
Mr ={X €su(2) | X =idiag(\,—\), A € R\ {0}} C su(2)

devido a bijecio de su(2) com R3, temos que dado X € Mr existe vy € R?
onde vx = (A,0,0), dessa forma, dim My = 1.

Como pontos em uma mesma orbita estao em uma mesma subvariedade
com tipo de orbita (T), seque que dado X € My, e Ox a drbita passando
por X, se Y € Ox temos que SU(2)y = gTg~! onde g € SU(2) € tal que
Ady X =Y, dessa forma Ox C M.

Sabemos ainda que a ag¢io de SU(2) em su(2) ndo é livre, pois os
elementos £1 estao no subgrupo de isotropia SU(2)x para todo X € su(2).

Vamos agora determinar o normalizador N(T) de T = SU(2)x dado em

(7.83) para X € su(2), com X =idiag(\,—\), XA # 0. Desde que
N(T) ={g e SU(2) | gTg~" =T}

SeEque que
ghg™' =1

para h, h' € T, assim

a —b a 0 a b xz 0

aPa+b*a  ab(a—a) \ [z O
ab(a—a) |aa+ e ) \0 z

da igualdade acima, temos que ter

logo

lalPa+ |b*Pa =
abla—a) = 0

para este sistema temos trés casos possiveis para determinar como deve ser 0s

elementos de N(T), sao eles:

(i) Caso a =0, afim de que g € SU(2), temos que ter b # 0 e assim

0 —b
:(b 0 ),beU(l)
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(i) Caso b =0, afim de que g € SU(2), temos que ter a # 0 e assim

:<g 2),@6U(1)

(iii) Caso a,b # 0, teriamos uma restrigio, a saber « = @ = «a = +1, logo

neste caso g # N(T), pois satisfaz apenas para £1 € T.

Dessa forma, concluimos que

N(T):{gESU(Q)‘g:(g 2) oug:((; _Ob)}’ (7.4)

onde a,b € U(1), temos assim T C N(T) C SU(2). Note que N(T) =T UT,
onde T’ é dado por

. [0 = [ 0 1
T—{gESU(Z)‘g—(b 0),beU(1)}—(_1 0)-11‘,

vale ressaltar que T € um grupo de Lie abeliano, unidimensional e compacto,
enquanto que T’ claramente ndo é grupo, uma vez que nem tem o elemento
identidade. Temos ainda que N(T) é wm grupo de Lie unidimensional,
compacto com duas componentes conexas, T e T'. O quociente N(T)/T é
o grupo de Weyl de SU(2), o qual é um grupo com dois elementos com

representantes em N(T) dados por

10 0 1
e= el = ,
)= (50

note que os elementos —e e —l pertencem as classes de e e | respectivamente,
pois
€T = —eT e IT = —IT
assim,
N(T)/T = L(T) = {le], [I]}- (7.5)
Da Proposigao 7.17 temos que a agao natural de L(T) em My é uma agio de
Poisson livre e propria.

Analisemos o que a agao de L(T) faz em Mr, temos que
Mr ={X € su(2) | X =idiag(\,—\), A € R\ {0}} C su(2)

fazendo a bijegio su(2) com R3, temos que My corresponde ao eizo x excluindo

a origem, o qual denotaremos por O\ {0}, dessa forma My é formado por duas
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componentes conexas. A agio de L(T) em My é dada por

@Z L(T)XMT — M']I‘
([91.X)  — (lg], X) =gXg™"

note inicialmente que I=' = —I, dessa forma
X! — 0 1 A0 0 —1 _ —iA 0
-1 0 0 —iA 10 0 A
assim X = idiag(\,—\) o qual corresponde ao vetor vx = (A,0,0) em
R3 € levado pela agdo acima para Y = idiag(—\,\) que corresponde ao

vetor —vx = (=\,0,0) em R3, dessa forma, podemos identificar o quociente

My /L(T) com a parte positiva do eizo x, que denotaremos por Oyq
M’H‘/L(T) bl Ow>0 e R>0

ja sabemos que este quociente é uma variedade de Poisson.

Para a agao adjunta de SU(2) em su(2), existem dois subgrupos de
isotropia em SU(2) que geram as subvariedades com tipo de drbita (SU(2)x),
0s quais sio T dado em (7.3) e o proprio SU(2), mais precisamente, para
qualquer X € su(2) o estabilizador de X é SU(2) se X =0, e se X #0 o
estabilizador pertence a classe de conjugacao de T. Portanto existem apenas

duas subvariedades com tipo de drbita (SU(2)x), a saber

Mty = su*(2)(r) = su™(2)\ {0} e M(su()) = su (2)sve) = {0},

do item (i) da Proposicio 7.21, seque que su*(2)r)/SU(2) herda wma estrutura
de Poisson de Mrp/L(T). Note que se A € su*(2)r)/SU(2) entio A = S},
onde X € R € tal que existe X = idiag(\,—\) € su*(2), assim o quociente
su*(2)n)/SU(2) € formado por esferas centradas na origem, dessa forma,
as componentes conezas de su*(2)m/SU(2) sdo essas esferas, e de acordo
com o Teorema 7.22, essas esferas formam uma estratificacao de Poisson do
espago de orbitas su*(2)/SU(2), ou seja, {cj(ﬁu*(2)(qr)/SU(2))}jel U {0} € a
estratificacdo, note que retornamos para o dual sem fazer mengdo, isto se deve
a correspondéncia entre a dlgebra de lie e o seu dual neste caso.

Agora jd sabemos a estratificagao do espago de orbitas su*(2)/SU(2), nos
falta ainda determinar as folhas simpléticas das estratas, isto serd possivel
a partir do Teorema 7.40, o qual nos fornece a folheacao das estratas desse

espaco.
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Exemplo 7.26 Considere a ag¢do coadjunta diagonal de SU(2) na variedade

M = []su*(2), queremos descrever o quociente My/L(T), onde T ¢é um
j=1

subgrupo de isotropia. Seja T o subgrupo de isotropia dado em (7.3), no

exemplo anterior determinamos o grupo N(T) o qual estd descrito em (7.4), a

subvariedade Mt é por definicao
My = {X € Hsu*(Q)‘ SU2)x = T}
j=1

notamos facilmente que My € formada por n tipos de pontos, 0s quais sao, a

menos de uma permutacao, da forma:

X0, X X X, 0) o X000

onde X; = idiag(\;, —A;), A; # 0 para todo j, dessa forma
My = {X eM ‘ X #0, se X; #0 entao X; = idiag (\;, —/\j)}

A; € R\ {0}, o grupo L(T) jd foi descrito em (7.5), no exemplo anterior fizemos
a identificagdo
su*(2)r = R\ {0}

portanto, com o devido cuidado de identificacdo, obtemos:

My = (f[ 5u*(2)> « R™\ {0}

j=1
portanto,

My /L(T) ~ (Hl RZO) \ {0}

o qual é uma variedade de Poisson. Note que Mr/L(T) € identificado com os
pontos de R™ com entradas nao negativas, excluindo a origem.

Notamos que

My = (ﬁ 5u*(2))

O [ (su"(2))y = My,
T J=!
de fato, se X € My, entio X = (X;,...,X,) € tal que X; = idiag (\;, — )
para todo j, com \; # 0 para todo j, isto significa que SU(2)x =T, portanto,
X € My, dai

My C My.
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A igualdade nao ocorre, para ver isto, basta tomar & = (&1, ...,&,) € Mr, logo
& = idiag(\;— ;) para todo j, note que nao € necessdrio a restrigio de \j # 0
para todo j, dessa forma, £ pode ter até n — 1 entradas nulas, suponha sem
perda de generalidade que a k—ésima entrada de & é nula, mas isto significa
que SU(2)¢, = SU(2), portanto &, ¢ su*(2)r, logo & & My, e assim My # M.

Agora, com relagio a subvariedade com tipo de orbita (T), M), sejam

M) = (ﬁlsu*@))

e M(/'Jl‘) =11 (5’4*(2))@)
(T) =1

essas variedades claramente ndo sio disjuntas, uma vez que My C Mr, apesar
disso nao ocorre as inclusoes My C M(’T) € M(’T) C My, de fato, por um lado
em M(/qr) existem pontos com entradas que admitem diferentes estabilizadores
em (T), enquanto que em M) as entradas de todos os pontos podemos ser
estabilizadas pelo mesmo subgrupo em (T), portanto ndo ocorre ]\/[(’T) C M.
Por outro lado, Mty C M('T) também nao ocorre, uma vez que em Mty existem
pontos com entradas nulas, enquanto que em M(’T) as entradas de todos os
pontos sao nao nulas.

O quociente My/L(T) é Poisson e induz uma estrutura de Poisson
em My /SU(2), isto € garantido pelo item (i) da Proposicio 7.21. Afim de
descreve este tltimo quociente, notamos que em My temos os pontos, a menos
de uma permutacao das entradas, da forma X = (X1,..., X, 0,...,0), onde
X; =idiag(Aj, —A;), A e R\{0}, j=1,....k, com 1 <k <n, os quais sio
estabilizados por T, estes pontos serao referidos como tendo forma diagonal,
e além disso, para qualquer Y € My sempre existe um X € My C M) da

forma diagonal tal que Y pode ser escrito como
Y =Ad, X = (Ad, X;,...,Ad; X;,0...,0)

para algum g € SU(2), isto significa que Y sempre pertence a alguma orbita
coadjunta diagonal de SU(2) passando por algum X € Mr e essa drbita

denotaremos por:
D T2 T2
Ox = Dx (HISM) = HISIA]'\
j= j=

lembrando que o raio da j—ésima esfera € dado pela norma do autovalor de
X.

js
acima é devido a agdo ser diagonal, isto significa que para todo' Y € OF existe

no caso de X; = 0 a esfera reduz-se a um ponto, a origem. A inclusao

g € SU(2) tal que Adg X =Y, enquanto que do lado direito existem pontos
que nao estao na orbita coadjunta diagonal de SU(2) passando por qualquer X

da forma diagonal mencionada acima. O produto de esferas aparece na orbita
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O% pois a drbita coadjunta de SU(2) passando por X; € a esfera S|2/\j| para
todo j. Pelo exposto, concluimos claramente que OF C Mr), portanto, se
A€ M)/SU(2) entao A é da forma OX para algum X € Mry. Sabemos que
SU(n) é um grupo de Lie conexo, logo OF ¢é conexa e portanto c (M(T)/SU(2)>
¢ dado pela érbita OF para algum X € Mr).

Vale ressaltar que o ponto 0 = (0,...,0) nao pertence a nenhuma
subvariedade com tipo de orbita (T), esse ponto é o tnico ponto de Mgy (2

e de M(SU(Z)).

Resumidamente C(M(T)/SU(Z)) = O = Dy (H SIQ/\J') para algum
j=1

X € J]su(2), assim {cj (M(T)/SU(2)>}]U U {0} € a estratificagio de

(ﬁ su*(?)) ISU).

Exemplo 7.27 Considere a variedade simplética S = H S‘Q/\jl, sabemos que

j=1
Sﬁ\j‘ ~ Fe(1,1) ~ Ox,, X; € su*(2), X; satisfaz a condigio de que ewiste
g € SU(2) tal que gX;97" = idiag()\;, —)\;), onde \; € o autovalor de X;, ou
seja, S% | pode ser vista como uma 6rbita coadjunta de SU(2) por X;.

P‘]l J

Agora considere a agao coadjunta diagonal de SU(2) em S

Y SU@2) xS — S
(975) — (AdzglaaAd;€m> ,

esta agdo nao € livre pois em S existe o ponto § onde todas as entradas &,
sio da forma & = idiag(\;, —A;), e assim, o estabilizador de £ é dado por
SU(2)¢ =T, onde

T ={ge€SU2) | g=diag(a,@), acU(1)},

considerando apenas uma entrada de &, temos que todo ponto da orbita de
SU(2) passando por &; € estabilizado por algum subgrupo conjugado a T, ou
seja, gTg~" para algum g € SU(2). Portanto os subgrupos de isotropia desta
acao pertencem a classe de conjugacao de T, vale ressaltar que o normalizador
N(T) e L(T) forma determinados em (7.4) e (7.5), respectivamente. Vejamos

agora as subvariedades St e St

como a agdo ¢ a coadjunta diagonal, temos que ter SU(2)e;, = T para todo
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g, logo & = idiag(\;, —\;) e assim o ponto & mencionado acima € o tunico
ponto em St. Note que a escolha da variedade S pode ser feita de tal forma
que o vetor de comprimento s = (|Ai],...,|\n|) ndo tenha entradas nulas,
logo & € St nao terd entradas nulas. Enquanto que a subvariedade com tipo de
orbita (T) € dada por

Sy = {XES| Ady X = ¢ para algungSU(Q)} = {XGS | XGO?}

onde £ € Sr, ou seja, Sty ~ OF . Portanto se A € S1)/SU(2) entao A ¢ tal

que
A=0? =D (Hl SﬁAj)
j:

onde & = (&,...,&y) e & = idiag(A;, —\;) pra todo j, como SU(2) é conexo,
concluimos que A é uma estrata de §/SU(2).

O mapa momento associado a esta agdo é dado por

pw:S — su*(2)

£ wO =3¢ (7.6)

j=1
Note que p=1(0) C S quocientado por SU(2), descreve o espago dos m—gons
de lados de comprimentos fivados |\;|, onde p='(0)/SU(2) é uma variedade
suave se o vetor de comprimento s = (|A1],...,|\n|) € genérico.

E ainda, p~Y(n) C S, n € su*(2), pode ser visto como o espaco dos
(m +1)—gons em S de lados de comprimentos fizados s = (|M],..., | \ml, sy)
onde a ultima entrada do vetor de comprimento depende do nivel n escolhido,

Inll = s,, note ainda que SU(2), € (T), pois n pertence a orbita coadjunta
dada pela esfera Sf,.

Exemplo 7.28 Com o intuito de apresentar em trabalhos futuro a
estratificacao de Poisson detalhada de su*(3) e su*(3)/SU(3), damos inicio a
esse estudo apresentando algumas informacoes conhecidas.

Sendo X € su(3), entao X € da forma descrita em (6.5), sabemos que
eziste g € SU(3) tal que

Adg X = idiag()\l, )\2, )\3)

Usando este fato da diagonalizagao, podemos facilmente chegar a conclusao que
a agao coadjunta de SU(3) nao € livre e que admite trés classes de subgrupos
de isotropia, esta conclusao o prezado leitor pode chegar a partir da leitura

cuidadosa do Exemplo 6.26, onde apresentamos as orbitas dessa agdo. A partir
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dessas trés classes podemos inferir as subvariedades com tipo de isotropia e com
tipo de orbita.

Em [27] encontramos os estabilizadores da ag¢io de SU(3) em su(3),
sio eles: SU(3), S(U(2) x U(1)) e S(U(1) x U(1) x U(1)), estes subgrupos
estabilizam a origem, os pontos diagonais que possuem exatamente dois
autovalores iguais e aqueles pontos diagonais que possuem os autovalores dois
a dois distintos, respectivamente.

Agora que sabemos os estabilizadores, podemos determinar as

subvariedades su*(3) g e su*(3) ), onde H é subgrupo de isotropia.

1. Estabilizador SU(3).

Para este caso temos
su'(3)su) = {0} = su”(3)(sv (@)

2. Estabilizador S(U(2) x U(1)).

Para este caso temos
5u*(3)5(U(2)XU(1)) = {Y c 511*(3) | X = idiag()\, )\, —2)\)}

onde A € R, com A\ # 0. Para este caso a subvariedade com tipo de orbita
(S(U(2) x U(1))) € dada por

W (3)swaxvy) = {Y € sw'(3) | Ig € SU3), AdyY = idiag(M, A, —2))}

ou seja, todos os pontos das orbitas de SU(3) por pontos de
W (3)sw@)xu)-
3. Estabilizador S(U(1) x U(1) x U(1)).

Para este caso temos
5u*(3)g(U(1)XU(1)XU(1)) = {Y € su” (3) | Y = idiag()\l, )\2, )\3)}

onde A\, Ao e A3 sdo dois a dois distintos. A subvariedade com tipo de
orbita (S(U(1) x U(1) x U(1))) € dada por

su” (3)(S(U(1)><U(1)><U(1))) = {Y € su’(3) | 9g € SU(3), Ad;X = i diag(A, Ag, )xg)}

onde A\, \o e A3 sdo dois a dois distintos, ou seja, todos os pontos das

orbitas de SU(3) por pontos de su*(3)sw)xva)xu(1))-
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Afim de que se obtenha a estratificacio de Poisson faz-se necessdario a
determinagdo dos subgrupos normalizadores N(H) desses subgrupos, onde H
¢ um subgrupo de isotropia qualquer, posteriormente determina-se o grupo
L(H) = N(H)/H. Sabemos que a agio do grupo L(H) nas subvariedade com
tipo de isotropia € livre e propria. A continuidade desta andlise deixamos para

um trabalho futuro, onde iremos estudar as folhas simpléticas das estratas.

7.1.2

m

Estratificacdo das variedades su*(n), [] su*(n)
j=1

Fagamos o mesmo agora para o grupo SU(n), o ponto de partida é
escolher um subgrupo de isotropia, uma vez que todo ponto de su*(n) pode

ser diagonalizado, os subgrupos de isotropia podem ser os seguintes:

1. O toro maximal em SU(n) o qual nos dard informagoes a respeito dos

pontos em su*(n) que possuem n autovalores dois a dois distintos;

2. Ou o subgrupo ¢é formado por elementos que sao diagonais por bloco da
forma G, = SU(n) N E4, onde

Ed:{diag(al,...,ar) |CLjEU(dj), djEN, jzl,...,T}

onde d = (dy,...,d,),com d; +---+d. =ne 2 <r <n. Este subgrupo
nos dard informacgoes a respeito dos pontos em su*(n) que possuem r

autovalores dois a dois distintos com multiplicidades dy, . . ., d,.

Veremos esses dois casos nos exemplos a seguir. O normalizador nesses casos
pode ser visto da seguinte forma: Seja K o conjunto de todas as sequéncias
das multiplicidades dos autovalores de X € su*(n), d = (dy,...,d,) de
comprimentos r = 1,2,... de niimeros inteiros positivos satisfazendo d; +
-+« +d, = n. Considere p € S, uma permutacao de r elementos. Para p € .S,,
defina p; € S,, a permutagao de n elementos obtida dividindo (1,...,n) em r
subsequéncias (1,...,dy), (di+1,...,di+ds),..., (di+---+d_1+1,...,n)
e permutando estas subsequéncias de acordo com p. Desde que g € N(Gy) se,
e somente se, Ad, Mg, C Mg,, veja Proposigao 7.14, o normalizador N(Gy) é
gerado por GG4 e as matrizes de permutacao de py para todo p € S, satisfazendo

p(d) = d, este comentério pode ver visto em [19], pagina 300.

Observagao 7.29 O comentdrio que seque é devido a equivaléncia das agoes
adjunta e coadjunta para o grupo SU(n). Sabemos que se X € su(n)\ {0},
entdao tr X = 0, e que sempre existe g € SU(n) tal que

gXg ' =idiag(A, ..., \)
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o qual pode ser reescrito, apos uma permutacdo adequada p das entradas, da
forma
p(gXgt) =idiag( N1y, ..., \.1y)

onde os inteiros positivos d;’s denotam as multiplicidades dos autovalores \;’s,
desde que tr X = 0 e X # 0, entdo os autovalores de X ndao podem ser todos
1quais, portanto

1 <d; <n, para todo j
implicando que

l<r<n, reN

Exemplo 7.30 Para o primeiro caso, considere a agio coadjunta de SU(n)

na variedade su*(n), para esta ag¢ao, seja o toro mazximal em SU(n) dado por
. 0 0 . n—1 0.
T = {t € SU(n) | t = diag (e’ e "_1,6_Z21 J) , 0; € R}

o qual € um subgrupo de isotropia. A subvariedade com tipo de isotropia T €
dada por
su*(n)r = {X e su*(n) | SU(n)x =T}

note que X satisfaz

X =iddiag (Mg, ..., \n),

J

)\jIO, 6)\1'7&)\j S@i#j
=1
ou seja, su*(n)r € formado pelos elementos diagonais de su*(n) que possuem

n autovalores distintos. Claramente temos
s (n)r C R\ {0}

esta inclusao é devida a identifica¢io feita em (6.9).

E conhecido que L(T) = N(T)/T € o grupo de permutagées S,, o qual age
propria e livremente em su*(n)r, dessa forma su*(n)r/S, admite uma tinica
estrutura de Poisson, lembrando que su*(n)r € uma subvariedade Lie-Dirac de
su*(n).

Observacdo 7.31 Em R? a permutacio consiste em fazer uma reflexdéo com
relagio a reta y = x, dai o quociente de R? pela permutacdo, nos fornece um
semiplano. Em R® as permutagoes consistem em fazer reflexdo com relagio aos
planos x =y ey = z, dai o quociente de R? pela permutacdo, nos fornece uma

intersecio de dois semiespacos. Prossequindo com esse raciocinio, em R" ! as
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permutagoes consistem em fazer reflexao com relagdo a hiperplanos, sejam

Hj = {(5171, ey Tpq) € R”—l\ <(a{, . ,aib_l) , (... ,xn_1)> = 0}

esses hiperplanos, onde (ajl, e ,aﬂLA) ¢ o wvetor ortogonal a H;, para cada

hiperplano, tome o sequinte semiespaco

SH]' = {($1,---,1’n—1) S Rn_1| <(a]iv""azl*1> ’(xl""’x"_1)> Z O}

sequindo esse raciocinio, obtemos que o quociente

n—2

su*(n)r/S, € [\ SH; =c (7.7)
j=1
a inclusao estrita se dd devido o fato de que 0 # su*(n)r

Como a subvariedade com tipo de orbita (T) é dada por

su'(n)m = {X esu”(n) | SU(n)x € (T)}

L 4sto nos

ou seja, X € su*(n)r) se existe g € SU(n) tal que SU(n)x = gTg~
diz que su*(n)r) € composta pelos pontos de su*(n) tais que os autovalores sdo

todos de multiplicidade 1, ou seja,
su*(n)m = {X csut(n) | g ' Xg=idiag(Ai,..., \n), \i £\ sei # j} :

uma vez que X € su*(n) seque que \y +---+ X\, = 0.

Vale ressaltar que se X € su*(n)r, a drbita coadjunta de SU(n) por
X ¢ Ox = Fe(l,...,1) C su*(n)m), e ainda, para todo Y € su*(n)r)
existe X € su*(n)r tal que Y € Ox, portanto su*(n)/SU(n) é composto
pelas drbitas coadjuntas que passam pelos elementos de su*(n)r, ou seja, se
A € su*(n)m/SU(n), entao A = Fe(1,...,1). Sendo SU(n) conexo, seque
que ¢ (ﬁu*(n)(m/SU(n)) =Fe(1,...,1).

Exemplo 7.32 Para o sequndo caso, considere a agao coadjunta de SU(n)
na variedade su*(n), para esta acao, seja G4 = SU(n) N E4 um subgrupo de

isotropia, onde
E, = {diag(ai,...,a,) | a; €U(d;), j=1,...,r}

d=(dy,...,d,), di+---+d., =n. A subvariedade com tipo de isotropia Gy é
formada por pontos de su*(n) que sao diagonais por bloco, esses pontos possuem

exatamente r autovalores com multiplicidades dy, . .., d,, dai essa subvariedade
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ser descrita por
o (n)g, = {X € su'(n) | X = idiagOLa,. . Aa), A £y se i # g}

Aj € R, os autovalores \;’s satisfazem a condicio \idy + --- + A\d, = 0.
Vale ressaltar que mem todos os pontos diagonais de su*(n) que possuem r
autovalores com multiplicidades dy, ..., d, estio em su*(n)qg,, pois ao fizar
o subgrupo de isotropia Gy, fitamos também uma ordem das multiplicidades
dos autovalores, ou seja, se X € su*(n)g, entdo necessariamente X € da
forma X = idiag(Aily,, ..., \-1a.), portanto qualquer ponto Y € su*(n) com
r autovalores, que tenha a sequéncia das multiplicidades de seus autovalores
distinta da sequéncia d por uma permutagao, entio Y ¢ su*(n)g,, no entanto,
Y pertence a drbita coadjunta de SU(n) que passa por algum ponto de su*(n)q,,

logo Y € su*(n),). Como a subvariedade com tipo de orbita (Gq) ¢ dada por
s (n) ) = {X € su'(n) | SU(n)x € (Ga)}

isto nos diz que su*(n), € composta por todos os pontos de su*(n)
com exatamente r autovalores distintos e tais que o0s autovalores sao de

multiplicidades dy, . .., d,., ou seja,

su'(n)q, = {X €sw'(n) | g'Xg = idiag(\la,, ..., \la,), g € SUMN)},

(7.8)
vale ressaltar que o g € SU(n), depende de X, esta dltima se justifica

da sequinte forma: Se X € su*(n), entdo existe g € SU(n) tal que
SU(n)x = gGag™?, isto significa que X € O, para algum & € su*(n)g,,
ou seja, X e & possuem os mesmos autovalores e as mesmas multiplicidades

desses autovalores. O fato de X € O¢ nos diz que eziste g € SU(n) tal que
AdyE =X = gg =X =¢=9"1Xyg.

Vale ressaltar que se X € su*(n)q,, entdo Ox = Fe(dy, ..., d;) C su*(n)q,),
assim su*(n)q,)/SU(n) € composto pelas orbitas coadjuntas de SU(n) que
passam pelos elementos de su*(n)q,, ou seja, se A € su*(n)q,)/SU(n), entdo
A = Fe(dy,...,d.). Sendo SU(n) conexo, seque que c (5u*(n)(T)/SU(n)) =
Fe(dy, ..., d,).

Vale ressaltar que o ponto 0 € su*(n) nao pertence a nenhuma
subvariedade com tipo de drbita (T) e nem com tipo de drbita (Gy), esse ponto

€ 0 unico ponto de su*(n)sum) € de su*(n)sum))-

Analisaremos agora a agdo coadjunta diagonal de SU(n) em M =
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m
H su”(n), assim como nos exemplos anteriores serdo utilizados os dois tipos
e

J
de subgrupos, a saber, T e G.

Observagao 7.33 Sabemos que a drbita coadjunta de SU(n) por £; € su*(n)

¢ dada pela variedade bandeira F{é(d{, e ,d{j), onde &; possui uma quantidade

r; de autovalores distintos, com multiplicidades dada pela sequéncia & =

(dl, ... ,d{j), assim podemos escrever a orbita coadjunta diagonal de SU(n) por

&, a qual serd denotada por (’)? onde £ € H su*(n), como um produto diagonal
j=1

de wvariedades bandeiras, afim de diferenciar a motagdo para que ndao haja

confusao de quais pontos estao na orbita, esse produto receberd um identificador
De

OP =D; (H FL(di,. .. ,dg;j))
j=1

o que estd sendo enfatizado aqui é a Orbita de uma acdao diagonal, o
identificador D indica que para quaisquer &,&" € OF, onde & = (&],...,&)
e & = (&,..., &) temos que sempre existe g € SU(n) tal que Ady &, = &
para todo j, enquanto que o indice &, indica que a orbita contém o ponto
&, assim consequimos distinguir as orbitas que passam por dois pontos que
possuem a mesma quantidade de autovalores distintos e a mesma Ssequéncia
de multiplicidade desses autovalores, mas que estao em orbitas coadjuntas
diagonais disjuntas, por exemplo, sejam

m

X,Y e [[Fe(ds, ..., dl)

j=1
nas condigoes mencionadas, ou seja, nao ezxiste g € SU(n) tal que g- X =Y,
dessa forma OF N O =), isto é possivel da sequinte forma, basta que exista
ao menos um autovalor de X que ndo € autovalor de Y, assim as orbitas que

passam por X eY sao distintas e dadas por

0% =Dy (H FL(d}, . .. ,dg;j)) e OP = Dy (]‘[ FL(d], . .. ,dij))
j=1 j=1

ficando assim claro a necessidade do indice na notagdo.

Feito esta observagao, vamos agora para os exemplos.

Exemplo 7.34 Para a agio coadjunta diagonal de SU(n) em M = ] su*(n),
j=1
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considere o toro mazimal em SU(n) dado por
. . . n—1,
T = {t € SU(n) | t = diag (6“917 ettt e 2 97) , 0 € R}

o qual € um subgrupo de isotropia para a acao. Quando trabalhamos com a

variedade su*(n), mostramos que

5u<)'ﬂ*—{€€5u ‘ﬁ—zdlag A,y A 72)‘j:0> Ai7é)\j5@i7éj}
7=1

dessa forma podemos exibir as caracteristicas dos pontos da subvariedade com

tipo de isotropia T, assim, se X € My, entio X = (Xi,...,X,,) onde

X, = itdiag ()\{, cee )\ﬁl) de tal forma que Z )\i = 0 para todo j, e ainda, caso
k=1

X; # 0, entio N # X ser # s para todo j. Vale reforcar que SU(n)x = T
nao implica X; # 0 para todo j, dessa forma, X pode ter entradas nula,
evidentemente essa nulidade nao pode ocorrer em todas as entradas, pois se
assim fosse teriamos SU(n)x = SU(n). Note que os pontos & € M que
possuem entradas nulas, tém no mdximo n — 1 entradas nulas, as demais sao

da forma diagonal. Portanto
My={¢eM|g=idiag(M,....\), N #M sel#k}UM

onde M2 é formado pelos pontos de M que tem pelo menos uma entrada nula e

no mdzximo (n—1) entradas nulas e as j—ésimas entradas nao nulas satisfazem
g =idiag (M,... M), X # M sel#k
Usando argumento andlogo ao do Exemplo 7.26, chegamos que

(llsu*(n)) D ﬁl (su™(n))r (7.9)

E conhecido que L(T) = N(T)/T ¢é o grupo de permutagées S,, o qual age

ek

propria e livremente em Mr, dessa forma My/S, admite uma unica estrutura

de Poisson, uma vez que Mr é uma subvariedade Lie-Dirac de M. Assim,

m

My/L(T) = Mz/S, € ] ¢

onde ¢; € a regidgo descrita em (7.7) da Observacao 7.31. Assim como no

Exemplo 7.26, temos a inclusio dada em (7.9), mas para as variedades com
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tipo de orbita (T) a sequir

Mty = (H su’( ) e Mipy =[] (su*(n
(T) =

nao ocorre M) C M(’qr) e nem M(’T) C Mry. Note que para todo j, M) é
dado por

{ge M ‘ g G =idiag (M,... M), N # N sez¢k}uM(0T) (7.10)

onde M(OT) ¢ o conjunto dos pontos que possuem de uma a no mdzrimo (n — 1)
entradas nulas e tais que para toda j— ésima entrada nao nula exista g € SU(n)

tal que
g 'Gg=idiag (M, N), X # M sel#k

enquanto que
H n) {fEM‘gj fjgj—ldlag()\ ...,Ag;),A{;éA;;sez#k}

ou seja, enquanto que em (7.10) é o mesmo g € SU(n) para todo j, neste
ultimo para cada j tem-se um g; € SU(n) especifico.
Vejamos agora uma distincao com relacao ao Exemplo 7.260, a igualdade

que ocorre naquele exemplo nao acontece neste, ou seja, nao temos

[ (sw(n) gy = [T 5w (n)\ {0}

J=1 j=1
isto se deve ao fato de que do lado direito as entradas de cada ponto nao
tem necessariamente n autovalores dois a dois distintos, enquanto que do lado

esquerdo, todos os pontos tém essa caracteristica para todas as suas entradas.

Portanto o que ocorre é apenas a inclusao estrita
m m
I (su(n H N0}
Jj=1 Jj=1

Sendo £ € My temos que a orbita coadjunta diagonal de SU(n) por £ satisfaz
a inclusio OF C My, dessa forma, se A € Mz)/SU(n) entao

A=0f =D (1111@55(1,...,1))
j:

para algum & € My, pois Og; = F{é(l, ..., 1) para todo j.
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Vale ressaltar que o ponto 0 = (0,...,0) € M nao pertence a nenhuma
subvariedade com tipo de orbita (T), esse ponto € o tnico ponto de Mgy e

de M(SU(n))~
Exemplo 7.35 Considere o subgrupo de isotropia G4 = SU(n) N E4, onde
Eq, ={diag (a1,...,a,) | a; €U(d;), j=1,...,r}

comr <mn, ocasor =n éo exemplo anterior, ou seja, o caso onde G4 =T,

neste exemplo abordaremos o caso r < n, Gg é subgrupo de isotropia para
m

a agio coadjunta diagonal de SU(n) em M = []su*(n). Do Ezemplo 7.32
j=1
sabemos que

ﬁu*(n)Gd = {5 € ﬁu*(n) | 5 - idiag<)\1]d1a s 7/\7”Idr)7 )\j S R} )

onde N\; # N\j se i # j e com a condi¢io de que di\ + ...+ d. N\, = 0,
d = (dy,...,d,), usando isto poderemos ver como sao 0s pontos da subvariedade

com tipo de isotropia G4, a qual por defini¢io é dada por
Mg, ={¢ € M | SU(n)¢ = Ga}

sendo & € M, & = (&,...6n), & € su*(n) para todo j, se & € Mg, entdo
SU(n)e; = Gq ou & = 0, pois Gg fiza todas as entradas e &, isto nos diz
que as entradas dos pontos de M, ou sao diagonais por blocos, ou sao nulas,
evidentemente para todo § € Mg, pelo menos uma das entradas é nao nula,
pois caso contrdrio teriamos SU(n)e = SU(n). Resumidamente, se & € Mg,

entao as entradas de & podem ser
G=0, 0<k<neg=idag(Mly, ..., Nla), 0<j<n

com N € R para todo s, de tal forma que )\{ # M sel # s e satisfaz a condi¢do
di N, + -+ d. M = 0 para todo j.

Usando argumento andlogo ao utilizado no Exemplo 7.26, obtemos

Mg, = (ﬁsu*(n))

> ﬁl(su*(n))gd. (7.11)

A subvariedade com tipo de orbita (Gy) € por defini¢io
M,y ={§ € M | SU(n)¢ € (Ga)}

isto significa, que para cada ponto & € M, existe g € SU(n) tal que
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SU(n)e = gGag™", ou seja, se & € M), & = (&1,...&m), existe g € SU(n) tal
que
g &g = idiag (MIa,, ..., NIa,)
para todo j onde & # 0, logo & € OF onde Y = (Y1,...,Yn) € Mg, com
Y; = idiag (M1a,, - N 1a,)

para todo j. Isto nmos diz que para todo §& € M, erviste Y € Mg, tal que
¢ € OF, claramente OF C M(g,). Portanto, se A € M,)/SU(n), entdo

A=0f «Dy (H F{é(dl,...,dT))

j=1
para algum Y € Mg,, uma vez que Oy, = F{b(dl, ...,d,) e a agio € diagonal.
Vale ressaltar que o ponto 0 = (0,...,0) € M ndo pertence a nenhuma

subvariedade com tipo de orbita (Gg), esse ponto € o unico ponto de Mg, e de
M,

7.2
Folhas simpléticas das estratas

Nesta secao enunciaremos alguns resultados referente a folheagao do
espago M /G, onde M é uma variedade de Poisson e G um grupo de Lie que
age propriamente em M. Para maiores detalhes, esses resultados podem ser
encontrados em [3] e [10].

Sejam (M, {-,-}) uma variedade de Poisson e G um grupo de Lie cuja

acao em M é uma acgao de Poisson propria
Vv:GXM—M
denotamos por Ag o grupo das transformagdes de Poisson associado a agao
Ag:={¢y: M - M | g € G}
e Ay, a distribuicao generalizada integrével definida por
Ag(m) = {Xs(m) | f €C®(M)®}, Ym e M

O mapa momento 6timo J é definido como a projecao candnica no espago de
folhas de Ay,
J: M — M/Ag
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Proposigao 7.36 Sejam (M,{-,-}) uma variedade de Poisson e G um grupo
de Lie que age em M com uma a¢do de Poisson propria. Seja J : M — M /A},

o mapa momento dtimo. Entdo para qualquer p € M /Ay, temos que:

(i) O conjunto de nivel J=*(p) é uma subvariedade inicial de M.
(it) Ewiste uma tnica folha simplética L de (M, {-,-}) tal que J~'(p) C L.

(ii7) Seja m € M um elemento arbitrdario de J~'(p). Entao, J '(p) C Mg,,,
com Mg, ={z€e M | G, =G,}.

Seja m € M arbitrario tal que J(m) = p € M/A, note que para
qualquer g € G, a aplicacdo V,(p) = J(g - m) € M/A define uma agio

de G continua em M /A¢, com respeito a qual J é G—equivariante

Gx MJA, —s M/AL
(9,0) = Yy(p)=J(g-m)

Proposicao 7.37 Seja G, o subgrupo de isotropia do elemento p € M/Ay
associado a agdo de G em M/Ay. Entao:

(1) Existe uma unica estrutura suave em G, para a qual este subgrupo se

torna um subgrupo de Lie inicial de G.

(it) Com esta estrutura suave para G,, a a¢do d esquerda

WGy x I p) — TN p)
(9,2) — ¥P(g,2) :==1(g,2)

€ suave.

No teorema a seguir, a projecao canodnica no espago de érbitas da acao

de G, em J(p) serd denotada por 7,
Tt T p) — T H(p)/G,

Teorema 7.38 (Redugao simplética por agoes de Poisson) Sejam

(M,{-,-}) uma variedade de Poisson suave e G um grupo de Lie que age
em M, onde a agao é Poisson propria. Seja J : M — M/AL o mapa
momento dtimo associado a essa ag¢do. Entdo, para qualquer p € M /Ay cujo
subgrupo de isotropia G, age propriamente em J~'(p), o espago de drbitas
M, = J Y p)/G, é uma variedade quociente regular simplética suave com

forma simplética w, definida por:

mowp(m)(Xy(m), Xn(m)) = {f, h} (m),
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para qualquer m € J~Y(p) e quaisquer f,h € C®(M)®. O par (M,,w,) é
chamado o espaco reduzido ponto otimo em p.

*

5, 0 pullback foi

Lembrando que mw, denota o pullback de w, por
definido em (2.1).

Observagao 7.39 Se O, = G- p C M/A, é a G—drbita de p € M/A¢,, a
aplicagao
I p)/G, — THO,)/G

[m], — [mlo,

é uma bijecio, assim o quociente Mo, = J'(O0,)/G tem uma estrutura
simplética suave wo, induzida a partir de (M, ,w,). O par (Mo, ,wo,) €

chamado o espaco reduzido orbita étima em p.

A folheagao simplética do espago estratificado de Poisson M /G é descrita

no seguinte resultado

Teorema 7.40 Seja v : G x M — M uma a¢ao de Poisson propria com
mapa momento otimo J : M — MJA,. A folha simplética da estrata
Mmy/G passando por [m] é o espago reduzido dérbita étima (J~1(0,)/G,w,)
em p=J(m).

Em [10] encontramos a observacao abaixo, a qual serd muito 1til a seguir.

Observagao 7.41 Assuma que a a¢ao original G x M — M ¢é Hamiltoniana
com mapa momento equivariante p : M — g*. Entao os resultados acima nos

fornecem o sequinte:
(i) M/G é um espago estratificado de Poisson por orbit types M) /G

(ii) Os espagos reduzidos pu='(€)/Ge sio subespagos estratificados de Poisson
de M /G (por orbit types).

Os espagos singulares p~*(£)/Ge ndo sio quocientes de variedades suaves.
Quando a estrutura de Poisson € simplética, os espagos reduzidos pu=*(§)/Ge
sao subespagos estratificados simpléticos, mas M /G permanece um espaco

estratificado de Poisson: as estratas de p~(£)/Ge sio as folhas simpléticas
das estratas de M/G.
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7.3

Folheacdo simplética de (H FL(d}, ... ,dﬂj)) /SU(n)
j=1

Sabemos da Proposi¢ao 6.24 que a variedade bandeira Fe(dy,...,d,),
onde os d;’s sao nimeros naturais tais que a soma ¢ igual a um ntimero natural
n fixado, pode ser vista como uma érbita coadjunta de SU(n) por algum
X € su*(n), o qual possui r autovalores distintos com multiplicidades descrita
pela sequéncia d = (dy, . ..,d,). Sendo \,’s os autovalores de X, sabemos que
existe g € SU(n) tal que gXg~! = idiag (A Iy, ..., A\ Iy ). A 6rbita de SU(n)
por X é denotamos por

Ox ~Fc(dy,...,d).

Considere a variedade S, obtida a partir do produto de m érbitas coadjuntas

de SU(n), as quais contém os pontos X; € su*(n), j=1,...,m
S=TIFe(ds,....d) (7.12)
j=1

de modo que d{ +... 4+ dﬁ;j = n para todo j, ou seja, X; tem uma quantidade
r; de autovalores distintos com multiplicidades dada pela sequéncia d’ =
(d{, e ,d{;j). Note que temos um j no expoente de cada multiplicidade e
um 7 no indice de r, o primeiro tem a fun¢do apenas de identificagdo, serve
para explicitar uma possivel diferenca entre multiplicidades de mesmo indice e
expoentes distintos, por exemplo, d} e d? podem ser distintos ou nio, enquanto
que o segundo, o j no indice de r, serve para enfatizar a provavel diferenca na
quantidade de autovalores distintos de cada X. E importante ainda lembrar
que para cada X; existe g; € SU(n) tal que g; X;9; ' = idiag(/\{ldjl', ce )‘{]dij)'
Sejam
pr;: 8 — FL(d],....d] )~ Ox,, X;€su(n), j=1...,m
a projecao no j—ésimo fator de S e w; a forma simplética em Ox; a qual é
conhecida como a estrutura simplética de Kostant-Kirillov-Souriau. Considere

a 2—forma
m
_ *
w = Z PT; Wy
i=1

do Exemplo 2.5 sabemos que w define uma estrutura simplética em S, dessa

forma, a partir de w podemos definir uma estrutura de Poisson em S dada por:

W(Xf7Xg) = {f’ g}

onde f e g sao fungoes definidas na variedade simplética S. Sendo w; simplética,
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a estrutura de Poisson que w; define é nao degenerada em Oy;. Portanto
podemos definir em § uma estrutura de Poisson nao degenerada, a saber, a
estrutura de Poisson produto enunciada na Definicao 4.10.

Considere a acao coadjunta diagonal de SU(n) em &, provamos
anteriormente que esta é uma acao de Poisson, além disto, o mapa momento

associado a esta acao é dado por

p:S — suf(n) =RV

£ wO=3¢

onde & = (&1,...,&n). Note que tomando 0 € su*(n), o conjunto de nivel

p~(0) € S é o seguinte

u*m>={§es

Lembrando que
1
(X,)Y) = §tr (XY™)

define um produto interno em su(n) o qual é invariante pela agdo adjunta e
pela equivaléncia das a¢oes adjunta e coadjunta, concluimos que para qualquer
§; € Ox; temos que ||| = [|X;|| = s; € Ry paratodo j = 1,...,m, utilizando
esta informagao, vemos que p~*(0) descreve o espago dos m—gons de lados v,

de comprimentos fixados s;, onde estamos fazendo a correspondéncia

£ € su™(n) «— v, € R !

Podemos perceber que em p~!(0) existem m—gons p; = (&,...,&L) e py =
(&2,...,&2) de tal forma que para todo j tem-se v} € ngfz para i = 1,2, ou
seja, §J1H = Hff” para todo j, mas p; e ps ndo pertencem a mesma 6érbita, isto

é, os lados de p; e py sdo do mesmo tamanho, mas nao existe g € SU(n) tal
que Adp; = ps, onde a agdo ¢ a coadjunta diagonal.

Foi mencionado anteriormente que 1~ !(0) descreve o espago dos m—gons
de lados v; de comprimento s;, foi justificado o fato de ter lados v;, faltou
apenas a parte a respeito dos comprimentos fixados, esta se deve a tomada
inicial da variedade &, uma vez que tomada a variedade tem-se como
consequéncia a fixacdo da m—upla s, o vetor de comprimento s = (1, ..., Sp),
o qual fornece a medida dos lados de cada m—gon.

E provavel ainda que em p~'(0) existam € e & tais que & = Ad ¢
para algum g € SU(n), onde Ad;¢ = (Adj&,...,Ad;§,), fazemos entdo
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0 quociente
pH(0)/SU(n)

o qual descreve
My =p~1(0)/SU(n), s=(s1,...,5n) €ERT

que ¢ o espago dos m—gons de lados v; de comprimentos fixados s;, vale
ressaltar que M, é uma variedade suave se, e somente se, o vetor de
comprimento s é genérico, ou seja, depende da tomada inicial da variedade S,

dessa forma, podemos ter s genérico ou nao, lembrando que s ¢é dito genérico
se €7(s) =Y _si— Y_ s; # 0 para todo subconjunto I C {1,...,m}. Olhando

iel iele
para p; e po como no paragrafo anterior, estes no espaco M, estao em classes

distintas, isto ¢, [p1] # [pa).

Mencionamos anteriormente que uma vez tomada a variedade & como
em (7.12), estamos fixando o vetor de comprimento s, o qual é dado pela
m—upla s = ($1,...,5m), isto significa que para todo p € S, em particular
peu& S, p=(p1,...,pm) satisfaz ||p;| = s; para todo j, tendo feito
esta observacao, analisaremos agora os quocientes p~*(§)/SU(n)e.

Seja € € su*(n), nosso intuito é estudar o quociente p*(£)/SU(n)e. No
caso £ = 0, SU(n)y = SU(n) e o quociente a ser estudado é p=*(0)/SU(n),
este quociente foi estudado anteriormente, resta-nos agora o caso £ # 0, este
caso dividiremos em duas possibilidades, a primeira levando em consideracao
¢ tendo exatamente n autovalores dois a dois distintos, o que nos fornece
SU(n)e € (T) c SU(n) e a segunda levando em consideragdo ¢ tendo
exatamente 1 < r < n autovalores dois a dois distintos, o que dard SU(n) =
(Gq) C SU(n).

Assim, dependendo da escolha de ¢ € su*(n) podemos facilmente
determinar o estabilizador de &, caso & # 0 temos que SU(n): €
{(T),(Gq4)}, onde o indice d é referente a sequéncia que descreve as
multiplicidades dos autovalores de £. Da Observacao 7.41, sabemos que os
espagos reduzidos p1(€)/SU(n)e sdo subespagos estratificados de Poisson do
quociente S/SU(n), e desde que g é simplético, temos que p~*(§)/SU(n)e sao
subespacos estratificados simpléticos e as suas estratas sao as folhas simpléticas
das estradas de S/SU(n).

Feito esta andlise inicial, olharemos agora para o quociente §/SU(n),

para isto precisamos estudas as érbitas da a¢do coadjunta diagonal de SU(n)
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em S. Esta acao é dada por

Ad*:SUn) xS — S
(9,6) +— Ad;(§) = (Adj &, ..., Ad} &)

denote por (’)? a Orbita coadjunta diagonal de SU(n) por &, sabemos que
(’)? C S, assim OED € S/SU(n). E facil ver que existe & € S tal que Pg(&) # &
para todo g € SU(n), para isso basta tomar qualquer ¢ € S que nao esteja na
6rbita coadjunta diagonal de SU(n) por &, um & que satisfaga essa condigao
pode ser tomado como sendo, por exemplo, § = (&1,...,Ad; &, ..., &) com
g & SU(n)g,, dessa forma podemos facilmente notar que Of < S.

Se as entradas ;’s de  nado sao diagonalizadas pelo mesmo g € SU(n),
entao em (9? nao temos o ponto em que todas as entradas sao da forma
diagonal, isto significa que (95D N Sy = 0, qualquer que seja o subgrupo de
isotropia H, lembrando que as possibilidades para os subgrupos de isotropia
sao T e GG4. Uma informacao a ser acrescentada é que érbitas de um grupo de
Lie conexo sdo conexas, logo (’)gD é conexa.

O intuito é estudar a folheacao simplética do espago de érbitas S/SU(n),
afim de entendermos essa folheacao precisamos primeiramente verificar se a
acgao coadjunta diagonal de SU(n) em S ¢é livre, para obtermos essa informagao
iremos olhar para a variedade S, mais especificamente para as sequéncias (d’)
as quais caracterizam as entradas dos pontos de S.

Sendo S como em (7.12), temos m sequéncias (d’) as quais nos permitem

duas possibilidades:

1. Assequéncias (d7)’s sao todas do mesmo comprimento e diferem por uma
permutacao adequada, dessa forma nao é dificil ver que o grupo Gy é
subgrupo de isotropia da acao, para um j fixado, portanto neste caso a

acao nao é livre.

2. Ao menos uma das sequéncias nao pode ser obtida por uma permutacao
de alguma das demais sequéncias, o que nos garante que a acao neste

caso ¢é livre, isto serd provado a seguir.

Comecamos pela segunda possibilidade. Como uma das sequéncias
nao é permutacao de ao menos uma das demais, logo ou as sequéncias
tem comprimentos distintos ou tem comprimentos iguais mas com termos
diferentes, em qualquer dos casos, considere a variedade

§ = [IFhd],....d})

J=1
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satisfazendo uma dessas condi¢oes. Dai temos o seguinte.

Teorema 7.42 Considere a a¢ao coadjunta diagonal de SU(n) em S, onde
S=TIFe(ds,....d)
j=1

tal que existem ao menos duas sequéncias (d7) e (d¥) tal que uma ndo é
permutacdao da outra. Essa acdo é Poisson e admite mapa momento associado

i dado por
pn:S — suf(n) ~ R

£ — ue =26

(S,7ms,SU(n),n) € um SU(n)—espago Hamiltoniano livre e proprio. Entao
0 € su*(n) é um valor regular de p e S//SU(n) := u='(0)/SU(n) é
uma subvariedade de Poisson de (S/SU(n),WS/SU(n)), e uma vez que T

¢ simplético, Ts//sum) também € simplético e as componentes conezas de

S§//SU(n) sao folhas simpléticas de (S/SU<7”L),7T$/SU(n)>.

Proof. Notamos inicialmente que este resultado nada mais é do que o Teorema
4.32. O primeiro item a ser verificado neste teorema é o fato da agdo coadjunta
diagonal ser uma acdo de Poisson, isto foi provado na Proposicao 4.19,
enquanto que a SU(n)-equivariancia do mapa momento foi provada em (4.13),
e uma vez que SU(n) é um grupo de Lie compacto temos que a agao de SU(n)
em S é propria, portanto temos que (S,7s, SU(n),u) é um SU(n)—espago
Hamiltoniano proéprio.

Afim de provar que a acgao é livre, dentre as sequéncias da variedade S
escolha (d’) e (d*) duas sequéncias tais que uma nio pode ser obtida por uma

permutacao da outra. Dessa forma temos duas possibilidades.
(i) As sequéncias (/) e (d*) tém comprimentos distintos.

(ii) As sequéncias tém o mesmo comprimento r mas existe s € {1,...,r} tal

que d? # d* para todo m.

Suponha por contradicdo que a agao nao é livre, entao existe £ € S tal que
SU(n)e # {1}, isto significa que existe g € SU(n)\ {1} tal que

onde £ = (&1, .-, &, -, &k, - .., &m) em particular,

Adg & =¢&e Adg & = &
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, Sao os

dessa forma, g € SU(n)e, N SU(n),, onde SU(n)e, e SU(n)e

estabilizadores de &; e &, respectivamente, no entanto,
SU(TL)& < (Gdj) e SU(H)fk < (Gdk),

assim sendo, se g € SU(n)¢, entdao g € SU(n) e é diagonal por bloco, da

forma g = diag(a{,...,a{j) onde o bloco a! € U(dl) com s = 1,...,7;.
Como consequéncia da condi¢ao inicial das sequéncias &/ = (d},... ,d{;j) e
d* = (d¥, ... ,dfk) que tomamos, onde nao existe uma permutacao p tal que

p(d?) = d*, segue que a sequéncia das dimensoes dos blocos dos elementos
de SU(n)¢, nao existe em nenhum elemento de SU(n)g,, isto significa que
g ¢ SU(n), e portanto SU(n)e, N SU(n)e, ¢ vazia, gerando assim uma
contradigao, portanto a acao coadjunta diagonal de SU(n) em S é uma agao
livre. Portanto (S,7s, SU(n),u) ¢ um SU(n)—espago Hamiltoniano livre e
proprio. Feito isto, a ultima parte segue do Teorema 4.32. [

Estudaremos agora a primeira possibilidade, na qual a agao ¢ propria
mas nao ¢ livre, devido a isto usaremos estratificacao para compreendermos a
folheagao simplética de S/SU(n).

Para este caso temos
S = H F{C(d{, . ,dﬂ),
j=1

note que neste caso r nao possui o indice j, uma vez que as sequéncias
d’’s dos argumentos das variedades bandeira F%(d}, ..., d}) possuem o mesmo
comprimento, além disso, essas sequéncias diferem por uma permutagao, dessa
forma, dado ¢ € S, o estabilizador de qualquer entrada &; de { pertence
a classe de conjugacao do subgrupo Gg em que Gy = SU(n) N Ey onde
& = (d{, ...,d?), o estabilizador coincidird com Gy se ; estiver na forma
& = idiag()\{ld{, M),

Pelo exposto, vemos que a a¢ao coadjunta diagonal de SU(n) em S nao
é livre, e além disso, os estabilizadores desta agao possuem uma caracteristica
bem determinada, todos estdao na classe de conjugacao de G4 para um j fixado,
esta caracteristica é devida ao mesmo comprimento das sequéncias d’’s e dessas
sequéncias diferirem por uma permutacao, como mencionado anteriormente.

Dados a sequéncia d = (dy, .. .,d,), a qual difere das sequéncias d’’s por
uma permutagao, e o subgrupo de isotropia G4 = SU(n) N Ey4, a subvariedade

com tipo de isotropia G4, denotada por Sg, ¢ expressa por

SGd:{§€S|SU(n)§=Gd},
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isto significa que o subgrupo G fixa todas as entradas §; de £, implicando que
¢ = idiag(M Iy, ..., MI;), onde M. # M se r # s e com a condicdo de que
Mdi+ ...+ XNd, = 0paratodo j = 1,...,m, esta tltima se deve a & € su*(n)
para todo j.

A subvariedade com tipo de 6rbita (G4), Sia,), ¢ dada por

Sy =16 €S| SUM)e € (Ga)},

isto significa que dado & € S(g,), existe g € SU(n) tal que SU(n)e = gGag™",
logo gGag~! estabiliza todas as entradas & de &, como consequéncia da

Proposicao 7.6 temos que
Ad;qf = (AdZ—l fl, “o ,Ad;71 fm) - &]

onde { € Sg,. Note que todos os pontos da érbita coadjunta diagonal de

SU(n) por £ pertencem a subvariedade S(g,), isto é,

O? = Dg (H F%:(dl, .. ,dr)) C S(Gd)
j=1

e ainda, toda orbita (9? com § € 8, contém um ponto § € Sg, como exibido
acima. Notamos que o espago de érbitas S(g,)/SU(n) é formado pelas 6rbitas

(’)?, £ € S, as quais sdo conexas pois SU(n) o é.

Observacao 7.43 Existe uma diferenca sutil entre os espacos de orbita
S/SU(n) e S,)/SU(n), no primeiro podemos pensar nas orbitas diagonais
a partir de um ponto qualquer & de S o qual ndo estd condicionado a uma
diagonalizag¢io de suas entradas pelo mesmo g € SU(n), isto nos diz que a
orbita coadjunta diagonal de SU(n) por & nao necessariamente contém o ponto
que € a diagonalizacao de todas as entradas de &, diferentemente do sequndo
caso, no qual todo ponto de Sia, tem a diagonaliza¢io de suas entradas
efetuada pelo mesmo g € SU(n). E ainda, uma vez que S,y C S segue
que S, /SU(n) C §/SU(n)

No teorema a seguir a variedade S é dada por
S=1IFe(di,.... &)
j=1

onde d{ 4+ ...+ d{;j = n para todo j, § admite uma estrutura de Poisson
produto 7s a qual é nao degenerada. Nesse resultado chegaremos a conclusao

que §/SU(n) é um espago estratificado de Poisson onde as estratas sdo as
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componentes conexas de Siy/SU(n) de tal forma que H é subgrupo de

isotropia da agdo coadjunta diagonal de SU(n) em S.

Teorema 7.44 Considere a agao coadjunta diagonal de SU(n) em S, onde
§ = [IFe(di,....d))
j=1

esta é uma acao Poisson e admite um mapa momento associado i dado por

p:S — sut(n) ~RV!

£ wo =3¢,
=1

Nessas condigoes (S, s, SU(n), u) € um SU(n)—espago Hamiltoniano préprio,
pois p € SU(n)—equivariante. Além disso S/SU(n) é um espaco estratificado
de Poisson em que as estratas sao dadas pelas componentes conexas de
Sty/SU(n), onde H sio subgrupos de isotropia da agdo, e os espagos reduzidos
pwt(€)/SU(n)e sao subespagos estratificados simpléticos cujas estratas sao as
folhas simpléticas das estratas de S/SU(n).

Proof. A prova de que (S,7s,SU(n), 1) ¢ um SU(n)—espago Hamiltoniano
proprio foi feita no Teorema 7.42. Pelos comentérios que antecedem este
resultado, sabemos que a ac¢do coadjunta diagonal de SU(n) em S nao é
livre. Note que o Teorema 4.32 nao se aplica pois neste caso a agao coadjunta
diagonal de SU(n) em S nao é livre mas ainda temos (S, 7s, SU(n), ) um
SU(n)—espago Hamiltoniano préprio. A agdo nao sendo livre significa que o
subgrupo de isotropia nao é o trivial, note que observando a variedade S, a
qual estéd fixada, podemos facilmente determinar um subgrupo de isotropia a
partir da sequéncia (d) das multiplicidades, assim o subgrupo de isotropia é

dado por
H:{QGSU(n)‘g:diag(glv"war)? aj€U<dj)}7 di+--+d.=n

todos os demais subgrupos de isotropia estao na classe de conjugacao de H.
Sabendo quais sdo os subgrupos de isotropia, podemos determinar as
variedades com tipo de isotropia H e a com tipo de 6rbita (H), as quais sao

dadas por:
Sy={XeS|X=(Xy,...,Xpn), X; =idiag(Na,,...,NIa )}

enquanto que a subvariedade com tipo de érbita (H), Sy ¢ formada pelos

-1

pontos { € S tal que para todo j temos SU(n);, = gHg™' para algum
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g € SU(n), ou seja,
-1 o . ] ]
g &g = idiag ()\1]d1, cee )\r[dT> ,

note que se & € Sy, entdo a érbita coadjunta diagonal de SU(n) por ¢ esta

contida em S¢gy e ¢ dada por

J=1

07 =D (HFé(dl,...,dr))

Pelo Teorema 7.12 temos que S é um espago estratificado, cujas estratas
sao as componentes conexas de Sy e as componentes conexa de S(gy/SU(n)
formam uma estratificagdo do espaco S/SU(n), onde H é um subgrupo de
isotropia da ac¢ao, e o Teorema 7.22 nos garante que esta ultima estratificacao
¢ uma estratificacdo de Poisson de (S/SU(n),{-,-}S/SU(n)>. Uma vez que
a estrutura de Poisson s em & é simplética pois ela vem da estrutura
simplética definida em &, podemos aplicar a Observacao 7.41, a qual nos
garante que p'(€)/SU(n)e sdo subespagos estratificados simpléticos e as
estratas de p=(£)/SU(n)e sdo as folhas simpléticas das estratas de S/SU(n).
[ |

Temos que p~(§) C S e desde que € € su*(n), segue que SU(n)¢ € (Ga),
onde d é a sequéncia que descreve as multiplicidades dos autovalores de &, vale
ressaltar que a sequéncia (d) das multiplicidades dos autovalores de £ pode ser
diferente da sequéncia que consta no teorema acima, isso depende da escolha
do nivel £ € su*(n).

Sabemos que p (&) = {£eS|&+--+E&,=¢}, dessa forma,
podemos ver p~1(£) como o espago dos (m + 1)—gons em S de lados de
comprimentos fixados (si,...,Sm,S¢), de tal forma que agora temos uma
sequéncia de comprimentos com m + 1 entradas com a ultima entrada
determinada a partir da escolha do nivel £, ou seja, s¢ = [|£]].

Para o nivel zero, u=1(0) C S, temos que SU(n)y = SU(n), caso a
variedade S satisfaga a condigao do vetor de comprimento s = (sq,. .., S,,) ser

genérico, ou seja,

er(s)=>si—> s #0, I C{l,...,m}

iel iel€

teremos que a variedade quociente p~1(0)/SU(n) é suave e descreve o espago

de poligonos de m lados de comprimento fixado.
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7.3.1
Espaco de moduli de poligonos para SU(2) e SU(n)

No Exemplo 7.27 estudamos a agdo coadjunta diagonal de SU(2) na

variedade obtida pelo produto de m érbitas coadjuntas, S = H S|2/\j|, nesse
j=1
estudo analisamos as drbitas da acao coadjunta diagonal, vimos que a agao

nao ¢ livre mas é prépria devido SU(2) ser um grupo compacto, pelo o que
foi estudado chegamos a conclusao de que todos os subgrupos de isotropia da

acao estao na classe de conjugacao de T, onde
T ={g € SU(2) | g =diag(a, @), a € U(1)}, (7.13)

lembrando ainda que o mapa momento associado a esta acao é denotado por
@ e sua expressao estd fornecida em (7.6). Pelo o que foi mostrado na Secao
7.3, podemos facilmente concluir que (S,ns, SU(2), 1) é um SU(2)—espago
Hamiltoniano préprio, desta forma, o Teorema 7.44 garante que S/SU(2) é um
espaco estratificado de Poisson onde as estratas sao dadas pelas componentes
conexas ¢ (S(T) /SU (2)), além disto, os espagos reduzidos p~*(§)/SU(2), sdo
subespacos estratificados simpléticos cujas estratas sao as folhas simpléticas
das estratas de §/SU(2). Em particular, 1~'(0)/SU(2), que é o espago de
moduli de poligonos de m—lados.

Agora para o caso SU(n), este foi abordado na Secao 7.3, onde foi
estudado a acdo de SU(n) em & = ﬁ FL(d], ... ,df,j), o estudo foi feito em

j=1
duas situagoes possiveis, uma em que a agao € livre e prépria e outra em que

a acao ¢ apenas propria.

Para a primeira situagdo, em que a acao é livre e prépria, o
Teorema 7.42 nos fornece que p~'(0)/SU(n) ¢ uma subvariedade de
Poisson de (S/SU (n),wS/SU(n)> e como S é uma variedade simplética,
segue pu1(0)/SU(n) também é simplética e as componentes conexas
c(p=t(0)/SU(n)) sdo folhas simpléticas de (S/SU(H),WS/SU(n)), lembrando
que 1(0)/SU(n) é o espago de moduli de poligonos de m lados fixados.

Para a segunda situacao em que a acao é apenas propria, o Teorema
7.44 nos fornece a informagao de que os espagos reduzidos p~1(€)/SU(n)e sao

subespacos estratificados simpléticos cujas estratas sao folhas simpléticas das

estratas de S/SU(n).
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7.4
m
Subvariedades especiais de M = [ su*(n)
j=1
Na segdo 6.4 iniciamos o estudo da acao de SU(n) em M, estudamos
as Orbitas da agdo coadjunta diagonal de SU(n). Agora faremos uso de
estratificagdo para estudarmos o quociente M/SU(n) e posteriormente iremos
decompor M em uma uniao de dois tipos de subvariedades especiais as quais
estao relacionadas com a ac¢ao de SU(n) ser ou nao livre.
A variedade M esta equipada com a estrutura de Poisson produto, pelo
Teorema 7.12 sabemos que podemos escrever M como uma uniao disjunta de
subvariedades com tipo de 6rbita (G4) onde Gy é um subgrupo de isotropia da

agao coadjunta diagonal de SU(n) em M, ou seja, G4 é dado por
Gy={9 € SU(n) | g =diag(as,...,a,), a; € U(d;)},

d= (dy,...,d.), di + -+ d. = n. Aqui estamos deixando de mencionar o
subgrupo H, pois consideramos que G4 engloba o caso em que o subgrupo é
H, bastando para isto tomar a sequéncia d = (1,...,1). Pelo o que abordamos
anteriormente, sabemos que G4 estabiliza pontos de M os quais possuem todas

as entradas da forma

E= (&, &), & =idiag (Mg, ..., Ny, ), V) (7.14)

ou seja, (G4 estabiliza pontos em que todas as entradas sao diagonais por blocos
e tenham exatamente r autovalores distintos e que os autovalores tenham
multiplicidades iguais a dy, ..., d,, respectivamente.

Note que a partir da sequéncia (d) podemos obter alguns pontos de
M que estao relacionados com esta sequéncia, esses pontos sao aqueles que
tem as multiplicidades dos autovalores de suas entradas descrita por essa
sequéncia, dessa forma, todos os pontos de M que estdo na mesma Orbita
coadjunta diagonal de SU(n) que passam por pontos da forma dada em
(7.14) satisfazem essa relacdo com a sequéncia (d), ou seja, eles possuem as
mesmas multiplicidades de autovalores. Sabemos que a subvariedade com tipo
de érbita (Gy) é formada exatamente por todos os pontos que estao nas érbitas
coadjuntas diagonais de SU(n) que passam pelos pontos de Mg,, ou seja, se
¢ € Mg,), entao existe g € SU(n) tal que g§'g~' = € com £ € Mg,, dessa
forma se denotarmos (9? a orbita coadjunta diagonal de SU(n) por £ teremos
que O? C Mg,.

Quanto aos subgrupos de isotropia, os subgrupos Gy sao caracterizados

pelas sequéncias das multiplicidades dos autovalores, essas sequéncias podem
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ser de diversos tipos, inclusive pode ser da forma (1,...,1) o que nos fornece
que nesse caso Gy é o toro em SU(n). Note ainda que os pontos de M nos quais
a acao é livre podem ser recuperados pelo subgrupo trivial, este subgrupo é

aquele que contém apenas o elemento identidade. Portanto podemos escrever

m
M = Hsu*(n) = U M(Gd)>
J=1 (Ga)
vale ressaltar que esta é uma unido disjunta.
O nosso intuito é estudar o quociente M/SU(n), este quociente de
acordo com a Proposicao 8.3 é Hausdorff, e possui uma estrutura de variedade
estratificada, lembrando que sendo a acdo nao livre, temos as seguintes

estratificagoes

M= U e(Man) e MISU@) = U e(Meo/SU )

onde ¢(X) denota a componente conexa de X. Note que dependendo do
subgrupo de isotropia G4, podemos descrever os pontos de Mg,), ou seja,
sendo Gy o subgrupo teremos que cada ponto de Mg, pertence a alguma
orbita do tipo
07 =D; (ﬁIF{C(dl,...,dr)> :
j=1

para algum ¢ da forma dada em (7.14).

Para G4 = {I} temos que se { € Mg,, entdo existe X € M de tal

forma que £ € OF, em particular, todos os pontos de OF pertencem a Mg,

uma vez que OF C M, = Mg, para G, = {I}, esse X ndo ¢ qualquer,

X possui a seguinte caracterfstica: E uma m—upla X = (X1,...,X,n) onde

X; = i diag( NI FEREEE )\Z;j I, ) de tal forma que dentre as sequéncias (d’) que
v

descrevem a multiplicidade dos autovalores de cada entrada, exista uma que
nao é a permutacao de pelo menos uma das demais sequéncias, ou seja, a agao
nio é livre em X. Note que se £ € OF entdo os autovalores de & e X; sao
iguais e possuem as mesmas multiplicidades, logo existe g € SU(n) tal que

g-X; =&, para todo j, onde a agao ¢ a coadjunta diagonal, ou seja,
OP = 0% = Dy (HE{: (d{,...,dg;j)) .
j=1

A partir desta andlise concluimos que o estudo da estratificacdo da variedade

S = H F{é(d{, . ,d{;j) ¢ suficiente para o estudo da estratificacao de M =
j=1
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m
Hsu*(n), assim sendo, considere a variedade M, dado X € M temos
j=1

X = (Xy,...,X,,) com X; € su*(n), sabemos que X; tem no méaximo
n autovalores distintos, suponha sem perda de generalidade que X; tenha
exatamente r; < mn autovalores distintos com multiplicidades dada pela

) T

sequéncia & = (d},...,dl), isto significa que X; € Fc(d{,...,dij) 0 que
nos garante que X € § = H F{é(d{, e ,d{;j), dessa forma, para qualquer
j=1

X € M existe uma subvariedade & de M, tal que X € S e portanto podemos
escrever M como uma uniao disjunta das subvariedades S, pois se temos duas
subvariedades &7 e Sy distintas, entao elas ndo tem pontos em comum. Iremos
classificar as subvariedades S de acordo com a sequéncia (d’), da seguinte

forma:

e Dizemos que S é do tipo F se entre as sequéncias (d’) de todas as
entradas existir ao menos uma que nao ¢ a permutacao de ao menos
uma das demais sequéncias. As subvariedades S do tipo F' englobam
todas as subvariedades que possuam sequéncias de mesmo comprimento
mas com pelo menos uma dessas sequéncias nao sendo permutacgao de ao
menos uma das demais sequéncias e aquelas subvariedades que possuam
sequéncias de comprimentos distintos, em qualquer dos casos temos

S = HF{C(d{,...,dJ_).

Tj
J=1

e Dizemos que S ¢é do tipo P se as sequéncias (&) de todas as entradas

diferem por uma permutacao, neste caso temos

S=T[FL(d,... &),

—

1

J

ou seja, todas as sequéncias possuem o mesmo comprimento.

Note que por essa classificagao existem apenas dois tipos de subvariedades S,
as de tipo F' e de tipo P, a classificacao foi feita com base na ac¢ao coadjunta
diagonal de SU(n) em pontos de S do tipo F ser propria e livre enquanto que
nos pontos de § do tipo P garantimos apenas que a a¢ao é propria.

O grupo de Lie SU(n) é conexo, logo as subvariedades S sao todas

conexas. Temos ainda que M pode ser escrita como

M= ¢(Mg,)
(Ga)
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onde G4 é subgrupo de isotropia para a acao. As subvariedades S do tipo P e
do tipo F' sempre intersectam alguma componente conexa c(Mq,)) € ¢(Mp)),
respectivamente, existe a intersecao mas nao necessariamente a inclusao, isto
é o que sera abordado nos préximos dois paragrafos.

Seja S uma subvariedade do tipo P, a qual denotaremos por Sp, entao
existe uma sequéncia (d) que descreve, a menos de uma permutacao adequada
para cada ponto, as multiplicidades de todas as entradas dos pontos dessa
subvariedade e essa sequéncia também nos fornece um subgrupo de SU(n) que
é subgrupo de isotropia para a a¢do, mais precisamente o subgrupo G4, assim,
existe uma componente conexa de Mg,) que contém pontos de Sp, seja § um

desses pontos, temos que O? C ¢(M,)) NSp, onde

OP = D, (H F{é(dl,...,d,,)) C [IFi(di,...,d) =Sp
j=1

j=1
aqui garantimos a interse¢ao de alguns pontos, no entanto, se £ = (&1,...,&n)
¢ o ponto mencionado acima, temos que &' = (&1, ..., Ad &, ..., §n) € Sp mas
este ponto nao pertence a componente conexa mencionada acima desde que
g ¢ SU(n)g,, isto nos garante que a interse¢do ocorre mas a igualdade nao.

Vamos agora esclarecer a intersecao das variedades S do tipo F', a qual
denotaremos por Sp, com as componentes conexas c(M()). Para qualquer
§ € Sp temos que SU(n)e = {I}, isto significa que & € My, seja c(Mp)
a componente conexa de M) que contém &, exibimos assim a intersecao
mencionada. A variedade Sr é conexa, podemos assim facilmente concluir que
Sr C M(p.

Portanto, podemos escrever M da seguinte forma

M = (Usp)J (UsSp)

Assim, para estudar a agdo de SU(n) em M, podemos restringir a acao para
cada subvariedade S do tipo F' ou do tipo P, e esses casos foram estudados

exatamente nos Teoremas 7.42 e 7.44, respectivamente.

7.5
Retornando aos exemplos
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7.5.1
Folha simplética da estrata c (su*(Z)(T)/SU(Z))

Nesse exemplo temos SU(2) agindo em su*(2) pela agao coadjunta, neste

caso a distribuicao generalizada Agm) ¢ dada por

sue) = fadx & | X € su(2), § € su(2)}

sabemos que as folhas do dual de uma &algebra de Lie coincidem com as
orbitas coadjuntas, resultado este que foi provado no Teorema 4.17, portanto,
se p € su*(2) /Ay entdo existe £ € su”(2) tal que p = O, onde O ¢ a érbita

coadjunta de SU(2) por &, mais precisamente,
p~TFc(1,1) ~ CP' ~ S|2)\|,

onde \ é o autovalor de £&. O mapa momento 6timo é uma aplicacao definida
em
J ﬁu*(2) — ﬁu* (2)/A,SU(2)

note que para todo p € su*(2)/Ay;,) temos que SU(2), = SU(2) pois a agdo
¢ a coadjunta e a orbita coadjunta coincide com a folha simplética, assim,
SU2)-p=0,=p € su’(2)/Agy), dessa forma as condigdes da Observacao

7.39 estao sendo satisfeitas e portanto o quociente
M, = Mo, = J1(0,)/5U(2) = J () /SU(2)

tem uma estrutura simplética. O Teorema 7.40 mostra que o espago reduzido
(J71(p),w,) é folha simplética da estrata S|2Am\ =c (511* (2)(H)/SU(2)) passando

por [m] em que p = J(m) e A, é autovalor de m.

7.5.2
Folha simplética da estrata ¢ (5u*(n)(gdj)/SU(n))

Nesses exemplos temos SU(n) agindo em su*(n) pela agdo coadjunta,

nesses casos
sum = 1adx & | X € su(n), £ € su™(n)}

sabemos que as folhas do dual de uma algebra de Lie coincidem com as
6rbitas coadjuntas, portanto, se p € su*(n)/Agy, entdo existe §{ € su*(n)
tal que p = O, onde O¢ é a oOrbita coadjunta de SU(n) que passa por &,
mais precisamente, p ~ F¢(dy,...,d,), onde d; + --- + d, = n e a sequéncia

d = (di,...,d,) descreve as multiplicidades dos r autovalores de £&. O mapa
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momento 6timo é uma aplicagdo definida em
J: ﬁu* (n) — 5u* (n)/A{SvU(n)

assim como no caso de SU(2), para todo p € su*(n)/Ay, temos que
SU(n), = SU(n) pois a acdo é a coadjunta e a drbita coadjunta coincide
com a folha simplética, assim, SU(n) - p = O, = p € su*(n)/Agy,), dessa
forma as condicoes da Observacao 7.39 estao sendo satisfeitas e portanto o
quociente

M, = Mo, := J~1(0,)/SU(n) = J~}(p)/SU(n)

tem uma estrutura simplética. O Teorema 7.40 mostra que o espago reduzido

(J7(p),w,) é folha simplética da estrata
Fe(d),...,d]) = c(suw'(n),,)/SUM)), & =(di,... d,)

passando por [m| em que p = J(m) e & = (d{,...,d{;j) descreve as

multiplicidades dos autovalores de m.
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Anexo

Reservamos este capitulo para enunciar resultados que sao utilizados
nesta tese e demonstrar alguns deles. Dentre os resultados apresentados temos
aquele que fornece condi¢oes para que o quociente G/K seja um grupo de
Lie, sendo G um grupo de Lie e K um subgrupo. Em seguida abordamos a
respeito da forma de Killing e damos uma atencao especial aos grupos de Lie
semisimples, fornecemos alguns exemplos de grupos de Lie que sdo semisimples
com suas respectivas forma de Killing, e finalmente chegamos em um dos
principais objetivos deste capitulo, que é concluir de que para grupos de Lie

semisimples as representagoes adjunta e coadjunta podem ser identificadas.

Proposicao 8.1 Seja K um subgrupo de Lie fechado de um grupo de Lie G.
Entao,

1. A acgdo a direita G x K — G € livre e prépria.

2. O espago de orbitas G/K tem uma unica estrutura suave tal que a

aplicagao quociente m: G — G /K € sobrejetiva. Além disso,

dim(G/K) = dim(G) — dim(K).

Se K ¢é subgrupo normal de G, entdao o quociente é um grupo com

multiplicacao definida por

[91][92] = (91 K)(92K) = 9192 KK

Neste caso podemos perguntar se G/K é um grupo de Lie. Se K é fechado,
sabemos que G/ K é uma variedade suave e que a aplicagdo quociente é suave.

De fato temos o seguinte resultado:

Proposicao 8.2 Se K ¢é um subgrupo normal fechado de um grupo de Lie
G, entao G/K é um grupo de Lie e a aplicacao quociente G — G/K ¢é um

homomorfismo de grupos de Lie.

Para mais detalhes destes resultados o prezado leitor pode consultar [23],
Proposicoes 5.123 e 5.124
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Um outro resultado que diz a respeito do espago de orbitas quando a

acao do grupo ¢ uma acao propria é o seguinte

Proposicao 8.3 Se um grupo de Lie age continuamente e propriamente em

uma variedade, entao o espago de orbitas é Hausdorff.

Este resultado estd demonstrado em [14] na pagina 543.

8.1
Algebras de Lie e a forma de Killing

Definicao 8.4 Uma dlgebra de Lie g é chamada

o Simples, se ndo ¢ abeliana e ndo contém ideal ndo trivial.
e Semisimples, se ndo contém ideal abeliano nao nulo.
o Soliwvel se para algum n, o subespaco g™, definido recursivamente por
gt =[gW,g"] e g = g, satisfaz g™ = {0}.
e Nilpotente se para algum n, o subespagco g(n), definido recursivamente por
9(e+1) = 8,90 € 80) = 9, satisfaz gn) = 0.
Um grupo de Lie G é chamado simples, semisimples, solivel ou nilpotente

se a sua dlgebra de Lie é simples, semisimples, solivel ou mnilpotente

respectivamente.

Defini¢ao 8.5 (Forma de Killing) A forma de Killing de uma dlgebra de Lie

de dimensao finita g € a forma bilinear
kE:gxg—R, k(X,Y):=tr(adx ady).

Observacao 8.6 A forma de Killing € bilinear, de fato, note primeiramente

que para X,Y, Z,W € g temos que

adx yadz W = adx.y[Z, W]
= [X+Y, [Z W]
= [X,[Z, W]+ [Y,[Z,W]] bilinearidade do [-,-]
= adyxadz; W +adyad; W

dessa forma,

E(X+Y,Z) = tr(adxyyady)
= tr(adx adz +ady ady)
= tr(adyady) + tr(ady adz), pois tr(A+ B) =trA+trB
= k(X,Z)+k(Y,Z)

analogamente faz-se para a sequnda entrada, mostrando assim que k € bilinear.
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O resultado a seguir apresenta duas propriedades a respeito da
representacao adjunta Ad e da aplicacao linear ad, as quais usaremos mais

a frente.

Proposicao 8.7 Sejam G um grupo de Lie e g a sua dlgebra de Lie. Temos

que para todo X,Y € g e g € G ocorre
1. Adg adX Adgfl = adAng
2. ad[X’y] = adX ady — ady adX

Proof. Fixando Y € g, temos

Adjadx Ady— Y = Ady[X,Ad,1Y] pois ady Y = [X,Y]
[Ad, X,AdyAd,-1 Y] Proposigao 2.18
[Ady X, Y] Proposicao 2.18
= adag, x Y

provando assim 1. Agora fixando Z € g, temos

(aandy—adyadX)(Z) = aandyZ—adyadXZ
= adx[Y,Z] —ady[X,Z] pois adyY = [X,Y]

= —[Z,[X,Y]] id. Jacobi para [-, -]
= [[X,Y],Z] antissimetria de [-, ]
= ad[Xy] A4

provando assim 2. [ |

Proposicao 8.8 Seja g uma dlgebra de Lie, seja a um ideal em g e sejam kg

e kq as respectivas formas de Killing. Entao VX,Y € a vale
ko(X,Y) = k(X,Y)

Proof. Para mostrar este resultado usaremos o seguinte resultado:
Se W C V € um subespago, onde V' tem dimensdo finita e T :V — V
um endomorfismo tal que T (V) C W, entao tr(T) = tr(T|w).

Dessa forma, sejam X,Y € a, logo
ad X ady g—9
¢ um endomorfismo tal que

(adX ady) (g) Ca
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e pelo resultado mencionado temos que:

ky(X,Y) = tr(adx ady) = tr((adx ady)|s) = tr(adx |[sady |q) = kq(X,Y)

Proposicao 8.9 Seja k a forma de Killing de g com nicleo
ker(k) ={X € g| k(X,Y)=0, VY € g}.
Entao ker(k) é um ideal de g.

Proof. Seja X € ker(k) e Y € g, precisamos mostrar que [ X, Y] € ker(k), para

isto, note que

E((X,Y],Z) = —k([Y,X],Z) para qualquer Z € g
= —k(ady X,Z) pois ady X = [Y, X]
= k(X,ady Z) por (8.2)
=0 pois X € ker(k)

portanto [X, Y] € ker(k), logo ker(k) é um ideal de g. [
Para demonstrar a tultima parte da Proposicao 8.14, precisaremos
de alguns resultados, os quais apenas enunciaremos, para melhores

esclarecimentos a respeito deste, o prezado leitor pode consultar [19], pdgina

247.

Proposicao 8.10 Todo ideal solivel nao nulo contém um ideal Abeliano ndo

nulo.

Proposicao 8.11 Uma dlgebra de Lie é semisimples se, e somente se, nao

tem ideais soliveis nao nulos.
Observacao 8.12 [deais de g sao em particular dalgebras de Lie.

Proposicao 8.13 (Primeiro critério de Cartan) Uma dlgebra de Lie g é

solivel se, e somente se, k(g,gM) = 0.

Tendo enunciado esses resultados, podemos agora provar algumas

propriedades da forma de Killing.

Proposicao 8.14 (Propriedades da forma de Killing) Seja G um grupo
de Lie e seja g a dlgebra de Lie de G. A forma de Killing k de g é simétrica,

Ad —invariante,

k(Ad, X,Ad, Y) = k(X,Y) (8.1)
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e satisfaz

k(adz X,Y) + k(X,adzY) =0. (8.2)
E ndo degenerada se, e somente se, g (e consequentemente G) € semisimples.

Esta dltima é conhecida como Segundo Critério de Cartan.

Proof. Claramente a forma de Killing é simétrica, pois
/{Z(X, Y) = tl"(adx ady) = tr(ady adx) = k(x X)

Mostremos agora que k é Ad —invariante

E(X,Y) = tr(adxady)
tr(Adgyadx ady Adg-1) pois tr(AB) = tr(BA)
tr(Adgadx Ad,-1 Adgady Ady-1)
tr(adad, x adaq,v) item 1 do Lema 8.7
= k(Ad, X,Ad,Y) defini¢ao de k

portanto k é Ad —invariante. Mostremos agora que
k(adz X,Y) + k(X,adzY) =0

kladz X,Y) = k([Z,X],Y) pois adz X = [Z, X]
= tr(adjz x) ady) defini¢ao de k
= tr((adzadx —adx ady)ady) item 2 do Lema 8.7
= tr(adzadx ady —adx adz ady)
= tr(ady ady ady —adyadzady) pois tr(AB) = tr(BA)
= tr(—ady(adzady —ady ady))
= —tr(adxadizy)) item 2 do Lema 8.7

= —k(X,[Z,Y)])

—k(X,adzY)
portanto

]{?(adz X, Y) + l{?(X, adz Y) =0

Vamos agora provar a ultima parte, k é nao degenerada se, e somente se, g é

semisimples.
Defina
g- = {X € g] k(X,g) =0},

vamos mostrar que todo ideal abeliano I de g esta contido em g*. Sejam X € I

e Y € g, para mostrarmos que X € gt (I C gt), basta mostrar que

I{J(X, Y) = tr(adX,ady) = 0.
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Para isto, seja Z € g, assim
(adx ady)” (2) = [X, [V, [X, [Y. Z]]]]

note que devido X € I, temos que [X,[Y,Z]] € I e logo [Y,[X,[Y,Z]]] € I,

como [ ¢ abeliano, segue que
X[V X Y, 2]l =0

dessa forma adx ady ¢ nilpotente e portanto seu traco é zero. Assim I C g*.
Dessa forma se k é nao-degenerada temos que g= = {0}, e portanto g nao
contém ideal abeliano nao nulo, logo g é semisimples.

Reciprocamente, assuma que g ¢ semisimples, pela Proposicao 8.9,
temos que gt é um ideal de g. Isto implica que a forma de Killing (da
dlgebra de Lie) de gt é a restricio a gt da forma de Killing de g e é
consequentemente trivial. Agora, o primeiro critério de Cartan (proposigao
8.13), (que diz que k(gt, [gt,gt]) = 0 & gt é soltivel) afirma que gt é um
ideal soltivel em g. Consequentemente, se g+ fosse ndo nulo, pela proposicio
8.10 conteria um ideal Abeliano nao nulo, o que nao ocorre pois g é semisimples.

Portanto, gt = {0}, logo k é ndo degenerada. [

Observagao 8.15 As dlgebras de Lie cldssicas, tais como sl(n), su(n), sp(n),

s0(n) sao semisimples.
Observacao 8.16 Para cada grupo de Lie classico semisimples, existe um
fator ¢ > 0 tal que

E(X,Y) = ctr(XY), para todo X,Y € g

e Para sl(n) esu(n), n > 2, o fator é c = 2n.
e Para so(n), n >3, o fator é c=n — 2.
e Para sp(n), n>1, o fator é c =2(n+1).
Observacgao 8.17 No caso de grupos de Lie cldssicos, como SO(n) e SU(n),

temos que:
Ad, X =gXg'e Ady € —ggonde X cgelcg

temos assim que as orbitas adjunta e coadjunta coincidem.

Observagao 8.18 Portanto, se G é um grupo de Lie semisimples, ou seja, g
¢ uma dlgebra de Lie semisimples, temos que a sua forma de killing k € nao

degenerada, sendo assim, ela define um isomorfismo entre g e g*.
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Como consequéncia temos o seguinte resultado.

Observacao 8.19 Se G é um grupo de Lie semisimples, a forma de Killing
¢ nao degenerada e induz um isomorfismo linear F : g — g* definido por
(F(X),Y)=k(X,Y) para todo X,Y € g. A Ad —invariancia implica que

FoAd, = Ad; oF

para todo g € G. Assim F' é um isomorfismo das representacoes Ad e Ad* de
G. Como uma consequéncia, para grupos de Lie semisimples, as representacoes

adjunta e coadjunta podem ser identificadas.
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A

Notacoes

Aqui listamos algumas notagoes usadas ao decorrer do texto.

X*(M) campos multivetoriais de grau k
QF(M) formas diferenciais de grau k

Lx derivada de Lie de formas ou campos multivetoriais ao longo de um

campo vetorial X

ixw produto interior de formas diferenciais por um campo vetorial X
X}, campo vetorial Hamiltoniano da funcao h

{f, g} colchete de Poisson das fungoes f e g

[X, Y] colchete de Lie dos campos vetoriais X e Y

g* dual da algebra de Lie g

Fc(dy, ..., d,) variedade bandeira complexa

Ad”* acao coadjunta diagonal

OED orbita coadjunta diagonal por &

C>®(M) fungdes suaves em M
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