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Resumo

Sobrinho Crispim, Camila; Diaz, L.J.. Dindmicas minimais em
conjuntos de Cantor e diagramas de Bratteli. Rio de Janeiro,
2021. 184p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Um diagrama de Bratteli 28 é um objeto combinatorio representado por
um grafo dividido em infinitos niveis, cada um com nimero finito de vértices e
de arestas entre vértices de niveis consecutivos. Além disso, todo vértice possui
ligagdo com vértices dos niveis precedente e sucessor.

Estudamos, do ponto de vista topolégico, o espaco dos caminhos infinitos
formados pelas arestas de um diagrama de Bratteli, denotado por Xy.
Estabelecemos uma relagao de equivaléncia neste espago, denominada AF.
Quando é possivel definir uma ordem parcial em Xy o diagrama ¢ dito ordenado;
neste caso, definimos um homeomorfismo em Xy denominado de fungao de
Bratteli-Vershik. Consideramos sistemas dindmicos minimais definidos em
conjuntos de Cantor e associamos a estes diagramas de Bratteli ordenados.

Um exemplo paradigmatico de um conjunto de Cantor é o espaco das
sequéncias infinitas formadas por 0's e 1’s, munido de uma métrica apropriada.
Neste espaco sao definidas as fungoes odometro. Definimos a relacao de
equivaléncia orbital, na qual duas sequéncias sao equivalentes se estao na mesma
6rbita do odometro, e a relacao de equivaléncia de caudas, onde duas sequéncias
sao equivalentes se a partir de alguma entrada elas sao iguais. Estudamos como
estas duas relagoes estao relacionadas. Provamos que o odometro diddico é um
homeomorfismo minimal definido em um conjunto de Cantor e, portanto, pode
ser associado a um diagrama de Bratteli ordenado.

Uma relagao de equivaléncia é dita étale quando admite uma topologia
gerada por uma ac¢ao local. Dois exemplos sao as relagoes AF e orbital. Dada
uma relacao de equivaléncia étale R em um espaco X, definimos um invariante
algébrico D(X, R). Construimos o grupo de dimensao de um diagrama de
Bratteli. Provamos, entao, que dado um diagrama de Bratteli 8, seu grupo de
dimensao é isomorfo a D(Xg, Ry), onde Ry é relagdo AF de ®B. Finalmente,
estudamos sob quais condig¢oes um grupo abeliano ordenado é o grupo de
dimensao de um diagrama de Bratteli.

Esta dissertacao é baseada no livro de Ian F. Putnam ”Cantor minimal
systems”, publicado em University Lecture Series, 70. American Mathematical
Society, Providence, RI, 2018. [6]

Palavras-chave
Conjunto de Cantor; Diagrama de Bratteli; Equivaléncia orbital; Grupo

abeliano ordenado; Minimalidade; Odometro.
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Abstract

Sobrinho Crispim, Camila; Diaz, L.J. (Advisor). Minimal dynam-
ics on Cantor sets and Bratteli diagrams. Rio de Janeiro, 2021.
184p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica, Pon-
tificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

A Bratteli diagram B is a combinatorial object represented by a graph
divided into infinite levels, each level with a finite number of vertices and edges
between vertices of consecutive levels. Moreover, every vertex is connected to
vertices of the preceding and successor levels.

We study, from a topological point of view, the space of infinite paths
formed by the edges of a Bratteli diagram, denoted by Xy. We establish an
equivalence relation on this space, called the AF relation. When it is possible
to define a partial order in Xy the Bratteli diagram is called ordered; in this
case, we define a homeomorphism on Xy called the Bratteli-Vershik function.
We consider minimal dynamic systems defined on Cantor sets and associate to
these systems ordered Bratteli diagrams.

A paradigmatic example of a Cantor set is the space of the infinite
sequences formed by 0's and 1's, equipped with an appropriate metric. In this
space, are defined the odometer functions. We define the orbital equivalence
relation, in which two elements of the Cantor set are equivalent if they are in
the same orbit of the odometer, and the tail equivalence relation, where two
sequences are equivalents if they differ in only finitely many entries. We study
how these equivalence relations are related. We prove that the dyadic odometer
is a minimal homeomorphism and, therefore, it can be associated to a ordered
Bratteli diagram.

An equivalence relation is called étale if it admits a topology generated
by a local action. Two examples are the AF equivalence relation and the orbital
equivalence relation above. Given an étale equivalence relation R on a space X,
we define an algebraic invariant D(X, R). We construct the dimension group
of a Bratteli diagram. Then, we prove that given a Bratteli diagram ‘B, its
dimension group is isomorphic to D(Xg, Ry), where Ry is the AF equivalence
relation of 2B. Finally, we study under which conditions an ordered abelian
group is the dimension group for some Bratteli diagram.

This master thesis is based on the book by Ian F. Putnam ”Cantor minimal
systems”, published in University Lecture Series, 70. American Mathematical
Society, Providence, RI, 2018. [6]

Keywords
Abelian ordered group; Bratteli diagram; Cantor set; Minimality;

odometer.
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1
Introducao

1.1
Introducao

Na teoria dos sistemas dindmicos um dos objetos centrais de estudo é
o comportamento das 6rbitas. Isto é, dados um espago métrico (X,d), um
homeomorfismo ¢ : X — X e um ponto x de X, estudamos como se comporta

o conjunto
Oy(z) :==A{¢"(x) | n € Z},

denominado de 6rbita de z por . Associada a fungao ¢ : X — X definimos a
relacao de equivaléncia orbital, denotada por R, onde x,y € X sdo equivalentes
se, e 86 se, existe n € Z tal que y = ¢"(x). A classe de equivaléncia de um
ponto z na relagao orbital ¢ o conjunto O, (z).

O homeomorfismo ¢ : X — X ¢é dito minimal se para todo x € X o
conjunto O,(x) é denso. Baseado nesta definicao, dizemos que uma relagao
de equivaléncia definida no conjunto X é minimal se todas suas classes de
equivaléncia sdo densas. Dessa forma, a funcao ¢ é minimal se e somente se a
relacao R, ¢ minimal.

Um exemplo muito simples de fungdo minimal é a rotagao no circulo
St:={e* | 0<0<2r},
por um angulo irracional «, definida por

27ri0) 627ri(9+a) )

Pale

. 62771'(9+2a)
62771'(9+a)

627719

Figura 1.1: Uma rotacao em S!
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Capitulo 1. Introducio 12

Como na rotacgao deslocamos sempre o mesmo angulo, observamos que as
rotagoes no circulo sao isometrias.

O foco desta dissertacao ¢ estudar sistemas dindmicos (X, ¢) tais que X
¢ um conjunto de Cantor e a fung¢ao ¢ é um homeomorfismo minimal.

Um conjunto de Cantor é um espago métrico compacto, totalmente
desconexo e sem pontos isolados. Veremos que todos os conjunto de Cantor sao
homeomorfos.

A partir de agora, consideraremos que X é um conjunto de Cantor e
¢ : X — X um homeomorfismo. Veremos, em primeiro lugar, a maioria
dos conceitos apresentados nesta dissertagao para o exemplo mais simples e
paradigmético de dindmicas minimais em um conjunto Cantor, que generaliza

as rotagoes irracionais: a funcao odémetro diadico.

1.1.1
O odometro diadico e diagrama de Bratteli

Considere o espaco das sequéncias infinitas formadas por 0's e 1’s,
denotado por {0, 1}. Denotamos um elemento de {0, 1} por x = (z125...) =
(n)n>1, onde z; € {0,1} para todoi > 1. Em particular, denotamos 0 = (00. . .)

e1l=(11...). Consideramos para {0, 1} a métrica

17 S€ Ty 7£ Y1,
d(x,y) = {

inf{2™" | n > 1,2; =y;, paratodo 1 <i<n}, sex; =uy.

Desta forma, o espago métrico ({0, 1}, d) é um conjunto de Cantor.

O odometro diddico é a funcao definida por:
{0, 11N = {0, 1}, &(x) =x+ (1000...),

precisamos definir o que é somar o elemento (1000. .. ) a um elemento de {0, 1}".
Primeiro, definimos que
1+ (1000...)=0.

Agora, considere x = (z125...) # 1, existe n minimo tal que z,, = 0, definimos,
entao,
x + (1000...) = (00...01Zp 1 Znis ... ).

Repare que, assim como nas rotagoes irracionais, no odometro estamos sempre
transladando um mesmo valor, portanto, o odémetro também é uma isometria.

Provamos que o oddémetro ¢ um homeomorfismo e que a relacao de
equivaléncia R¢ ¢ minimal. Portanto o odémetro diadico ¢ um homeomorfismo

minimal definido em um conjunto de Cantor.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912782/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912782/CA

Capitulo 1. Introducio 13

Vo

x1,1

Ey
1
E2 x1,2
Vs
E3 T1,3
Vs

T1.4

E,

Va

Figura 1.2: Grafo infinito 8.

Considere o grafo infinito apresentado na Figura 1.2, este diagrama é
um caso particular de diagrama de Bratteli. Note que 8 estd dividido em
infinitos niveis de vértices {V,,},>0, onde V,, = {v,} e de arestas {E,},>1, onde
E, = {xon, 1} Repare, também, que ndo ha nenhum vértice que nio receba
uma aresta. Assim, existem ”caminhos infinitos” formados pelas arestas do
grafo. Denotamos o espaco de todos os caminhos infinitos formado pelas arestas
de B por Xy e um elemento de Xo por x = (2;);>1, onde z; € {xo;, T1,;}
para todo 7 > 1. O espago Xy é compacto quando considerada uma métrica
apropriada. Repare que como ha uma escolha diadica para as entradas do
caminho, o espaco Xp é o mesmo que {0, 1},

Definimos uma relagao de equivaléncia em Xg, denominada relacao AF
e denotada por Ry, onde dois elementos sao equivalentes se diferem em um

numero finito de entradas. Podemos definir, para cada n > 1,

Tminn ‘= Ton < T1pn =! Tmax,n-

Denominamos Zpin, € Tmax, COMO, respectivamente, as arestas minima e
maxima no nivel E,. Denotamos Xmax = (Tmax.n)n>1 € Xmin = (Tminn)n>1. Note
que estes elementos estao unicamente determinados e estao em Xg.

Seja pg : Xog — X 0 homeomorfismo tal que

P (Xmax> = Xmin
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e se X # Xmax,
P (X> = (x(min,l)y -+ +» T(min,;n—1)5 L(max,n)» Ln+l- - - )7

onde n é a primeira entrada de x que nao é uma aresta maxima. A fungdo g
se assemelha com o odometro diddico.
Denominamos ¢y de funcao de Bratteli-Vershik associada a 8. O

homeomorfismo
h: X — {0, 11 h((2i,0)n>1) = (in)ns1, in € {0,1} para todo n > 1

é uma conjugagao entre os sistemas ({0, 1}N, ®) e (Xp, ¢n). Isto é, h: Xp —

{0, 1} é um homeomorfismo e
hopy=®oh.

Portanto, a um sistema dinamico minimal associamos um diagrama de Bratteli.
Ainda no exemplo acima, para cada vértice v, consideramos o grupo
abeliano
Zv, = {muv, | m € Z}.

Definimos, para cada n > 0 um homomorfismo hy, : Zv,—1 — Zv,, por
heg, (mv,_1) = 2muy,.
Dado ¢ > 0, definimos, também

e _
h%n = h%e O...hgnJr2 Oh%n+1‘

Repare que, pela defini¢ao do diagrama de Bratteli 28, para todo n > 0, existem
duas arestas ligando o vértice v,,_; ao vértice v,. Consideramos entao, a uniao

disjunta dos grupos Zu,:
| |Zv, = {(mv,,n) | n>0,m e Z}

e estabelecemos uma relacao de equivaléncia em | |, Zv,,, onde dois elementos

(Un,n) e (vg, k) sdo equivalentes se exitem inteiros ndo negativos £ e k tais que
hé, (vn) = bl (vm) en+{l=m+k.

O grupo formado por todas as classes de equivaléncia desta relagao é chamado

de grupo de dimensdo do diagrama de Bratteli B e denotado por D(‘B).
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Mostraremos que D(8) é isomorfo ao grupo diddico
p
{2—“ | pE€Z,neN}.
Podemos representar a relagao de equivaléncia Ry pelo conjunto

RgB :{(X,Y) EX&B XX&B ‘ X~y y}

Fixe N > 0, denotamos o conjunto dos caminhos que ligam o vértice vg
ao vértice vy por Ep v e um elemento de Ey x por p = (pi,...,pn). Definimos

o cilindro centrado em p por

Clp)={xe€Xap | (@1,...,2n5) = (P1,---,PN)}.

Agora, dados p,q € Ey n, considere o conjunto

Y(p,q) ={(x,y) | x€ C(p),y € C(q) e x, = y, para todo n > N}.

Provamos que a colecao formada pelo conjunto vazio e por todos os
conjuntos v(p, ¢), onde p,q € Eyy ¢ N > 1, gera uma base para uma topologia
do conjunto Ry denominada étale. Observamos que a topologia étale nao é a
mesma que a induzida pela topologia produto.

Considere o grupo quociente
D(Xg, Ry) = C(Xw,Z)/B(Xs, Rs),

onde C(Xg,Z) é o grupo das fungoes continuas de X em Z ¢ B(Xg, Rg) 0
subgrupo de C'(Xg,Z) gerado pelas fungoes da forma X, yp.q) — Xri(v(p.0))
onde X ¢ a funcao caracteristica e m; e my sdo, respectivamente, as projecoes
na primeira e na segunda coordenada. Provamos que D(Xg, Ryg) é isomorfo ao
grupo de dimensao D(28), portanto, também é isomorfo ao grupo diddico.
Agora que os conceitos ja foram apresentados para um exemplo, vamos

apresenta-los em um caso geral.

1.1.2
Diagramas de Bratteli e sistemas de Cantor minimais

Um Diagrama de Bratteli é um grafo infinito, denotado por

B = (V= {Vn}nZOa E = {En}nZhS = {Sn}nZhT = {Tn}nzl)7
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onde V' é conjunto dos vértices, E o conjunto de pares e V,, e £, sdo conjuntos
finitos para todo n. Para cadan > 1, temos que s, : B, > V,,_1er, : E, = V,.
Além disso, s7'{v} # 0 para todo v € U,>1V, e r v} # () para todo
v € Up>oVy, isto é, nao existe vértice que estda desconectado. Assim, é possivel
formar caminhos infinitos com as arestas de 2. Denotamos o espago dos
caminhos infinitos de B por Xg.

Dizemos que duas arestas e e w entre os niveis V,,_1 e V,, sdo compardveis
se, e s6 se, incidem sobre o mesmo vértice em V,,, isto é, r(e) = r(w). Assim, é
possivel ordenar as arestas que sao comparaveis em F,, e é possivel determinar
um elemento maximo e um elemento minimo. Neste caso, B é um diagrama de
Bratteli ordenado.

O diagrama de Bratteli da Figura 1.2 possui apenas um caminho infinito
formado somente por arestas maximas e um caminho infinito formado por
arestas minimas, mas ha casos em que isso nao ocorre. Por exemplo, na Figura
1.3, apresentamos um grafo em que isto nao ocorre, ja que todo vértice sé
recebe uma aresta, toda aresta é maxima e minima ao mesmo tempo. Assim,
temos mais de um caminho infinito formado somente por arestas maximas e

mais de um caminho infinito formado somente por arestas minimas.

Figura 1.3: Diagrama de Bratteli que nao é préprio

Se existir uma ordem em que o caminho infinito formado apenas por aresta
méaxima e o caminho infinito formado apenas por arestas minimas sdo tnicos,
dizemos que B é um diagrama de Bratteli ordenado e proprio. Denotamos por
Xmax € POr Xmin 08 caminhos formados somente por arestas maximas e minimas,
respectivamente.

Suponha que B é um diagrama de Bratteli ordenado e préprio. Dado
X # Xmax, €xiste n > 0 tal que x,, ndo é uma aresta maxima, considere que n é
minimo com tal propriedade. Seja ¥, comparavel com z, e seguinte a x, na

ordem de B e (yi, ..., yn—1) um caminho formado somente por arestas minimas
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ligando vy ao vértice que se origina a aresta v, definimos o homeomorfismo

Y5 - X% — X‘B
23 (Xmax) = Xmin

05(X) = (Y15« s Yn, Tt 1y Tnty - -+ ), S€ X 7# Xpax-

Denominamos o homeomorfismo ¢y de funcio de Bratteli- Vershik associada a

B. Pela definicao da funcao ¢y, temos que

90<y17 cos Yny Tnt1, g2y - - ) = (Z]l?y%y?n vy Yny Tn41, T2 - - - }7

onde 71 é o elemento seguinte a y; na ordem considerada.

Mais uma vez, a funcao pg é parecida com o odéometro diaddico, mas desta
vez h& mais opgoes para as entradas.

Provaremos, que dados um conjunto de Cantor X e um homeomorfismo
minimal ¢ : X — X, existe um diagrama de Bratteli ordenado e proprio B tal
que (X, ¢) e (Xg, px) sdo conjugados.

Se v: U — V é um homeomorfismo e U,V C X sao abertos, dizemos
que v é um homeomorfismo parcial. Dizemos que I' é uma acao loca, se I' é

uma cole¢do de homeomorfismos parciais em X tal que:
1. seyeTl, entaoy 1t €T}
2. se 1 e o estao em ', entao 7y, 0 5 € 1 Ny, estao em 7;

3. a colecao de conjuntos
{U C X | U éaberto e idy € I'}

forma uma base para a topologia de X.

Para cada v € I', denotamos por U, o seu dominio e representamos vy
como o par (U,,7(U,)). Veremos que a propriedade de que a intersegao de
dois homeomorfismo parciais de I' estd em I' fornece informagoes topoldgicas
interessantes.

Entao definimos a relagao de equivaléncia Rr em X, onde dois elementos
x e y estdo associados, se existe v € I" tal que y = v(x). Podemos representar

a relagdo Rr como o subconjunto

Rr:={(z,y) € X x X | (x,y) € U{(z,7(2))} ,x € U;} € X x X.

el
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Provaremos que I' é base de uma topologia em Rr. Denominamos tal
topologia de étale e Rr de relagao de equivaléncia étale. Dois exemplos de
relagdo de equivaléncia étale sao a relacao de equivaléncia orbital e a relagao
de equivaléncia Ry, onde 2 é um diagrama de Bratteli. Dizemos que duas
relagoes de equivaléncia étale R e () definidas em X e Y, respectivamente, sao
isomorfas se existe um homeomorfismo g : X — Y tal que g x g : R — @) é um
homeomorfismo quando consideradas as topologias étales de R e Q).

Dada uma relacao de equivaléncia étale R em um espago métrico X,

definimos o grupo quociente
D(X,R) = C(X,Z)/B(X, R),

onde C'(X,Z) é grupo das fungoes continuas de X em Z e B(X, R) o subgrupo
de C(X,Z) gerado pelas funcoes da forma A7,y — &r (), onde m e m, sdo,
respectivamente, as projegoes na primeira e na segunda coordenada e v C R
¢ um homeomorfismo parcial compacto e aberto. Provamos que este grupo
quociente ¢ um invariante algébrico para relagoes de equivaléncia étale em
espagos compactos e totalmente desconexos. Isto é, se (X, R) e (Y, Q) sao
relagoes de equivaléncia étale isomorfas, entao os grupos D(X, R) e D(Y, Q)
sao isomorfos.

Dado um grupo abeliano (G, +), dizemos que G é o cone positivo de G,

se GT é fechado para a operacao de G,
Gt—Gt=G e GY(\(-G")={0}.

Se o grupo G possui um cone positivo, dizemos que (G, G") é um grupo abeliano
ordenado. Dados a,b € GG, definimos que a < b se, e sé se, b —a € G7.
Dado um diagrama de Bratteli B = (V = {V,}n>0, £ = {Ev}u>1,7,5),
para cada n > 0, considerando os conjunto
#Vn

7V, = { me? | m; € Z para todo 1 < i < #Vn}

i=1

#Vn
ZV = { > myv}* | m; > 0 para todo 1 <4 < #Vn}
i=1

o par (ZV,,ZV,)* forma um grupo abeliano ordenado.

Consideramos a unido disjunta dos grupos ZV,,

|_|ZVn ={(a,n) | n>0,a € ZV,},
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e para cada n > 0 um homomorfismo hg, : ZV,, 1 — ZV,,, definido por

#Vn—l #Vn—l

#Vn
h%n( ; mivf_l) = ; ( Z:l #(s o1} ﬂr_l{v;‘})mOv?.

Note que, dados 1 < i < #V,,_ 1 e 1 <7 < #V, 1 0 nimero

#(s o e o)

é a quantidade de arestas que ligam o vértice v}~

ao vértice v;. No caso do
diagrama de Bratteli da Figura 1.2, ha sempre duas arestas ligando vértices de
niveis consecutivos.
Dado £ > 0, definimos a composicio hg ,, como no caso anterior.
Estabelecemos, também, uma relacao de equivaléncia em | |,, ZV,,, onde
dois elementos (a,n) e (b,m) estdo relacionados se, e s6 se, existem inteiros

nao negativos k e ¢, tais que
hy, (a) = hg, (b)) en+k=m-+/.

Definimos o conjunto de todas as classes de equivaléncia desta relacao como o
grupo de dimensao do diagrama de Bratteli 8, denotado por D(B).

Provamos que se B ¢ um diagrama de Bratteli tal que V[ possui somente
um elemento, os invariantes D(Xg, Ry) € D(Xg, Ry, ) sao isomorfos ao grupo
de dimensao D(%B).

Um grupo abeliano ordenado (G,G") é dito perfurado se existem um
a € G e um inteiro positivo n tais que a ¢ G™ e na € GT. Caso contrario,
dizemos que (G,GT) é sem perfuragao.

Agora, dizemos que (G,GT) satisfaz a interpolagio de Riesz se dados
quaisquer a, b, c,d € G, tais que a,b < ¢, d, existe e € G tal que a,b < e < ¢,d.

Um dos principais teoremas apresentados é o Teorema de Effros-
Handelman-Shen que determina sob quais condi¢oes um grupo abeliano orde-
nado é o grupo de dimensao de algum diagrama de Bratteli. Este teorema ¢
util, porque através dele podemos obter diagramas de Bratteli, simplesmente,
verificando se um grupo abeliano é enumeravel, sem perfuragao e satisfaz a
interpolacao de Riesz.

Outro teorema fundamental é o Teorema de Bratteli-Elliot-Krieger. Este
teorema informa quando dados dois diagramas de Bratteli 8 e ¥ os invariantes
D(Xg, Ry) e D(Xs, Ry) sao invariantes completos, isto é, as relacoes de
equivaléncia Ry e Rt sao isomorfas se, e sé se, os invariantes D(Xg, Ryg)

e D(Xs, Rg) sao isomorfos.
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Agora, voltamos as relagoes de equivaléncia. Dizemos que duas relagoes de
equivaléncia R e () definidas nos conjuntos de Cantor X e Y, respectivamente,
sao equivalentes se existe um homeomorfismo h : X — Y tal que h((z)g) =
(h(x))q. Em particular, se ¢ : X — X e ¢ : ¥ — Y sdo homeomorfismo
minimais e as relagoes orbitais R, e R, sao equivalentes dizemos que o
homeomorfismo h : X — Y é uma equivaléncia orbital entre (X, ¢) e (Y, ).
Provamos que h : X — Y é uma equivaléncia orbital entre (X, ) e (Y,1) se
e somente se existem funcgoes, denominadas cociclos orbitais, my, : X — Z e

ny Y — 7 tais que

hop(z) =™ @ oh(z), paratodoz e X

htoy(y) = "W o h~(y), paratodoy €Y.

Uma equivaléncia orbital tal que seus cociclos orbitais possuem, cada um, no
maximo um ponto de descontinuidade é dita forte.

Provamos, usando o Teorema de Bratteli-Elliot-Krieger, que dados
conjuntos de Cantor X e Y e homeomorfismos minimais ¢ : X — X e
Y Y =Y, os invariantes D(X, R,) e D(Y, Ry) sao isomorfos se e somente se
existe uma equivaléncia orbital forte entre (X, p) e (Y, ).

Concluimos a dissertagao com uma breve discussao sobre quando uma

equivaléncia orbital entre (X, ) e (Y,1)) é uma conjugagao entre os sistemas

(X,9) e (Y, ).

1.2
Organizacao desta dissertacao

Abaixo segue uma descricao especifica do que é feito em cada capitulo:

No Capitulo 2, definiremos a fun¢ao odémetro, a relagdo orbital associada
ao odometro e a relagao de equivaléncia de caudas. Provaremos que a relagao
orbital associada ao odémetro é minimal. Além disto, estudaremos como a
relacao orbital e a relacao de equivaléncia de caudas se relacionam.

No Capitulo 3, definiremos um conjunto de Cantor e conceitos necessario
para mostrar que quaisquer dois conjuntos de Cantor sao homeomorfos.

No Capitulo 4, definiremos a relacao de equivaléncia orbital e o conceito de
equivaléncia orbital entre duas relagoes de equivaléncia. Dados X e Y espacos
conexos e homeomorfismos ¢: X — X e ¢: Y — Y sem pontos periodicos,
mostraremos que se existe uma equivaléncia orbital entre R, e R, entao existe

uma conjugagao entre (X, ¢) e (Y,9) ou entre (X, ) e (Y, 97 1).
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No Capitulo 5, definiremos na Se¢ao 5.1 um diagrama de Bratteli e
mostraremos que o espago dos caminhos infinitos formado pelas arestas de
um digrama de Bratteli, munido com uma métrica apropriada, é compacto.
Dado um diagrama de Bratteli B explicaremos como obter um novo diagrama
de Bratteli a partir de B através de uma subsequéncia. Estabeleceremos um
homeomorfismo entre Xo e 0 espaco dos caminhos infinitos formado pelas
arestas deste novo diagrama. Definiremos a relacdo de equivaléncia AF e o que
¢ um diagrama de Bratteli simples.

No Capitulo 6, definiremos, em primeiro lugar, um diagrama de Bratteli
ordenado e préprio e a aplicacao de Bratteli-Vershik. Também estudaremos o
comportamento da relagao orbital R, quando ‘B ¢ um diagrama de Bratteli
ordenado e proprio.

No Capitulo 7, dados um conjunto de Cantor X e um homeomorfismo
minimal ¢ : X — X, construiremos um diagrama de Bratteli 8 ordenado
simples e proprio, tal que os sistemas dindmicos (X, ¢) e (Xg,pm) sao
topologicamente conjugados. Para isto, definiremos a particao de Kakutani-
Rokhlin, ou castelo, de um conjunto de Cantor X e uma sequéncia de castelos
refinadores de X. Mostraremos, também, a existéncia de uma sequéncia de
castelos refinadores de um conjunto de Cantor. Construiremos o diagrama de
Bratteli B e definimos a conjugacao entre (X, R) e (X, Ry).

No Capitulo 8, definiremos uma acao local, uma relagdo de equivaléncia
étale e quando dois espagos (X, Rr,I') e (Y, Q~,T) s@o isomorfos, onde X
e Y sdo espagos métricos, I' e T agoes locais e Rr e Yy sao as relagoes de
equivaléncia étale induzidas por I' e T. Mostraremos que Ry ¢ uma relagao de
equivaléncia étale. Também definiremos o que é uma relagao de equivaléncia
AF em um espaco topolégico qualquer X. Provaremos sob quais condig¢oes
uma relagdo de equivaléncia étale definida em um conjunto de Cantor é uma
relacdo de equivaléncia AF. Mostraremos que a relacao orbital é uma relagao
de equivaléncia étale e que dados um conjunto de Cantor e um homeomorfismo
minimal ¢: X — X, nao existe nenhum diagrama de Bratteli B tal que as
relagoes R, e Ry sao isomorfas.

Os objetos algébricos necessarios para o que sera feito a seguir serao
tratados no Capitulo 9.

No Capitulo 10, definiremos o invariante algébrico D(X, R), onde X é
um espago métrico compacto e totalmente desconexo e R é uma relacao de
equivaléncia étale definida em X. Provaremos que se R e () sao relagoes de
equivaléncia étale definidas em X e Y, respectivamente, tais que (X, R) e

(Y, Q) sao isomorfos entao existe um isomorfismo ordenado entre os invariantes

D(Y,Q) e D(X,R).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912782/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912782/CA

Capitulo 1. Introducio 22

No Capitulo 11, dado um diagrama de Bratteli B definiremos o grupo
de dimensao D(*B) do diagrama de Bratteli 8. Mostraremos que dado um
diagrama de Bratteli B e um diagrama de Bratteli T obtido através de B a
partir de uma subsequéncia existe um isomorfismo entre D(8) e D(%).

No Capitulo 12, estudaremos o invariante D(Xg, R) quando R é a relagao
Ry e quando R ¢ a relagao R, .

Nos Capitulos 13 e 14, provaremos o Teorema de Effros-Handelman-Shen
e o Teorema de Bratteli-Elliot-Krieger, respectivamente.

No Capitulo 15, na Se¢ao 15.1 definiremos o que sao os cociclos orbitais
associados a uma equivaléncia orbital. Na secao 15.2 definiremos o que é uma
equivaléncia orbital forte e provaremos que dados conjuntos de Cantor X e Y
e homeomorfismos minimais p: X — X e ¢: Y — Y existe uma equivaléncia
orbital forte entre (X,p) e (Y,1) se e somente se existe um isomorfismo
ordenado que preserva ordem unitaria entre os invariantes D(X, R,) e D(Y, ).

Finalmente, no capitulo 16, apresentaremos um exemplo de quando uma

equivaléncia orbital ndo é uma conjugacao.
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Odometro

O objetivo deste capitulo é definir a funcao oddémetro e provar a sua

minimalidade.

2.1
Adicao de sequéncias

Denotamos por {0, 1} o espaco das sequéncias infinitas de 0's e 1's e
um elemento de {0, 1} por x = (,,),>1, tal que x,, € {0,1} para todo n > 1.
Com o intuito de definir a funcao odémetro, precisamos definir a soma de dois
elementos neste espaco, o que nao pode ser feito da mesma forma que somamos
nimeros representados na base decimal, ja que as sequéncias sdao infinitas e,
portanto, nao conseguimos determinar quem ¢ o ultimo elemento a direita.
Por isso, precisamos somar da esquerda para direita. Dados dois elementos

X = (Tp)p>1 € Y = (Yn)n>1 em {0, 1}, definimos que
X+y=2=(2)n>1,

e consideramos a sequéncia auxiliar {w,},>1, onde se x; + 1 < 2, entao
21 = w1+ e definimos w; = 0. Agora, se x1 +y; = 2, entdo z; = 0 e definimos
wy = 1. Considere, agora, que n > 1 e que ja foram definidos os valores de
Zn_1 € Wp_1. S€ Ty + Y + wp_1 < 2, entdo z, = T, + Y, + w,_1 e definimos
que w, = 0. Caso, x,, + Yy, + w,_1 > 2, temos que z, = x,, + Yy, + w,_1 — 2 €
definimos w,, = 1. Dessa forma, quando somamos duas entradas iguais a 1 o

resultado é 0 e transportamos 1 para a soma das entradas seguintes.

2.2
Odometro

Dado um espago métrico (X,d) e um homeomorfismo ¢ : X — X,

definimos a orbita de um ponto x € X por f como o conjunto

Op(x) = {¢"(x) | n € Z}.

Dizemos que a funcao ¢ é minimal se O,(z) é um conjunto denso para

todo = € X. Neste caso, dizemos que (X, ) é um sistema dindmico minimal.
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A partir de agora, considere que X = {0,1} e a fungao ® : X — X
definida por

(1) =0 e P(x)=x+(1000...), sex # 1. (2.2.1)

O objetivo desta se¢ao é mostrar que (X, P) é um sistema dindmico
minimal. Para isto, precisamos de alguns conceitos.

Considere a funcao d : X x X — R, definida por

17 S€ Ty # Y1,
d(x,y) = {

inf{27™" | n > 1,2; = y;, para todo 1 <i<n}, sex; =y.
Proposicao 2.2.1. A fung¢do d é uma métrica no espaco X.

Prova. Mostraremos que a funcao d satisfaz as propriedades da defini¢ao
de métrica. Segue direto da definicdo que a fungao d satisfaz a propriedade
simétrica.

Mostraremos agora que d satisfaz a propriedade reflexiva. Seja x € X.
Pela definicao da funcao d, temos que

d(x,x) = lim 27" = 0.

n—oo

Por outro lado, considere que y seja um elemento de X tal que d(x,y) = 0.
Entao

inf{2™" | n > 0,2; = y;, para todo 0 <i<n}=0.

Logo, x; = y; para todo ¢ > 1. Portanto, x = y e d satisfaz a propriedade
reflexiva.

Por ultimo, provaremos que d satisfaz a desigualdade triangular. Sejam
x,y,z elementos de X . Consideraremos, primeiro, o caso em que d(x,y) = 1.
Neste caso, x1 # yi, entdo z; é igual ou a 1 ou a y;. Portanto, d(x,z) = 1 ou
d(z,y) = 1. Logo

d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).

Agora, consideraremos o caso em que d(x,y) # 1. Neste caso, existe
n tal que x; = y; para todo 1 < ¢ < n. Se 21 # x; = y;, temos que
d(x,z) = d(y,z) = 1 e, portanto a desigualdade triangular é satisfeita. Se
21 = x1 = 1, existe k tal que z; = x; para todo 1 < i < k. Caso k < n, temos

que
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Agora, se k > n, temos que y,11 # z,+1. Entao,

1

1
d(Xa Z) + d(Y’ Z) = + Z 27 = d(X, Y)

1
ok on
Concluimos, assim, que d é uma métrica e, portanto (X, d) é um espago

métrico. u

Definigao 2.2.2 (Cilindros). Seja o conjunto

Xlp=AyeX |y=21,00=22...yp = 2},

tais conjuntos sao chamados de cilindros.

Quando for conveniente, usaremos as notagoes:

[@" '), ={x€ X |2, =apara todo1 <i<n—1ex, =0b}

[T1zg. ..z ={y € X | th =21, %2 =T2... Yp = Tpn}.

Os cilindros geram a base da topologia em (X, d), e temos que X é a
uniao de todos os 2" cilindros de tamanho n. Note que se dois cilindros de
mesmo tamanho sao diferentes, entao eles sdo disjuntos.

Denominamos a fungdo ® : X — X, definida na equagao (2.2.1) por
odometro diddico. Repare que, na pratica, de acordo com a definicdo de soma

no espago X, temos,

lzszxs..., sex; =0,
P(x) =400...(r; = Driy1Tige..., sexp=1paratodo k <ieux; =0,
®(1) = 0.

Lema 2.2.3. Sejam x ex’ € X, definimosy = ®(x) ey’ = &(x'). Se x,, =z,
para todo 1 <n < N entdo y, =y, para todo 1 <n < N.

Prova. Considere que ¢ e j sdo as primeiras entradas tais que z; =0 e x; =0.
Consideraremos dois casos. O primeiro é quando ¢ = j. Neste caso, 1 < 1,7 < N.

Pela definicao da funcao P,
(®(x))e = (P(x))e = 0 para todo £ < i,7, (P(x)); = (P(x')); =1

e as demais entradas permanecem inalteradas. Portanto, y, = y/, para todo
1<n<N.
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Agora, consideramos o caso em que i # j. Neste caso temos que N < i, j,
assim y, = y,, para todo 1 < n < N. Concluimos, assim, a demonstragao do

lema. n

Proposicao 2.2.4. A funcio ® é um homeomorfismo.

Prova. Considere a funcao ¢ : X — X, definida por:

Oxoxs..., sex; =1,
o(x)=911...(z; = 0) x4 1%i40..., sex,=0paratodok <ieux; =1,
1 sex=0.

Lema 2.2.5. A funcdo ¢ € a fungdo inversa de ®.

Prova. Mostraremos que para todo x € X,
pod(x)=x e Pop(x) =x
Seja x € X. Temos que

o(lzoxs...), sex =0,
o(®(x)) = ¢(00...(x; =1)xi11T42...), sexp =1 paratodo k <iex;=0,
©(0) sex=1.

Pela definicao da funcao ¢, segue que

Oxoxs..., sex; =0,
o(P(x)) =411...(z; =0)z;1Tira..., sex,=1paratodok <iewx;=0,

1 sex=1.

Entao, ¢(®(x)) = x. Analogamente, ®(¢(x)) = x. Concluimos que ¢ é a
inversa da funcao . [
Pelo Lema 2.2.5, ® possui inversa e portanto é bijetiva. Com isso, resta provar
que ® e P! = ¢ sao continuas.

Dados x e y € X tais que [x]xy = [y]n, pelo Lema 2.2.3, temos que
[®(x)]ny = [®(y)]n. Entdo, dado € > 0, tomemos 0 = €. Logo, se d(x,x’) < ¢
entdo d(®(x), P(x')) < e. Com isso ¢ é continua. Um argumento andlogo
mostra que ®~! também é continua. Concluimos, entdo, que a funcio ® ¢ um

homeomorfismo. n
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Definicao 2.2.6 (Relagao orbital). Seja Y um espago métrico e p : Y —Y
um homeomorfismo. Chamaremos de R, a relagio de equivaléncia em Y dada
por:

T ~pg, Yy see s se evisten € Z tal que y = ¢"(x),
denominada relagao orbital.

Proposicao 2.2.7. A relagcio orbital definida acima é uma relacao de equiva-

léncia.
Prova. Mostraremos que IR, satisfaz as propriedades de relacao de equivaléncia.

— Reflexiva: z ~g, z, basta tomar n = 0.

— Simétrica: Sejam x,y € X. Se v ~p, y entao existe n € N tal que

¢"(y) = x, como ¢ é um homeomorfismo, ¢~ (z) =y entdo y ~p, .

— Transitiva: Sejam x,y,z € X tais que x ~p, y e y ~p, 2z entdo existem
n,m € N tais que " (y) =z e p"™(z) = y. Portanto, " (z) = z, com

isso, © ~pg, 2.
Concluimos, entao, que R, ¢ uma relacao de equivaléncia. n
Para cada z € Y, denotaremos sua classe de equivaléncia por (r)g,. Por

definicdo da relacao R, temos que para cada = € Y, (z)g, ¢ o conjunto O ().

Note que a relacao R, ¢ minimal se e somente se a fungao ¢ é desa.

Definigao 2.2.8 (Minimalidade). Uma relagio de equivaléncia é dita minimal

se toda classe de equivaléncia é densa.
Teorema 2.2.9. Seja ® a fungdo odometro entao a relagio Re ¢ minimal.
Prova. Precisaremos de alguns resultados preliminares.

Lema 2.2.10. Para todo k > 0 temos que ®* ([0]p41) = [0F1]ep1 e que
&2 ([0¥1]541) = [0]k41-

Prova. Provaremos, primeiro, que para todo k& > 0,

k

% ([0]ir1) = [071] 4.

A demonstracao sera dada por inducao em k. Segue diretamente da defini¢ao
da fungao ® que ®([0];) = [1];. Agora, suponha, por inducao, que o lema vale
para todo 0 <7 < k, isto é, para todo 0 < i < k.

q)Qi([O]z’H) = [Oil]l-ﬂ_
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Provaremos que a afirmacgao é verdadeira para k + 1.

1 k J
O ([0]142) = @220 ([0]112) =
—PoPod’o-- 00 00 ([0]40) =
=PoPod’o---0 ‘I)2k_l([0k10]k+2) = O([1"1 012 = [0 4.

Acima usamos a hipétese de indugao para cada <I>2j, onde 0 < j < k.

Mostraremos agora que ®2° ([0%1];11) = [0]z+; para todo k > 0.

ko o9j
B2 ([0 D) = @00 (0 ) =
—PoPod?0---0d¥ 0D ([0F11],) =
=PoPod®o---0 q)2k_1([0k11]k+2) = O([1"'1]412) = [O]xs2-

Acima usamos que 2 ([0]441) = [0¥1]441, para todo k > 0. Concluimos,

entao, a demonstracao do lema. [

Corolario 2.2.11. Dado [0], temos que % ([0]x) = [0],.

Prova. Note que [0]; = [0]11 U [0%1]34 1, assim:

k k

O [0) = B (0] U [0°1)411) = B ([0]511) U B ([0°1]js1) =

= [Okl]k+1 U [0]x41 = (O]

Finalizamos, assim, a demonstracao do corolario. [

Lema 2.2.12. Seja x € X, os cilindros ®([x];.), onde 0 < i < 28 —1, sio dois

a dois disjuntos.

Prova. Sem perda de generalidade, mostraremos a afirmacao para o cilindro

[0]. A demonstragao serd por inducao em k:

— Para k = 1, os cilindros [0]; e [1]; s@o disjuntos, ®([0];) = [1]; e
®([1];) = [0}:.
— Suponha que o lema ¢ verdadeiro para k, isto é, que os cilindros ®*([0])

sdo dois a dois disjuntos, onde 0 <7 < 28 — 1.
— Mostraremos que a afirmacao é verdadeira pra k + 1:

Temos que [0]x11 C [0]x, entdo ®*([0]x11) C P*([0]x), usando a hipStese
de indugao e que ®*([0]x;1) C P([0]), temos que os cilindros ®*([0]x1)
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sdo dois a dois disjuntos para todo 0 < i < 2¥ — 1. Pelo Lema 2.2.10,

temos que que:
% ([0)11) = [0°1]541 C [O],

entdo os cilindros ®7([0¥1];,;) sdo dois a dois disjuntos para todo
0<j <2 -1, mas:

O ([0° k1) = D7 (D ([0]41)) = ©* (0] 41),

assim os cilindros ®'([0]11) sdo dois a dois disjuntos para todo 0 < i <
okl 1.

Observagao 2.2.13. Temos que ®([0].), onde 0 < i < 2¥ — 1 ndo altera as
entradas 0, para todo ¢ > k, jd que precisamos de 2% — 1 para alterar a entrada
O-

Continuaremos com a demonstracao do Teorema 2.2.9:
Prova. Seja x € X, precisamos mostrar que (x),, ¢ um conjunto denso, isto &,
temos que mostrar que dado U C X aberto, U N (x) # (). Como os cilindros
sao uma base da topologia de X, dado um aberto U em X, existe cilindro
[p]i, C U. Pelo Lema 2.2.12, todos os cilindros ®([p]x) sdo disjuntos para todo
0 < i < 2F — 1. Assim, basta mostrar que ®**([p];) = [p]s. Desta forma, a
funcdo odémetro permuta todos os cilindros de tamanho k com periodo 2*.
Portanto, a érbita de todo cilindro de tamanho k contém qualquer outro cilindro
de tamanho k e portanto, a 6rbita de qualquer ponto por ® é densa.

E suficiente mostrar a afirmagao para o cilindro [0]; isto é, mostrar que
32" ([0]) = [0]1, o que ja foi feito no Corolério 2.2.11. Concluimos, assim, a

demonstragao do teorema. [

PN

o [0y, [0 [

oy (o0
0]

Figura 2.1: Ilustracao da permutacgao dos cilindros de tamanho dois.

Provamos, entao, que a relacao de equivaléncia Rg é minimal. Entao, o

odometro didadico é um homeomorfismo minimal.
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2.3
Outra relacao de equivaléncia

Nesta secao iremos definir outra relagdo de equivaléncia no espago X com

o objetivo de relaciona-la com Rg.

Defini¢ao 2.3.1 (Equivaléncia de caudas). Chamaremos de R a relagio em
X dada por:

X ~pYy se e so se existe N > 0,z, =y, para todon > N.

Isto €, x ey sdo equivalentes se diferem apenas em um nidmero finito de

entradas.

Proposicao 2.3.2. A relagio R é uma relagao de equivaléncia.

— Reflexiva: x ~z X, ja que basta tomar N = 0;

— Simétrica: se X ~gr y entao existe N > 0, tal que x,, = y, para todo

n > N, como a igualdade é simétrica, temos que y ~g X;

— Transitiva: sejam x,y,z € X, tais que X ~gpy e y ~g z. Entao existem
N1, Ny tal que para todo n > Ny, x, =y, e para todo n > Ns, y, = z,.
Tomando N = max{Ny, N»}, tem-se que z,, = z, para todo n > N, entao

X ~RZ.

Concluimos, portanto, que R é uma relacdo de equivaléncia. [

Denotaremos a classe de equivaléncia de x € X em relagdo a R por (X)x.
Teorema 2.3.3. Valem as sequintes afirmacoes:
1. (X)r C (X)R,-

2. Re € a menor relacao de equivaléncia que contém R |, isto é, toda classe
de equivaléncia de R, estd contida em alguma classe de equivaléncia de
Rs, e tal que 0 ~ 1.

Prova. Precisaremos do seguinte resultado:

Lema 2.3.4. Sejam x,y € X, se X ey sao iguais menos em um nimero finito

de entradas, entdo existe k € Z tal que ®*(x) =y

Prova. Como x e y sao iguais menos em um ntmero finito de entradas, temos
que existe N > 0 tal que z,, = y, para todo n > N, consideramos que N
é o primeiro nimero tal que isso ocorre. Tomemos os cilindros [z ...zx] e

1-..yn|, que sdo disjuntos. Temos que existe 0 < k& < 2V tal que:
) Y )
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OF([z1...2n]) = [1 - yn]-

Entao ®*(x) = y’, onde y’ estd em [y; ...yn]. Temos que mostrar que
y =y

Consideramos o elemento (0Nzy 1Z,40...) € [0]y. Pela observagio
2.2.13, a aplicagio ®'([0]y), onde 0 < i < 2% — 1 ndo altera as entradas
0, para todo ¢ > N. Temos que existe k; tal que 0 < k; <2V —1e

P ((OVeyp1rNgs...)) € (1. .. 2n].

N

Entao, temos que ®* ((0Nxy 12512 ...)) = x. Analogamente, existe ks tal que

0<k, <2V —-1le

P2 ((0Vayp1nia..-)) € [yr-- - yn].

Assim,

dR2(0Veyp1znio. . ) = (Y1 .. UNTN41TN42--.) = Y.

Definimos k& = ky — kq, entao
Dh(x) = O F (x) = B2 (07 (x)) = "= ((0Vanp12Ny2. ) =Y

Dessa forma finalizamos a prova do lema. [
Continuaremos com a demonstracao do teorema. Seja x € X. Dado y € (X)g,
pelo Lema 2.3.4, obtemos que y € (x)g, portanto (x)r C (x)g. Provamos,
entdo o item (1) do teorema.

Falta mostrar o item (2). Como ®(1) = 0, temos que 0 ~¢ 1. Agora,
considere relagao de equivaléncia S tal que R C S C Rg ¢ 0 ~g 1. Veremos
que Rp C S, isto é que se x ~p, y entao x ~g y. Considere dois elementos x
e y tais que x ~p, y. Entdo, existe k € Z tal que y = ®*(x). Mostraremos
que x ~g ®*(x). Suponha, primeiro, que x, ®(x), ®?(x), ..., P*(x) sdo todos
diferentes de 1. Pela definicdo de oddémetro, temos que cada ®(x) difere de
@+ (x) em um niéimero finito de entradas para todo 0 < i < k, assim temos
que x e ®F(x) diferem em um nimero finito de entradas, entdo x ~p ®*(x) e
portanto, como R C S, x ~g ®¥(x).

Agora, suponha que existe ¢ € {0,1,2,...,k} tal que ®'(x) = 1,
consideremos que esse i é o primeiro ntimero que isso ocorre. Entdo x e ®'(x) = 1
diferem em um nimero finito de entradas. Logo x ~z 1, entdo x ~g 1. Como
®(1) = (0), temos que se j é tal que i + 1 < j < k, ®/(x) considerados dois
a dois diferem em um ntmero finito de entradas, assim ®*(x) ~p 0 entdo

PF(x) ~5 0, como 1 ~g 0, x ~g 1 e S é relacdo de equivaléncia segue que
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X ~g Pk (x).
Em qualquer um dos casos, mostramos que se x ~p, ¥ entao x ~g y.
Portanto, Rg = S. Assim, terminamos a demonstracao do item (2), e, portanto,

a demonstracao do teorema. [
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Conjuntos de Cantor

O objetivo deste capitulo é definir o que é um conjunto de Cantor, que
na maior parte do tempo sera o nosso espaco de trabalho e mostrar que todos

os conjuntos de Cantor sao homeomorfos.

3.1

Conceitos preliminares

Nesta secao apresentaremos os conceitos necessarios para definir um
conjunto de Cantor e mostrar que quaisquer dois conjuntos de Cantor sao
homeomorfos.

Chamaremos de conjuntos clopen, os conjuntos que sao simultaneamente

abertos e fechados.

Defini¢ao 3.1.1 (Conjunto conexo). Um espago métrico é conexo quando nao
pode ser decomposto como uma unido disjunta de conjuntos abertos e nao vazios.

Se existe tal decomposicdo, o espago métrico € desconezo.

Defini¢ao 3.1.2 (Espago totalmente desconexo). Um espago métrico é dito
totalmente desconexro se seus unicos subconjuntos coneros sao pontos ou o

conjunto vazio.

Lema 3.1.3. Seja (X,d) um espago métrico compacto totalmente desconexo e

seja x € X:
1. A intersecao de todos os conjuntos clopen que contém z é {x};

2. Dado qualquer r > 0, existe um conjunto clopen U tal que x € U C

B(z,1). Isto €, os conjuntos clopen formam uma base para a topologia de
X.

Prova. Definimos C como a colecao de todos os conjuntos clopen que contém x,

N como a colecao de todos os conjuntos clopen que nao contém z e o conjunto.

Y = ﬂC.

ceC

Mostraremos, primeiro, que Y = {z}. Por defini¢dao, {z} € C, § € N. Seja um

conjunto R que estd em C, entdao X\ R nao contém x e, portanto, estd em N.
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Analogamente, se R estd em N, entao X\R estd em C. Pela defini¢ao de Y,
xr €Y e portanto, X\Y estd em A. Como Y é intersegdo de fechados, entdao Y
é fechado.

Suponha, por absurdo, que Y contém algum ponto além de x. Como, por
hipotese, X é totalmente desconexo, Y sera desconexo. Com isso, existem U e
V abertos em X tal que UNY e VNY sao disjuntos, nao vazios e a uniao dos
dois cobre Y.

Suponha que x € U. Como Y é fechado e X é compacto, Y também sera

compacto. Com isso, podemos tomar o > 0 tal que:

dly,z) >, yeUNY, ze VNY.
Definimos o conjunto:

0

w=vn( B(y,2

yevny

),

O conjunto W ¢ aberto, ja que V' e Uyeyry B(y, %) sao abertos.
Afirmagao 3.14. WNY =VnNY.

Prova. Seja y € WNY entdoy € W C V, assim y € V NY. Portanto
WNnY CcVNY. Falta mostrar que VNY C WNY. Temos que

wny=vn( | B(y,g))ﬂYDVﬂY.

yevny

Portanto, W NY = V NY. Finalizamos, entdao, a demonstracdo da afirmagao. m

Afirmagao 3.1.5. WnN({UNY) = 0.

Prova. Seja w, uma sequéncia em W que converge para w. Pela defini¢ao do

conjunto W, para cada n, existe y, € V NY, tal que
)
d ny Wn <.
(Yn, wn) < 3
Dado v € UNY, temos, utilizando a desigualdade triangular, que

d(w,u) > d(wy, u) — d(w,, w) > d(Yn, u) — d(Yn, wy,) — d(wy, w)

>0 — g — d(wy, w).

Entao, para todo n 5
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Como w,, converge para w,

dim d(w,, w) = 0.
Como a equagao 3.1.1 vale para todo n, temos que d(w,u) # 0. Entdo, w nao
estd em U NY. Portanto, W N (UNY) = 0. C

Usando a afirmacao acima temos que
W\WnUnyY)=0.

Como, pela Afirmagdo 3.1.4, VNY = WNY, o conjunto W\W também é
disjunto de V' NY.

Portanto, W\W é um subconjunto fechado de X'\ Y e como X é compacto,
WA\W também é compacto. Portanto, existe subcolegio finita de elementos de
N que cobrem W\W, que denotaremos por Ny, Ny, ..., Ni. Definimos agora o

conjunto
Z:=NU---UN,UW.

Como cada N; é aberto e W também, Z é um conjunto aberto.

Agora, veremos que o conjunto Z também ¢é fechado.

Z=NU---UN;UW =N U---UN,UW
=NU---UNyUW-W)UN, U---UNUW C N U---UNUW
CZ.

Portanto, Z C Z, assim Z é um conjunto clopen e ndao contém z. Entdo, Z
¢ um elemento da colecao N e portanto deve ser disjunto de Y, o que é uma

contradicao, ja que
ZNY =N U...NUWNY CWnNY #0.

Concluimos, entao que Y = {z}.

Falta mostrar que os conjuntos clopen formam uma base para a topologia
de X.

Para cada y tal que d(x,y) > r, existe um conjunto clopen V,, contendo
y, mas nao contendo z. A colecdo {V,}, é uma cobertura de X\B(z,r).
Como B(x,r) é aberto, o conjunto X\ B(x,r) é fechado, como X é compacto,

X\B(z,r) também é compacto. Por definicdo de compacidade, existe uma
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subcobertura finita de {V}}, digamos {V,,V,,,...,V,, }. Isto é,
k
X\B(z,r) ¢ U W,
i=1

entao,

U= O(X\V;h) C B(z,r).

Cada V,, é clopen entao seus complementos também sao, como U é formado
Yi )

por uma intersecao de conjuntos clopen, U também é clopen. Além disso, x

nao estd em nenhum Vj, entao x € U. Concluimos, assim, a demonstracao do

teorema. ]

Um conceito que também serd necessario é o de particao de um espago

métrico.

Definigao 3.1.6 (Partigao). Seja (X, d) um espago métrico. Uma particao de
X é uma colecao finita de conjuntos clopen que sdo dois a dois disjuntos e a

uniao € igual a X. Dada uma particao P, definimos o seu diametro como:
diam(P) = max{diam(U)|U € P}.

Dadas duas particoes Py e Py de X. Diz-se que Py € mais fina que Py,

(P1 = Ps), se todo elemento de Py estd contido em algum elemento de P;.

Defini¢ao 3.1.7 (Sequéncia de parti¢oes refinadoras). Seja (X,d) espago
métrico compacto. Uma sequéncia de particoes refinadoras é uma sequéncia
{Pn}n>1, tal que:

1. para cada n, P, é uma particao de X;
2. para cada n, P, = Pui1;

3. lim,,_,o diam(P,) = 0.

. it  — —— i} | | | Ps
. It It I It I P
. It Py
| X =Pg

Figura 3.1: Ilustragdo de uma sequéncia de parti¢oes refinadoras.
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Proposigao 3.1.8. Sejam (X,d) um espago métrico compacto e {Py}n>1
sequéncia de particoes refinadoras, Se U é um subconjunto clopen de X entao
existe n tal que

U= U V.
{VEeP, | VNUA0}

Prova. Seja U subconjunto clopen de X. Como, por defini¢cao de sequéncia de
parti¢oes refinadoras, diam(P,) — 0, existe n tal que diam(P,) < d(U, X \ U).
Assim, se V € P, e VNU # ), entdao V C U. Entao

U= U V.
{VeP, | VNU#D}

Concluimos a demonstracao da proposicao. |

Definigao 3.1.9 (Ultramétrica). Seja X um conjunto. Uma fung¢io 0

X X X = [0,00) € uma ultramétrica se satisfaz as sequintes propriedades:

1. (z,y) =0 se e s se x =y, para todos x,y em X;
2. 0(z,y) =0(y,z), para todos x,y em X;

3. 0(x,y) < max{d(z, 2),0(z,y)}, para todos z,y,z em X.

O conjunto X munido com a ultramétrica 0 serd chamado de espago ultramétrico
(X,d).

Observacao 3.1.10. Toda ultramétrica é uma métrica.

Prova. E necessario mostrar somente a desigualdade triangular. Dados z,y, 2z €

X temos que
d(z,y) < max{d(x,z),d(z,y)} < d(z,z)+d(z,y).

Concluimos, assim, a demonstragao da observagao.

Defini¢ao 3.1.11. Sejam (X,0) espago ultramétrico, x em X e r > 0.

Definimos a bola em (X,0) como:
BO(IJT) = {y eX | D(l’7y) < T}'

Proposicao 3.1.12. Para todo x em X e todo r > 0 o conjunto By(x,r) é um

conjunto aberto.
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Prova. Dados y em By(x,r) e § = min{d(z,y),r — d(z, y)}, mostraremos que

By(y,0) C By(x,r). Considere z em By(y, d), temos que
(7, z) < max{d(z,y),0(y,2)} = 0(z,y) <7

Entao By(y,d) C By(z,r). Concluimos, entdo, que By(z,7) é um conjunto

aberto para todo x € X e todo r > 0. n

Teorema 3.1.13. Seja (X, d) espago métrico compacto. As sequintes afirmagies

sao equivalentes:

1. o0 espago (X, d) € totalmente desconexo;
2. o0 espago (X,d) tem uma sequéncia de parti¢oes refinadoras;

3. existe uma ultramétrica ® em X que gera a mesma topologia de d.

Lema 3.1.14. Seja (X,0) um espago ultramétrico, entao quaisquer duas bolas

de de raio r > 0 sao iguais ou disjuntas.

Prova. Sejam x,y € X e r > 0, suponha que
BD(Ia T) N Bb(yﬂﬂ) 7é wa

mas que as bolas nao sejam iguais. Existem p € By(x,7)NBy(y,7) e ¢ € By(x, 1)

tal que ¢ nao estd em By(y, 7). Pelo item (3) da defini¢do 3.1.9, temos que

d(y,q) < max{d(y,p),d(p,q)} < max{d(y,p),d(p,z),d(z,q)} <,

entdo q € By(y,r), 0 que é uma contradicao. n

Corolario 3.1.15. Se X ¢ espago ultramétrico compacto, dado r > 0, a colegdo

{Bo(x,7)}rex € uma particio de X.

Prova. Pelo lema acima, a colegdo {By(x,r)}.ex é formada por elementos

disjuntos. Além disso, fixe y € X, temos que

By(y,r) = X\ U By(x,r).

reX,x#y

Entao, By(y,r) é o complementar de um conjunto aberto e, portanto, fechado.

Concluimos que a cole¢ao {By(x,r)}rex é uma particao de X. [
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Continuaremos, neste momento, com a demonstracao do Teorema 3.1.13:

(1) = (2) Suponha que (X,d) é totalmente desconexo, construiremos
uma sequéncia de partigoes refinadoras em (X.d). Definimos Py = { X}, temos
que Py é uma particdo de X, definimos também rq = diam(X).

Considere uma sequéncia decrescente (r,,),>1, tal que r, — 0. Suponha
que ja construimos, para algum n > 0, uma particdo P,, tal que diam(U) < r,
para todo U em P, construiremos uma parti¢ao P, 1, tal que diam(U) < 7,41
para todo U em P, e todo elemento de P, esta contido em algum elemento
de P,, isto é, uma particdo mais fina que P,.

Para cada U em P,, U e X\U sao conjuntos clopen em X compacto,
portanto U e X\U sdo compactos. Existe dy > 0, tal que, d(x,y) > dy para
todo z em U e todo y em X\U. Definimos:

5, = min{dy | U € P,}. (3.1.2)

Assim, se = e y estdo em elementos diferentes de P, entao d(x,y) > d,.

Pelo Lema 3.1.3, existe um conjunto clopen U, tal que:
z € U, C B(z,min{0,, 7+1}).

A colecao {U,}rex é uma cobertura de X, como X é compacto, existe
uma subcobertura finita, digamos Uy, Us,...,Uy, consideraremos que tal
subcobertura é minimal, isto é nao admite subcobertura prépria. Assim, para
cada 1 < ¢ <k, temos que U; ¢ um conjunto clopen e diam(U;) < min{d,,, 741}

Definimos V; = U; e indutivamente Vi, = Ui \Vj_1 para k > 2, temos que:

— Para cada k, V} é clopen,

— Como a subcobertura {U;}Y, é minimal, cada Vj, é nao vazio e estd

contido em um tunico elemento da particao P,.

— Assim para cada Vj, existe U,, em P,, tal que V, C U,, entao
diam(Vy) < diam(U,, ) < 7p41.

Portanto, definindo:
PTL+1 = {‘/177VN}

Temos que P, é partigdo de X mais fina que P, e que diam(V') < r, ;1 para
todo V de P,41. Entdo {P,}n>0 é sequéncia de partigoes refinadoras de (X, d).
Assim, terminamos a prova de (1) = (2)

(2) = (3) Suponha que o espaco (X, d) possui uma sequéncia de partigoes

refinadoras {P,},>0. Para cada particao P, definimos J,, como fizemos na
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equagdo (3.1.2). Defina:

2(z.v) {0, se x e y estao no mesmo elemento de P, para todo n,
x,Y) =

0n, n minimo tal que = e y estdo em elementos diferentes de P,,.

Afirmacao 3.1.16. A funcao 0 € uma ultramétrica.
Prova. Mostraremos que 0 satisfaz as condi¢oes da defini¢do de ultramétrica.

— E claro que ?(x, z) = 0. Agora, considere z,y em X tais que d(z,y) = 0.
Por definicao, = e y estdo no mesmo elemento de P,, para todo n > 0,

entao
d(z,y) < max{diam(U) | U € P,} = diam(P,,) para todo n > 0.
Mas {P, }n>0 é sequéncia de partigoes refinadoras, logo
Jim diam(P,) = 0,

assim d(z,y) = 0 e, portanto, x = y.
— Também ¢é claro que d(z,y) = 3(y, z).

— Sejam z,y,z em X. Se 0(x,y) = 0 é claro que
o(x,y) < max{d(z,z2),0(z,v)}.

Considere que d(z,y) # 0, entdo existe n > 0 tal que x e y estao
em elementos diferentes de P,, consideremos esse n minimo, entao
0(z,y) = 0,. Temos que x e z ou y e z estao em elementos diferentes de
P,.. Afirmamos que z e z estdo em elementos de P, entdao d(x, z) > 0y,
ja que x e z podem estar em elementos diferentes de P;, onde i < n, e
como {6, }n>0 ¢ uma sequéncia decrescente, d; > 9,,. Se y e z ndo estao em
elementos diferentes de P,, entdo max{d(z, z),9(y, z)} = 0(z, z), portanto
0(z,y) < max{o(x,z2),0(z,v)}.

Assim, de fato, 0 é uma ultramétrica. n

Falta mostrar que 0 gera a mesma topologia de d. Sejam x em X e r > 0.
Como 6,, — 0, existe d,, tal que r > 9,,. Se y ¢ B(x,r) entdo d(z,y) > r > O,
assim x e y estdo em elementos diferentes de P, e portanto d(x,y) > d,. Logo
y & By(x,6,). Concluimos que By(z,9,) C B(x,r).

Agora, dados = em X e r > 0, existe k tal que §; < r. Mostraremos

que B(x,0;) C By(z, 7). Seja y € B(x, ), tal que y # x, entdo d(x,y) < oy e
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portanto z e y estdo no mesmo elemento de Px. Como, por hipétese, {Pp}n>0
é sequéncia de partigdes refinadoras, temos que x e y estdo no mesmo elemento
de P; para todo 0 < i < k, 0(z,y) = J;, onde [ > k. Mas a sequéncia {6, }n>0
é decrescente, entdao 0(x,y) = d; < 0y, portanto y € By(x, ), como O < 1,
temos que B(x,d;) C By(z,r). E assim terminamos a prova de (2) = (3).

(3) = (1): Seja (X, ) espago ultramétrico compacto. Mostraremos que

todo subconjunto de X com mais de dois pontos é desconexo. Seja Y C X, tal

2(z,y)
2

Lema 3.1.14, temos que By(z,7) e By(y,r) sao conjuntos clopen disjuntos em

que Y contém dois pontos distintos, digamos z e y. Definimos r = , pelo
X e além disso sao nao vazios, portanto Y nao é conexo.

Finalizamos, assim, a demonstra¢ao do Teorema 3.1.13. m

3.2
Conjuntos de Cantor

O conjunto conhecido como conjunto ternario de Cantor, que é formado
pelos nimeros no intervalo [0, 1] tais que quando expressados em base 3 o digito
1 nao aparece, ¢ um espaco métrico compacto, totalmente desconexo e sem
pontos isolados, assim como, o conjunto {0, 1} apresentado no Capitulo 2.
Existem mais conjuntos que possuem simultaneamente essas trés propriedades

e veremos que eles podem ser relacionados.

Defini¢ao 3.2.1 (Conjunto de Cantor). Um conjunto de Cantor é qualquer
espago métrico (nao vazio), compacto e totalmente desconero sem pontos

1solados.

Dados um conjunto finito G e um espago métrico (X, d), dizemos que a
funcao g : G — P(X) é subordinada a partigao P,, de X se para cada i em
G, g(i) é um elemento da parti¢do P,. Para simplificar, usaremos a notagao
gp, : G — P,. A funcao gp, : U — P, € sobrejetiva quando para cada elemento
U de P, existe i em G tal que g(i) = U.

Teorema 3.2.2. Quaisquer dois conjuntos de Cantor sao homeomorfos.
Prova. Precisaremos de um resultado preliminar.

Lema 3.2.3. Sejam (X,d) espago métrico compacto sem pontos isolados e
{Pn}n>1 uma sequéncia de particoes refinadoras de (X, d). Consideren > 1, G
um conjunto finito e gp, : G — P, uma sobrejecio subordinada da P,. Entdo
existem m > n e uma funcao sobrejetora f : P,, — G tais que para todo V em
Py temos que V. C gp, o f(V).
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Prova. Dado U em P,, como g5 (U) C G, gp' (U) é um subconjunto finito de
G. Agora, U é um conjunto infinito, caso fosse finito os elementos de U seriam
pontos isolados de X. Definimos o conjunto Fy; como um subconjunto finito
de U com mais do que #g~(U) elementos. Note que como os elementos da
particao sao disjuntos, a colegao { Fy }yep, ¢ formada por conjuntos dois a dois

disjuntos. Definimos o conjunto

F .= U Fy,
UEPn

e 0 como o minimo da distancia entre dois elementos de F. Como P,, é uma
colecao finita e para cada U € P,, Fy é um conjunto finito, o conjunto F' é
finito.

Como {P,, },>1 ¢ uma sequéncia de parti¢oes refinadoras, podemos escolher
m > n tal que diam(P,,) < . Seja U em P,, se tomarmos quaisquer dois
elementos de Fy, a distdncia entre eles é pelo menos § > diam(P,,) > diam(V)
para todo V em P,,. Entao quaisquer dois elementos de Fy; nao podem estar

no mesmo elemento de P,,. Portanto:

#{V € Pn |V CU} 2 #g5,(U).
Entao, qualquer funcao

Jo AV eP, |V CU}—gp ()

¢ uma sobrejecao.

Definimos, a fungdo f : P, — G, tal que dado V em P,,, f(V) = fu(V),
onde U é o elemento de P, que contém V. A fungao f é sobrejetora.

Agora, mostraremos que para todo V em P,,, V C gp, o f(V). Seja V
em P, f(V) =1, tal que i estd em g;i(U) e U contém V', portanto:

gp,(f(V)) =gp, (i) =U D V.

Entao f é a sobrejecao desejada entre P,, e GG. Concluimos, assim, a demons-

tragdo do Lema 3.2.3. [

Agora continuaremos a prova do Teorema 3.2.2. Sejam X e Y dois espagos
métricos nao vazios, compactos, totalmente desconexos e sem pontos isolados.
Como os espagos sao totalmente desconexos, pelo Teorema 3.1.13 temos que
existe uma sequéncia de partigoes refinadoras para cada um dos espacos,

digamos {P,}n>1 para X e {Q,},>1 para Y. Podemos assumir que P; = X.
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Definiremos indutivamente uma sequéncia de inteiros crescente n; < ng <

. e fungoes sobrejetoras:
fre:Pn, = 9., k>1, kimpar,

Gk : Onp = Py, k>1, k par,

tais que
V C frogen(V), kfmpar, V € Q... (3.2.1)

UCgro frr1(U), kpar, UeP,

Comegaremos definindo ny = 1 e ny = 2. Como a particao P; possui

(3.2.2)

k+1°

s6 um elemento, temos somente uma escolha para definir g, : Q3 — Py, que
serd uma sobrejecao. Usando o Lema 3.2.3, existe ny > 2 e uma sobrejecao
f3 1 Pry — Qa, tal que U C g9 0 f3(U) para todo U em P,,. Agora usando o
Lema 3.2.3 para f3, existe ny > n3 e uma sobrejecao g4 : Q4 — Ps, tal que
V C f3094(V) para todo V em Q,,.

Agora, suponha que ja definimos as sobreje¢oes g;_1, fi € gi+1 para todo
3 <i <k, tal que k é impar, onde V' C f; 0 giy1(V) para todo V em Q,,,, e
U C gi—10 f;(U) para todo U em P,,,.

Pela hipétese de inducao, gri1 : @n,,, — Pn, € sobrejecao, pelo
Lema 3.2.3, existe ngio > ngyq1 e sobrejecao frio : P

nere — Dy, tal que
U C gry1 © fer2(U) para todo U em P,

wio- Usando o Lema 3.2.3 para a

funcao frio, existe npy3 > npyo e sobrejecao gryz @ Qny,y — P tal que

Nt o
V C frg20 gis(V) para todo V em Q,, ... Se k é par, a hipétese de inducao é
que ja foram definidas as fungoes f;_1,g; e f;11 para todo 1 < i < k. As fungdes
Jki2 € fris sdo definidas de forma analoga.

Definiremos, agora, a funcao f : X — Y ponto a ponto. Fixe x em X,
explicaremos como iremos definir f(x), para cada k > 1, denotaremos por U¥
o0 unico elemento de P,, que contém x. Como {P,, } é sequéncia de partigoes
refinadoras e {ny }x>1 ¢ sequéncia crescente, U C UF para todo k > 1. Pela
construgao que fizemos acima, g1 o frio(UF?) estd em B, e contém UF+2,
Mas, U¥ é o tnico elemento de P, que contém z, assim: g0 fr12(UF2) = UF.

Aplicando f; a ambos os lados obtemos:

Je(UF) = fr 0 grar © fora(U?) = fi 0 [grsr (fraa(UFT2))]. (3.2.3)

Por (3.2.1), sabemos que fi12(US?) C fi, © [ghi1 (far2(UL?))]. Entdo, usando

a equacao (3.2.3), obtemos que

Jor2(UST?) C fi(UF).
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Portanto, a sequéncia {f,(U¥)}x>3 de conjuntos clopen ¢ decrescente e, pela
definigao de fi, fx(UF) estd em Q,, ., como o didmetro da sequéncia {Q,, }

tende a zero, temos que:

M f:(U5) = {f(2)}.

k>3
Analogamente, podemos definir g : Y — X como se segue, dado y em Y, para
cada k > 1, denotaremos por Vy’C o unico elemento de Q,, que contém y e

definimos

M 9:(Vy) == {9(y)}-

k>2
Afirmagao 3.2.4. Dados x em X ey em Y, temos que go f(x) = x e
fogly) =y

Prova. Dado k par, existe Uf*! em P, .,

tal que,

f(@) € fisa(U) = Vi) = 9(f(2)) € e Vi) = U™
= g(f(x)) € QUJ: L= {2}

Concluimos que g(f(x)) = x para todo z em X. A demonstragao de que para
todoy €Y, f(g(y)) =

y € analoga. n
Podemos afirmar, entdo que f e g sdo sobrejecoes, ja que dados x em X

eyem Y, yéaimagem de g(y) por f e x é aimagem de f(z) por g.
Afirmacgao 3.2.5. As funcoes [ e g sdo injetivas.

Prova. Sejam x, e x5 em X,

f(x1) = f(22) = g(f(21)) = 9(f(22)) = 21 = 22

Entao f ¢é injetiva. Mostra-se de forma andloga que ¢ é injetiva. [
Portanto, f e g sao bije¢des e inversas uma da outra.

Para que f e g sejam homeomorfismos falta verificar que as fungoes f
e ¢ sdo fungdes continuas. E suficiente mostrar que f é continua. Fixe z em
X. Dados € > 0 e {UF}, existe k fmpar tal que diam(Q,,, ,) < e. Entdo se 2
estd em UF, f(z) estd em f,(U¥), que contém f(2) e é um esta contido em um
elemento da particao Q,,, _,, portanto, dy (f(2), f(y)) < e.

Concluimos, portanto, que f é um homeomorfismo entre X e Y. [
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4
Equivaléncia orbital

Neste capitulo, iremos definir o que uma relagao de equivaléncia orbital.
Quando for conveniente denotaremos uma relacao de equivaléncia R em um

espaco X como o subconjunto
R={(z,y) e X x X |z ~gry} C X x X.

Defini¢ao 4.0.1 (Conjugacao topologica). Considere (X,dx) e (Y, dy) como
espacos métricos compactos e p : X — X e : Y — Y dois homeomorfismos.
Uma fungio h : X —'Y € dita uma conjugacdo topologica se € um homeomor-
fismo e hoyp =1 oh. Se existe tal fungao h, dizemos que (X, ) e (Y, ) sdo

conjugados.

Definicao 4.0.2. Sejam R e Q) relagoes de equivaléncia nos espagos métricos
X e Y, respectivamente. Dizemos que um homeomorfismo h: X — Y é uma

equivaléncia entre as relagoes R e () se

Se R e QQ forem relagoes de equivaléncia orbitais associadas aos homeo-
morfismos ¢ : X — X e : Y =Y, respectivamente, dizemos que h : X =Y

¢ uma equivaléncia orbital entre (X, ) e (Y, 1)

Observacao 4.0.3. Se h é uma conjugagdio entre (X, ) e (Y1), entdo h é

uma equivaléncia orbital.

Prova. Seja a € X e b= h(a) € Y. Como h é conjugagdo, temos que dado
nez

h(@"(a)) = " (h(a)) = ¢"(b).

Dado z € X, suponha que b € h({z)g,). Entao, a € (x)g, e portanto existe

©

inteiro k tal que

Entao,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912782/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912782/CA

Capitulo 4. Equivaléncia orbital 46

logo
h(z) = v* (Ma)) =" (b).

Portanto, por defini¢do de Ry, temos que b € (h(z))r,. Analogamente,

mostramos a inclusao contraria.

Teorema 4.0.4. Sejam X eY espacos métricos compactos e conexos. Considere
v: X = Xey:Y —Y homeomorfismos sem pontos periodicos. Seh : X —'Y

¢ uma equivaléncia orbital entre R, e Ry, entao o h € uma conjugagao entre
(X, ) e (YY) ou é uma conjugagio entre (X, ) e (Y,9™1).

Prova. Seja x € X, como x ~p, ¢(r) e h é uma equivaléncia orbital, temos
que h(x) ~g, h(p(x)). Entao, existe inteiro n tal que h(p(z)) = ¥"(h(x)).
Suponha, por absurdo, que existe inteiro m # n, tal que h(p(z)) = Y™ (h(x)).
Entao, ¥ (h(x)) = ¥"(h(x)) e, portanto, »™ "(h(x)) = h(x). Como ) nao
possui pontos periddicos, temos que m = n.

Para cada inteiro n, considere o conjunto
X :={r € X | hip(x)) = ¢"(h(x))}.
Logo a coleagao { X, }nez é formada por conjuntos dois a dois disjuntos e
U X, =X.

Lema 4.0.5. Para todo n € Z, o conjunto X,, é fechado.

Prova. Fixe n € Z e considere uma sequéncia {zy}r>o em X, tal que xy

converge para um ponto x. Para cada k > 0, temos que

he(xr)) = 9" (h(xk)).

Entao,
lim h(p(2s)) = lim 4" (k).

k—o0

Como as fungoes h, ¢ e 1 sao continuas, temos que

e, portanto, x € X. Concluimos, assim, que X,, é um conjunto fechado. [
Usando o lema acima o conjunto X pode ser escrito como uniao enumeravel de
conjuntos fechados e dois a dois disjuntos. Como X é espago métrico compacto

e conexo temos que existe n € Z tal que X,, = X. Assim,

hop(x)=vY"oh(x), paratodoz € X.
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Analogamente, existe m > 0 tal que
h~tot(y) = ¢™oh '(y), paratodoy €Y.

Mostraremos quen =1em =1oun = —1e m = —1. Dado z € X, temos

que h o p(z) € Y, portanto

h™tovo(hop)(z)=¢™o(h ' oh)op(x).

Entao,
h—l o ¢n+1 o h(l’) — §0m+1.

Aplicando a funcao h, obtemos que
77Dn—l—l o h(l‘) —ho QOm_H.

Logo,
"o h(z) = M o h(x).

Como, por hipotese, o homeomorfismo ) nao possui pontos periddicos, temos

que n(m+ 1) — (n+ 1) = 0. Entao, nm = 1. J& que n,m € Z, concluimos que
n=m=1 ou n=m=-—1.

Finalizamos, entao, a demonstracao do teorema. [
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5
Diagrama de Bratteli

O objetivo deste capitulo é generalizar a relacao de equivaléncia de
caudas R vista no Capitulo 2. Para isto, iremos definir um objeto combinatoério
representado por um grafo infinito que possui caminhos infinitos formados
pelas suas arestas. O espago de todos estes caminhos, munido de uma métrica
apropriada, generaliza o espago {0, 1} com a métrica considerada no Capitulo
2.

5.1
Diagrama de Bratteli: definicao e compacidade do espaco Xy

Definigao 5.1.1 (Diagrama de Bratteli). Um diagrama de Bratteli, é uma
d-upla B = (V,E,r,s), onde V. = {V,}nso € E = {Ep}n>1 sao sequéncias
infinitas de conjuntos finitos, nao vazios e dois a dois disjuntos e s = {sp}n>1
er ={rp}tn>1 Sdo sequéncias de fungoes, tais que:

- Vo = {vo}-

~ 8y By = Vg e s7H{w} # 0 para todo v € U1V,

~ 1 By =V, er v} # 0 para todo v € U,V
Os conjuntos V,, sio chamados de vértices e os conjuntos E, sdo chamados de

arestas. As funcoes r, e s, sdo chamadas, respectivamente, de posto e fonte.

Figura 5.1: Exemplo de um diagrama de Bratteli
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O nosso objetivo é dado um diagrama de Bratteli ‘B construir um
espaco métrico X, compacto, totalmente desconexo e também uma relagao de

equivaléncia em Xg.

Definigao 5.1.2. Sejam B = (V, E,r, s) um diagrama de Bratteli e n,m € N,
tais que 0 < m < n, o conjunto L, ,, abaizo € o conjunto de todos os caminhos

de V,, para V,.

Emn = {(pm+1,pm+27 s Pn) | i € By r(pi) = 8(piv1),m < i < ”}-

Dados v € V,,, e w € V,, denotamos por E(v,w) o conjunto de todos os caminhos

de de v até w. Definimos o conjunto:
X = {(z1,22,...)|2n € En,7(x,) = s(xpy1),n > 1}

Denotaremos o elemento (z1,xs,...) de Xo por x. Quando for conveni-

ente usaremos a notagio compacta X = (x;);i>1.

Note que o conjunto Xy é formado por todos os caminhos infinitos
comecgando em vy.

Também definimos a fungao d : X x X — [0, 00) como:

]-7 5€ T 7é Y1,
inf{27™" | z; = y; para todo 1 <i < n}.

d(x,y) = {

Proposicao 5.1.3. O espago (X, d) € ultramétrico.

Prova. Mostraremos que a funcao d satisfaz as condigoes da definicdo de

ultramétrica.

—d(x,y) =0« inf{27™" | 2; = y; paratodo 1 < i <n} =0z, =y,
paratodoi > 1< x=Yy.

— E claro que d(x,y) = d(y, x).

— Dados x,y e z em Xy, mostraremos que d(x,y) < max{d(x,z),d(z,y)}.
Se d(x,z) =1 ou d(y,z) = 1 ndo ha o que fazer. Considere que d(x,z) e
d(y,z) sao ambos diferentes de 1. Entao, ha trés casos. Ou existem i < j
positivos tais que d(x,z) = % e d(z,y) = %, ou uma das distancias é
igual a zero, ou ambas sao iguais a zero. Consideremos o caso em que
d(x,2z) = 5 e d(z,y) = 55. Neste caso zj, = z, para todo 1 < k < 4,
2z =y para todo 1 < k < j, i1 # Zip1 € Yj+1 7# Zj+1, portanto z;, = yy
para todo 1 < k <i e x;11 # y;11. Portanto

d(x,y) = 212 < max{d(x,z),d(y,z)}.
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Agora, suponha que d(x,z) = 0, entdo x = z. Se d(z,y) =0, entdo y = z
e portanto x =y e d(x,y) = 0. Caso d(y,z) # 0, existe i > 0, tal que
Yp = 2 = xp para todo 1 < k <17 e y;11 # 241, logo

1
d(Xv Y) = ? < maX{d(Xv Z)> d(Z, Y)}
Concluimos a demonstracao de que d é uma ultramétrica. [

Dados x € Xy e r > 0, denotaremos por B(x,r) a bola aberta centrada
em x e de raio r.
Defini¢ao 5.1.4 (Cilindro). Seja B = (V, E,r,s) um diagrama de Bratteli,

para qualquer n > 1 e p € Ey,, tais que p = (p1,...,Dn), definimos o cilindro:

Clp) ={x € Xp | (z1,...,2n) = (p1,-- -, Pn)}-

Seja B = (V, E,r,s) um diagrama de Bratteli. Dadon > 0 ¢ p € Ey,,. Se

e € F,.1, definimos

pe ‘= (pla s 7pn7€)'

Que chamaremos de concatenacao do caminho p com a aresta e.

Proposicao 5.1.5. Seja B = (V, E, r, s) um diagrama de Bratteli. As sequintes

afirmagoes sao verdadeiras:

1. Para qualquer x em X en > 1,

B(x,27") = C(a1, ..., 7).

2. Para qualquer n > 1 e quaisquer dois caminhos p e ¢ em Ey,,, temos que

C(p) = C(q) se e s6 se p=q, caso contrario sao disjuntos.

8. Para todo n > 1, a colegio {C(p)}per,, ¢ wma particio de X, que

chamaremos de P,,.

4. Dadon > 1. Para todo p em Ey,,, temos:

Clp) = U C(pe),

e€En1,5(e)=r(p)
e 0s conjuntos da uniao sao dois a dois disjuntos.

5. A sequéncia {Pn}n>0 € uma sequéncia de partigoes refinadoras para Xg.
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Prova.

1. Dados x em Xy e n > 1. Primeiro, mostraremos, que
B(x,27") C C(wy, ..., 7).
Seja y em B(x,2 "), temos que
d(x,y) = inf{27% | 2; = y; para todo 0<i <k} <2

entdo z; = y; para todo 0 < ¢ < k, onde k > n, caso contrario

d(x,y) > 27" entdo y estd em C(xy,...,x,). Falta mostrar que
C(z1,...,2,) C B(x,27"

Seja z em C(xy,...,x,), por defini¢do, x; = z; para todo 0 < i < n,

assim d(x,z) < 27" < 27" portanto z estd em B(x,27""1).

2. Dados n > 1 e p,q em Ejy,. Suponha que C(p) = C(q), entdo p esta
em C(q), assim, p = (p1,...,pn) = q. Agora, se p = ¢, é direto que
C(p) = C(q). Se p # q, existe 1 < i < n tal que p; # ¢;, assim se x
estd em C'(p) entdo x ndo pode estar em C(g). Da mesma forma, se x
estd em C'(q) entdo x nao pode estar em C(p). Portanto C(p) e C(q) sao
disjuntos.

3. E claro que para cada n > 0, Xy = UpeE,., C(p).

Pelo item 2, a colegao {C(p)} ek, ¢ formada por elementos dois a dois

disjuntos.

Pelo item 1, cada elemento de {C(p)}per, ., é aberto. Como

UPEEO,H C(p) = X%)

cada C'(p) também sera fechado, ja que

X\Cp)= U Cl).

q€Eo n.q#p

Portanto, C'(p) é conjunto clopen para todo p em Ey,,.

Concluimos que {C(p)}pep,,, ¢ particio de Xo para todo n > 1.

4. Dadosn > 1epem £, .
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Primeiro mostraremos que

C(p) C U C(pe).
e€EFy+1,s(e)=r(pn)
Seja x = (z;);>1 em C(p), entdo x estd em C(prpi1), ja que s(zp41) =
(pn)-

Agora, mostraremos que

U C(pe) C C(p).

e€En+1,s(e)=r(pn)
Seja y um elemento da unido. Existe e em FE, 1, tal que y estd em C(pe),
entao (Y1, ..., Yn, Ynt1) = pe, assim (yi,...,y,) = p e portanto y estd em
C(p).

Concluimos que
c(p) = U C(pe).
e€En11,5(e)=r(pn)
5. Provaremos que {P,},>1 satisfaz as trés condi¢oes da definicio de

sequéncia de parti¢oes refinadoras.

— Pelo item 3, temos que cada P,, ¢ uma particao de Xp.

— Dados n > 1 e pem Ep,, pelo item 4, cada C(p) em P,, é a uniao
de elementos em P, 1. Entao P, 1 é mais fina que P, para todo
n>1.

— Dado n > 1, temos pelo item 1 que C(p) = B(p,27""1). Assim

diam(P,) = 27! para todo n > 1,

portanto lim,, ., diam(P,) = 0.

Finalizamos, entao, a demonstracao da proposigao. [

Teorema 5.1.6. Seja B = (V, E,r,s) um diagrama de Bratteli, o espago

métrico (X, d) é compacto.

Prova. O espaco (Xg,d) é limitado, ja que Xy C B(x, 1) para todo x em Xg.
Seja A C Xy um subconjunto infinito, mostraremos que A possui um

ponto de acumulagao. Temos que

A= J AnC(e).

ecFy
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O conjunto E; é finito, como A é infinito, um dos elementos da uniao tem
que ser infinito. Assim existe e; € Ej, tal que AN C(ep) é infinito. Suponha,
indutivamente, que para n, existe e, em E,, tal que AN C(ey,...,e,) é um

conjunto infinito. Sabemos pelo item (4) da Proposigao 5.1.5 que:

ANC(e, ... en) = U ANCley, ... eq,e).

e€En+1,s(e)=r(en—1)

Como, ANC(ey,...,e,) é um conjunto infinito pela hipdtese de indugao, existe
ent1 em E, 1 tal que ANCl(eyq,. .., e,,e,41) € infinito.
Definimos, indutivamente, x = (e, es,...), temos que x estd em Xg.

Dados 7 > 0 e n > 1, tais que 27" < r, temos que:
B(z,r)NAD B(x,27"th).
Usando o item 1 da Proposicao 5.1.5, temos:
B(z,27"™M)NA=Cle,...,en) NA,
assim

Cley,...,en) NAC B(z,r)NA.

Como AN C(ey,...,e,) é um conjunto infinito para todo n > 1, entdo
B(z,r) N A também é um conjunto infinito, portanto B(x,r) N A\{z} é um
conjunto nao vazio. Concluimos entao que x é um ponto de acumulacao de

A C Xg, assim (X, d) é espago métrico compacto. [

Lema 5.1.7. Dados um diagrama de Bratteli 8 = (V, E,r,s) e m,n > 0, tais
que n. > m, temos que para todo w em V,, existe v em V,, ligado a w por um

caminho em E,, ,,.

Prova. Como r‘l{w} # () para todo w em V,, para todo n > 1, existe v,_;
em V,_; ligado a w por algum caminho em F,_;,. Indutivamente e con-

catenando os caminhos, existe v em V,, ligado a w por algum caminho em E,,, ,,. m

Teorema 5.1.8. Dado um diagrama de Bratteli B8 = (V, E,r,s). Suponha que

F € um subconjunto infinito de E, tal que
s(F) Cr(F)U{v}. (5.1.1)

Entao F contém um caminho infinito.
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Prova. Seja F' um subconjunto infinito de E que satisfaga as hipoteses do

teorema, isto é, para todo e em F\FE; existe aresta u(e) em F tal que
s(e) = r(u(e)). Observe que s(E7) = {vo}.

Lema 5.1.9. Dado n > 1, definimos o conjunto
Fo={(f1; fos-- -, fn) € Eon | fi € F para todo 1 <i <n}.

Temos que Iy, é nao vazio.

Prova. Como cada F; é um conjunto finito e, por hipétese, F' é infinito, existe
um elemento em F' que nao estd em F; U---U E,_;, digamos que esteja em
E,,. Denotaremos tal elemento por e,,. Temos que m > n.

Por hipotese, existe em F' aresta em FE,, ;, digamos e, 1, tal que
s(em) = r(em—1). Indutivamente, para cada 1 < k < n — 1, existe em F
uma aresta e, em F,, ; tal que s(€,_x+1) = r(em_k). Entdo o caminho
(€1,€9,...,€m) estd em F e como m > n, o caminho (eq,...,e,) estd em Fp,,.

Provando o lema. ]

Voltamos, agora, para a demonstracdo do Teorema 5.1.8. Agora, para

cada n > 1, definimos

X, ={xe€ Xy | (z1,22,...,2,) € Fon} = U C(p).

peFO,n
Temos que, para cada n > 1
1. X,, é nao vazio, ja que Fp, é nao vazio.

2. X, é clopen, ja que cada C(p) é clopen e existe um ntumero finito de

elementos em Fj,,.
3. XnJrl c X,.

Como Xg é compacto, as condigoes (1), (2), (3), implicam que (,,>; X, é nao
vazio. Pela definicao do conjunto X,,, temos que qualquer elemento de N,>; X,

é um caminho infinito e estd em F. ™
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5.2
Propriedade telescépica de um diagrama de Bratteli

Agora, apresentaremos a nocao de passar a uma subsequéncia em um
diagrama de Bratteli, que sera chamada de propriedade telescopica de uma

diagrama de Bratteli.

Defini¢ao 5.2.1. Dados B = (V, E,r,s) um diagrama de Bratteli e uma
sequéncia estritamente crescente de inteiros mg = 0 < m; < mg < ....
Definimos o diagrama de Bratteli € = (W, F,T,3) obtido a partir de B através

da subsequéncia {my}ren,como se seque:

- Wn - an ;
- Fn = Emn_1,mn

- 5={Su}tn>1, onde5: F, = Ey, | m, — Wao1 = Vi, |, para todon > 1,

tal que s~'{v} € nao vazio para todo v em U,>oFy,;

~T=A{rntn>1, onde T : F,, = Ey m, — Wy = Vi, para todo n > 1, tal

que T~ {v} € nao vazio para todo v em U,>1 F,.

Assim, dado

X = (ZEl,JZQ,...)
em X, 0 caminho
X = (([L’l, . 7.I‘m1), (Im1+17 Ce ,.TmQ), o )

estd em Xg. Definimos, entao, a fungao de blocos

f=fogs: Xg — Xg,

tal que

flrr,xe, . 0) = (X1, s Ty )y (Tong a1y s Tong )y e v+ )
Proposicao 5.2.2. Se ¥ = (W, F,T7,3) € obtido a partir de B = (V, F,r,s)
através de uma subsequéncia {my}r>1 entdo a fungio de blocos

f=fez: Xs — Xg

¢ um homeomorfismo.

Prova. Como Xg e X« sao espacos métricos compactos, basta mostrar que f é

uma bijecao continua. Claramente, a fungao f ¢é injetiva e sobrejetiva. Agora,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912782/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912782/CA

Capitulo 5. Diagrama de Bratteli 56

iremos mostrar que f é continua. Dado € > 0, existe r em N, tal que - < e.

o)

Seja i em N, tal que

My <& < Mypy.

Dado x em Xg. Se'y em Xg é tal que d(x,y) < o entao d(f(x), f(y)) < 5 <€

Entao f é continua. Concluimos que f é um homeomorfismo. n

5.3
Relacao de equivaléncia AF

J& mostramos que o espago (X, d) é um espago ultramétrico e compacto.

Agora, definiremos uma relacao de equivaléncia neste espago.

Definicao 5.3.1 (Rela¢ao-AF). Seja B = (V, E,r,s) um diagrama de Bratteli.

Chamaremos Ry a relagio em Xg dada por:
X~y Se € $O se X ey SGo iguais menos em um numero finito de entradas.

Em particular, existe ig tal que x; = y; para todo 1 > ig.

A sigla AF significa aproximadamente finita.
Proposicao 5.3.2. A relacao-AF ¢ uma relagdo de equivaléncia.
Prova. Mostraremos que a relacdo-AF satisfaz as propriedades:

— Reflexiva: E claro que x ~g x.
— Simétrica: Também é claro que se x ~g y entao y ~g X.

— Transitiva: Dados x,y e z em Xy tais que X ~p3 y e y ~gp z. Como x
difere de y em um ntmero finito de entradas e y difere em um nimero
finito de entradas de z entao x e z também diferem em um niimero finito

de entradas, assim X ~g Z.

Denotaremos a classe de equivaléncia de um elemento x em X por (X)g,,.
A proposicao abaixo apresenta o efeito de passar a uma subsequéncia na

relacao-AF.

Proposicdao 5.3.3. Dado B = (V,E,r,s) um diagrama de Bratteli e o
diagrama € = (W, F,T,3) obtido a partir de B através de uma subsequéncia

mo =0 < my < .... Seja f o homeomorfismo da Proposicio 5.2.2. Entao

F((%)ry) = (f (X)) Rs-


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912782/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912782/CA

Capitulo 5. Diagrama de Bratteli 57

Prova. Primeiro mostraremos que dado x em Xy,

F(X)Ry) € (f(X)) Ry

Seja y em f((X)py ), entdo existe z em (X)p,, tal que f(z) =y. Temos que y
estd em (f(x))g.. Suponha por absurdo que isso nao acontega. Como f(z) =y,
z e y iriam ter um nimero diferentes de entradas, o que é uma contradicao.

Agora, provaremos que

(f(x))rs C F((X)Rn)-

Seja y em (f(x))r.. Como f é sobrejecdo, existe z em Xg tal que

f(z) = ((zl,...,zml),(zmlﬂ,...,zm)...) =y.

Como y estd em (f(x))r., y e f(x) = ((xl, ey Ty )y (Tng 1y e ey Tiny) - - ) dife-
rem em um numero finito de entradas, entdo z ~ x, assimy = f(z) € f((X)ry)-

Concluimos, assim, a demonstracao da proposicao. [

Pela Proposi¢ao 5.3.3, as relagoes de equivaléncia Ry e Rs sao equivalen-

tes.

Definicao 5.3.4. Dizemos que um diagrama de Bratteli B = (V, E,r, s) possui
todas as arestas conectadas quando para todo vértice v em V,_1 e todo w em

V,, existe uma aresta e em E,, tal que s(e) =v e r(e) = w.

Teorema 5.3.5. Seja B = (V, E,r,s) um diagrama de Bratteli. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

1. Para cada m > 0 e cada vértice v em V,,, existe n(v) > m tal que para

todo w em V,, existe um caminho de v para w.

2. Para cada m > 0, existe n(m) > m tal que para todo v em V,, e para

todo w em V,, existe um caminho de v para w.

3. Eziste um diagrama de Bratteli ¥ = (W, F,T,3) obtido a partir de B

através de uma subsequéncia, que possui todas as arestas conectadas.
4. A relagdo de equivaléncia Ry € minimal.

Prova. Mostraremos que as afirmagoes sao equivalentes.
(1) = (2): Dados m > 0 e v em V,,, existe n(v) > m, tal que para todo

w em V), existe um caminho de v para w. Definimos

n:=max{n(v) | v € V. }.
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Entao, pelo Lema 5.1.7, para todo v em V,,, e todo w em V,,, existe um caminho
de v para w.

(2) = (3): Seja my = 0, existe my > 0 tal que, para todo v em V,,, existe
um caminho entre vy e v. Indutivamente, para cada m;, existe m;,1 > m;, tal

que para todo v em V. e todo w em V, existe um caminho entre v e w.

mit1

Definimos entdo a sequéncia crescente mg < m; < mo < ... e obtemos o
diagrama T a partir de 9B através da subsequéncia {myg }r>o.

Falta mostrar que ¥ possui todas as arestas conectadas. Seja v em W,,_q,
entdo v estd em V,, . Por hipdtese, existe um caminho e(v,w) entre todo v
em Vp,, , =W,_1 etodowemV, =W,. Comoe(w,v) liga v a w, temos que
s(e(v,w)) = v eT(e(v,w)) = w.

(3) = (4): Seja T o diagrama de Bratteli obtido a partir 8 por uma

subsequéncia {mg }r>o. Dados x e y em Xy ¢ suficiente mostrar que

C(yh cee 7ym1) N <X>R% 7& (Z)

Definimos v, = (Y, ). Dado w = s (2y,41) em Wy = V,,,, existe e(v,, w)
aresta em F,, = FE,, ., ligando v, a w, ja que T possui todas as arestas

conectadas. Assim,

(Y1, s Yny €(Vy, W), Tig i1, - - - ) ~3 X.

Além disso, (y1, ..., Yn, €(Vy, W), Timys1, ... ) estd em C(y1,. .., Ym, ). Portanto,

Cyss - Ym) 0 (X) oy 7 0.

(4) = (1): Suponha, por absurdo, que existam m > 0 e v em V,, tal que
para todo m + k > m existe w em V. que ndo é ligado a v por nenhum
caminho. Construiremos, indutivamente, um ponto x em Xy e uma sequéncia
{U)}x>1, onde cada elemento 7, estd em E,, 1, € ¢ disjunto do caminho

(me, .. ,:z:m+k). Faremos a prova por inducao em k.

— Caso k = 1: Existe w; em W,,,1 que nao ¢ ligado a a v por nenhum
caminho em E,, ,,,+1. Definimos, entao x,,41 como algum elemento de
s~ 1(v) e 7, como alguma aresta do conjunto ! (wy). Por hipétese, s~ (v)
e r~1(w;) sdo disjuntos, pois caso contrrio haveria um caminho ligando

v a wy, 0 que é uma contradigao. Entao x,,,1 e 7, sao disjuntos.
— Suponha que ja construimos, para todo 1 <1 < k, as arestas T,,4; € Fmii
e a concatenagao (xm+1, - ,xmﬂ») € Epm+i € 0 caminho ¥;, de forma

que (xm+1, o ,Imﬂ-) e 7, sao disjuntos.
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— Construiremos o elemento Ty i+1 € Epyit1 € Upyq- Temos que existe
w1 em V.1 que nao é ligado a v por nenhum caminho. Definimos

entao Ty, 41 como algum elemento de s (r(z,,11))-

Definimos 7, como algum caminho em E,, 1511, tal que Ymip1 €
Y Wmars1). Os caminhos (xm+1, . ,$m+k+1) e U4, sao disjuntos, ja

que Wy, 4ks+1 Nao € ligado a v por nenhum caminho.

Seja (:)31, To,. .. ,xm) algum caminho entre vy e v, definimos

X = (l'l,...,xm,$m+1,...,xm+k,...)

e a sequéncia {y }r>1, tal que para cada k, yj é um elemento de X que contém
o caminho 7, definido acima. Como, pelo Teorema 5.1.6, Xy é compacto,
temos que a sequéncia {yy }r>1 possui subsequéncia convergente, digamos que
para o ponto y. Repare que y nao estd em (X)g,, 0 que é uma contradi¢do, ja

que Rg ¢ minimal. n

Definigao 5.3.6 (Diagrama de Bratteli simples). Se um diagrama de Bratteli
satisfaz quaisquer uma das trés primeiras condicoes do Teorema 5.3.5, dizemos

que ele é simples.

5.4
Exemplos

Considere o diagrama de Bratteli B apresentado na Figura 5.2. O conjunto
Xy representa o espaco {0,1}Y. Neste caso a relagio Ry é a relacio de
equivaléncia de caudas apresentada na Definicao 2.3.1.

Temos que B satisfaz a condi¢ao 1 do Teorema 5.3.5, portanto a relacao

de equivaléncia Rz é minimal.
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1,1

1,2

S L B

Figura 5.2: Diagrama de Bratteli que representa {0, 1}

o
—_
o

Figura 5.3: Diagrama T, onde X5 é um subconjunto de {0, 1}%.

Agora, considere o diagrama de Bratteli ¥ da Figura 5.3. Note que o
espago Xg ¢ formado pelas sequéncias infinitas x = (x,,),>1, tais que z, =0
para todo n > 1 ou existe ¢ > 1 tal que ; = 1 e x; = 0 para todo 7 # j.
Considere o conjunto

X = {211. i >0},

Existe um homeomorfismo natural entre X« ¢ X.
Seja o vértice vy ;. Para todo ¢ > 1, nao ha caminho que ligue v;; ao
vértice vy ;. Logo, o diagrama ¥ nao satisfaz a condi¢ao 1 do Teorema 5.3.5 e,

portanto, a relacdo Rz nao é minimal.
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6
O modelo de Bratteli-Vershik

No capitulo anterior, definimos um diagrama de Bratteli B e a este
diagrama associamos o espago Xg. Definimos a relagao de equivaléncia Ry
que é uma generalizacao da relacao R definida no Capitulo 2. No Capitulo 2
também definimos a relagao R,. Agora, o objetivo é definir uma relagao de

equivaléncia no espago Xy que generalize a relacao R,,.

6.1
Diagrama de Bratteli ordenado

Definigao 6.1.1 (Ordem parcial). Dado um conjunto X, uma relagio > ¢é dita

uma ordem parcial se satisfaz as sequintes propriedades:

— Reflexiva: dado v € X, x > x.
— Antissimétrica: Dados x,y € X, sex >y ey > x, entdo x =y.

— Transitiva: Sejam x,y,z € X. Sex >y ey > z entao v > 2.

Definigao 6.1.2 (Diagrama de Bratteli ordenado). Um diagrama de Bratteli
ordenado é formado por um diagrama de Bratteli B = (V, E,r,s) e uma ordem
parcial > em E, tal que duas arestas e; e eo podem ser comparadas se e so se
r(e1) = r(ez). Denotaremos tal diagrama por B = (V, E r,s,>).

Os conjuntos de arestas mdximas e minimas serao denotados por Ey.. e

FEin, respectivamente.

Defini¢ao 6.1.3 (Arvore geradora). Dado um diagrama de Bratteli ordenado
B = (V,E,r, s, >). Un subconjunto de arestas A é chamado de drvore geradora
se para qualquer v em V' existe um unico caminho formado por arestas de A de

Vo para v.
Proposicao 6.1.4. Os conjuntos En.x € Funin Sao drvores geradoras.

Prova. Dado v em V,,, consideramos v’ como o primeiro vértice tal que existem
pelo menos duas arestas distintas e; e es tais que r(e;) = r(ez) = v’. S6 uma
destas arestas pode ser maxima, ja que elas tem extremidade no mesmo vértice.
Portanto, existe somente um caminho em FE,., ligando v a vg. A situagao é

analoga para Ep,. ]
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Dado um diagrama de Bratteli 8 = (V, E,r, s) e um subconjunto F de
E., denotaremos o conjunto dos caminhos infinitos de F' por Xp.

Dado um diagrama de Bratteli ordenado 6 = (V, E,r, s,>), definimos os
conjuntos Xg,, e Xg_, como os conjuntos dos caminhos infinitos formados
pelas arestas de F.x € Fuin, respectivamente. Definiremos uma func¢ao ¢m
associada a B, que serd um homeomorfismo entre X\ Xg,,, ¢ Xs\Xg,,, -

Dado x = (z;);>1 em Xg\Xg,,., existe n tal que x,, é a primeira aresta
que nao estd em Fy.y, entdo existe aresta y,, tal que r(x,) = r(y,) € y, é 0
elemento seguinte a x,,, que esta unicamente determinado. Como F,;, é arvore
geradora existe um unico caminho em FE,;, ligando vy a s(y,,), denotemos tal

caminho por (yi,...,Yy,_1). Assim, definimos a funcao

¢% : X%\XEmax - X%\XEmin
O(X) = (Y1, s Yny Tty - - )-

Proposigao 6.1.5. Dado um diagrama de Bratteli ordenado B = (V, E,r,s,>),

a funcao ¢z € um homeomorfismo.

Prova. Dado y em Xp\Xg

Frin. Existe aresta z,, tal que r(y,) = r(z,) e z,, é o elemento seguinte a y,,.

tal que ¥, é a primeira entrada que nao esta em

min ?

Como E,.x € uma arvore geradora, existe um tnico caminho em F,., ligando

vo & s(x,), denotemos tal caminho por (z1,...,x,_1). Definimos a funcao

¢% : X‘»B\XEmin _> X%\XEmax
s (y) = (T1,- s Toy Yt 1y - - - )-
Mostraremos que ¥y 4 a inversa de ¢gy.
Dado x em X\ Xpax, S€ja x, a primeira entrada que nao estd em Ep,x e

Y, & aresta seguinte a x,. Seja (yi,...,Yn—1) 0 Unico caminho em E,;, ligando

vo a s(x,), temos que:

1/}‘3 © Qﬁ%(X) = Q/}‘B((yh s Yn—1,Yns Tnt1, - - )) = (xh vy Ty Tty - ) = X.

Agora, dado y em X\ Xinin, s€ja y,, a primeira entrada que nao esta em Ey, e
T, a aresta seguinte a y,,. Seja (z1,...,T,_1) 0 Gnico caminho em E,,,, ligando

vo & s(yy,), temos que:

b 0 ¥ (y) = b (@1, Tt Yog1, ) = (W12 Yo Yt -

I
<

Portanto, 19 ¢ a inversa de ¢g. Logo ¢n é bijecao.
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Falta mostrar que ¢ e 19 sao continuas. Provaremos a continuidade de
¢s. A continuidade de g se prova de forma andloga. Dados x em Xg\Xp, .
e € > 0, existem ¢ > 0 tal que x; é a primeira entrada que ndo é maxima n em
N, tal que 27" = €. Considere § = ¢, mostraremos que se z estd em B(X, ),
entdo ¢p(z) estd em B(¢pp(X),€).

Digamos que ¢n(x) = (y1, - - -, Ye, i1, - - - ). Temos dois casos. O primeiro
é quando ¢ < k. Neste caso, temos que x; = z; e que x; € z; estdo em Fy.y
para todo 0 <i < ¢ — 1, portanto (xy,...,2p_1) € (z1,...,21) serdo levados
por ¢g no mesmo caminho minimo (yi,...,y,1). Além disso, z, = z;, assim

ye também é o elemento seguinte para z,. Entao, temos que

O8(2) = (Y1, Yoy 241y -+ ) = Yty oo Yty Tot1 ooy Thy Zhtly - - )

Assim, (¢ (x)); = (¢(2)); para todo 0 < i < k, logo ¢w(z) € B(pn(x),27%) C
B(6w(x), ).

Agora considere que ¢ > k. Temos que ; = z; e que x; e z; estdo em Fy .y
para todo 1 <i < ¢ —1, portanto (z1,...,2¢-1) € (21,...,20-1) sao levados por
¢ no mesmo caminho minimo (yy, ..., y,—1). Assim, (¢px(x)); = (¢x)(z); para
todo 1 <i < ¢ — 1. Entdo ¢w(z) € B(on(x),2-V) C B(pn(x),€).

Concluimos, assim, a demonstracao da proposicao. [

Definigao 6.1.6 (Diagrama de Bratteli proprio). Dado um diagrama de Bratteli
ordenado B = (V, E,r,s,>), dizemos que B € proprio se Eyax € Fnin possuem,
cada um, exatamente um caminho infinito. Também dizemos que > € uma

ordem propria em (V, E,r,s).

Em um diagrama de Bratteli ordenado proprio, denotamos por Xpy.x €
Xmin 08 Unicos caminhos infinitos de E . € Fnin, respectivamente. Neste caso,

podemos estender o dominio da fungao ¢g para Xg. Definimos a extensao de
¢ por
OB ZXsB — X%
OB | X\ X = P €
OB (Xmax) = Xmin-
Teorema 6.1.7. Dado um diagrama de Bratteli ordenado proprio B =
(V,E,r s,>), a fungio op é um homeomorfismo.

Prova. Por hipétese, B ¢é préprio, logo Xg,... = {Xmax}, assim
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Além disso, ¢ (Xmax) = Xmin, €ntao

X‘B\XEmin == X‘B\{@% (Xmax)}‘

Pela Proposicao 6.1.5, 0n|x,  \{zmax} ¢ UM homeomorfismo. Entao é suficiente
mostrar que g € continua em Xp.c. S€ Xpax ¢ ponto isolado nao ha o
que fazer. Agora, considere que Xp., nao ¢ um ponto isolado. Definimos a
sequéncia {X,},>1, onde para cada n > 1, X, = (2,,;)n>1 estd em Xog € T,
estd em F,, para todo 1 < i < n. Temos que lim,,_,,, X, = X. Para cada
n > 1, f(x,) = yn, onde y,;,, estd em E,;, para todo 1 < i < n, assim
lim,, oo f(X) = Xpmin = f(Xmax)- Concluimos que gy é continua em Xpax €

portanto é um homeomorfismo. n

Chamaremos a func¢do ¢y : X3 — X de aplicacao de Bratteli-Vershik

associada ao diagrama de Bratteli ‘B.

Teorema 6.1.8. Dado um diagrama de Bratteli B8 = (V, E,r,s). Se B possui

todas as arestas conectadas, entao B possui uma ordem propria.

Prova. Para cada n > 1, denotamos os vértices em V, por v, onde
1 <i < #V, := m(n). Dado vi em V,, como B possul todas as arestas
conectadas, temos que r‘l(v) = V,_1. Definimos, entao €n,,j a aresta em
E, que liga vf‘l em V,_1 a vf em V. Escolhemos como aresta minima
€(n,1,j) € COMO aresta MAXIMA €(n m(n—1),5)- Lemos que r(ep—1,11)) = S(€m,1,1)) €

S(e(n—1,m(n—2)mmn-1))) = T(€mmn-1),m(n))) Para todo n, assim definimos:
Xmin = (6(1,1,1)7 €(2,1,1) -+ - - €(n,1,1)5 - - ) €

Xmax — (e(l,m(ﬂ),m(l))a €(1,m(1),m(2))s - - - » E(1,m(n—1),m(n))s - - - )

Mostraremos que Xpyi, ¢ 0 inico caminho minimo. Suponha que existe
outro caminho minimo y diferente de x,,;,, entao existe para algum n vértice
vy, onde ¢ ¢ diferente de 1 e v é a imagem por 7 de alguma aresta minima em
E,, mas, por defini¢do, nenhuma aresta em s(v!’) é minima. Portanto y nao
pode ser um caminho minimo. Analogamente mostramos que X;.x ¢ 0 tnico
caminho méximo.

Entao construimos uma ordem propria para o diagrama 8 e portanto

terminamos a demonstracao. |

Exemplo 6.1.9. O diagrama de Bratteli da Figura 6.1 é proprio.
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FE4 Z11
Vi
B, T1,2
Va

T3

Vs

T1.4

E,

=

Vi

Figura 6.1: Diagrama de Bratteli préprio.

Definimos que Tminn = To1 € qUE Tmax,n = T1,1. Assim, s6 hd um caminho
infinito formado somente por arestas mdximas e somente um formado por

arestas minimas

Exemplo 6.1.10. Os diagramas T e 9 apresentados, respectivamente, nas
figuras 6.2 e 6.3 nao sao proprios, jd que cada vértice so recebe uma aresta.

Portanto, todo aresta é mazrima e também minima.

Figura 6.2: Diagrama de Bratteli ¥
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Figura 6.3: Diagrama de Bratteli Q

6.2
As relacdes R, e Ry

Seja B um diagrama de Bratteli. O objetivo desta se¢do é estudar a

relagao entre R, e Ry. Lembre que dados x e y em Xy definimos:

— X ~Ry Yy se e so se x ey diferem em um nimero finito de entradas. Em
particular, existe n > 1 tal que x; = y; para todo 7« > n. Representamos a

classe de equivaléncia de x por (X) gy,

— X ~pR,, Y se e s se existe inteiro k tal que ok (x) = y. Representamos a

classe de equivaléncia de x por R,,,.

Para cada n > 0, consideramos a sub-relacao de equivaléncia Ry, de Ry
em Xy, tal que x ~p, , y se e s6 se r; = y; para todo 7 > n. Denotaremos
a classe de equivaléncia de x por (X)g, ,. Note que para todo x € Xg,
(%) Ry, C (X)Ry-

Agora iremos analisar o comportamento da relagao orbital R, quando

B ¢ um diagrama de Bratteli ordenado proprio.

Teorema 6.2.1. Dado um diagrama de Bratteli ordenado B = (V, E,r,s,>).

As sequintes afirmacoes sio verdadeiras:
1. Sex ¢ Xpg,.. entio X ~pg, @p(x).

2. Ry € a menor relagao de equivaléncia na qual X ~pg, ©xu(x) para todo x
em X% \XErnax .
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5. Se B ¢ proprio entdo (X)py C (X)R,, para todo X em Xy € Xmax ~R,,,

Xmin -

4. SeB € proprio, entdo R, ¢é a menor relagio de equivaléncia tal que para

todo x em X, (X)Ry C (X)Rpy € Xmax ~Rpy Xmin-
Prova. Precisaremos do seguinte lema:

Lema 6.2.2. Considere um diagrama de Bratteli ordenado B = (V, E,r,s,>),
X,y em Xg en>1. SeX ~p, v e, <Yy, entao existe k > 0 tal que iy (x)

ndo estd em Xg, .. para todo 0 <i <k e ph(x) =y.

Prova. A prova sera por inducdo em n. H4 uma pequena diferencga para o caso
n = 1 e portanto ele sera feito separadamente.

Dados x e y em Xy tais que x ~g,,, y € 71 < yi. Se m ¢ a quantidade
de arestas entre x; e ¥y, segue, pela definicao de ¢y, que ™ (x) =y.

O caso n = 2 serd importante para entender o caso geral e portanto ele

também serd feito.

— Caso n=2: por hipdtese X ~p,, , y € T2 < y2. Temos que 7(z2) = 7(y2) = v,

Listamos na ordem > todas as arestas entre x5 e ys levadas por r em v:
Ty =¢€21] < €9 < - < €3y = Yo,

onde m > 2.

Agora ordenamos as arestas em Fi:

e <ero < - < e,
Entao, temos dois casos. Se x1 = ey,

1 _

@%(X) = <€1,17 €22,T3,.. )
Agora, se 1 = ey, onde j # r, temos:
r—j _ _
QO% (X) = 61,7"7 62’1 = T2,T3,... ).

Definimos j — r = ¢. Entao

90@1(}() = (61,1, €22,23,. . )

Agora, temos que:

+1+4r _
vy (%) = (61,1,62,37$3, : )
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Seguindo indutivamente, obtemos:

Z+1+7‘(m72) (X)

Psn = (61,1762,m :y27x37"')

para m > 2. Temos que y; = ey ;/, entao

¢K%+1+T(m72)+]’ *1(X) _ (yI, y27 333’ o ) )

Como, por hipdtese x ~ yg, , temos que z; = y; para todo ¢ > 2, entao

l+14r(m—2)+j5—1
o TTITN) = (g1, ym, 78, ) = Y
Suponha que x ~p,, . y para 1 <i <n — 1 e que existe k tal que (p%(x)
nio estd em Xp, . para todo 0 <j < ke oh(x)=y.

Dados x e y em X, tais que x ~g, . y € &, < y,. Listaremos em ordem

todas as arestas levadas por r em r(x,) = r(y,):
Tp=¢€n1 <€Cpa < - < Epm=1Yn

Como FEax € En sao arvores geradoras, podemos definir para cada
1 > 1, os caminhos p; e ¢; como os Unicos caminhos minimo e maximo,

respectivamente, que ligam vy a s(e;). Consideremos a lista de pontos:

X =( T1,T9 ..., Tn_1 , Ty =€ , Tpil,...)
71 = ( 4 ) €1 y Tngd, )
wy = ( Do , e s Tty --)
zo = ( G2 , €9 y Tpdse )
w3 = ( b3 ) €3 y Totd, -
z3 = ( q3 , es s Tpgly---)
Zm—1= ( (-1 s €me1 s Tpglye..)
W = ( D , Em s Tpgly---)

y :< Y1, Y2, -+, Yn—1 sy Yn = €Em In+1,...).

Denotaremos o segundo ponto da lista por z, temos que x ~g, V.
Se ¢y = x1,...,T,_1 entdo X e z sdo iguais. Suponha que sao diferentes
entdao existe t tal que x; é a primeira aresta que nao esta em F., e
1 <t <n—1. Usando a hipdtese de indugao temos que existe k; > 0,
tal que gpg (x) = z. Temos, pela defini¢do de ¢, que py aplicada ao

segundo ponto é o terceiro ponto.
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Usando os argumentos acima alternadamente, obtemos que cada ponto da
lista é alguma poténcia inteira de pg aplicada ao ponto anterior. Assim,

existe K > 0, tal que of (x) =y.

Finalizamos, entao, a demonstracao do lema. n

Agora voltaremos a demonstracao do Teorema 6.2.1.

1. Se x ¢ Xpg,,.., a funcdo gy altera apenas um ntmero finito de entradas e
apoés a primeira entrada que € igual a x,,;, nao ha alteracoes. Entao existe

n > 0 tal que z; = (pp(x)); para todo i > n. Portanto x ~g, ©x(x).

2. Suponha que existe relagao de equivaléncia R tal que (x)r C (X)g,, para

todo x em Xg € X ~g pp(x) para todo x em X\ Xg,_ .

Sejam x e y distintos em Xg\ Epmayx tais que x ~g,, y. Pelo Lema 6.2.2,
temos que existe m > 0 tal que ¢§(x) = y e nenhum dos pontos

X, o5 (X), ..., 0n H(x) estd em Xp Entao, por hipétese, para cada

max *

0 < i< m, pi(x) ~r ¢T(x). Por transitividade, x ~x y. Assim.

(X)ryy C (X)p €, portanto, R = Ryy.

3. Por hipétese, B é préprio. Pela definicao de pg temos que, ¢ (Xmax) =

Xmin, €NtA0 Xmax ~R,. Xmin. Além disso, temos que x ~, px(x) para

PB

todo x em Xg\Xg,,. . Pelo item anterior, concluimos que (x)g, C

(X) Ropy -

4. Seja relacdo de equivaléncia R, tal que (X)ry C (X)r C (X)r,,, € que
Xmax ~R Xmin- ENtA0 X ~g ox(x) para todo x € Xg. Pela transitividade
da relagao de equivaléncia R, temos que x ~g pi(x) para todo x € X
e m > 0. Como R é simétrica, também temos que p§(x) ~p X
para todo x € Xy e m > 0. Agora, considere m < 0, temos que
Op " (PR(x)) ~r eg(z). Portanto, x ~r ¢§(x) para todo x € Xy e

todo m < 0. Concluimos, entao que (x) C (X)r, logo R = R,,,.

R

Concluimos, entao, a demonstragao do teorema. [

Agora iremos apresentar um resultado sobre a minimalidade de Rgs.

Teorema 6.2.3. Dado um diagrama de Bratteli proprio B = (V, E,r,s,>).

As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. a relagao de equivaléncia Ry, € minimal;

2. a relacao de equivaléncia Ry é minimal;
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3. o diagrama *B € simples.

Prova. Pelo Teorema 5.3.5, temos que (2) e (3) sdo equivalentes e pelo Teorema
6.2.1 temos que (2) = (1), entao falta mostrar que (1) = (2). Suponha que
R

(X) Ry = (X)py- Como R, ¢ minimal, para todo x € Xo\{Xmax} a classe de

oy ¢ minimal. Pelo Teorema 6.2.1, temos que para todo x € Xo\{Xmax},

equivaléncia (X)g,. Portanto, sé falta mostrar que (Xmax)ry € densa. Sejam

z € X er < 0. Existe n > 0 tal que 27" < r. Definimos o elemento

Yy = (Zla R anmaxn+1a$maxn+2a s )

Por definicao,
y € B(z,r) ﬂ(xmaX)R%.

Concluimos, entao que (Xmax)ry ¢ densa e, portanto, finalizamos a demonstra-

¢ao do teorema. n

No Capitulo 2 definimos a soma no espago {0, 1}". Considere, agora, o
espago de sequéncias infinitas x = (x;);>1, onde para cada i > 1, existe um
ndmero natural a, > 1, tal que x; € {0,1,...,a, — 1}. Podemos representar

este espaco por
X =1]J{0,1,...,a, — 1}.
n=1

Dados x e y em X, definimos z; = (x; +y;) mod ay,

1, sexi+uy > ay,
wp =
0, sex+y <ai.

Para i > 1, definimos

1, sex+y > a,
Wiy1 =
0, sex;+vy; <a;.

Definimos, também, z;11 = (w; + x;11 + y;+1) mod a;yq. Por fim,
X+y:=2z=(2)i>1.

Considere o diagrama de Bratteli tal que V,, = {v,,} para todon > 0 e que
para cadan > 1, E, ={0,1,...,a, — 1}. Como para cada n > 0, o conjunto
V,, é unitario, as fungoes r e s estdo unicamente determinadas. Ademais, se
denotamos um elemento de E),, por e;,, onde 1 < i < a, — 1, temos que

r(ein) = r(ejn) para todo 1 <4, j < a, — 1. Entao todas as arestas em E,
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podem ser comparadas. Para cada n > 1, definimos a ordem natural: e;,, > €;,,
se e somente se ¢ > j. Portanto, formamos um diagrama de Bratteli ordenado
e proprio B = (V ={V,,}ns0, £ = {En}n>0,7, 8, >). Temos que

X = [[{0,1,...,an — 1}.
n=1

A transformagao de Bratteli-Vershik associada ao diagrama ‘B, ¢, é igual,
neste caso, a adigdo do elemento (1000...) a um elemento do espaco Xs.
Chamamos o sistema (X, ¢x) de odometro.

Como o diagrama B possui somente um vértice em cada nivel, temos
que B ¢ simples. Entao, pelo Teorema 6.2.3, a relacao de equivaléncia R, ¢

minimal, e, portanto, o sistema dindmico (X, pe) é minimal.
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7
Particoes de Kakutani-Rokhlin

O objetivo deste capitulo é mostrar que dados um conjunto de Cantor
X, um homeomorfismo minimal ¢ : X — X e y € X, existem um diagrama
de Bratteli B8 = (V, E,r, s, >) ordenado, simples e préprio e uma conjugagao

h: Xy — X e h(Xmax) = y. Para isto precisaremos definir alguns conceitos.

7.1
Castelos

Nesta secao dados um conjunto de Cantor, um homeomorfismo minimal
¢ : X — X e um subconjunto clopen nao vazio de X, produziremos uma

particao do espaco X associada a funcao ¢ e ao subconjunto Y.

Lema 7.1.1. Sejam X wum espaco métrico compacto e ¢ : X — X um
homeomorfismo minimal. Se Y €é um subconjunto fechado de X, tal que
oY) CY entio ouY =X ouY = 0.

Prova. Suponha que Y # (). Entao existe y em Y. Como ¢ é minimal, temos

que
Ue'y) = X.
=0

Mas, ¢(Y) C Y, entao
Uy cY.
i=0

Entao X C Y e portanto ¥ = X. |

Lema 7.1.2. Sejam X um conjunto de Cantor, ¢ : X — X um homeomorfismo

minimal e Y um subconjunto de X clopen e nao vazio. Entao:

1. Para caday em 'Y, o conjunto
eN n>1]"(y) eV}

€ ndo vazio.
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2. A fungio Ay 1Y — N
Av(y) =inf{n €N, n > 1] ¢"(y) €Y},

esta bem definida e para cada y em'Y € continua .

3. O conjunto \y (Y') € finito.
Prova. Veremos que as afirmagoes sao verdadeiras.

1. Dado y em Y, como Y ¢é aberto existe vizinhanca V,, de Y, tal que V,, C Y.
Como ¢ é minimal, O,(y) NV, # (). Portanto o conjunto

{neNn>1]¢"(y) €Y}

é ndo vazio.

2. Pelo item anterior, temos que a funcao estda bem definida. Dado y em Y,

considere sequéncia {xy}ren de elementos de Y tal que
lim zp — .
k—o0

Definimos Ay (y) = n. Como ¢ é homeomorfismo, temos que ¢" é funcao

continua. Assim,

Jim " (zy) = ¢"(y) €Y.
Entao Ay (zx) < n. Provaremos que Ay (zy) — n. Suponha que Ay (zx) —
n' # n. Se n’ < n, temos que ¢ (x;) estd Y para todo k. Como ¢

é continua e Y é fechado, temos que ¢™ (y) estd em Y, o que é uma

contradicao.

3. Suponha que Ay (Y) seja infinito, entdo existe sequéncia {y}r>1 de
elementos de Y, tal que Ay (yx) — co. Como Y é fechado e X é compacto,
temos que Y é compacto. Portanto, {y }x>1 converge, a menos de uma

subsequéncia, para um ponto 3, em Y. Como Ay é continua
]}ggo Ay (Ur) = MYoo) = 00,

o que é uma contradigao. Portanto, Ay (Y’) é um conjunto finito.

Nesta secao consideraremos que X é um conjunto de Cantor, ¢ : X — X
um homeomorfismo minimal. Seja Y um subconjunto nao-vazio e clopen de X.
Suponha que {Y},Ys,..., Yk} seja uma partigdo de Y formada por conjuntos
nao-vazios e clopen tais que para cada ¢ > 1, a funcao Ay é constante em Y;.
Denotamos Ay (Y;) = J;.
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Agora, para cada 1 <i < K e 1 < j < J;, definimos o conjunto
Y(i,j) = ¢’ (Y).
Lema 7.1.3. Os conjuntos
Y(,j)|1<i<K1<j5<Jp}

formam uma particao de X.

Prova. Como para cada 1 < i < K, o conjunto Y; é nio vazio, temos que ¢’ (Y;)
¢ nao vazio para cada 1 <1, 1 <j < J;.

A funcao ¢ é um homeomorfismo entao " é um homeomorfismo para
todo m em Z. Assim, como para cada 1 < i < K, Y; é clopen, temos que
0 (Y;) =Y (i,7) é clopen paracada1 <i<Tel<j<.J,.

Agora, mostraremos que os conjuntos Y (i, 7) sao dois a dois disjuntos.

Isto é, que,
Y(il,jl) ﬂY(lQ,jg) = @, para cada 1 < ihig < lTel < j17j2 < Ji17

a nao ser que i, = iy € j; = Jo.

E claro que se J1 # js € i1 = i1, temos que
Y (i1, ja) (VY (42, j2) = 0.
Agora, suponha que iy # i5. Dados 1 < jy,j2 < J;y,
Y(in, 1) = ¢ (Ya) e Y(ia, jo) = ¢ (V3,).

Se j; = ja, claramente temos que Y (i1, j1) N Y (i1, j2) = 0. Agora, se j; # Jo,
suponha que existem elementos y;, e y;, em Y;, e Y,,, respectivamente, tais que

o (yi,) = ¢ (yi,). Podemos supor que js > j;, entao
Qoh_jl (yiz) =Y € Y;w

o que é uma contradigdo, ja que \y(Y;,) = Ji; > jo — j1.

Portanto, s6 falta mostrar que

=

Y(i,j) = X.

1

(2

Ji
]:

I
_
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Temos, por definicao que

K J;

O(y) € U U Y, j)

i=1j=1

para todo y em Y. O conjunto JX U}-]izl Y (i, 7) é fechado, ja que é unido finita
de conjuntos fechados. Como ¢ é minimal, temos que O,(y) é densa para todo

y em Y, assim

Ji
Y (i

Jj=1

X =0

||Cw
Cw

-U Ui

Il
—

A

Concluimos, assim, a demonstragao do lema. [

Definicao 7.1.4 (Castelo). Sejam X um conjunto de Cantor, ¢ um homeo-
morfismo minimal e Y subconjunto clopen nao vazio de X. Qualquer parti¢do
da forma

(Y(i,j) | 1<i<K1<j<J)}

de X é chamada de uma particao Kakutani-Rokhlin centrada em Y ou de castelo.
Quando a partigio {Y1,..., Yk} de'Y for tal que os nimeros J; sao dois
a dois distintos para todo 1 < i < K, o castelo é canonico e serd denotado por
(Y. Vi, ).
Para 1 <1i < K fizo, chamamos os conjuntos {Y (i,7) | 1 < j < J;} de

torre.

, 75 (Ys)
"1 (Y1)
—
¢ (Ya)
.
©%(Y1) | ©*(Ya) | 03 (Y3) |
| 99(Y1) | } @(YZ) | I QD(K;) |
) Y: \ Yo Y3

Figura 7.1: Ilustracao de um castelo.

Lema 7.1.5. Sejam X espaco métrico compacto e f: X — X funcdo continua.
Para qualquer e >0 e J > 1, existe 0 > 0 tal que

diam(f?(B(z,9))) < .

para todo x em X el < j < J.
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Prova. Temos que f é continua em um compacto, portanto f é uniformemente
continua. Assim, dado J > 1, temos que f7 é uniformemente continua para
todo 1 < j < J. Entao dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

P(B8) < B(P).5).

para todo z em X e todo 1 < j < J. Entao, dados e >0 e J > 1, existe 6 > 0

tal que
diam(f7(B(z,9))) < e,

para todo z em X e todo 1 < j < J. [

Lema 7.1.6. Seja X um conjunto de Cantor, o um homeomorfismo minimal e
Y um subconjunto clopen e nao vazio de X. Dada uma particio P de X existe

um castelo centrado em'Y que € mais fino que P.

Prova. Sejam uma particdo P = {X,},>1 de X e Y subconjunto clopen nao

vazio de X . Definimos
€ = min diam(X,) e J=max{\y(Y))}.

Pelo Lema 7.1.5 existe ¢ tal que

diam(¢’ (B(z,0)) < €

para todo x em X e 1 < j < J. Consideramos uma partigao {Y1,...,Yx} de
Y formada por conjuntos clopen nao vazios tal que para cada 1 <1 < K, Y],

diam(Y;) < 0. Entao, temos que
Y(,j) [1<i<K,1<j<J}

¢é particao de X e que
diam(Y'(i,7)) <€

paratodo 1 <i< Kel<j<J,.

Agora, definimos o castelo
Q={Y(i,/)N Xy [ 1Si< K 1<j<J;, 1 <N < #(P)}.

Temos que Q é centrado em Y e é mais fino que P. n
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Com isso mostramos que qualquer particao P de um conjunto de Cantor
admite um castelo como particdo mais fina que P. Mas, pelo Teorema 3.1.13
que todo espaco totalmente desconexo admite uma sequéncia de partigoes

refinadoras. Isso nos leva a seguinte definicao:

Defini¢ao 7.1.7 (Sequéncia de castelos refinadores). Se para cada n > 1,
Q, ={Yn(i,5) | 1 < 1,,1 <j<J,;} € um castelo centrado em um conjunto

clopen Y, dizemos que {Q,}n>1 € uma sequéncia de castelos refinadores se:
1. a sequéncia {Q,} é uma sequéncia refinadora de partigoes;

2. para cada n > 2, os conjuntos Y, e ¢(Y,) estio contidos em apenas um

elemento de Q,,_1.
3. Os conjuntos
N Yee ) eYa)
n=1 n=1
$40 unitdrios.

Teorema 7.1.8. Sejam X um conjunto de Cantor, ¢ um homeomorfismo
minimal em X e y um elemento de X. Existe uma sequéncia de castelos

refinadores centrados em conjuntos clopen {Yy,}n>1, tais que

(o=t} e () ol = Lo}

Prova. Considere a sequéncia de conjuntos clopen

Yo=XDViDY,D...,

tais que

DY

Yn = {y}7

1

n
e uma sequéncia de parti¢des refinadoras {P,},>1 de X. Construiremos
indutivamente uma sequéncia de castelos {Q,},>1, onde para cada n > 1,

Q,, é centrado em Y,, mais fino que P,.

— Etapa n = 1: Pelo Lema 7.1.6, existe um castelo Q; centrado em Y] e

mais fino que P;. Podemos escrever
Q= {Yl(iaj) ’ I1<K;,1<5< Jl,i}-

— Etapa n = 2: Caso Y; nao esteja contido somente em um elemento de Qy,

escolhemos um conjunto clopen contido em Y, que contenha y tal que


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912782/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912782/CA

Capitulo 7. Particdes de Kakutani-Rokhlin 78

isso aconteca. Agora, pelo lema 7.1.6, existe um castelo Q, centrado em

Y5 e mais fino que a particao Ps.

— Suponha que construimos castelo Q, centrado em Y, e mais fino que
Qy, tal que Y, esta contido em apenas um elemento de Q,_; para todo
2< /0 <n.

— Caso Y11 nao esteja contido em apenas um elemento de Q,,, escolhemos
um conjunto clopen contido em Y, tal que isso aconteca. Agora, pelo

Lema 7.1.6, existe castelo Q,, .1 centrado em Y, e mais fino que P, .

Temos, portanto, que a sequéncia { Q},,>1 satisfaz as condigoes 1 e 2 da Definicao
7.1.7. Mostraremos que também satisfaz a condicao 3.

Como para cada n > 1, Y,, ¢ um conjunto fechado, contém y e
YiDYsD ...,

temos que

DY

Y, = {y}

1

Além disso, temos que para cada n > 1, ¢(Y,) é um conjunto clopen que
contém ¢(y) e
(Y1) D p(Y2) O ...,

assim

£ = (o)}

Entao {Q,}n>1 também satisfaz a condigdo 3 e portanto é uma sequéncia de

castelos refinadores. ™

7.1.1
Construcao de ‘B

Seja B um diagrama de Bratteli, lembremos que na Definicao 5.1.2
definimos o conjunto Xy como o conjunto dos caminhos infinitos de ‘B.

Agora, dados um conjunto de Cantor X e ¢ : X — X um homeomorfismo
minimal construiremos um diagrama de Bratteli simples e préprio 8 =
(V,E,r, s, >) tal que Xy é topologicamente conjugado a X.

Dada uma sequéncia de subconjuntos clopen {Y, },>; de X, onde para
cadan > 1, {Y,1,..., Y., } é particio de Y,,. Pelo Teorema 7.1.8, existe uma

sequéncia {Q, },>1 de castelos refinadores de X, onde


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912782/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912782/CA

Capitulo 7. Particdes de Kakutani-Rokhlin 79

e esta centrado no conjunto Y,,.

A sequéncia de castelos refinadores acrescentamos o castelo trivial
Qo={Y%(1,)=X|Ih=1, Jo. =1}
Estamos prontos para definir o diagrama de Bratteli
B=V=>=Vo)>1,E=(Ep)n>1,7,5,>).
Para cada n > 1, definimos:

V,=41,2,...,1,}

En: {(&%]) | 1< 0 < In—l: 1<:< Ina 1 S] < Jn,i,
onde Y, (4,7) C Y,—1(0,1)}.

E definimos as funcées s: E, = V,, 1 er: E, — V,:
s(6,i,5) =6 e r(d,i,j) = 1.

Dado n > 1, denotemos por (d,, i, j») um elemento de E,, e um elemento

de Xg por x = (0, 0n, Jn)n>1- Assim, 7(0n,in, jn) = $(0nt1,int1, Jnr1) Dara

todo n > 1, ou seja 4, = 0,1 para todo n > 1.
Teorema 7.1.9. O diagrama de Bratteli B € simples e proprio.

Prova. Mostraremos que B possui todas as arestas conectadas e portanto sera
simples e préprio. Sejam n > 1 e 7,1 em V,,_;. Como {Q, },>0 ¢ sequéncia de

castelos refinadores, dado i,, em V,,, existe 7, tal que
Yn@n,]n) - Ynfl(inflv 1)

Entao (in_1,n,jn) € aresta entre i,y e i,. Entdo B possui todas as arestas

conectadas. n

7.1.2
Construcao da conjugacao entre Xy e X

Construiremos uma conjugacao entre as funcoes g @ Xg — Xy e

¢ : X — X. Para isso precisaremos de algumas etapas etapas preliminares.
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Lema 7.1.10. Dado x = (0n,in,Jn)n>1 em Xg. Considere a sequéncia
kn = kn(x) onde

kl = jl kn = kn—l +]n —1 mod Jn,in-
Entao para todo n > 1, temos que
Yn+1 (in—s—la kn+1) C Yn(ina kn)

Observacao 7.1.11. Considere n > 1, se k1 + j, — 1 > J,;, adotaremos
ky = kp_1+Jn —1 mod Jy;,, jd que dado 1 <0 < J, ;. ,

Yo (iny Jni, +0) = Yo (in, £).

Voltaremos, agora, a demonstracao do Lema 7.1.10.

Prova. Dado n > 1, temos, por definicao do conjunto E,, que

Yn+1(in+1vjn+l) C Yn((SnJrla 1)'

Mas, 7(0n, in, Jn) = S(0nt1, bnt1s Jni1), POrtanto o, 1 =i, e

Yoi1(ins1s Jne1) C Yol(in, 1).
Entao, de acordo com a defini¢do dos conjuntos Y (i, j), temos
gpj"“(YnH,inH) C o(Yni,) = <pj"“’1(Yn+1’in+1) C Yo,
Portanto, para todo k:
T (Vi) € 9" (Vo).

Definimos k,, = k. Assim

Pt Y, ) C o (Vi)

mas, k, + jni1 — 1 = kp11, entao

Yn+1 (’inJrl’ kn+1) C Yn(lnkn>7

provando assim o Lema. [

Pelo Lema 7.1.10, {Y,,(in, kn) }n>1 é uma sequéncia de conjuntos encai-
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xados e fechados. Além disso, {Q,},>1 é sequéncia de partigoes refinadoras,

entao

diam(Y,,((7, k) — 0.

Portanto

ﬂ Yo (in, kn) = {x}.
Podemos, entao, definir a fun(;ao
h: Xg > X

h((én, Zn,jn n>1)

Zna

\\38

Xmax n Jin

||D8

Lema 7.1.12. A funcao h : Xes — X € um homeomorfismo.

(7.1.1)

-

Prova. Como X é compacto, basta mostar que h é uma bijecao continua. E

claro que h ¢ injetiva.

Agora, mostraremos que h é sobrejetiva. Seja z em X. Construiremos x

em Xg, tal que h(x) = .

Dado n > 1, como

é partigao de X, temos que existem i, e j,, tais que x estd em Y, (i, J,). Como

{Qn}n>1 € sequéncia de partigoes refinadoras, temos que para cada n > 1,

Y, (in, jn) estd contido somente em um elemento de Q,,_;. Além disso x esta

em Y, (in, jn) € em Y, _1(in_1, Jn_1), €ntao

Yn(%u ]n) - Yn—l (in—la jn—l)'

Como diam(Q,,) — 0, temos que

(Yalin, jn) = {=}.

Reescrevendo (7.1.2) , temos que para todo n > 1,

O (Yin) C @7 (Vo1 )

Entao

Spjn_jnfl—i_l (Yn,zn) - @(Yn—l,in71 ) .

Definimos

X = (in—l; in; gn)nZl

(7.1.2)

(7.1.3)
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onde

li=j1 e ly=17Jn—Jn1+1lsen>1.

Temos que
h(x) = (\Yalin, kn) = (VYalin, jn) = {z}.

Falta mostrar que h é continua. Seja x = (0, in, jn) em X. Dado € > 0,
como {Q,},>1 € sequéncia de parti¢oes refinadoras, existe ny > 0, tal que

diam(Q,) < € para todo n > ng. Existe r em N; tal que 27" < e. Definimos
d =min{27",27"}
esejay = (A, Uy, pn) em Xy tal que

dxy (x,y) < 6.

Entao, para todo N > r,

(Onyin, Jn) = (AN, €N, PN

Portanto, para todo N > r temos que h(x) estd em Yy (in, jn) € em Yy ({n, pn)

e além disso, temos que diam(Y,,(i,, jn)) < € e diam(Y,,({n,pn)) < €, entao

Yn(in,jn) = YN, pN)

Assim, dx (h(x),h(y)) < €. m

Teorema 7.1.13. A funcao h é uma conjugacao entre pg € .

Prova. Como pelo Lema 7.1.12, h é um homeomorfismo sé falta mostrar que
h o ps = o h. Para isto, mostraremos que h=' o ¢ = g 0o h71L.

Dado x € X, escrevemos

(VYalin, jn) = {=}.

Suponha que N ¢ a primeira entrada em que jy # jn;,. Iremos, entao,

identificar cada J,;, com o nimero 0, j& que

:in fin *

Como apresentado na demonstracao do Lema 7.1.12, temos que

R H2) = (in-1,in, ln)n>1 = X,
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onde

li=j1 e ly=17Jn—Jn1+1lsen>1.

h_l(SO(x)) = h_lgp(m YN(Zm]n)) C h_l(ﬂ Yn<in7jn + 1)) = (in—laimgn)ﬂel-

Como identificamos, para todo n, J,;, com 0, temos que

l,=1 sel<n<N-1,
In=jn+1 e
ly=jn—jn_1+1 sen> N.

Assim,

h=H () = @ ((in-1,in, ln)nz1) = P (h™" (2))
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Relacées de equivaléncia étale

Nas sec¢oes anteriores, dados um conjunto de Cantor X, um homeomor-
fismo minimal ¢ : X — X e um diagrama de Bratteli B, estudamos dois
tipos de relacoes de equivaléncia: Ry em Xg e R, em X. Apesar delas serem
relacionadas, vimos que sao diferentes. O objetivo desta secdo é estudar uma
classe mais geral de relagoes de equivaléncia em um conjunto de Cantor X,

onde Ry e R, sao casos especificos.

8.1
Acoes locais e relacoes de equivaléncia Etale

Agora, trabalharemos com espagos topolégicos X = (X, 7). Por motivo
de conveniéncia denotaremos as fungoes f : X — X como conjuntos de pares

ordenados:
f=A(z f(z)) | z € X}

Precisamos estabelecer algumas notacgoes. Primeiro a de composicao de duas
funcgées f: X - X eg: X — X:

fog={(zz2)|existey, (z,y)€f, (y,2) € g}

Definigao 8.1.1 (Homeomorfismo parcial). Sejam X e Y espagos topologicos.
Dados U C X eV C Y subconjuntos abertos e v: U — V um homeomorfismo,
dizemos que vy € um homeomorfismo parcial. Se X e ) forem totalmente

desconexos, os subconjuntos U e V' devem ser clopen.

Denotaremos por m; : X X X — X a projecao candnica sobre a primeira
coordenada e por m : X X X — X a projecdo canonica sobre a segunda
coordenada. Dado um conjunto aberto U de X, seja idy a identidade definida

em U:
idy = {(x,2) | z € U}.

Definimos f g, como a funcao f, definida no conjunto de pontos onde f
e g assumem o mesmo valor.
Consideremos o espago topolégico X x X e os subconjuntos A, B,C, D

de X. Dadas duas fungoes f : A - B e g: C — D, vistas como conjuntos
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podemos considerar a intersecao f N g.
Seja B = {U, }o uma colecao de de subconjuntos de um espago X . Dizemos

que B é uma base para uma topologia de X quando:

- X=U,U,.
— Dado qualquer subconjunto finito I de indices, Nyc; Ua € X.

Definicao 8.1.2 (Acdo local). Seja X = (X, T) espago topoldgico e I' uma
colecdo de homeomorfismos parciais de X. A colecio I' é uma agao local em X

Se

1. A cole¢io de conjuntos {U € T |idy € I'} forma uma base para a
topologia de X.

2. Se~y estd em I' entdo v~ também estd.
3. Se vy, 72 estao em I' entao vy o o também estd.
4. Se v1, vo estio em I' entdo v, (Y2 também estd.

Quando for conveniente denotaremos os elementos de I' por (v, U,V = ~(U)),

onde U € o dominio de definicao de 7.

Observacao 8.1.3 (Intersecdo de fungoes). Se os elementos de T fossem
simplesmente homeomorfismos, as condigoes (1) (2) e (3) diriam que os
elementos de I' formam um grupo.

Ja a condigao (4) nos diz que se dois homeomorfismo parciais sao iguais
em um ponto, entdo devem ser iguais em um vizinhanca deste ponto. Jd que
Y1 N Yy € a fungao 1 definida no conjunto de pontos onde as fungoes v, e 7o
possuem a mesma imagem. Mas o conjunto de pontos onde duas fungoes sao
tguais € um conjunto fechado. Para 1 N~y ser um homeomorfismo parcial, este

conjunto deve ser também aberto.

Seja v em I', associamos a v o aberto U, em X, onde 7 estd definida.

Assim, também associamos a v o aberto do produto
{(z,y(z)) |z € U} € X x X.

Definimos
Br = [J{(z,7(2)) | z € U,}. (8.1.1)

yel
Que é uma colecao de abertos em X x X. Assim, dados dois pontos z e

y em X, dizemos que

x ~ y se e somente se (z,y) € Rr.
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Isto é, se e somente se existe v em I tal que y = ().

Proposicao 8.1.4. Se I' é uma acao local no espago X, entao Rr é uma

relacdo de equivaléncia em X.
Prova. Mostraremos que Rr satisfaz as propriedades:

— Simétrica: Seja z em X, temos que id : X — X é um homeomorfismo
parcial, assim (x,z) € Rr, logo x ~ x.

— Reflexiva: Dados x e y tais que x ~ y, entdo existe v € I, tal que y = y(z).
Pela condigdo (2) da Defini¢ao 8.1.2, temos que v~! € T'. Dessa forma,
r =y 2(y) e portanto y ~ .

— Transitiva: Dados x, y e z € X tais que x ~ y e y ~ z. Entao existe v; e
Yo tais que

y=m(z) ez="(y).

Temos que

z =) =12 0mn(x).

Pela condigao (3) da Defini¢ao 8.1.2, temos que 307, estd em I'. Portanto,

xTr ~ Z.

Concluimos, assim, que Rr é uma relacao de equivaléncia. n

Repare que dado = € X, (x)r = {v(z) | y € I'}.

Teorema 8.1.5. Se I' é uma acgao local no espago X totalmente desconexo,
entio I' € base de uma topologia em Rr, que serd denotada por Er. Com a
topologia Er, as fungoes mi,mo : Rp — X sdo homeomorfismos locais. Neste,

caso chamamos Ry de relagdo de equivaléncia étale e Er de topologia étale.

Prova. Pela definicao de Rr em 8.1.1, temos que os elementos de I' formam
uma cobertura de Rp. Além, pela condigdo (4) da Defini¢do 8.1.2, temos que I'
é fechado para a intersecao. Assim I' é base para a topologia de Rr.

O conjunto Rr é uma colecao de abertos de X x X que podem ser escritos
da forma v = (V,~(V)), onde v é um homeomorfismo parcial em I'. Assim,

podemos considerar a restricao de m; : Rp — X, ao conjunto 7:
T,y =Vy(V) =V, (z,9(x)) =z,

que iremos denotar por 7.
Agora, mostraremos que 71, ¢ um homeomorfismo local, portanto m; é

um homeomorfismo parcial.
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Como v é homeomorfismo local e X é totalmente desconexo, temos que
m1(y) =V é um conjunto clopen e que 7 é uma bijegao.

Seja U subconjunto clopen de X, tal que idy estda em I'. Temos que
UNmi(y) C mi(y) é aberto em m () e usando que 71, é bijecao obtemos que
' (UNs(y) Cye

(U s(y) = idy 0.

Mas, idy e v estao I', logo pela condigao (3) da Defini¢ao 8.1.2, temos que
i (UNs(y)) € X x X esta em I, portanto m; (U N s(7)) é aberto em +. Pela
condicao (1) da Defini¢ao 8.1.2, podemos concluir que 7, é continua.

Falta mostrar que 7'

B
em I' e que os conjuntos {7 | B € I'} formam uma base para a topologia

é continua. Dado  em I, temos que v 3 esta

relativa de v em JI'. Temos, portanto que ()7 é homeomorfismo local e
entdo (7;71)7H(BN7) = m(BN~) é subconjunto aberto de (7). Concluimos
que 7y 1 é continua. A demonstracio de que 7, é um homeomorfismo parcial é

analoga e por isso sera omitida. [

Corolario 8.1.6. Sejam X espaco métrico compacto e totalmente desconezo,
I' uma agdo local em X e Rr a relacao de equivaléncia étale associada a I'. Se
v € aberto em Rr e um homeomorfismo parcial, entdo v é compacto em Rr.

Em particular, cada elemento de I' é compacto e aberto.

Prova. Como X é totalmente desconexo temos que () e mo(7) sdo conjuntos
clopen, em particular fechados. Como X ¢é compacto os conjuntos m(7y) e ma(7y)
sao compactos. Mas, pelo Teorema 8.1.5 as fung¢oes m; e 7y s@o homeomorfismo
locais entao v = (U,v(U)) é homeomorfo a m(7) e ma(7y). Portanto v é

compacto. ]

Definig¢ao 8.1.7 (Conjunto R-invariante). Seja R uma relagio de equivaléncia
no espaco X. Dizemos que A C X € R-invariante se para qualquer x em A

temos que (x)p C A.

Lembre que um homeomorfismo f : X — X ¢é minimal se e somente se
os unicos fechados invariantes sao X e o conjunto vazio. Temos um resultado

similar para relagoes de equivaléncia:

Proposicao 8.1.8. Uma relagio de equivaléncia étale R associada a ac¢ao local
I' em um conjunto de Cantor X é minimal se e somente se os unicos fechados

R-invariantes sao X e o conjunto vazio.
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Prova. Suponha que R é minimal e que existe subconjunto A C X tal que A é
fechado R-invariante. Dado 2 em A temos (z)r C A. Assim (z) C A. Como
R é minimal e A é fechado temos que X = A. Provamos, assim, a ida.

Agora, suponha que os tnicos fechados R-invariantes sao X e o vazio.

Dado z em X mostraremos que (x)g é densa.

Lema 8.1.9. Sejay em (z)r € (y,2) em R entao z estd em (x)g.

Seja y em (r)r e (y,2) em R. Provaremos que z estd em (x)z. Como
R ¢é relagao de equivaléncia Etale, temos que existe homeomorfismo parcial
v em R, tal que (y,z) estd em 7. Seja (yx)r>1 sequéncia em (r)z, tal que
yr — y. Assim, existe ko, tal que para todo k > ko, yj estd em (). Assim,
podemos encontrar sequéncia (y, zx), tal que para todo k > ko, (yk, zx) esta
em v. Como y, — y e v é continua, temos que 2z, — z. Além disso, temos que
yr estd em (x)g e (yk, 2x) estd em R para todo k, entdo z; estd em (z)g para
todo k. Concluimos que z estd em (x)p. n
Pelo Lema 8.1.9, temos que () é um conjunto invariante. Mas, (z)z é um

conjunto fechado, como os tinicos conjuntos fechados R-invariantes sao X e () e

como (z)g # (), temos que (x)r = X. Portanto a relagao de equivaléncia R é

minimal. n

Definig¢ao 8.1.10. Sejam X = (X, T) eY = (Y, S) espagos topologicos e " e T
agoes locais em X e ), respectivamente. Dadas Rr a relagdo de equivaléncia em
X com topologia étale induzida por I' e Qv a relagao de equivaléncia em ) com
topologia étale induzida por L. Um isomorfismo entre (X, Rr,T') e (Y, Q~,T)

¢ um homeomorfismo h : X —'Y tal que
hxh: Rr — QT

¢ um homeomorfismo entre (R,I") e (Q,Y).

8.2

Ry como uma relacao de equivaléncia étale

Neste capitulo, mostraremos que dado um diagrama de Bratteli B a
relagdo de equivaléncia Ry é uma relacao de equivaléncia étale. Para isto,

lembre a Defini¢ao 5.1.4.

Definigao 8.2.1. Dado um diagrama de Bratteli B = (V,E,r,s) ep e q €
Eon comr(p) =r(q), definimos

Y(p,q) = {(xy) € X x X | x € Cp),y € C(q), Tn = Yn,Vn > N}. (8.2.1)
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Podemos pensar em 7(p, ¢) como uma fungao que vai de C'(p) em C(q)

definida como segue:

Y(p,q) * C’(p) — C(Q)> V(p,q)(x) = (CIl, «o 3 dN, TN4+1, TN425 - - - )

Proposicao 8.2.2. Sejam um diagrama de Bratteli 6 = (V,E,r,;s), n>1 e

p eq em Eyn comr(p) =r(q). Entao se verifica

1.

2.

1:

(P, )~ =(q,p).

v(p,q) é um homeomorfismo parcial entre C(p) e C(q).
1, p) = ide)-

Seja b tal que r(b) = r(q), entdao v(q,b) o v(p,q) = v(p,b), caso contrdrio

€ vazio.

Sejam a e b tais que r(a) = r(b) entao v(p,q)Ny(a,b) =v(p,q) sep=a
e q = b, caso contrario é vazio.

v(p,q) = U v(pe, ge).
c€Ey+1, s(e)=r(p)=r(q)

Prova.

1.

Seja x em C(p), temos

Y(a.p) © V(p.a) (x) = V(a.p) ((‘117 -3 qN, TN+1, - - - ))

=(P1y. -, PNy TN41, -+ ) = X
Analogamente, mostramos que dado y em C(q) temos que

Y(p.9) © V(g.p) (y)=y.

1:

Portanto, v(p, q)~ v(q,p).

. Pelo item anterior temos que ~y(p, q) é bijegao. Falta mostrar que v(p, q)~*

e v(q, p) sdo continuas. Seja x € C(p), € > 0 e r > N. Definimos § = 27"
e consideremos y em C(p) tal que y estd em B(x,d), assim x; = y; para

todo ¢ < r. Temos que

7(p,q)(x) = (p1,. .- PN, TN41,-.-) €

Vo) (Y) = P15+ DN Yt - )
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Mas, x; = y; para todo ¢ < r, entao

Y(p.qa) (y) € B('V(p,q) (x),27") C B('Y(p,q) (x),€).

A demonstracio de que v(p,q)~! é continua é andloga. Concluimos que

v(p, q) é um homeomorfismo.
3. Segue direto da definicao.
4. Reescrevendo de acordo com a notacao de fungdes, mostraremos que
Vab) © Vpa) (X) = Vp)(X)
para todo x em C(p). Dado x em C(p), temos que
Y(g,b) © V(p,q)(x) = V(q,b)((Ch, - 34N, TN, - - - )) = (b1, ., b, TN, - )

Por outro lado,
Vo) (X) = (b1, -, bn, T, - )

Se a # ¢, temos que existe N tal que C(a) # C(q), mas ja mostramos
que quando dois cilindros sdo diferentes eles sao disjuntos. Assim nao

podemos tomar a composicao das funcoes.

5. Por defini¢ao, temos que

v(p.q)(v(a,b) = {(x,y) | x € C(p)[C(a),
y € C(q)(\C(b), zp =yn, n > N}.

Se p=aeq=b, temos que
C(p)(1C(a) =C(p) e Cla)[1C(®) =Cla),
portanto (p, q) N7y(a,b) = ¥(p,q). Agora se p # a ou ¢ # b, temos que
C(p)(N1C(a) =0 ou C(g)(C(®) =0,

entdao v(p, ¢) Ny(a,b) = 0.

6. Provaremos, primeiro, que

v(p.q) C U v(pe, qe).
e€eEn+1, s(e)=r(p)=r(q)
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Dado (x,y) € v(p,q), temos que x € C(pr,i1), y € C(qynyi1) € que
T, = Yy, para todon > N + 1. Mas zx11 = yny1, entdo (x,y) estd em

Y(PTN 41, qTN+1), note que 7(pryy1) = r(qTn41). Assim

(x,y) € U v(pe, ge),
e€EN+1, s(e)=r(p)=r(q)
Portanto

v(p,q) C U v(pe, ge).
e€En+1, s(e)=r(p)=r(q)

Agora mostraremos a inclusdo contraria. Seja

(x,y) € U 7(pe, ge).
e€EN+1, s(e)=r(p)=r(q)
Temos que existe e em Ex; tal que x estd em C(pe), y estd em C(ge) e

T, = Yy, para todo n > N + 1. Entao xy41 = yn41 = e, portanto (x,y)

estd em y(p, q).

Concluimos assim a demonstragao da proposigao. [

Dado um diagrama de Bratteli 8 = (V| E,r,s), denotemos por 'y a
colecao formada pelo conjunto vazio e por todos os homeomorfismos parciais
v(p,q), onde p, q estdo em Eyx ¢ N > 1. Para adequacdo com a notagao do

capitulo reescrevemos Ry da Defini¢do 5.3.1, como:
Ry = {(x,y) € X X Xy |x e y diferem em um niimero finito de entradas}.

Estamos prontos para provar o seguinte teorema:

Teorema 8.2.3. Seja B = (V, E,r,s) um diagrama de Bratteli. A colegio I's

¢ uma agao local e a relagio de equivaléncia Ry € gerada por I'yg.

Prova. Primeiro, veremos que 'y é uma acado local. Para isso, precisamos

mostrar que I' satisfaz as condigbes da Defini¢ao 8.1.2.

1. Os cilindros C(p) sdo uma base para Xg. Além disso, temos que

idc@p) = Y(p,p) estd em I'yy para todo p.

2. Dados n > 1 e p,q em Ey n, seja v(p,q) em 'y, temos pelos itens (1) e
(2) da Proposicao 8.2.2 que v(p,q) ! estd em T'y.

3. Sejan >1ep,qabem Eyy. Pelo item (4) da Proposigao 8.2.2, temos
que v¥(p, q) o y(a,b) = v(p,b) ou é igual ao conjunto vazio. Em qualquer

um dos casos y(p, q) o y(a,b) estd em Ty.
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4. Sejan > 1lep,q,a,bem Ey . Pelo item (5), temos que v(p, q¢) N y(a,b) =
v(p,q) ou é igual ao conjunto vazio. Em qualquer um dos casos

v(p,q) Nv(a,b) estd em I'y.

Portanto, I'y é uma acao local. Podemos, entao, usar o Teorema 8.1.5 para
afirmar que Rr,, ¢ uma relacao de equivaléncia étale. Segue direto da defini¢ao

que RF‘B = R%. u

Podemos concluir que dado diagrama de Bratteli 8 = (V) E,r,s), Ry é
uma relacao de equivaléncia étale com topologia gerada pela agao local 'y, que
iremos denotar por Tg.

Agora veremos um exemplo onde Ty difere da topologia produto.
Considere o diagrama de Bratteli 8 apresentado na Figura 6.2 e os elementos

de X%I

0
y =(1,0,1,0,0,0,...)
ZkI(O,...,O,Zk:LO,...).

X

Temos que y e zj, estdo em (X)p, para todo k> 1. Além disso,
d(z,z;) = 27" — 0.

Entao z; — x, e portanto

(71, y) = (x,)

na topologia produto. Veremos que (z, y) nao converge para (X,y) na topologia
étale.

Sejam p = (0,0,0) e ¢ = (1,0,1) em Ep 3, temos que (zx,y) € v(p, ¢) para
todo k < 3. Entretanto, se k > 4, temos que x; # yi, portanto (zx,y) nao
estd em 7(p, q) para k > 4. Entao (z;,y) ndo converge para (x,y) na topologia

étale.

8.2.1
Relacao AF' em um conjunto de Cantor
Nesta se¢ao definiremos o que é uma relagao AF' em um conjunto de

Cantor.

Teorema 8.2.4. Considere B = (V,E,r,s) um diagrama de Bratteli. Na
topologia étale Ty em Ry temos que para cada N > 1, a relagdo de equivaléncia

Ry N € aberta e compacta.
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Prova. Dado N > 1, temos que Ry n € a uniao finita de elementos de Ry. Mas
cada elemento de Ry ¢ aberto e compacto, portanto Ry y também ¢ aberto e

compacto. [

Definigao 8.2.5 (Relagao de equivaléncia AF). Sejam X espago topologico e
R uma relagao de equivaléncia em X. Dizemos que R é relacio de equivaléncia
AF se existe um diagrama de Bratteli B tal que (X, R) é isomorfo a (Xp, Rg).

Teorema 8.2.6. Sejam X um conjunto de Cantor e R wuma relacao de

equivaléncia étale em X. Se existe uma sequéncia de relacoes de equivaléncia
RyC Ry C---CR,

tal que
1. Ry € aberto e compacto em R para cada N > 0,
2. Uy-1 Bn = R,

entio R ¢ relacio de equivaléncia AF.

Prova. Construiremos o diagrama de Bratteli B = (V| E|r, s), tal que Xy sera
homeomorfo a X. Como X é um conjunto de Cantor, existe uma sequéncia de
partigoes refinadoras {P,},>0 de X, onde para cada n > 0, P, = {Um}fg{)
Veja o Teorema 3.1.13.

Por hipétese, para cada n > 0, R,, é compacta, entdo cada R, possui um

numero finito de classes de equivaléncia. Assim,

I(n)

X = U(mn7j>Rn‘

=1

Definimos a familia de conjuntos clopen {Q,,},,>0, tal que para cada n > 0
Qn ={Anij | 1 <i<k(n),1<j<I(n)}

onde A, ; ; = UyiN{(Zn,;)r,- Repare que algumas dessas intersegoes podem ser
vazias, consideraremos somente as nao vazias. Assim, para cada n > 0, Q,
possui um numero finito de elementos.

Como {P,}n>0 ¢é sequéncia de parti¢oes refinadoras de X, {Qy}n>0
também é. Entdo dado x em X, para cada n > 0 existem tnicos i(z), e

J(x),, tais que = € A i(@)nj(@).- Além disso a sequéncia {An,i(x)n,j(x)n}nzo é
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uma sequéncia de compactos encaixados. Portanto

{2} = () Ani)nj@)n-
n=1

Agora estamos aptos a definir os vértices e as arestas. Para cada n > 0,

definimos:

Vi={v=(nij) | 1<i<k(n),1<j<l(n)eA, =A,,,;#0},
E, ={(v,w) | v € V,,w € V41 tais que Ay, [ Awni1 # 0}

Repare que #(V,,) = #(9Q,) e se Ay NAwni1 # 0 entdo Ay pi1 C Ay
Por 1ultimo, definimos as fungoes s : £, — V,_1er: E, — V,:

s(v,w)=v e r(v,w)=w.
Considere v = (n,1,j) € V,,, temos que existem i(v),—1 e j(v),—1 tal que

Anij C An—1i(w)n_1,§(0)n_1-

Portanto 7~ !(v) # 0. Analogamente, conclui-se que s~ '(v) # (. Portanto
B = (V,E,r, s) éum diagrama de Bratteli.

Temos que X = (vn,Wy)n>0 estd em Xg se e somente se para todo
n >0, $(Vpa1, Wpy1) = 7(vn, wy), entdo v, = w,. Portanto, podemos escrever
X = (Un, Unt1)n>0, onde cada v, € V,.

Agora definimos a fungao h : X — X tal que
h(x) = h((vn, Uns1)nz0) = () Av, = {z}.
n=1

Observacao 8.2.7. A funcio h estd bem definida jd que {A,, }n>0 € uma

sequéncia de compactos encairados.

Proposicao 8.2.8. A fungio h x h é um homeomorfismo entre (Ry,Ex) e
(R,E).

Lema 8.2.9. A funcio h é um homeomorfismo.

Prova. Pela discussao feita acima temos que h é uma bijecao. Como Xy e X
sao compactos, veja o Teorema 5.1.6, basta mostrar que h é continua.

Sejam X = (Tp)n>1 = (Un-Unt1)n>0 em Xog € € > 0. Existe r tal que
277 < e. Como {Q,} é sequéncia de parti¢oes refinadoras, existe ng tal
que para todo n > ng, diam(Q,) < e. Definimos § = min{27",27"}. Dado

Y = (YUn)n>1 = (Wn, Wni1)n>o tal que dg(x,y) < J, temos que x; = y; para todo
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i < max{r,ng}, assim h(x) e h(y) estdo no mesmo elemento de Q,, para todo
n < max{r,ng}, logo dx(h(x),h(y)) < ]

Lema 8.2.10. Para cada N >0, h x h(Ryp n) = Ry.

Prova. Fixemos N > 0.

Mostraremos, primeiro, que h X h(Rgp n) C Rx. Seja (x,y) € Ry v, temos,
por defini¢do, que z; = y; para todo i > N. Assim, h(x) e h(y) estdo no mesmo
elemento de 9, para todo i > N, em particular estdo no mesmo elemento
de Oy e como os elementos de Qy estao contidos em classes de equivaléncia,
concluimos que (h(x),h(y)) € Ry.

Agora, provaremos queRy C h x h(Rg n). Seja (x,y) € Ry. Existem x e
y em Xg tais que h(x) = z e h(y) = y. Existe ¢ tal que (x,y) € Ry 4. Veremos
que ¢ < N. Suponha que ¢ > n. Temos que x; = y; para todo ¢ > ¢. Assim z,y
estao em Ag(),,j(z),, cOMoO Q, € sequéncia de particoes refinadoras, temos que

existem 1, e j, tais que

Agi@)git@)g C ANingn = Uni [ NTN5) Ry -

Entao (x,y) € A,,, j, para todo n > N. Portanto, (x,y) € Ry n.
Concluimos assim a demonstragao do lema. n

Usando o lema acima temos

o (Rs) = hox (U Rana) = U (1 b(Raa) = U Fo =
n=1 n=1 n=1

Portanto h x h é uma bijecdo entre Ry e R.
Para finalizar a demonstracao do teorema falta mostrar que h x h(Eg) = £.
Seja U um aberto de R, temos que para cada N > 0, U Ry é um aberto
em Rp. Pelo Lema 8.2.10

(hXh UmRN CR%N

Como Rg x ¢ aberto em Ry, temos que (h X h)~'(U N Ry) também é. Assim
£ C hx h(Exy).
Agora, dados n > 0 e p,q em Ej,,, considere v(p, q) um aberto de Ry. m

Lembre que dado um diagrama de Bratteli 8 = (V,E,r,s) e uma
sequéncia de inteiros {my }ren, podemos obter um novo diagrama de Bratteli
T, = T = (W, F,7,5). Veja Definicao 5.2.1. Lembre também da funcdo de
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blocos f,, = f: Xu — Xz, associada a sequéncia {my}, definida por

flrr,xe, . ..) = (1, oy Tmy)y (T g1y - ooy Tng )y - - ).

Lembre que denotamos f(x) = X = (Zy,...,T,). Pela Proposigdo 5.2.2, a

fungdo f ¢ um homeomorfismo.

Teorema 8.2.11. Sejam um diagrama de Bratteli B = (V,E,r,s) e T =
(W, F,7,5) o diagrama obtido a partir de B através de uma subsequéncia

{mg}tren. A fungao de blocos é um isomorfismo entre (Xg, Ry) € (X< re)-

Prova. Como f é um homeomorfismo s6 falta mostrar que f X f(Ryg) = Rs e

que, [ x f(Ts) = Ts.

Para a primeira igualdade precisamos mostrar que dado k > 0,
ng C fx f(R%,m) C Rg’k_;_l, para todo m, < m < Mpt1- (8.2.2)

Assim,

URer CU S x f(Rum) CJRex-
k m k

Entao f x f(Rg) = Rx.

Agora provaremos a equacao 8.2.2.

Seja (X,¥) € Rsy. Como f é homeomorfismo existem x e y em Xg tais
que f x f(x,y) = (X,¥). Como (X,y) estd em Rgj temos que T; = ¥; para
todo i > k, mas T; = (Tm,—1,- -+, Tm;) € Ui = Ymy—1,- -+, Ym,). Entdo x, = y,
para todo ¢ > my, e portanto (x,y) € Ry, para my < m < my.

Agora, seja (x,y) em Ry, onde m ¢é tal que my < m < myyq. Temos
que z; = y; para todo ¢ > m, em particular para todo 7 > my, 1. Entao 7; = 7;
para todo ¢ > k + 1 entao (X,¥) € Rxjt1-

Provaremos que f x f(7s) = Tz. Observe que os conjuntos
{v(0.7) 1,7 € Fom e r(p) =r(@)}
formam uma base para 7z, mas se p, g estao em Fy ,,, podemos escrever
p=@)Z e 7= (q)i,

onde para cada 7 > 1,

i = (pj)?;ni—1+1 e g = (qj>?;"i*1+l.
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Definimos os elementos
p=@)im e q= (@)

Entdo p e ¢ estdo em Ej,,,, , assim v(p,q) C Ts ¢é a imagem de v(p, q) C T por
f x f. Portanto Tz C f x f(Ts).
Por fim, considere f x f(v(p,q)) em f X f(7Ts), pela condicao 6 da

Proposicao 8.2.2, podemos escrever

vpg)= U 1@9).

PAEEm,

Assim, f x f(v(p,q)) pode ser escrito como a unido de elementos que estao em

Ts. m

8.3

R, como uma relacdo de equivaléncia étale

Nesta secao consideraremos um espaco métrico, compacto e totalmente
desconexo X e um homeomorfismo ¢ : X — X sem pontos fixos. Iremos
estudar a relagao de equivaléncia R, sob o ponto de vista topoldgico. Para o

caso particular em que X é um diagrama de Bratteli B veremos a relacao entre
R¢ e R%.

Definimos o conjunto
[y = {¢ly In €Z e U C X é clopen}.

Lembre que dados z,y € X, (z,y) € R, se e s6 se existe n em Z, tal que
y=¢"(2).
Teorema 8.3.1. A relagio de equivaléncia R, é uma relagcdo de equivaléncia

¢tale associada a acdao local I'y.
Lema 8.3.2. A colecao I', é uma agao local em X.
Prova. Veremos primeiro que I'y, satisfaz as condigoes da Definicao 8.1.2.

1. Para todo aberto U em X, temos que idy € I',. Basta tomar n = 0.

2. Dados n € Z, seja <p‘”U em 'y, temos que (goan)_l = gp@ffl(m, que por sua

vez estd em I'y,.

3. Sejam ny,ny em Z e Uy, Uy subconjuntos clopen de X, tais que ™ (U;) C

U,, temos que

ni ng __  nit+n2
Pl © P, = Plo < F‘P'
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4. Sejam nq,ny em Z e Uy, Uy subconjuntos clopen de X, temos

it (102 = Pl (0 | om @)=pm2 @)}

O conjunto {UyNUy | ¢ (x) = ¢™(x)} C Uy é clopen e como ¢ ¢

. ni no 7
homeomorfismo parcial, temos que P N Ppj esta em Ly.

Falta ver que I', ¢ uma base para alguma topologia de R,. Por definicao,
temos que os elementos de I', cobrem R, e pelo item 4 concluimos que I';, é
base para alguma topologia de R,. Entao a relacao de equivaléncia R, ¢ étale

com topologia étale associada a I',. [

Teorema 8.3.3. Seja ¢ um homeomorfismo sem pontos fixos no espago métrico
X. Considere X x Z com a topologia produto e R, com topologia étale associada

a agao local I'y. A funcao
h:X XZ— R,, h((z,n))=(z,¢"(z))

¢ um homeomorfismo.

Prova. Seja (z,y) em R, existe n € Z tal que y = ¢"(x), entdo h(z,n) = (z,y)
e portanto h é sobrejetora. Como ¢ é injetora, temos que h também é. Definimos,
entdo h='((x,¢"(z))) = (z,n). Precisamos mostrar que h e h™! sdo continuas.
Seja (z,n) € X x Z. Considere € > 0, como ¢" é continua existe 6 € (0, 1)
tal que ¢"(B(x,0)) C B(¢™(z),€). Entao h(B((x,n),0)) C B(h((z,n)),¢).
Portanto h é continua.
A demonstracao de que h~! é continua é analoga e por isso sera omitida.

Concluimos que hA é um homeomorfismo. [

Definicao 8.3.4. Uma relagao de equivaléncia étale R é compactamente gerada

se existe um conjunto compacto K C R tal que se () € uma relagdo de equivléncia
e K CQ C R entio Q = R.

Proposicao 8.3.5. Sejam duas relagoes de equivaléncia (X,R) e (Y,Q)
isomorfas. Se R € compactamente gerada entdo Q também é compactamente

gerada.

Prova. Como (X, R) e (Y, Q) sao isomorfas existe homeomorfismo h: X — Y
tal que h x h : R — ) é homeomorfismo.

Seja K C @ compacto e ()1 outra relacdo de equivaléncia tal que
K C @ C Q. Definimos M C R; C R tais que

(hx B Y K)=M e (hxh) Q) =R,
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onde M é compacto e Ry ¢é relacao de equivaléncia. Mas, R é compactamente
gerada, entdo Ry = R, assim Q1 = h X h(R;) = h X h(R) = @ e portanto ) é

compactamente gerada. [

Teorema 8.3.6. Sejam X um conjunto de Cantor e ¢ : X — X um
homeomorfismo minimal. Ndo existe nenhum diagrama de Bratteli B =
(V.E,r,s) tal que (X, Ry, E,) e (Xg, Ry, Ey) sdo isomorfos.

Prova. Precisaremos dos seguintes lemas:
Lema 8.3.7. A relagdo de equivaléncia R, é compactamente gerada.

Prova. Considere a fun¢ao h(z,n) = (z,¢o "(z)) do Teorema 8.3.3. Como h é
um homeomorfismo e X é compacto, temos que ¢ = h(X X n) é compacto em
R

», onde interpretamos ¢ como um conjunto.

Suponha que existe relacdo de equivaléncia @) tal que ¢ C @ C R,.
Dado (z,y) € R,, temos que existe k € Z tal que y = ¢"(x). Temos que
(©™(x), " (z)) € ¢ para todo n > 0, portanto (¢"(z), " (x)) € Q para
todo n > 0. Como @ é relagao de equivaléncia temos que (z,y) € Q. Entao

Q) = R, e R, é compactamente gerada. [

Lema 8.3.8. A relagio de equivaléncia Ry nao é compactamente gerada.

Prova. Suponha por absurdo, que Ry é compactamente gerada. Entao existe
um compacto K tal que se ) é relagao de equivaléncia e K C () C Ry entao

@@ = Ry. Temos que a sequéncia
R%p C R%J C ...

é uma cobertura aberta de Rg. Como K C Ry também é de K. Assim, existe
N tal que K C Ry n C Rg. Como, por hipétese Ry é compactamente gerada,
temos que Ry y = [y, 0 que é uma contradigao. Concluimos que Ry nao é

compactamente gerada. ]

Pela Proposicao 8.3.5 e pelos Lemas 8.3.7 e 8.3.8 nao existe isomorfismo
entre (X, R,) e (X, Ry). ]

Repare que pelo Teorema 7.1.13, dado um conjunto de Cantor X e um
homeomorfismo minimal ¢ : X — X, sempre existe um diagrama de Bratteli 8
tal que X é homeomorfo a Xy. Entao existe um homeomorfismo A : X — Xg.
Pelo Teorema 8.3.6, a fungao h x h nao é um homeomorfismo entre (R, &,) e

(R, Ex), ao contrario do que ocorreria se considerdssemos a topologia produto.
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Conceitos de Algebra

Neste capitulo apresentaremos conceitos e resultados de algebra que serao

importantes para os préximos capitulos.

9.1
Grupos

Definigao 9.1.1 (Grupo, subgrupo, grupo abeliano). Um grupo é um par
(G,+), onde G € um conjunto e - € uma operagio bindria em G que satisfaz as

sequintes propriedades:
1. Associativa: Dados a,b,c € G, (a+b) +c=a+ (b+c).

2. Elemento neutro: existe um elemento e em G tal que a+e=e+a=a

para todo a em G.

3. Inverso: para cada elemento a em G existe um elemento b, que chamamos

de elemento inverso, tal que a +b=>b+a = e.

Um subconjunto H de G € u subgrupo se € um grupo com a operacio de G.

Um grupo € dito abeliano quando sua operagdo é comutativa

Quando nao houver confusao denotaremos o grupo (G, +) por G.
Em um grupo seu elemento neutro e seu elemento inverso sao tinicos.
Denotamos o elemento inverso de a em G por a™ .

Os grupos que iremos trabalhar sdo abelianos.

Defini¢ao 9.1.2 (Semigrupo, subsemigrupo). Um conjunto G é um semigrupo
se € dotado de uma operacao bindria associativa e possui um elemento neutro.
Um subconjunto H de G € dito um subsemigrupo do semigrupo G se é

fechado para a operagdio de G.
Observacao 9.1.3. Todo grupo é um semigrupo.

Teorema 9.1.4. Sejam G e H grupos. Se f : G — H ¢ um homomorfismo.
Entao Im(f) = G/Ker(f).
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9.2
Grupos abelianos ordenados

Definicao 9.2.1 (Cone positivo). Seja (G,+) um grupo abeliano e H um
subconjunto de G. Dizemos que H € o cone positivo de G se satisfaz as sequintes

propriedades:
1. H é um subsemigrupo de G.
2.H—-H={g=a-b|abe H} =G,
3. HN(-H)={9eG|geHe —ge H} ={0}.

Um elemento u de H é chamado de uma ordem unitaria se para todo a em G

existe um inteiro n positivo tal que nu —a € H.

Definicao 9.2.2 (Grupo abeliano ordenado). Seja (G,+) um grupo abeliano.
Se existe cone positivo H de G, dizemos que (G, H,+) é um grupo abeliano

ordenado.
Se (G, H,+) é um grupo abeliano ordenado, definimos
a < b se e somente se b —a € H. (9.2.1)

Proposicao 9.2.3. Seja (G, H,+) um grupo abeliano ordenado. A relagio <

em (9.2.1) é uma ordem parcial em G.
Prova. Vamos mostrar que < satisfaz as propriedades:

— Reflexiva: Seja g € G, temos que g — g =0 € H entao g < g.

— Antisimétrica: Sejam a e b em G tais que a < beb<a,entdob—a € H
ea—be H, em particular b—a e a —b € H(N(—H). Pela condicao (1)
da Definicao 9.2.1, temos que a — b = 0 e portanto a = b.

— Transitividade: Sejam a,b,c em G taisquea < beb<c,entdob—a € H

ec—be H. Como H é semigrupo, temos que
(b—a)+(c—0b) € H.
Como G é grupo abeliano,
b—a)+(c=b)=0b—-b+(c—a)=0+(c—a)=c—a.

Entao ¢ —a € H e portanto a < c.

Concluimos, assim, a demonstracao da proposigao. [
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Corolario 9.2.4. Sejam a,b,c em G, a < b se e somente se a+c < b+ c.

Prova. Temos que

a<besb—acH<s (b—a)+(c—c)eH&
b+c)—(a+c)eHsa+c<b+c

Concluimos, assim a demonstracao do corolario. [

A partir de agora, iremos denotar o cone positivo de um grupo G por G™.

Um exemplo de grupo abeliano parcialmente ordenado é o grupo aditivo
(Z,+) com cone positivo Z*

Seja (G, +) um grupo e considere que A é um subconjunto finito de G.
Dado a € A, definimos

na=a+a+ ---+ a, onde a aparece n vezes.

Definigao 9.2.5 (Grupo abeliano livre). Sejam (G, +) um grupo e A qualquer

subconjunto finito de G. Definimos

ZA::{Znaa|na€Z,a€A}.

a€A

O conjunto ZA é chamado de grupo abeliano livre gerado por A. Para ZA

consideramos a operacao:

> maa+ D nea=> (mg+nga. (9.2.2)

acA a€A a€A

Observamos que (ZA, +) é um grupo abeliano.

Proposicao 9.2.6. O conjunto

ZAT = { Z nea | ng € Z* para todo a € A}.

acA
¢ um cone positivo de ZA.
Prova. Mostraremos que ZA™ satisfaz as condi¢oes da Definicao 9.2.1.
1. Segue direto da equacao 9.2.2 que ZA" é subsemigrupo de ZA.

2. Seja g € ZAT — ZAT, entao g = hy — hy, onde h; e hy estao em ZA™T.

Entao

hy — hy = Znaa— Zmaa: Z(na —mg)a.

a€A acA acA

Temos que n, — m, estda em Z, portanto hy — hy € G.
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Agora, considere g € ZA, entao g = Y_,c4 nqa, onde n, € Z. Temos que
para cada a € A, podemos escrever n, = m, — p,, onde m, € p, estao em
Z*. Assim,
g=Y_ mea— Y pea€ZAT —ZA".
acA acA
3. Seja g € ZAN(—ZA), entdao g = Y44 naa, onde n, € ZT e n, € =77,

entao n, = 0 e portanto g = 0.

Concluimos, assim, a demonstragao da proposicao. [

Definicao 9.2.7 (Isomorfismo ordenado). Sejam (G,G%1) e (H,H") grupos
abelianos ordenados. Um isomorfismo ordenado entre (G,GV) e (H,H') é um
isomorfismo o : G — H, tal que o(GT) = H™.

Se w é uma ordem unitaria de (G,G7), v é uma ordem unitiria de
(H.H%), o isomorfismo « é dito ordenado que preserva ordem unitdria se

alu) =v.
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10
O invariante D

Neste capitulo, associada a uma relacao de equivaléncia étale (X, R)
definiremos um grupo denotado por D(X, R) e mostraremos que D(X, R) é
um invariante algébrico. Isto é, se (X, R) e (Y, Q) sdo relagdes de equivaléncia
étale isomorfas, entdo D(X, R) e D(Y, Q) também sao.

10.1
O grupo C(X,7Z)

Seja X um espaco topoldgico compacto. Definimos o conjunto
C(X,Z2)={f:X —=>Z]| f é continua}.
Dadas f e g em C(X,Z), definimos:
(f +9)(x) = f(z) +g(z), reX.

Proposicao 10.1.1. O par (C(X,Z),+) é um grupo abeliano.

Prova. Como f(x) € Z para todo z € X, a operagao + comuta.
Agora, mostraremos que (C'(X, Z), +) satisfaz as propriedades da definigao
de grupo.

1. Sejam f,g e h em C(X,Z), temos que

[(f +9) + hl(z) = (f + 9)(2) + h(z) = (f(2) + g()) + h(z).

Como f(z),g(x) e h(z) estao em Z, temos que
(f(x) + g(x)) + h(z) = f(z) + (g9(z) + h(x)) = [f + (g + h)(z)].

2. Considere a fungao 0(x) = 0. Mostraremos que 0 é o elemento neutro.
Seja f € C(X,Z)

0+ f)(x) = 0(x) + f(z) = 0+ f(z) =z = (f + 0)(x).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912782/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912782/CA

Capitulo 10. O invariante D 105

3. Dada f € C(X,Z) provaremos que o inverso de f é —f:
(f + (=N)(z) = f(z) + (= f)(x) = 0.
Entao C(X,Z) é um grupo abeliano. ]

Suponha que X é conexo. Dada f em C(X,Z), como f é continua, o
conjunto f(X) C Z é conexo. Como os tnicos conjuntos conexos de Z sao
coonjuntos unitarios a funcao f ¢ uma funcao constante, o que nao ¢ nosso
interesse. De fato, f é constante em cada componente conexa.

A partir de agora consideraremos que X é um espaco topoldgico compacto
e totalmente desconexo.

Dado E C X clopen, definimos Xz : X — Z:

{0, z ¢ F,

1, zekFk.

Observacgao 10.1.2. A fung¢io Xg estd em C(X,7Z) para todo E C X clopen.

Sejaz € Xee>0.0uz € Foux € X\E. Como E é clopen e, E e
X\ E sao abertos, portanto existe § > 0 tal que B(z,d) C E ou B(z,6) C X\E.

Em qualquer um dos dois casos
Xg(B(z,0)) C B(z,e€).

Portanto, Xr é continua.
Observagao 10.1.3. Se f € C(X,Z) entao f(X) é um conjunto finito.

Sejan € f(X), o conjunto f~!({n}) é clopen, em particular aberto. Temos

que

= U f{nh.

nef(X)
Como X é compacto conjunto f(X) tem que ser finito.
Segue direto da observagao anterior que dada f € C(X,Z), a cole¢ao
{/71({n}})nes(x) é uma particao de X. Assim, dado x € X

ef( U 'dnh)= U {nh

nef(X) nef(X)
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Como os conjuntos {n} sado dois a dois disjuntos, existe um tnico N(z) = N €
f(X) tal que f(x) = N. Entao, temos que

f= 2 n&my.
nef(X)

Pelo Teorema 3.1.13, X admite uma sequéncia de parti¢oes refinadoras
{Py}n>1, onde para cada n > 1 P, = {U;}'~,. Definimos, para cada n > 1, o

conjunto
C(Pn,Z) ={f € C(X,Z) | f é constante em cada elemento de P, }.

Temos que C(P,,Z) é um subgrupo de C(X,Z) para todo n > 1.
Proposicao 10.1.4. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

1. Para todon > 1, C(P,,Z) C C(Ppi1,Z).

2. Para todon > 1, C(P,,7Z) é isomorfo a (Z*",+).

3. U2, C(Pn,2) =C(X,Z).
Prova.

1. Como P, refina P,, temos que cada elemento de P, esta contido em
algum elemento de P,,. Assim se f é constante em cada elemento de P,

também sera constante em cada elemento de P, 1.

2. Fixe n > 1, seja P, = {Ux}:,. Definimos a funcdo
kn
h:ZF — C(P,,7), h(it,. . ik,) =Y kX,

Claramente h é uma bijecao. Agora, considere (i1, ..., ) e (l1,...,l, ) €

Z¥» | temos que

h((in, - oing) + (o)) =BG+ by ik, + )
kn

(ZJ +1; )XUk

<.
Il
-

I
Mw

[ZkXUj —I—l XUJ

.
Il
-

Il
Mz’r

&]+§yxb

7j=1

(m,uﬂmn+h@hHw@J)

Il
—

I
:. .
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Portanto, h é um isomorfismo entre C(P,,Z) e Z*".

3. Como para cada n > 1, C(P,,Z) é um subgrupo de C(X,Z), temos que
>~ ,C(Pn,Z) C C(X,Z).

Falta provar que C(X,Z) C UC(P,,Z). Par isso, precisamos mostrar

que dada f: X — Z em C(X,Z), existe n > 1, tal que f é constante em

cada elemento de P,,.

Como para cada n > 1 o conjunto f~'({n}) é clopen, podemos usar a
Proposigao 3.1.8, para afirmar que existe m(n) tal que f~!({n}) ¢ a uniao
de elementos de Pp,(n). Entao Xy-1(4,y) estd em C(Py,, Z). Mas,

f= 2 nXrimy,
nef(X)

entdao f € Upe, C(Py, Z).
Concluimos que U;2, C(P,,Z) C C(X,Z).

Finalizamos, assim, a demonstragao do teorema. [

10.2
O invariante

Nesta secao consideraremos um espaco métrico X compacto e totalmente
desconexo. Agora que as ferramentas foram apresentadas, definiremos o
invariante para uma relacao de equivaléncia étale de X.

Seja R uma relacao de equivaléncia étale de X. Definimos o subgrupo
B(X, R) de C(X,Z) como o subgrupo gerado por todas as fung¢oes da forma
Xry(y) — Xri(y), onde v C R € um homeomorfismo parcial compacto e aberto.

Podemos, entao, definir o grupo quociente
D(X,R)=C(X,Z)/B(X,R).

Dada f € C(X,Z), denotamos sua classe em D(X, R) por (f). Por ultimo

definimos

DX, Ry ={(f) | f = 0}.

Lema 10.2.1. Seja I' um agdo local em X e Rr a relacao de equivaléncia étale

gerada por T'. Entido B(X, Rr) é um grupo gerado por

(Xt — Xy [ Y ETH
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Prova. Precisamos mostrar que dado v homeomorfismo parcial v compacto
e aberto em R, A%, — &y (y) estd no subgrupo de B(X, Rr) gerado por
Xry(y) — Xri(y) | v € T'}, que denotaremos por H.

Pelo Corolario 8.1.6, v é compacto em R. Como I' forma uma base para a
topologia étale de R, para cada (z,y) em R existe uma vizinhanga 7, tal que
(7,Y) € Yy Crey = U(e,y)ey V(a,y)- Tais vizinhancas sao apenas restrigoes

de 7 cujos dominios podem ter intersecao nao vazia.

Como v é compacto, existe subcobertura finita, digamos {71, 72, ...,V }-
Portanto
o) — Ami() = AU ma(r) — AU m) = AU ma() — AU m()
L
- Z (—1) Z Xﬂz(%lﬁ“-ﬁm(%L) - Xm(%lﬁ'"ﬁm(%L)
1<L<k 11 <<t
L
- Z (1) Z Xw(%lﬂ"-ﬂ'm) - Xﬂl(’Yilﬂ--'ﬂ’YiL) € H
1<L<k 1< <ig,
Concluimos, assim, a demonstragao do lema. [

Teorema 10.2.2. Sejam (X, R) e (Y, Q) relagoes de equivaléncia étale em
espagos compactos e totalmente desconexos. Se h : X — Y € um homeomorfismo

que define um isomorfismo entre R e Q) entdo existe um isomorfismo, g, entre
D(Y,Q) e D(X, R), tal que:

1. g(D(Y,Q)) = D(X, R)",
2. 9((1y)) = (1x).
Lema 10.2.3. Se h: X — Y ¢é um homeomorfismo, entdo a fungdo

g:C\Y,Z) - C(X,Z), g(f)y=foh

¢ um isomorfismo entre os grupos abelianos ordenados que preserva ordem

unitdaria.

Prova. Primeiro mostraremos que g é um isomorfismo. Para isto precisamos
mostrar que g é um homomorfismo bijetivo.

Sejam duas fungoes fi e fo em C(Y,Z) tais que f; # fo. Temos que

g(f1) = fioh # faoh=g(f2).

Portanto g é uma fungao injetora. Agora, seja f em C(X,Z), temos que

g(foh™)=(foh™Noh=fo(htoh)=Ff (10.2.1)
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Concluimos que g também é uma fungao sobrejetora e portanto é uma bijecao.
Provaremos que ¢ é um homomorfismo, sejam duas funcoes f; e fo em
C(Y,Z),

g(fi+ fo) =i+ fo]oh=fioh+ fooh=g(fi) +3g(f2)

Entao g é um isomorfismo.

Por ultimo, mostraremos que g preserva ordem unitaria. Seja ¢ uma
ordem unitdria em C(Y,Z)*, entdo para todo f € C(Y,Z), existe n tal que
nl— feC(Y,Z)", isto é, nt < f. Como h é homeomorfismo, para todo y € Y,
existe z € X tal que h(x) = y. Assim

nl(y) < f(y) = nl(h(z)) < f(h(z)) = n(loh)(z) < (f o h)(z).

Como z é arbitréario, temos que n(f o h) < f o h, portanto ng(¢) < g(f) e
ng(¢) — f € C(X,Z)". Concluimos que g preserva ordem unitaria. Finalizamos,

entao, a prova do lema. n

Lema 10.2.4. Se h define um isomorfismo entre R e (), entdo
9(B(Y,Q)) = B(X, R).

Prova. Como R e () sao relagoes de equivaléncia étale, existem agdes locais I e
A que geram, respectivamente, R e Q).
Provaremos primeiro que g(B(Y,Q)) C B(X, R). Seja f € B(Y,Q), pelo
Lema 10.2.1
f=2_n(0)(Xs) — Xs))-

0EA

Entao,

e

=[>_n(0) X — > n(0)Xslog
seA 6eA

=Y n®)Xog—> nd)Xsoyg
SEA dEA

=Y () X108y — D 1(8) Xn-1(s(5))
seA oeA

Definimos v := (h=(r(d)), h=*(s(5))), entdo v = (h x h)~1(§). Como (h x h) é
homeomorfismo e (h x h)(R) = @, temos que v é um homeomorfismo parcial
de I'. Usando mais uma vez o Lema 10.2.1, temos que ¢g(f) € B(X, R).
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Agora mostraremos que B(X,R) C ¢g(B(Y,Q)). Como ji vimos em
(10.2.1), g(f o h™1) = f. Demonstramos, analogamente ao que foi feito acima,
que foh!estd em B(Y,Q). Portanto B(X, R) C g(B(Y,Q)).

Concluimos que g(B(Y,Q)) = B(X, R). ]

Agora, podemos terminar a demonstragdo do Teorema 10.2.2.

Definimos a fungao g : D(Y, Q) — D(X, R) tal que

Sejam f € C(Y,Z), f1 e fo em (f). Temos que

(f1) = (fa) = (fr = f2) = (0). (10.2.2)

Aplicando g aos dois lados da equacao (10.2.2), temos

{g(fr = f2)) = (9(0)). (10.2.3)

Como g ¢ isomorfismo,

(9(f1) = 9(f2)) = (0) = (g(f1)) = {9(f2))- (10.2.4)

Portanto, a funcao g estd bem definida.
Agora veremos que g é um isomorfismo. Sejam f; e fo em C(Y,Z), segue
que

g1+ f2) = (g(fr + f2)).

Como g é isomorfismo,

(g(fi+ f2)) = (g(f1) + 9(f2)) = {g(f1)) + (9(f2)) = G(f1) +9(f2)-

Entao g é um homomorfismo.

Falta mostrar que g ¢ uma bijecao.

Dada ¢ em D(X, R), como g é uma sobrejegao existe f € C(Y,Z) tal que
g(f) = ¢, entdo g(f) = ¢. Portanto g é uma sobrejegao.

Agora, considere fi e fo em C(Y,Z) tais que g(f1) = g(f2). Entao

(9(f1)) = (9(f2)) = (9(f1 = f2)) = (0).
Como g é isomorfismo,
{g(fr = f2)) = (9(0)).

Como ¢(0) estd em B(X, R) que é igual a g(B(Y,Q)), temos que f(f1 — f2) esta
em g(B(Y,Q)). Assim, f; — f» € B(Y, Q). Portanto, como B(Y, Q) é normal (é
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abeliano):
(fi = f2) = (0) = (1) = (f2).

Concluimos que g também é uma funcao injetiva. Portanto é uma bijecao.

Entao g é um isomorfismo. Falta mostrar que satisfaz as condigoes (1) e

1. Seja (f) € D(Y,Q)".

g(f) = (9(f)) = (foh).

Como (f) € D(Y,Q)", temos que f > 0, entdo f o h > 0. Portanto,
9(f) € D(X,R)*. Provamos, entdao, que g(D(Y,Q)*) C D(X,R)".
Mostraremos, agora, a inclusdo contraria. Seja (F') € D(X, R)*. Como g
¢ sobrejetiva, existe (f) € D(Y, Q) tal que g((f)) = (F).

Afirmacao 10.2.5. (f) € D(Y,Q)".

Prova. Por hipétese, F' > 0. Além disso, por definicao da funcao g temos

que
(f o h)(F).

Entao, foh > 0. Ja que h é um homeomorfismo, obtemos que f > 0. m
Portanto (F) € g(D(Y,Q)"). Concluimos que

g(D(Y,Q)") = DX, R)".
2. Seja 1 € C(Y,Z), temos
g((1)) = (9(1)) = (Lo h) = (1).

Finalizamos, assim a demonstragao do teorema. [
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O grupo de dimensao de um diagrama de Bratteli

O objetivo deste capitulo é obter, a partir de um diagrama de Bratteli,

um grupo abeliano ordenado. Para isto precisamos de alguns conceitos

111
Limite indutivo de grupos

Considere sequéncias de grupos abelianos disjuntos {G,, },>0 € sequéncias

de homomorfismos {a,, },>1, tais que a, : G,—1 — G,,. Definimos

G=|]|G,:={(a,n) |n>0,aeG,} e

a:| |Gn = | |Gn, ala,n) = (apii(a),n+1).
O conjunto | },, G,, nao é um grupo.

Definicao 11.1.1. Consideraremos a rela¢io Rg em G dada por:
(a,m) ~q (b,n) se e s6 se existem |,k € Z¥ tais que o'(a, m) = (b, n).

Em particular, m +1 =n + k.
Proposigao 11.1.2. A relacio Rg € uma relagio de equivaléncia.

Prova. Observe que as propriedades reflexiva e simétrica sao imediatas.
Mostraremos que também satisfaz a propriedade transitiva.
Sejam (a,m), (b,n) e (c,p) em L, Gy, tais que (a,m) ~g (bn) e

(b,n) ~a (¢, q). Entao existem inteiros nao negativos i, j, k, [ tais que
o(a,m) =a?(b,n) e oF(bn)=a(cq).

Entao,
m+i=n+j e n+k=q+1L.

Se k > 7, entao
m+i+k—j=n+k=q+1
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e portanto, a't%=J(a,m) = al(c,q). Se k < j, entao
n+k+j—k=q+1l4+j—k=m+1,

entdo a'(a,m) = a*7%(c, q). Em ambos os casos temos que (a,m) ~g (¢, q).

Concluimos, assim, que Rg ¢ uma relacao de equivaléncia. [

Iremos denotar por (a,m)g a classe de equivaléncia de (a,m) em Rg e
por (G4, (is) 0 conjunto de todas as classes de equivaléncia.

Quando nao houver confusao iremos denotar a classe de equivaléncia de
(a,n) somente por (a,n).

Dado um elemento (a,n) em G, temos que (a,n) ~g a(a,n) para todo
k > 0. O elemento a*(a,n) estd em G, 1, X (n + k). Dessa forma, para todo
m > 0, existe (b, m) tal que (a,n) = (b, m).

Dados (a,m) e (b,n) em G, definimos a operacao + em (G, ) POI:
{a,m)g + (b,n)g = (a + ¢,m)q,

onde ¢ é tal que (b,n)g = (¢, m)q.

Precisamos ver que a operagdo + estd bem definida. Consideraremos
os representantes das classes do mesmo nivel. Sejam (a1, n), (b1, n), (a2, m) e
(by,m) em G, tais que (aj,n) = (az,m) e (by,n) = (by, m). Entao, existem

ki,ke >0 e ly,ls > 0, tais que

k1+n:k2+m, l1+n:l2+m

o™ (a;,n) = a*(as,m) e a'(by,n) = a2(by, m).

Suponha que k; < [;. Entao
ko=ki+n—-m<lL+n—m=ls.
Temos que

a(ay,n) ="M oM (a1, n) = a7 o aF2(ay, m)

=al ko ock1+"_m(a2, m) = ocll+"_m(a2, m).
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Entao,

o ((a1,n) + (by,n)) = a'*(a;.n) + o' (by, n) = a'2(ag, m) + a'2(by, m)
= a2((ay,m) + (bg, m)).

Portanto,
<a1,n) + (bl,n) = <a1 + bl,n> = <CL2 + bz,m> = <a2,m> + <b2,m>.

Concluimos, assim, que a operacao estd bem definida.

Lema 11.1.3. O conjunto (G, so) munido com a operagio + definida acima
é um grupo. Além disso, Para cada n > 0, a funcio 5, : G, = (Geo, M),

definida por
Bu(a) = {a,n) (11.1.1)

¢ um homomorfismo e B,41 0 i1 = Pp.

Prova. Como a operacao + esta bem definida e como, para cada n > 0, G,, é
um grupo, entao (Geo, @0, +) ¢ um grupo.

Um comentario conveniente é que dados n e m, temos que (0,n) ~g (0,m).
Entao temos um tnico elemento neutro em (G, ) € iremos representé-lo
por 0.

Seja (a,n) em G, temos que

B0 ani1(a) = Busi(anii(a),n +1) = {ansa(a),n + 1).

Entao, precisamos mostrar que (o, .1(a),n + 1) = (a,n). Isso acontece

porque (ay41(a),n+ 1) ~q (a,n). n

Proposigao 11.1.4. Sejam {G,},>0 uma sequéncia de grupos abelianos e
{an}n>1 uma sequéncia de homomorfismos, onde o, : G,,—1 — G,. Considere

(Goos o) € B como acima. Valem as sequintes afirmagoes:

1. Se o, € 0 homomorfismo constante igual a zero para um numero infinito

de indices n, entdo

(Goo, o) = 0.

2. Se existe N > 0, tal que para todo n > N, «, é um isomorfismo entao

By € um isomorfismo.
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Prova. Mostraremos, primeiro, o item (1) da proposi¢ao. Seja (a,n) em G. Por
hipétese, existe M > 0 tal que a; é o homomorfismo constante igual a 0 para
todo k > M. Entao, seja k > M, temos

ak(&7 TL) = (ak<a>7n + k) = (O7n + k)
Portanto, (a,n) ~g (0,n + k). Como (a,n) é um elemento qualquer, temos
(Goo, o) = 0.

Agora, demonstraremos o item (2) da proposi¢ao. Como Sy é homomor-
fismo, falta mostrar que é bijecao.

Provaremos que f3, é injetiva. Sejam a e b em Gy, tais que a # b. Suponha,
por absurdo que Sy (a) = By(b), entdo (a, N) ~g (b, N). Portanto existe inteiro
k >0 tal que

af(a) = a"(b),

entao, como «; ¢ injetiva para todo ¢ > K, temos que a = b, o que é uma
contradicao.

Por ultimo, precisamos mostrar que Sy é sobrejetiva.

Lema 11.1.5. Para todo k > 1,

Bn(GN) = Brin(Gnr)- (11.1.2)
Prova. Seja gnyi1 € Gy, temos que como apn,q é sobrejecao, existe g, € Gy
tal que
ant1(gn) = gns1-
Entao,

Bny1(gnt1) = Byi(anti(gni1)) = Br(gn) € By (Gr).

Portanto, Sy41(Gny1) C Bn(Gy). Indutivamente, provamos que para todo

k>0, Bnik(Ghyr) C Bn(GN).
Mostraremos a inclusao contraria. Dado k£ > 0, definimos

K ._
On ‘= OUNyK O ... ANy

Seja g € Bn(Gy), existe gy € Gy tal que 5,(g,) = g. Mas, pela definicao da

funcao By, segue que

9=0Bn(gn) = Brrk 0 A (9n) € Brsn(Gra)-
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Provamos, entao, que para todo k > 0,

6N(GN) = 5N+k(GN+k)

Agora, mostraremos que,

(Goos o) = Bn(G ).

Seja (a,n) € (Gu, Qo). Existe m > N tal que (a,n) € B,(G,). Pelo
Lema 11.1.5, concluimos que (a,n) € By(Gn) e, portanto, Sy ¢ uma fungao

sobrejetiva. Como [y é uma bijecao e um homomorfismo é um isomorfismo. m

Seja G um grupo abeliano e {G,, },>¢ uma sequéncia de subgrupos de G
tal que G,, C G141 e cuja unido ¢é o grupo G. Considere que, para todo n > 0,

Qi1 € a inclusao de G,, em G, 1. Definimos a funcao
0:G = (Gyy ), (a) = {(a,n), onde n menor nimero tal que a € G,.

que esta claramente bem definida. Isto é, independe da escolha do indice n.
Proposicao 11.1.6. A fungdo ¢ é um isomorfismo.

Prova. Mostraremos, primeiro, que ¢ ¢ um homomorfismo. Sejam a e b em G.
Como a sequéncia {G, },>0 ¢ encaixada e U, G, = G, existe m tal que G,, é o
primeiro elemento que contém a e existe n, tal que GG,, é o primeiro elemento
que contém b. Se m < n, entdao G,, é o primeiro elemento que contém a + b.
Além disso, como para todo m > 0, a,,41 € a inclusao de G,, em G,, 1, temos
que

(a,m) = (a, k), para todo k > m.
Portanto,
ola+b) = {a+0b,n) = (a,n)+ (b,n) = ¢(a) + o(b). (11.1.3)

Claramente, ¢ ¢é sobrejetiva. Para mostrar que ¢ € injetiva, suponha que

¢(a) = p(b). Tomando m,n como acima, temos que

o(a) = (a,m) = {a,n) = (b,n) = o (b).

Entao, existem inteiros k e ¢ tais que
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Portanto, k = £. Como «, ¢ a inclusio e o(a) = af(b), concluimos que a = b.

Mostramos, assim, que ¢ ¢é injetiva. Portanto ¢ é uma bijecao. Concluimos,

assim, que ¢ é um isomorfismo. n

Agora, considere para cada n > 0, um subgrupo H, de G, tal que
H, C H,.1. Seja H = J,, H,, Definimos as funcoes:

@n . Gn/Hn — Gn+1/Hn+17 &n<a -+ Hn) =a+ Hn+l> a < Gn

¢:G/H = (G/H)oo, Oo),

¢(a+ H) = (a+ H,,n), n menor nimero tal que a € G,,.
A funcao a,, para todo n > 0 esté claramente bem definida.

Proposicao 11.1.7. A funcdo ¢ é um isomorfismo.

Prova. Temos que mostrar que ¢ é um homomorfismo bijetivo. Primeiro
provaremos que ¢ homomorfismo. Sejam a e b em G, existe m > 0, tal que G,,
¢ o primeiro elemento que contém a e existe n tal que G,, é o primeiro elemento
que contém b. Suponha que n > m, (G,, é o primeiro elemento que contém a + b.

Além disso, pela definicao da funcao @,,, temos que
(a + Hp,,m) = (a+ Hy, k), para todo k > m.
Entao

$((a+H)+(b+H)) =¢((a+b)+ H)
={((a+b)+ H,,n)={((a+ H,) + (b+ H,),n)
={(a+ Hp,n)+ b+ H,,n)=¢la+ H)+ ¢(b+ H).

Claramente ¢ é uma sobrejecao. Falta, entao, mostrar que ¢ é injetiva.
Sejam a e b em G tais quea € Gy, b € Gy e ¢p(a+ H) = ¢(b+ H). Suponha
que n > k, entao

(a+ H,,n) = (b+ Hy, k).

Portanto, existem inteiros [, m > 0, tais que

&l((a+Hn,n)> = &m<(b—|—Hk.k)) e n+l=k+m.
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Definimos M :=n+ 1 =m + k, temos que
a+ Hy =b+ Hyy.
Como a sequéncia de subgrupos é encaixada e a uniao é H, segue que
a+H=b+ H.

Portanto ¢ ¢ injetiva.

Logo, ¢ é um isomorfismo. m

Defini¢ao 11.1.8 (Homomorfismo positivo). Sejam (G,GV) e (H, H") grupos

abelianos ordenados. Um homomorfismo ¢ : G — H € positivo se o(GT) C HT.

Teorema 11.1.9. Sejam {(G,, G} )}i>0 uma sequéncia de grupos abelianos
ordenados e {ay, }n>0 uma sequéncia de homomorfismos positivos, onde «, :
G, — G,11. Entao

{{a,n) | n>0,a € G}

¢ o cone positivo de (Goo, Aso)-

Prova. Denotaremos o conjunto {{a,n) | n > 0,a € G} por H. Temos que

mostrar que H satisfaz as condi¢des da Definicdo 9.2.1 de cone positivo.

1. Como, para cada n > 0, G;f é um cone positivo, temos que H é um

subsemigrupo de (G, (o).

2. Precisamos ver que H — H = (G, o). E claro que H — H C (G, roo)
Agora, considere (a,n) € (G, s). Como G é cone positivo, existem b
e cem G tais que a = b — c. Entdo (b—c,n) € H — H.

3. Mostraremos que H N(—H) = {0}. Seja (a,n) € HN(—H). Temos que
(a,n) € H e (—a,n) € H. Entao a e —a estdo em G,". Como G, é cone

positivo, a = 0. Portanto,
(a,n) = (0,n) = 0.

Concluimos que H N (—H) = {0}.

Mostramos, assim, que H é o cone positivo de (Guo, o). A partir de agora,

denotaremos H por (G, (o)™ m
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11.2
O grupo de dimensao de um diagrama de Bratteli

Na definicdo de um diagrama de Bratteli
B=V={V,}n, E,r59)

o conjunto Vg era unitario. Tal restricio nao serd necessaria no momento.
Portanto, nesta se¢ao o conjunto 1} pode ter mais de um elemento.

Iremos obter a partir do diagrama de Bratteli 8 um grupo abeliano
ordenado que sera a uniao de uma sequéncia de grupos abelianos disjuntos,

como na secao anterior.

11.2.1
A funcao hy,

Seja B = (V = {V,.}n>o0, E, 7, ) um diagrama de Bratteli. Definimos,
para cada n > 0, o grupo G,, = ZV,,,, veja a Defini¢do 9.2.5, que possui ZV, "
como cone positivo, veja a Proposicao 9.2.6. Dessa forma, um elemento g de

7V, _1, pode ser expresso como
#Vn—l

g= Z miv?_l, onde v;‘_l eV,_1em; € Z.
i=1

Fixe n > 1 e considere a funcao hy, : ZV,,_1 — ZV, definida por:

#Vn_1 #Vn  #Vua

s, ( ; maf ) = Zl( 2 #(s~ o N ol my ol (11.2.1)

Proposicao 11.2.1. Para cada n > 1, a fungdo hy, € um homomorfismo

Positivo.
Prova. Fixe n > 0. Sejam

#Vn—l #Vn—l
n—1 n—1
91 = Z miv; € Gg2= Z liv;
i=1 i=1
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elementos de ZV,,_;. Temos que

#Vn—1
hss,, (91 + ga) = hn( Z (mi + Lo)vp™)
#Vn Z;#anl
_ ‘_1( ; #(s7H{op "y e or ) ) (ma + L))

#Vn  #Vn-a

Zl( Z # —1{Un l}ﬂT_l{Un}))mz

#Vn #Vn-1

1( > (s ol e o)) by

= h,(91) + hss, (g2).

Entao, heg, ¢ homomorfismo. Além disso, como

#(s o nr T o) > 0

temos que hg, (ZV," ) C ZV,F. Portanto, hyg,é um homomorfismo positivo.

Como n é arbitrario, concluimos a demonstragao da proposicao. n

Dado n > 0, fixe 4, tal que 1 <4 < n. Temos que v} * € V,,_; C ZV,_; ¢
#Vn
hos, (0 1) = > #(s HoP e o) vy
j=1

Mas, #(s™ o'} nr{o?}) > 0, se e somente se, s~ {o]' '} Nr—{v"} £ 0.
Isto é, se existe e € E,, tal que s(e) = v} "' e r(e) = v7'. Entdo, podemos

reescrever hg, (v7') como:

s, (1) = (o).

e€Ey,s(e)=v;"" 1

Teorema 11.2.2. Seja V = {V, },>0 uma colegio de conjuntos finitos. Se para
todon > 1, h, : ZV,_1 — ZV,, € um homomorfismo positivo entao existe um
diagrama de Bratteli B = (V, E,r,s), onde V = {V,}n>0 € hy, = hp.

Prova. Definiremos para cada n > 1, os conjuntos E,. Seja v/ ' € V,_; C
ZV,",, entdo h,(vi ) = Z}#Vf m; jvj. Como hy, € positivo, temos que m;; > 0
para todo 1 < j < #V,,. Definimos que existem m, ; arestas ligando o vértice

n—1

V.

¢~ ao vértice v}, que denotamos por e; ¢, onde 1 < £ < m; ;. Desta forma,

para cada n > 0

B, ={eiju | 1 <i <#V, 1,1 <j<#V,,1 <l <my i}
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Para cada e; j; € E,, definimos

s(eije) = vj' e rleje) = v
Como m; ; > 0, s~ (v), 77 (v) # 0 para todo v € {V,,},>0. Entao, a colegdo
B = (V — {Vn}nZOa E = {En}n21>7ﬂa 8)

¢ um diagrama de Bratteli.
Mostraremos que hyg, = h,. Seja g = Zﬁ;"il kv, usando que h, é

homomorfismo, temos que

3§£‘/;1——1
ha(g) = ha( Y ki~
=1

#Vn #anl #Vn

= Z k:ihn(vl-"_l) = Z kz( Z mi’jU?).
i=1 i=1 j=1
Mas, por defini¢ao

m;j = #(5_1{1)?_1} N T_I{U;L})‘

Entao h,(g) = hws, (g). Como g é arbitrario, temos que hg, = h,. Concluimos,

assim, a prova do teorema. [

Dado um diagrama de Bratteli B = (V| E,r, s), considere m e n nimeros

naturais tais que m > n. Considere a funcao hy,,  : ZV, — ZV,,, definida por:

n,m

h%n m = h’%m © h%'ran ©---0 h$n+1'

Observacgao 11.2.3. Seja k tal que n < k < m, temos que

h%k,m o h%n,k = h%m,n'

Observagao 11.2.4. Dadon > 1, hy, .., = he

n+1"°

Dado n > 1, se o conjunto V,, possui k,, elementos, entao o conjunto ZV,,
é isomorfo a Z*». Assim, os elementos de Z*» podem ser vistos como vetores
coluna e o homomorfismo hg, como uma matriz k, x k,_1, que serd denotada

por (Hsg,) = (hs, i), onde (hg,;;) é o nimero de arestas em E, que ligam

vt

n
;o avy.
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11.2.2
O grupo de dimensao de um diagrama de Bratteli

Finalmente estamos prontos para definir o grupo de dimensao de um
diagrama de Bratteli. Para isto, lembre que dada uma sequéncia {G,},>0
de grupos abelianos e uma sequéncia {ay,},>1 de homomorfismos positivos,

definimos o grupo (G, s )-

Definigao 11.2.5 (Grupo de dimensao de um diagrama de Bratteli). Seja
B = (V,E,r,s) um diagrama de Bratteli. Definimos seu grupo de dimensdo

como o conjunto
D(B) = (ZVy, hoo).

Repare que o Teorema 11.1.9 nos d4 um cone positivo para o grupo D(8).
Entao o grupo D(B) é um grupo abeliano ordenado.

Estudaremos o seguinte exemplo.

Vo

T1,1

E,
Vi
FEs T1,2
Va
FE3 r1,3
Vs

T1,4

E,

Va

Figura 11.1: Diagrama de Bratteli B

Considere o diagrama de Bratteli B = (V| E,r,s) tal que (X, pn) é
conjugado com ({0, 1}, ®), onde ® é o oddometro diddico, apresentado na
Figura 11.1. Identificaremos o seu grupo de dimensao D(28). Como para cada
n>0,V,={v,} e #E, = 2, temos que

he, ,(kv,) = k2v,11, k€ Z.
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Observe que a fungao hg, € injetiva, para todo n > 0. Considere o elemento
(v0,0) de (ZV, hoo), temos que

<UO’O> = <h‘31(v0)7 1) = <201v 1> = 2<Ula 1> = 2<h32(1)1),2>
= 4(g,2) = - = 2%(vy,, k).

Definimos o grupo
Z[1/2] = {2% |pezneN},

que chamaremos de grupo diddico. Definimos, também, a funcao

B:D(B) = {5 |peZneN}, Blpunn) = o

Proposicao 11.2.6. A funcdio 5 € um isomorfismo.

Prova. Considere dois elementos (pv,,n) e (qug, k) de D(B). Mostraremos,
primeiro, a injetividade. Suponha que B({pv,,n)) = 5({quk, k)) e que k < n,
segue que

p q

— _ on—k

Entdo (pv,,n) = (2" *qu,,n). Além disso, temos que
hiy, (pvn) = hiy, (2" *quy) = 252" Fqu, 1 = 2" quagi = iy (qup).

Portanto, (pv,,n) ~ (qui, k) e (pvn,n) = (qug, k). Assim, § é uma fungao
injetiva. Por construcao § é uma funcgao sobrejetiva.
S6 falta mostrar que 4 é um homomorfismo. Sejam (pv,, n) e (qug, k) dois

elementos em Rgy. Suponha que k£ < n, temos que
<q’l)k, k> = <2nikqvn7 TL>

Entao

B({pvnsm) + (que, k)) = B({(p + 2" Fq)va, )
_pt+2F¢ _p | q

on  on 92k
= B((ponsm)) + B((qua,m))

Concluimos, assim que f é um homomorfismo e portanto um isomorfismo. m

A seguir identificaremos o grupo de dimensao do diagrama de Bratteli
T = (W, F,r,s) na Figura 11.2.
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NNV,

Figura 11.2: Diagrama de Bratteli T = (W, F,r, s)

Denotamos

Wo = {wg}

e paran > 1,
W, ={w! | 1<i<2}.

Agora, denotamos
Ey =A{fo fo2}

e para n > 2,
E, ={faym faz2m feon}

Lembre que usando a caracterizagao por meio de matrizes, podemos representar
o homomorfismo hg, por uma matriz Hs, = (hsg, ), onde (hg,, ;) € o ntimero
de arestas entre o vértice v;?_l e o vértice v}. Com o intuito de simplificar a

notacao, denotaremos, para cada n > 0 a matriz Hs, por H,. Assim,

|
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anll.
01

Como para todo n > 2, det(H,,) = 1, temos que para todo n > 2 a matriz H,, é

e para todo n > 2,

invertivel e portanto, o homomorfismo hg, é um isomorfismo. Considere, para
todo n > 0, a fungao 3, : ZV,, — D(%) definida na equagao (11.1.1). Como
para todo n > 1, a funcao hg, é um isomorfismo. Usando a condicao 2 da

Proposicao 11.1.4 para «,, = hg, concluimos que
B1:ZVy — D(%)

é um isomorfismo. Além disso, temos que ZV; = Z2. Concluimos, portanto, que
D(T) =72

Seria intuitivo pensar que o cone positivo de D(T) é
D(E)" ={(i,4) | i,j = 0}.
Mas nao é o que acontece. Pelo Teorema 11.1.9, temos que
D)t ={(1,7) | {(3,7),1) = (a,n) para algum n >0 e a € ZV,'}.

Considere o elemento (—1,1) de D(%). Temos que

Portanto
<(_17 1)7 1> = <h32(_17 1)7 2> = <(07 1)7 2)'

Entéao, (—1,1) estd em D(T)".
Afirmacgao 11.2.7. D(T)" ={(i,j) | j >0 0uj=0 ei>0}.

Prova. Sejam i,j € Z. Se j = 0 e k > 0 é imediato que (i, j) € D(Z)N.
Agora, considere que j > 0en > 0.

m(|1])-

J
Entao, existe n tal que ¢ + nj > 0. Assim, hg, (i,j5) € D(T)". Assim,
(i,7) € D).

i+
J
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Portanto,
{(i,j) | j>00uj=0ei>0}C DT)".
Falta mostrar que
DE)" c{(,7) | j>00uj=0ei>0}

Dado (i,j) € D(%)", denotaremos (7, ) por ((i,7),1). Existem n e a € ZV, "
tais que ((7,7),1) = (a,n). Como a € ZV,}, temos que

((4,7),1) = (p(1,0),n) + ¢{(0,1),n), onde p,q > 0. (11.2.2)

Como H, é sempre a mesma matriz para todo n > 2, escreveremos H. Fixe

- 1 1—n
0o 1 |

n > 2, temos que

Entao,
H™™(1,0) = (1,0) e H'"(0,1) = (1 —n,1).
Portanto
<(1,0),TL> - <H1_n(170)7 1> - <(170)7 1>

((0,1),n) = (H'(0,1),1) = {(1 —n, 1),1).

Substituindo na equacao (11.2.2), obtemos
((@,7), 1) = p((1,0),1) + ¢{(1 = n,1), 1)
. Como n > 2, temos que 1 —n < 0, entao
((£,4),1) € {(i,5) | j>0o0uj=0eiz=0}
Concluimos, assim, que
DEY)={(i,j) | j>00uj=0ei>0}.

Finalizamos, entao, a demonstracao da afirmacao. n
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11.2.3
O grupo de dimensao e a propriedade telescopica

Agora que ja vimos alguns exemplos sobre o grupo de dimensao, pode
surgir a pergunta: o que acontece com o grupo de dimensao de um diagrama
de Bratteli se aplicarmos a propriedade telescopica a este?

Seja B = (V, E,r, s) um diagrama de Bratteli. Considere uma sequéncia
crescente de inteiros {my}r>o tal que mg = 0 e o diagrama T = (W, F,T,3)
obtido a partir de B através da subsequéncia {my }r>o. Considere a fungao
t: D(%) — D(®B), definida por

t((w, k) = (w, my),

Teorema 11.2.8. A funcao t é um isomorfismo.

Prova. Claramente a funcao ¢ um homomorfismo. Precisamos mostrar que
é uma bijecdo. Veremos primeiro, que a fungao é sobrejetiva. Seja (v,n) um
elemento de D(8). Lembre da fungao hg, : ZV,,—1 — ZV,,, definida por:

#Vn #Vn—l

#Vn
h%n( Z mivf_l) = Z ( o #(s o N ol me)ul

=1

Lembre também que dado n < m, definimos

h% = h‘B'm © h%mfl ©-:-0 han+1'

n,m

Como para cada vértice v, os conjuntos r—'{v} e s7'{v} sdo nio vazios, temos

que para cada k > 0 existe a € ZV,,, tal que (v,n) = (a, my). Entao,
<U7 n) - <a’7 mk> = t((a, k))

Portanto, t é sobrejetiva.
Mostraremos, agora, que t é injetiva. Sejam (v, k) e (w,l) em D(T).
Suponha que

t((v, k) = t((w, 1)),

entao

(v,my) = (w, my).

Portanto, existe inteiro N > my, m; tal que

h%mk,N (U) = h‘Bml,N (w)

Podemos considerar somente o caso em que k < [. Temos que existe wy tal que
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w = hy,, . (wg). Entdo

he,, ~ (V) =hy, (W) =hs, \(hs,, . (0) = hs,, (W)

Como hg, é injetiva para todo 4, temos que v = wy, logo (v, k) = (wy, k). Além

disso, como w = hs,, . (wy), temos que (wy, k) = (w,[). Portanto,
(v, k) = (w, ).

Entao t é injetiva. Concluimos, assim que a fun¢ao ¢ é um isomorfismo. n

11.2.4
O grupo de dimensao e a ordem unitaria
A seguir, veremos alguns resultados sobre a ordem unitaria em um grupo

de dimensao. Lembre na Definicao 9.2.1 o conceito de ordem unitéria.

Observagao 11.2.9. Seja B = (V,E,r,s) um diagrama de Bratteli. Se
Vo = {wo} entdo (vy,0) € uma ordem unitdria para o seu grupo de dimensao

D(B).

De fato, seja (v,n) um elemento de D(B), como V; possui somente o

elemento vy, existe k € Z tal que (v,n) = (kvy, 0). Temos que
k{vg, 0) — (v,n) = k{vg, 0) — (kvg,0) = (kvg — kvo,0) =0 € D(B)*.

Portanto, (vg,0) é uma ordem unitaria para D(*B).

Quando Vj possui mais de um elemento, nao podemos garantir que V}
contenha algum elemento que seja ordem ordem unitaria. Veja o exemplo:
No diagrama de Bratteli apresentado na Figura 11.3, (v,0) nao é uma ordem

unitaria para todo v € Vj.

Lema 11.2.10. Considere um diagrama de Bratteli 6 = (V,E,r,s) e seu
grupo de dimensao D(B). Se (v,n) é uma ordem unitiria de D(B)" entdio

dado (w,m) em D(B), existem inteiros | e N, tais que

th(lU) Z hmyN(U)).

Prova. Considere (v,n) como uma ordem unitaria de D(B)*. Por definigao de

ordem unitéria, dado (w, m) em D(B) existe inteiro ¢ tal que

v, n) — (w,m) € D(B)*. (11.2.3)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912782/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912782/CA

Capitulo 11. O grupo de dimensido de um diagrama de Bratteli 129

Vo
Ey
Vi [
E;
v, @ ® )
Ej
i @ o o

Figura 11.3: Exemplo de diagrama de Bratteli com mais de um elemento em
Vo.

Sabemos que
(w,m) = (hpn(w),n).

Podemos, entdo, reescrever a equacao (11.2.3) como
Uv,n) — (hyp(w),n) = (lv — by (w),n) € D(B)T.
Isso significa que existem inteiro k e a € ZV,' tal que
(V= hpn(w),n) = (a, k).
Entao existem inteiro NV, tal que
P N (00 — B (W) = hy v (a).

Como h; é positivo para todo i, temos que

P N (00 — B (W) = by v (V) = By N (B (W)
= th(EU) — hmyN(w) S ZVJ;‘;
Entao,
th(gU) 2 th(w). (1124)
Concluimos, assim, a demonstracao do lema. m

Teorema 11.2.11. Sejam B = (V, E,r, s) um diagrama de Bratteli e vy € Vj
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tal que (v, 0) é uma ordem unitdria para D(*B). Entao existem um sub diagrama
T = (W, F,7,3) tal que Wy = {vo} e um isomorfismo ordenado o entre D(%) e
D(%) tal que O[((U()’ 0>) = <UO7 0>

Prova. Temos que definir os conjuntos W e F'. Comecaremos pelo conjunto W.

Definimos Wy = {v} e para todo n > 1,
W, :={w €V, | existe caminho de vy para w} C V.

O conjunto W é a colegao {W,, },>0

Agora, definimos
F,i=5"W,_1) e F={F,}u>1.

Lembre que, para cadan > 1, s, : Ey — V,,_1, dessa forma, o conjunto F' é
formado por todas as arestas que saem dos vértices que estao em W,,. Assim,
Se e esta em F, existem w em W tal que s(e) = w e caminho p de vy a w.
Dessa forma, a concatenac¢ao pe é um caminho de vy a r(e) e, portanto, r(e)
estd em W.

Por 1ultimo, definimos para cada n > 0
Ti=7Fp € S§:=SF.

O diagrama de Bratteli ¥ = (W, F,7,3) é um sub diagrama de ‘B tal que
W() = {UO}.
Agora, seja a fungao definida por:

a:D(®)— D(B), al(w,n)g) = (w,n)s.

Lema 11.2.12. A func¢ao o € um isomorfismo ordenado positivo.

Prova. A fungdo « claramente é um homomorfismo. Mostraremos que a fungao
é bijetiva. Também é claro que a funcao é injetiva. Falta mostrar que a funcao

é sobrejetiva. Dado v € V,,, encontraremos m > n e w € ZW,, tal que
(v,n)s = (W, M)3. (11.2.5)

Usando o Lema 11.2.10, temos que existem inteiros £ > 0 e m > n tais que

h%(),m (E/UO) Z h%n,'m (U) °

Podemos escrever,
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hago,,((vo) = Y liy, vm € hy,, (V)= > ju.vm (11.2.6)

Um € Vm Um GVm

Pela defini¢ao da fun¢éo hs,, ,, iy, > 0 para todo v, € V,,. Como, s~'{v}
e r~'{v} sdo nio vazios para todo v, existe pelo menos um v, € V,, tal que

Ju, > 0. Usando as equagdes (11.2.5) e (11.2.6), temos que
lip, > Ju,. -

Como ¢ > 0 e j,, > 0, obtemos que ¢,, > 0. Isto significa que v,, € Wj,.
Portanto, hsgy, . (v) € ZW,,. Além disso,

(v,v) = (hs, . (V), m)5.

Definimos,

w = hy, (V).

Temos que

a((w,m)g) = (v,n).

Portanto, @ é uma fungio sobrejetiva. Note que w € ZW,}. Entdo a é um

isomorfismo positivo. Assim, concluimos a prova do Teorema 11.2.11. n

Lembre que um diagrama de Bratteli é simples se satisfaz alguma uma das
condigbes (equivalentes) do Teorema 5.3.5. Podemos usar o grupo de dimensao

para identificar quando um diagrama de Bratteli é simples.

Teorema 11.2.13. Um diagrama de Bratteli B = (V, E,r,s) tal que Vo = {vo}
¢ simples se e somente se todo elemento estritamente positivo de D(B) é uma

ordem unitdria.

Prova. Suponha que todo elemento estritamente positivo de D((*B) seja uma
ordem unitaria. Dado v € V,,, temos que (v, m) é uma ordem unitéria. Portanto,
pelo Lema 11.2.10 dado vy € Vj, existem inteiros positivos £ > 0 e n > m tais
que

Chim (V) > hopn(vo).

Temos que

Z ivnvn € hOn UO Z Jvnvn

vn€Vn U €Vp

Podemos escrever

6( Z ivnvn) > Z Joy, Un-

Un €EVn v €Vn
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Como s~ (w) # ) para todo w € V, temos que j,, > 0 para todo v, em V.
Portanto, também temos que ,, > 0 para todo v, em V,,. Isso significa que
existe pelo menos um caminho entre v e todo elemento de V,,. Isto ¢, o diagrama
de Bratteli 8 ¢é simples.

Agora, suponha que o diagrama B é simples. Seja (v, m) um elemento
estritamente positivo de D(28). Mostraremos que (v, m) é uma ordem unitéria.
Como B é simples, pelo item 1 do Teorema 5.3.5, existe n(m) > m tal que

existe um caminho entre v e todo elemento de V,,. Dessa forma,

R, i (v) = Z Gy, Un, Ty, > 0 para todo v, € V().
vn€Vi(m)

Considere o elemento (w, k). Nao ha problema considerar, k& < m, quando
k > m, encontramos um representante de (v, m) em Vj e tomamos n(k). Temos
que

hos, (W) = > Ju,Vns  Ju, = 0.

Un EVn

Como v,, > 0 para todo v, € V,,, existe inteiro positivo L tal que
Li,, > j,,, para todo v, € V,.
Assim,
Lhs,, ,(v) > hy, , (w) © L{v,m) > (w, k) < L{v,m) — (w, k) € D(B)".

Concluimos, assim, que o elemento (v, m) é uma ordem unitéria. [
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O invariante para as relacées AF e orbital

O objetivo deste capitulo é dados um espago métrico compacto X, um
homeomorfismo minimal ¢ : X — X sem pontos periédicos e um diagrama de
Bratteli ®8 encontrar os invariantes D(X, R,) e D(Xy, Ry).

12.1
O invariante para relacoes-AF

Lembre que relacionada a uma acao local [' ha uma relacao de equivaléncia
Rr, definida na Secao 8.1, que é denominada de relacao de equivaléncia étale.

Na Secao 8.2, vimos que a um diagrama de Bratteli 8 = (V, E,r,s)
pode ser associado a uma ac¢ao local I's. No Teorema 8.2.3, demonstramos que
Ry = Rr,,.

Recorde que uma uma relacao de equivaléncia R no espago X é AF se
existe um diagrama de Bratteli B tal que (X, R) ¢ isomorfo a (X, Ray).

Na Se¢ao 10.1, definimos o invariante D(X, R) para rela¢oes de equi-
valéncia étale. O objetivo desta secao é, dado um diagrama de Bratteli

B = (V,E,r,s), explorar a relacdo entre os invariantes D(Xwy, Ry) ¢ D(B).

Teorema 12.1.1. Seja B = (V,E,r,s) um diagrama de Bratteli tal que
V = {w} e (Xx,Rs) sua relagio de equivaléncia AF. Entdo existe um
isomorfismo o : D(Xsg, Rs) — D(B), tal que

a(D(Xs, Ry)") = D(B)",

a((1)) = (vo,0).

Prova. Para provar o lema necessitamos de alguns ingredientes prévios. Fixe
N > 1. Dado um elemento p € Ey n, denotamos por C(p) o cilindro centrado
em p e por C(Xwg,7Z) o grupo formado pelas fungbes continuas de Xo em Z.
Definimos o grupo G’y como o grupo gerado pelas funcoes caracteristicas X¢(y),

onde p € Ey y.

Lema 12.1.2. Para todo N >0, Gy C Gyy1 €

UGN - C(X%,Z)
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Prova. Observe que, por defini¢do, G é o subgrupo de C(Xwy,Z) formado

pelas fungoes que sao constante nos elementos da particao de Xy dada por

{C(p) I p € Eon}.

Pelo item (4) da Proposigao 5.1.5, podemos escrever
C(p) = U Cle),
e€EN11,s(e)=r(p)

entao

Xc(p) = XUeEEN+1,S(6):T(P)C(pe) = Z Xc(pe)- (1211)

e€ENy1,5(e)=r(p)

Como a equacao (12.1.1) vale para todo X¢ () € Gy e temos que X ey € Gy
para todo e € Ey tal que s(e) = r(p) obtemos que Gy C Gy41. Além disso,
pela Proposicao 10.1.4, temos que

UGN =C(Xw,7Z).
N
Demonstrando assim o lema. n

Lembre que que definimos o grupo B(Xg, Rg) como o grupo gerado
pelas funcées A, (,) — Xr (1), onde v = (U, v(U)) é um homeomorfismo parcial
compacto e aberto definido em Xg e as fungoes m; e w9 sdo, respectivamente,

as projegoes na primeira e na segunda coordenada. Observe que B(Xwy, Ryg) C
C(Xwp,Z).

Agora, definimos o grupo Hy como o grupo gerado por

{Xew) — Xew | pg € Eon, 7(p) =7(q)}-

Como p,q € Ey n, temos que H,, C Gy.

Lema 12.1.3. Para todo N >0, Hy C B(Xw,Ry), Hv C Hy11 €
U Hy = B(Xg, Ray).
N
Prova. Lembre, que dados dois elementos p e ¢ em Ey y, definimos o conjunto

(P, q) ={(x,y) € X x Xs [ x € C(p),y € C(q), Tn = Y, Vn > N}.

Temos que
m(v(p,q) =Cp) e m(v(p,q) = Clq).
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Pela Proposigao 8.2.2, temos que ¥(p, ¢) é um homeomorfismo parcial compacto
e aberto. Entao X¢(p) — Xe(g) ¢ um elemento de B(Xg, Reys). Logo, pela definigao
de Hy, temos que Hy esté contido em B(Xg, Ryg). Da mesma forma que fizemos

na equagao (12.1.1), obtemos que

Xow) — Xowg) = > Xope) — Xo(ge)s

e€Eny1,5(e)=r(p)=r(q)

obtendo que Hy C Hy.;. Finalmente, pelo Lema 10.2.1, segue que
UHN = B(Xg, Ry).
N
Concluimos assim a demonstragao do lema. [

Por defini¢ao, temos que
D(Xwp, Ry) = C(Xwp,Z)/B(Xs, Ry)

Entao,

UGn/\JHy = D(Xs, Ras.)

N N

Lema 12.1.4. Para todo N >0, Gn/Hy = ZVy.

Prova. Considere a funcao ay : Gy — ZVy, definida por

an( Z apXe(p)) = Zapr(p)

pEEy, N

A seguir, veremos que ay ¢ sobrejetiva e que Ker(ay) = Hy. Isto implica

diretamente o lema.
Afirmacgao 12.1.5. A funcio ay € sobrejetiva.

Prova. Considere v = 2, <7y, anv, um elemento de ZVy. Como Vy = {vo},
para cada v,, existe pelo menos um caminho de vy até v,, que denotaremos por

pn. Temos que r(p,) = vy, dessa forma
an (DY anXep,) = anr(Pn) =D vy = v.

Portanto a fungdo ay é sobrejetiva, assim ay(Gy) = ZVy. Portanto, ay é

sobrejetiva. [

Afirmacao 12.1.6. Para todo N > 0, Ker(ay) = Hy.
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Dados p e g em FEjy v, tais que r(p) = r(g) temos que

an(Xow) — Xo) =1(p) —r(g) = 0.

Entao Hy C Ker(ay).
Agora, considere um elemento g € Ker(ay), tal que g # 0. Podemos
escrever,
k
g= ZbiXC(pi), b; = £1, para todo 1 <1 < k.
i=1

Onde os elementos p; € Ey v estao contados com multiplicidade. Temos que

k
an(g) = Zbﬂ“(]?z‘) =0.
i=1
Como os elementos p; estao contados com multiplicidade, podemos escrever

que
k #Vn

Zbir(pi) = Z(bﬁ +- bjl(j)vj7

i=1 j=1

onde I(j) = #{p: € Eon | r(p;) = v;}. Temos entdo, que

#Vn
= (bjl +ot bjl(j)vj = 0.
Jj=1
Para isto ocorrer deve haver, dentre os coeficientes b, , ..., bj,  , um nimero

igual de coeficientes que sao iguais a 1 e a —1. Desta forma, g € Hy. Concluimos
que Ker(ay) = Hy. n
Pelo Teorema 9.1.4 existe um isomorfismo entre G /Ker(ay) e Im(ay). Entao
existe um isomorfismo entre G /Hy e ZVy, que leva a + Hy em ay(a), que
denotaremos por fy.

Concluimos, assim, a demonstragao do Lema 12.1.4. [

Considere a fungao ay : Gy/H, — Gy4+1/Hy1 definida por
&N(a—i— HN) =a+ HN+1.

Lembre que
UGn/JH, = C(X,Z)/ B(Xss, Res.
N N

Pela Proposicao 11.1.7, existe um isomorfismo

®:C(X,Z)/B(Xp, Rg) = (G/H)os, tins),
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tal que
@(CL-F B(X%,R%) = <a+ HN,N>.

Em particular, se p € Ey v, temos que
O(Xop) + B(Xp, Rs)) = (Xep) + Hy, N).
Mas, Xc@p) + Hyv € Gn/Hy, entao podemos levar (Xe ) + Hy, N) em
{an(Xep), N) = (r(p), N).
Entao, temos um isomorfismo « : D(Xwg, Ry) — D(B), que satisfaz
a(Xew) = (r(p), N).

Escrevendo 1 = " cp, Xc(), temos que

ecF, ecEy

Agora s6 falta mostrar que
O{(D(X%, R%)+) = D(%)+

Seja f € D(Xwg, Ry)", entdo f é uma fungdo positiva em C(Xg,Z) e existe
N > 1 tal que
f = Z a'pXC(p)v ap > 0.

pEEL,N

Portanto,

a(f) = af Z apXC(p)):< Z apr(p), N) = Z ay(r(p), N).

pEE,N PEEy N pEFEy N

Como a, > 0 para todo p € Ey n, o(f) € D(B)" e portanto
a(D(Xs, Rs))t € D(B)™".

Finalmente, considere um elemento de D(8)". Podemos representa-lo da
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forma (a, N) par algum N >0 e a € ZVy. Entao

a= Z ApUp, ap > 0.
v €VN

Para cada v, € Vy, existe caminho p,, de vy até v,, entao

O‘(Z a’nXC(Pn)) = Zanr(pn> = Z AnUnp.

UneEO,N

Como a, > 0, o elemento 3, a,Xc(p,) estd em D(Xgp, Ry)™ e portanto
D(B)" C a(D(Xwy, Ry)).

Concluimos, assim, a demonstragao do teorema. [

12.2
O invariante para o modelo de Bratteli-Vershik

Lembre da definicao de relacao orbital associada a um homeomorfismo ¢
na Defini¢ao 2.2.6.

Lembre que definimos no Capitulo 6 um diagrama de Bratteli ordenado
B = (V,E,r,s >) e a fungdo de Bratteli-Vershik pg : Xy — Xy tal que
08 (Xmax) = Xmin © que leva um elemento X = (), # Xmax N0 elemento
os(x) = (Y1, Yn, T, ... ), onde y, é tal que r(x,) = r(y,) e é o elemento
seguinte a x,, > e (y1,...,Yn—1) ¢ 0 Unico caminho em F,;, que liga vy a s(yy).
Ao diagrama de Bratteli B e a fungio ¢y associamos a relacao de equivaléncia
R, . Neste capitulo determinaremos o grupo de dimensao associado ao espago
(X B R‘P‘B)‘

Nesta secao consideraremos que X é um espago métrico compacto e
totalmente desconexo e ¢ : X — X é um homeomorfismo minimal sem pontos
periddicos. Na Segao 8.3 do Capitulo 8, vimos que relacao orbital R, é uma

relacao de equivaléncia étale.

Proposicao 12.2.1. O grupo B(X,R,) € gerado pelas fungoes da forma

Xy — Xy, onde U € um subconjunto clopen de X.

Prova. Lembre que a agao local associada a funcao ¢ é a colegao
Iy ={pjy In€ZeU C X ¢&clopen}.

Usando o Lema 10.2.1, temos que B(X, R,) é gerado pelas funcoes Xy, () —
X, (), onde v = ¢fy; = (U, ¢"(U)), onde n € Z e U é clopen. Se n =0, v é a
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fungao constante igual a 0. Considere o caso n > 1. Definimos, para 1 <i <mn

Entao
Xra() = X = Xn) = Xy = —(Xy = Xpnw)
= =2 ~Xiw) — Xon )
=0

n
= =2 A, — Xowy
=0

Como ¢ é um homeomorfismo, U; é clopen para todo 1 <1 < n.

Agora, considere o caso em que n < 0. Temos que
Xra(y) = Xri() = Xny — X " (9" (U))

Como —n > 0, podemos aplicar o caso feito acima, definindo para cada
1<1<n,
Vi = ¢'(U),

que é um conjunto clopen, ja que U é clopen e ¢ é um homeomorfismo.

Concluimos, assim, a demonstracao da proposicao. [

Proposicao 12.2.2. Temos que B(X,R,) ={f — fop ' | f € C(X,Z)}.
Prova. Mostraremos, primeiro, que
B(X,R,) C{f—fop™ ' | feC(X,2)}.

Pela Proposigao 12.2.1, B(X, R,;) é o conjunto gerado pelas fungoes Xy — X1y,
onde U é um subconjunto clopen de X. Entao, dado U subconjunto clopen de

X, mostraremos que
Xo—Xoan €{f—fop ' | fEC(X,Z)}.
Temos que a fungao Ay € C(X,Z), além disso,
Xyop =X,

Entao

Xy — X

o(U) = Xy — Xy o gpfl.
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Portanto,
B(X,R,) C{f—fop ' | feC(X,2)}.

Agora, mostraremos que
{f=foy ' | f€C(X,Z)} C B(X,R,).

Seja f € C(X,Z), o conjunto {f~1({n})}nes(x) é uma parti¢do de X, logo

f= 2 n&my.

nef(X)

Entao

f=fop™h = > nXpaqmy) — ( > an”(M]»)) o~

nef(X) nef(X)
—1
= > Xy — Xpimp 0w )
nef(X)
= > Xy — Xp(r1((n)))-
nef(X)

Como f~*({n}) é clopen para todon € f(X), f—fop~! € B(X, R,). Portanto
B(X,R@) = {f - fO 9071 | f S C<X7Z>}
Concluimos, assim, a demonstragao do lema. [

Lembre que um diagrama de Bratteli ordenado é préprio se possui somente
um caminho infinito formado somente por arestas maximas e um caminho

infinito formado somente por arestas minimas.

Proposicao 12.2.3. Considere 8 = (V, E,r,s,>) um diagrama de Bratteli

ordenado e proprio e oy sua funcao de Bratteli-Vershik. Entdo
B(Xg, Rs) = B(X, Ryy).

Prova. Lembre que podemos ver uma relagao de equivaléncia R em um espaco

X como um conjunto de pares
R={(z,y) e X x X | x ~r y}.

Mostraremos primeiro que B(Xg ry) C B(X, Ry). Usando o Teorema 6.2.1,
temos que Ry C R, . Além disso, temos que Ry ¢ um conjunto aberto, Assim,

se v ¢ um homeomorfismo parcial compacto e aberto em Ry esta contido em R,,.
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Como, por defini¢ao, B(X, R) é o grupo gerado pelas fun¢des X, 4y — X (1),

onde v é um homeomorfismo parcial compacto e aberto, temos que
B(X%, R%) - B(X%, R¢%>.

Para mostrar a inclusdao contraria, pela Proposicao 12.2.1, podemos

considerar um subconjunto clopen U e verificar que
Xy — X@(U) S B(XsB, RgB).

Consideraremos dois casos. O primeiro caso é quando X, ndo esta no conjunto

U. Entao o homeomorfismo parcial v = ¢y € compacto e aberto em Ry e
Xy — Xow) = Xni(r) — Xma(y) € B(Xss, R).

Agora, suponha que Xp.x € U, entao Xyax nao estd em X\U, logo § = ox\u €

um homeomorfismo parcial compacto e aberto. Temos que

Xo — Xpwy = (1 — Xx\w) — (1 — Xx\p))
= —(x\v — Xpx\0)
= Xry(p) — Xri(p) € B(Xs, Rip).

Concluimos, assim, que B(Xg, Ry) = B(Xg, Ryy)- m

Como D(X,R) = C(X,Z)/B(X, R), concluimos, pela Proposigao 12.2.3,
que
D(Xw, Ry) = D(X, Ry ).

Considere a funcao § : D(Xwg, Ryy) — D(Xw, Ry), definida por
B(f + B(Xs, Rypy)) = f + B(Xw, Rp). (12.2.1)
Lema 12.2.4. A funcao 8 é um isomorfismo que preserva ordem unitdria.

Prova. Considere f uma ordem unitdria em D(Xg,R,,)". Dada g €

D(Xw, R,y ) existe um inteiro positivo n tal que nf — g € D(Xg, Ry )™

Temos que

Bnf =g+ B(Xs, Roy) = n0(f + B(Xs, Roy)) = 6(9 + B(Xs, Row/))
= nf — g+ B(X%,R%) > 0.

Portanto nf — g + B(X%, RsB) S D(X%, RsB)+. [ ]
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Seja B = (V, E,r, s, >) uma digrama de Bratteli ordenado e préprio tal
que V =A{vp} e pgp sua funcao de Bratteli-Vershik. Sejam « : D(Xy, Rg) —
D(®8) o isomorfismo do Teorema 12.1.1 e 8 o isomorfismo definido na equagao

(12.2.1). Considere a funcao 0 : D(Xwg, R, ) definida por
0 =aop. (12.2.2)
Afirmacgao 12.2.5. A funcdo 6 é um isomorfismo.

Como ¢ é composicao de isomorfismos segue que J também é um

isomorfismo. n

Afirmacgao 12.2.6. §(D(Xg, R,,)") = D(B)".

Considere f € D(Xg, Ryy)", temos que f é uma fungdo positiva e
f € B(Xwg, R,y). Como B(Xg, Ryy) = B(Xw, Ry), obtemos que

6(f + B(X&B,R¢%)) = f + B(X&B,R%) € D(X%,R%>+.

Portanto, S(D(Xw, Ryy)™) C D(Xws, Ry)t. Analogamente, obtemos que
D(Xg, Ry) C B(D(Xg, Rpy)t. Assim,

B(D(X%a R‘B)+) = D(X%v Rtﬂ%>+'

Entao
a(B(D(Xw, Ry) ™)) = a(D(Xw, Rpy)™) = D(B)™.

Provando, assim, a afirmacao. [

As construgbes acima podem ser resumidas no seguinte resultado:

Teorema 12.2.7. Seja B = (V, E,r, s,>) um diagrama de Bratteli ordenado e
proprio tal que Vo = {vo} € om sua fun¢do de Bratteli-Vershik. Entdo a fungao

6 : D(Xg, Ryy) = D(*B)
definida na equagao (12.2.1) é um isomorfismo tal que
0(D(Xa, Ry )) = D(B)" e 5((1)) = (0o, 0).
Prova. So6 falta provar que

d((1)) = {vo, 0).
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Por definicao de d temos que,

0((1)) = ao 5((1)).

Pela defini¢do da funcao /3, temos que $((1)) = 1. Pelo Teorema 12.1.1,

a((1)) = (vo, 0).

Concluimos, assim, a demonstragao do teorema.
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O Teorema de Effros-Handelman-Shen

No capitulo 11 vimos como, a partir de um diagrama de Bratteli, obter
um grupo abeliano ordenado o qual foi denominado de grupo de dimensao
associado ao diagrama de Bratteli.

Agora, queremos determinar quando um grupo abeliano ordenado é o
grupo de dimensao de um diagrama de Bratteli. Para isso, usaremos o Teorema
de Effros-Handelman-Shen.

13.1
O Teorema de Effros-Handelman-Shen

Precisaremos de alguns conceitos preliminares antes de enunciar o Teorema
de Effros-Handelman-Shen.

Definigao 13.1.1. Um grupo abeliano ordenado (G,G") € dito perfurado se
existem um elemento a e um inteiro positivo n tais que a ¢ Gt ena € G*.

Caso contrdrio (G,G™) é dito sem perfuragdo.

Definicao 13.1.2. Um grupo é dito sem tor¢io se o unico elemento que possui

ordem finita € o elemento neutro.

Proposigao 13.1.3. Se um grupo abeliano ordenado (G,G™) é sem perfuragio

entao ele é sem torcao.

Prova. Considere um elemento g € G que g possui ordem finita, isto é, existe
inteiro n > 1 tal que ng = 0. Temos que ver que g é o elemento neutro. Como
0 € G*, ng € G e, por hipdtese, G é sem perfuracao segue que g estd em
Gt.Jaquen—1>0, (n—1)g € G*. Como ng = 0, o elemento (n — 1)g é
o inverso de ng. Pela definigdo de cone positivo, temos que G N (—=G*) =0,

entao s6 podemos ter g = 0. Concluimos que G ¢ livre de torcao. [

Seja X um conjunto, considere os elementos z,y, z,w. Se z < z, y < z,

r<*x94+w ey <w, dizemos que z,y < z,w.

Definig¢ao 13.1.4. Um grupo abeliano ordenado (G, G™) satisfaz a interpolagio
de Riesz se dados quaisquer a, b, c,d em G tais que a,b < c,d existe um elemento

e em G tal que a,b <e < c,d.
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Dado G um grupo ordenado qualquer, nem sempre podemos comparar
quaisquer dois elementos. Repare que se G é um grupo ordenado tal que a sua
ordem ¢ total, GG satisfaz a interpolagao de Riesz, ja que se a,b < ¢, d, podemos
tomar o elemento e como sendo o maior entre a e b ou o menor entre c e d.

Considere um conjunto finito F'. Dados dois elementos a = Y scpayf
eb = Y epbsf em ZF, por definigao, temos que a < b se e somente se

b—a e ZF". Mas,

b—a= bif—d asf=73 (by—as)f,

fer fer fer

entdo b —a € ZF™ se e somente se by — ay > 0 para todo f € F, isto é, se e
somente se by > ay para todo f € F. Como Z ¢é totalmente ordenado, para

todo f € F' o maior nimero entre ay e by pode ser determinado.

Observagao 13.1.5. Considere F' um conjunto finito, entao o grupo (ZF, ZF™)

satisfaz a interpolagio de Riesz.

Prova. Definimos

a= Y asf €LF
fer

e similarmente os elementos b, ¢,d. Se a,b < ¢, d, podemos definir

e = > max{as,bs}f.

fer

Logo, a,b < e < ¢,d. ]

Proposigao 13.1.6. Considere A um conjunto finito. Entdo ZA é enumerdvel

e (ZA,ZA™) é sem perfuracio e satisfaz a interpolacio de Riesz.

Prova. Pela Observagao 13.1.5, (ZA,ZA") satisfaz a interpolagdo de Riesz.
Como A é finito e Z é enumeravel, segue que ZA é enumeravel. Falta mostrar
que (ZA,ZA™) é sem perfuracao. Seja a um elemento de ZA que nio estd em

ZA™, entao podemos escrever
‘
a= Z iray, existe j tal que i; < 0.
k=1

Para todo inteiro positivo n, temos ni; < 0, entdo na ndo estd em ZA™.

Portanto (ZA,ZA") é sem perfuracio. ]
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Teorema 13.1.7 (Effros-Handelman-Shen). Considere um grupo abeliano
ordenado (G,G%). Eziste um diagrama de Bratteli 6 = (V, E,r,s) tal que
(G,GT) = (D(B),D(B)") se e somente se (G,G") salisfaz as seguintes

condicoes:
1. G é enumerdvel;
2. (G,G7T) € sem perfuracao;
3. (G,G%) satisfaz a interpolagio de Riesz.

Além disso, se (G,G") satisfaz as trés condigoes acima e possui uma ordem
unitdria u, entao Vi pode ser escolhido como um conjunto unitdrio Vo = {vo} e

o isomorfismo entre G e D(*B) para levar u em (vy, 0).
Prova.

Lema 13.1.8. Seja {G),}n>0 uma sequéncia de grupos, tal que para todo n > 0,
G, € enumerdvel, sem perfuragdo e satisfaz a interpolacao de Riesz. Suponha
que existe uma sequéncia de homomorfismos {ay, }n>1 tal que o, : Gp—qy — Gy,

entdo (Goo, (iso) € enumerdvel, sem perfuragio e satisfaz a interpolagao de Riesz.

Prova. Podemos identificar o elemento (a,n) com o elemento a € G,,. Portanto
(Goo, o) € enumerével.

Agora, se (a,n) nao estd em (G, aoo)t, temos que para todo (b, k) tal
que (b, k) ~ (a,n), b nao estd em ZG} . Logo para todo ¢ > 0, £(b, k) ndo estd
em (Goo, Aso) . Portanto, (Goo, o) é sem perfuragio.

Por fim, considere os elementos (aj,ni), (az,n2), (by,m1) e
(by,ma) tais que (aj,mqi),(az,n9) < (by,mq), (ba,ms). Existe inteiro

N > max{ny, ny, my, ms} tal que
(a;,n;) = (an; n(a;), N) e (bj,m;) = (am; n(b;), N), para 1 <i < 2.
Entao

(o, n(ai), N) < {am, n(bi), N).

Portanto,

iy N (1), iy N (a2) < oy N(M1), Qg v (b2)

em G . Como G satisfaz a interpolacao de Riesz é possivel encontrar e € Gy

tal que

anl,N<a1)7 anmN(a?) <e< aml,N<m1)> am2,N<b2)'

Concluimos, assim, a demonstragao do lema. [
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Como para cada n > 0, V,, é um conjunto finito, usando a Proposi¢ao
13.1.6, temos que as propriedades (1), (2), (3) valem para ZV,,. Pelo Lema 13.1.8,
as propriedades também valem para o grupo (ZV,, he) que, por defini¢ao, é
o grupo de dimensao do diagrama de Bratteli 8. Provamos, entao a ida do

teorema.

13.1.1
O Teorema de Shen

Nesta secao, provaremos o Teorema de Shen que sera usado na demons-

tracao da volta do Teorema de Effros-Handelman-Shen.

Proposicao 13.1.9. Considere A um conjunto finito. Entdo todo subgrupo H
de ZA ¢ finitamente gerado.

Prova. Definimos #A = n. A prova serd por indug¢ao em n. No caso n = 1,
ZA = 7. Como todo subgrupo de Z é ciclico ou {0}, temos que H possui
somente um gerador ou é {0}. Assuma que o resultado é valido para algum
k > 1. Mostraremos que o lema é verdadeiro para o caso n = k+ 1. Como A é

finito podemos escrever

A=A{a,...,ar a1}

Considere H um subgrupo de ZA e o conjunto B = {ay, ..., a;}. Definimos o

homomorfismo f : ZA — ZB tal que
f(nlal +---+ nk+1ak+1) =nia; + - - + ngay.

Temos que f(H) é um subgrupo de ZB. Pela hipdtese de inducao, f(H) é
finitamente gerado. Portanto existe um ntimero finito de geradores, digamos,
f(h1), ..., f(hq), onde hy, ..., hg sdo elementos de H e d < k.

Lema 13.1.10. Ker(f) = Zagy.

Prova. Seja nyiiay1 € Zagy, temos que f(ngiiarr1) = 0. Agora seja

niay + - - + ngprag € Ker(f), entao
nia; + -+ ngag = 0.

Logo, n; = 0 para todo 1 <7 < k e portanto nya; + - -+ + ngi16x11 € Zagr1. ®

Pelo lema acima, H NKer(f) C Zagy1 é o subgrupo {0} ou um grupo

ciclico. No primeiro caso, fiy é um isomorfismo entre H e f(H) e portanto H é
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gerado pelos elementos hq, ... hyg. Agora, se H (N Ker(f) for ciclico, denotamos
hg+1 como o gerador de H N Ker(f).

O lema a seguir finaliza a demonstracao da proposicao.
Lema 13.1.11. H é o subgrupo gerado pelos elementos hy, ..., hqy1.

Prova. Seja h € H, entao f(h) € f(H), logo existem inteiros ny, . ..ng, tais que

f(h) = Enzf(hz)

Entao,

=1 i1

=1

Portanto, h — Zle n:h; € HNKer(f), entdo existe inteiro ng; tal que
h — Z?Zl nih; = ngi1hgy1. Logo h = Zfill n;h;. Verificamos, assim, que o lema

é verdadeiro. n

Proposigao 13.1.12. Seja (G,G") um grupo abeliano ordenado que satisfaz

a interpolacio de Riesz. Considere a, by, ..., by elementos de G*. Se
a<b+by+---+by,
entdo existem ay,...,aq € G tais que
a1 t+a+---+ag=a e a; <b; para todo1 <1i<d.

Prova. A prova é por inducao em d. Para o caso d = 1 basta tomar a; = a.
Suponha, por inducao, que o lema seja verdadeiro para d = k. Provaremos que
o lema vale para d = k + 1. Considere a, by, ..., by, bry1 em G satisfazendo a

hipdtese do lema. Temos que
0,a = by < a,by + -+ by.

Como a interpolacao de Riesz é satisfeita, existe ¢ tal que
O,a—bk+1 cha,bl—|—~~+bk. (1311)

Em particular,
c<by+--+ by
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Usando a hipétese de inducao em c, existem aq,...,a, em G tais que
a1+---+a,=c e a; <b;paratodol <1< k.

Definimos ayy1 = a — ¢. Como, pela equacao (13.1.1), ¢ < a temos que

apy1 € GT. Além disso,
a—c<a—(a—bgy1) = b1

Por fim,

a;+ - +ag1 =c+(a—c)=a.

Concluimos, assim a demonstragao do lema. n

Teorema 13.1.13 (Shen). Considere A um conjunto finito e (G, G*) um grupo
abeliano ordenado que é sem perfuracao e satisfaz a interpolacao de Riesz. Se
existe um homomorfismo positivo o : (ZA,ZA") — (G, G™) entdo existem um
conjunto finito B e homomorfismos positivos n : (ZA,ZAT) — (ZB,ZB%) e
f:(ZB,ZB") — (G,G%), tais que

Ker(n) = Ker(a) e fon=a.

Prova. Comecaremos demonstrando um caso particular do teorema.

Proposigao 13.1.14 (Shen). Considere A um conjunto finito e (G,G1) um
grupo abeliano ordenado, sem perfuracdo e que satisfaz a interpolagdo de Riesz.

Suponha que existem um homomorfismo positivo
a: (ZA,ZAY) — (G,GT)

e u € ZA tal que a(u) = 0. Entdo existem um conjunto finito B e homomorfis-

mos positivos
n:(ZA,ZA)" — (ZB,ZB") e B:(ZB,ZB") — (G,G")

tais que n(u) =0 e fon = a.

Prova. Seja u = 3 ,c 4 nga. Definimos
n(u) =max{|n,| | a € A} e m(u) =#{a € A| |n. =nu)}.

Consideraremos dois casos. O caso trivial acontece quando n(u) = 0.

Neste caso u = 0. Assim, basta tomar B = A, § = a e n como a identidade.
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Entao

n(u) =id(0) =0 e fon=aoid =a.

Agora, considere que n(u) > 0. Definimos
At={a€A|n,>0} ¢ A ={a€A|n, <0}

Repare que podem existir elementos em A que nao estao em A' nem em A~.
Lema 13.1.15. Se A~ =0 entdo a(a) = 0 para todo a € A*.

Prova. Como A~ = (), temos que

0=oau) = Z+ nqo(a).

Como « é um homomorfismo positivo, para cada a € A", a(a) € G*.

Fixe qualquer a; € AT,

0=ala; —a;) =au) = a(a) —ala) = Z+ nac(a).
Entao,

—a(a;) = ng,ofa;) —ala;) + Y. neala).
a€At a#a;

Portanto,

—a(a;) = (ne, — Dafa;) + > neafa).

a€A*t.ata;
Comon,,—1 > 0ea(a) € GT paratodoa € A, segue que —a(a;) € GT. Assim,
a(a;) e —a(a;) estdo em G™. Pela definicao de cone positivo Gt N(—G™) = {0},
temos que a(a;) = 0. Como a; é qualquer elemento de A", segue que a(a) =0
para todo a € A™. n

Provaremos, agora a Proposicao 13.1.14 no caso em que A~ = (). Definimos,

B=A- A", n(Zmaa>:Zmaa e [=ags.

acA a€B

Dessa forma,

po 77( > maa) = a|ZB( > maa) =Y mua(a).

a€A a€B a€B

Por outro lado,

a(d mea) = > meala) + > meala) =Y mea(a).

acA a€EB a€A+ acEB


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912782/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912782/CA

Capitulo 13. O Teorema de Effros-Handelman-Shen 151

Portanto S on = a. Como A~ = (), temos que
u = Z Nga.
a€At
Entdo, u ndo possui coeficientes que estdao em B, e, portanto, n(u) = 0.
Provamos a proposicao para o caso em que A~ = ().

O caso em que A" = () segue substituindo u por —u.
Falta considerar o caso em que AT e A~ sao ambos nao vazios. Para isto,
reduziremos ao caso em que AT ou A~ é vazio. Como A" e A~ é nao vazio,

a(u) = 0 implica que

> nea(a) = > (—no)ala) € G*.

acA+ ac€A~
Faremos o caso em que
n(u) = max{n, | a € AT} > max{-n, |[a € A" }.

O caso contrario ¢ feito substituindo u por —u.

Fixe ag em AT tal que n,, = n(u). Temos que

Naya(ag) < Y ngafa) = Y (—ng)a(a) <ng Y ala).

acAt a€A~ a€A~

Portanto,

Como, por hipdtese, (G, GT) é sem perfuragoes, temos que a(ag) € Y ,ca- a(a) €

G*. Agora, usando a interpolagao de Riesz e a Proposi¢ao 13.1.12 para
a=ayeb=afla)ondeac A" el <i<H#(A7),
encontramos para cada a € A~ um g, € G* tal que g, < a(a) e

Oé(a’O) = Z Ja-

a€A~

Considere uma copia conjunto A~ denotada da seguinte forma:

Cy=A{ca| ca=a, ondeac A" }.
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Note que se a; # ag, entao c,, # cq,. Definimos o conjunto auxiliar

By = (A—{a})|JCa

e as fungoes 1y : ZA — ZB; e (1 : ZBy — G como se segue:

Z Ca; @ = Qg,

acA~
m@) =91 4 e A\({a}UA),
a+Cq Q€ A~

ala), ae€ A\{ao},
Pila) =§ ala) —gs, a€ A,
Ga, S€ a=c,.

Denotaremos o conjunto A\({ag} U A™) por A’
Lema 13.1.16. As fungoes n1 e 31 sGo homomorfismos positivos.

Prova. Mostraremos que 7; ¢ um homomorfismo positivo. A demonstracao
de que B; é um homomorfismo positivo é andloga. Sejam dois elementos

Ty = EaeA m}ta € Ty = ZaeA mga. Temos que

m(xy + x3) = 771( Z;\(m; + mi)a)

= (M{4g) +Mg))(a0) + Y (mg —m)m(a)

acA’
+ > (mgy+m2)m(a)
acA—

= Moy (a0) + > mem(a) + 3 mym(a)

acA’ a€A~

+ m%ao)nl(ao) + Z mZn(a) + Z m2n(a)

acA’ a€EA~

= m(z1) +m(za).

Portanto, 1; é um homomorfismo. Mostraremos que 7, ¢é positivo. Considere
um elemento = = Y ,c4 mea € ZAT. Por definigdo de ZA™, m, > 0 para todo

a € A, temos que

m@)= > mea+ Y (Mo + Ma)ca

a€A,a#ao a€A-

Como m, > 0 e mgy, + m, > 0 para todo a € A, temos que n,(z) € ZBy .

Portanto, n; ¢ um homomorfismo positivo. [
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Lema 13.1.17. 1o = «.

Prova. Considere z = 3,4 mg,a um elemento de ZA. Temos que

Brom (Y maa) =Bi(may, D cat I maa+ Y may(atca))

acA acA— acA’ a€EA~
— 51( > omea+ Y mea+ > (mg —i—mao)ca)
acA- ac A’ acA-
= > ma(a(a) = ga) + D maala) + Y (Mo + Mag)da
a€A~ acA’ a€A~
= Y (mea(a) — mage + Maga + maoga) + > mao(a)
a€A~ acA’
= > mea(a)+ Y MaGa+ >, maa(a)
a€A~ a€A~ acA’
= Y mga(a) + meyafag) + > mea(a)
a€A~ acA’
= > mea(a) = afz).
acA
Provamos, assim, o lema. [

Agora, a expectativa é que encontrassemos que 7;(u) = 0. Porém, isso

nao ird ocorrer necessariamente. Veremos qual é a solucao.

Lema 13.1.18. Considere a fungio 1y, o elemento u e os nimeros m(u) e n(w).
<

Se verifica que n(n;(u)) < n(u). Se n(m(u)) = n(u), entdo m(n(u)) < m(u).

Prova. Temos que

m(u) = m (naoao + Y neat Y naa)

ac€ At a#ag acA—

— (naom(ao) + > nam(a)+ Y] ”a”1<a>>

a€ATt aag a€A~

_ (naoca+ > nea+ Y na(a+ca))

a€A* a#ag ac€A~

= > naa+ Y (g + Nay)Ca-

ac€AtUA— ,a#ag acA—

Repare que nao hd mais o termo ay nem o coeficiente n,,. Analisaremos
os termos que restaram. Os coeficientes do primeiro somatério nao se alteraram.
Os coeficientes do segundo somatorio sao ng, ng,, onde a € A~. Como, neste
caso, a € A~ e n(u) = ng,, temos que 0 > n, > —n,,. Entdo para cada c,,
temos que 0 < ng + Ny, < Ng,. Portanto n(n;(u)) < n(u). Além disso, como

nao ha mais o termo ag, entdo, se n(n;(u)) = n(u) segue que m(n(u)) < m(u). =
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Definimos, fy = « e indutivamente, o conjunto B; e os homomorfismo
positivos n; : (ZB;_1,ZB;" ) — (ZB;, ZB}"), By : (ZB;,ZB;") — (G,G"), tais
que

Bionk = Br-1.

Pelo Lema 13.1.18,
n(mo---om(u) < n(u).

Entao, existe k > 0, tal que
n(n;o---on(u)) =0,

ou na etapa k, temos que AT ou A~ é o conjunto vazio. Em qualquer um dos

casos, obtemos que

ni©---om(u) =0.

Definimos, entao

B=DBy, n=ng0---omn e =

Entao,
n(u) =mngo---om(u) =
Além disso,
Bon=pFromron1o--om)=(Brom)on_10---0m
= (5k—1077k—1)07]k—20"'0771 =-.=pom=a.
Concluimos, assim, a demonstracao da proposicao. [

Estamos prontos para fazer a demonstracao do Teorema 13.1.13.

Como Ker(a) é um subgrupo de ZA e A é um conjunto finito, pela
Proposigao 13.1.9, Ker(«) é finitamente gerado. Observe que se Ker(a) é
gerado somente por um elemento u, o problema ja esta resolvido. Suponha
que os geradores de Ker(«) sejam uyq, ..., u;. Como o é um homomorfismo
positivo e a(u;) = 0, usando a Proposi¢ao 13.1.14 encontramos conjunto Bj e
homomorfismo positivos 1y : ZA — ZB; e 31 : ZB; — G tais que 1o = e
n(uy) = 0.

Lema 13.1.19. Para cada 1 <1 < k, existem conjuntos B; e homomorfismos

positivos n; : Z.B;_1 — Z.B; e B; : Z.B; — G tais que f;omn; = Bi_1 e

ni(ni—1 0 -~ om(u;)) = 0.
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Em particular, se j <1

ni(ni—10---om(u;)) = 0.

Prova. A demonstracao sera por indugao. A funcao $; é um homomorfismo

positivo positivo. Além disso,

Bi(m(uz)) = alug) =0,

ja que, por hipétese, us é um dos geradores de Ker(a)). Usando a Proposicao
13.1.14, existem conjunto By e homomorfismo positivos 1, : ZB; — ZBs e
By 1 Z.By — G tais que

faone=p01 e myrom(uz) =0.

Suponha que para algum 1 < ¢ < k ja definimos o conjunto B; e os
homomorfismos n; : ZB; 1 — ZB; e ; : ZB; — G tais que

Biomi=pi-1 e mio---om(u)=0.
Temos que §; ¢ um homomorfismo positivo e que
Bio(mioni—1o---om(ug)) = Picro(Mimro...m(u)) =+ = afu) = 0.

Usando a Proposicao 13.1.14, encontramos conjunto B;,;; e homomorfismos

positivos 1,11 : ZB; — ZB;11 e B; : ZB;11 — G tais que

Biy10oniy1 =0 e migro---om(ur) =0.

concluimos, assim, a demonstracao do lema. m

Temos o seguinte diagrama:

Nk
(ZA,ZAT)— > (2B ZB}) ——> . - . ——> (LB, ZB;)
o }61 ﬁk:
(G,Gt) —— (G,G™) .. (G,GT)

Figura 13.1: Diagrama comutativo
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Definimos, entdo, B = By, n=mnpo0---omn e B = fy.
Lema 13.1.20. fon=a.

Prova. A demonstragao sera por inducao em k. O caso k = 1 segue diretamente
do Lema 13.1.14. Suponha, por inducao que a afirmagao seja verdadeira para
k = n. Mostraremos que a afirmacao é verdadeira para k = n + 1. Considere a

composicao

Bon=PBut10Mnt10nn 0 0m) = (But1 ©NMns1) © (Ma o= 0m)
:BnonnO”-O?]l:O(.

Finalizamos a demonstrag¢ao do lema. [

Falta mostrar que Ker(a) = Ker(n). Como f on = «a, temos que
Ker(n) C Ker(a). Agora mostraremos a inclusdo contraria. O grupo Ker(«)
¢é gerado pelos elementos u;, 1 < i < k e pela definicao da fungao n cada um
desses elementos estao em Ker(n), segue que Ker(a) C Ker(n). Portanto, assim

que Ker(a) = Ker(n). Concluimos assim a demonstracao do lema. ]

13.1.2
Fim da prova do Teorema de Effros-Handelman-Shen

Finalmente, estamos prontos para concluir a demonstracao do Teorema
13.1.7. Falta mostrar a volta do teorema.

Suponha que (G, GT) satisfaz a hipdtese do teorema. Como, por hipétese,
G é enumerdvel e G C G, temos que GT também é enumerdvel. Consideramos

uma enumeracao
G+\{O} = {907 gi,--- }

Definiremos, indutivamente, sequéncias de conjuntos finitos {A,}n>0,

{Bn}n>0, tais que B,_; C A, e sequéncias de homomorfismos positivos
{an}n207 {Bn}nZOu {Un}nzo € {en}nzl onde

an : (ZA,,ZA}) — (G,GY),

By : (ZB,,ZB}) — (G,G"),

N (ZA,, ZA}) — (ZB,,ZB;),
0, : (ZB,_1,ZB} |) — (ZA,,ZA}).

Tais que

Bn ONp =0p—1 € po 971—1 = Bn—l'
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Considere uma sequéncia de elementos distintos {a, },>¢ Definimos
Ao = BO = {CLO}, o = id e Olo(iao) = Bo(iao) = igo, 1 € 7.

Como gg € GT, ag e fy sao positivas. Pela definicao, ay é uma funcao injetiva
e portanto, Ker(ag) = Ker(ng). Além disso, 5y o g = ap.

Agora suponha que Ay, By, Ok, N estao definidos para todo 0 < k < n,
tais que B;_1 C A; para todo 1 <1 <14 < k. Também assuma que definimos as

fungoes 6, como a inclusao de ZBy_1 em ZAy para todo 0 < k < n. Definimos

An+1 = {an—l-l} U Bn

e a fungdo 6,,, como a inclusao de ZB, em ZA, ;. Considere a funcao
ns1: (LA 1, ZAYL L) — (G, GT), definida por

O (ianJrl + Z Z-bb) = ignJrl + Z Z'bﬁn(b)'
beBy beB,
Como ¢,+1 € GT e 3, é um homomorfismo positivo, temos que a,,; ¢ um
homomorfismo positivo. Usando o Teorema 13.1.13, obtemos um conjunto B,
e homomorfismos positivos 8,11 : ZB,11 — G € Ny : ZAu 1 — ZB, 1 tais
que Sni10Mn41 = P e que Ker(n,11) = Ker(,). Desta forma, temos o seguinte

diagrama comutativo:

Mo 90 m 91
ZAO —> 7By ZAl ZBl ZA2

Qo Bo ag 51 o

G G G G G

Figura 13.2: Diagrama comutativo

Para melhor compreensao, definimos as sequéncias auxiliares de conjuntos
{Cn}n>0, onde Cy, = A, e Cyy11 = B, para todo n > 0 e de fungdes
{fn}n>0, onde fo, =1, € font1 = 6,. Obtemos que para todo n > 1 a fungao
fn : 2ZC,_1 — ZC,, é um homomorfismo positivo. Usando o Teorema 11.2.2,
temos que existe um diagrama de Bratteli B = (V| E, 1, s), onde V = {C,, }.>0
e h, = f, para todo n > 0.

Por defini¢do de grupo de dimensao, o conjunto (Cy, fo) € 0 grupo de

dimensao do diagrama B, que denotamos por D(B). Lembre que D(B) é
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formado por todas as classes de equivaléncia da relacao dada por
(a,n) ~ (b,m) se e s6 se existem k, ¢ € ZT tais que f*(a) = f*(b).

Para finalizar a demonstracao falta mostrar que (G, G1) e (D(8), D(B)")
sao isomorfos.
Definimos a funcao H : D(*B) — G, por

H({a,2n)) = a,(a), para a € ZCy, = ZA,,
H({(b,2n + 1)) = p,(b), parabe ZCs,11 = ZB,.

Como para todo n > 0, a,, e 3, sdao homomorfismos positivos, H também ¢

positivo.
Afirmacgao 13.1.21. Seja a € ZA,, entdo
(a,2n) =)nn(a), 2n).

Prova. Por definicao, f,.1 = n, e n.(a) € ZB,, entdo

(a,2n) =)n,(a),2n).

Verificamos, entao, que a afirmacao ¢é verdadeira [

Afirmacgao 13.1.22. Seja b € ZB,, entdo
(b,2n 4+ 1) =)0,,(b), 2n + 2).

Prova. Como, por defini¢ao, f,r1 = 0, e 6, é a inclusao de ZB,, em ZA, 1,
temos que 6,,(b) € ZA,+1 €

(b,2n + 1) = (0,(b), 21 + 2).

Provando, assim, a afirmacao. [
Mostraremos agora que H ¢ bijetiva. Para a injetividade, veremos que
Ker(H) = {0}. Pela Afirmacao 13.1.22, é suficiente considerar o caso em
que para algum a € ZA,,, H({(a,2n)) = 0. Pela defini¢ao da fungao H, temos
que

H((a,2n)) = an(a),

logo
a € Ker(a,) = Ker(n,).
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Entao, pela Afirmacao 13.1.21
(a,2n) = (n(a),2n + 1) = 0.

Portanto, H ¢é injetiva.

Para mostrar que a funcao H é sobrejetiva é suficiente mostrar que G+ C
H(D(B)"), j4 que pela defini¢ao de cone positivo, temos que G = GT — GT.
Considere g € G, temos que ¢ é igual a 0 ou é igual a g,,, para algum n > 0.

Se g é igual a 0, temos que H(0) = g. Caso g # 0, entao

9= gn = aulan) = h({an,2,)).

Como a,, € ZA;, em qualquer um dos casos temos que g é a imagem de algum

elemento de D(B)". Concluimos que H é sobrejetiva, logo um isomorfismo.
Usando que G* C h(D(B)") e que H ¢ positivo, temos que H é um

isomorfismo ordenado. Portanto (G,G%1) e (D(B),D(B)*") sao isomorfos.

Concluimos, assim, a demonstracao do Teorema de Effros-Handelman-Shen. m
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14
O Teorema de Bratteli-Elliot-Krieger

Sejam R e () relagoes de equivaléncia étale nos conjuntos de Cantor X
e Y, respectivamente. Pelo Teorema 10.2.2, temos que se (X, R) e (Y, Q) sao
equivalentes ent@o os invariantes D(X, R) e D(Y, @) sao isomorfos. O Teorema
de Bratteli-Elliot-Krieger determina quando, para relagoes de equivaléncia AF
os invariantes sdo invariantes completos, isto é, (X, R) e (Y, Q) s@o equivalentes
se, e 86 se, D(X, R) e D(Y, Q) sdo isomorfos.

14.1
Teorema de Bratteli-Elliot-Krieger

Antes de enunciarmos o Teorema de Bratteli-Elliot-Krieger precisamos
definir um entrelacamento entre dois diagramas de Bratteli.

De forma geral, um entrelacamento entre os diagramas de Bratteli B e
% ¢ um diagrama de Bratteli Q que quando considerada a subsequéncia dos
niveis pares se transforma no diagrama de Bratteli 8 e quando considerada a

subsequéncia dos niveis impares se transforma no diagrama de Bratteli ¥.

Definicao 14.1.1. Seja B = (V = {Vo}z0, B = {En}nz1,7 = Thp>1,5 =
{8n}n>1) um diagrama de Bratteli. Definimos Ep, (v}, v*) como o conjunto
Jormado por todos os caminhos que ligam v a v}".

Definigao 14.1.2 (Entrelacamento). Considere dois diagramas de Bratteli
B = (V,E,rs) eT = (W FT,3). Un entrelagamento é formado por uma
sequéncia crescente de inteiros {nm }m>0 com ng =0 e ny = 1, uma sequéncia
de conjuntos finitos nao vazios { Ay }m>1 € sequéncias de funcoes {pm}m>1 €

{@m}m>1, tais que A colegio

(@ ={Qm}tm>0, A = {An}mn>1,0 = {Pm}m>1,0 = {@Gn}m>1)
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forma um diagrama Bratteli, onde

A =F

Qm =V, , sem € par,
Qm =W, , sem éimpar
DPm A — W Gm : Am — Vo, sem € par,

m—1)

Pm  Ap — Vi, Gm : Amy — W, sem € impar,

m—1)

que verificam as sequintes condicoes:

1. Para cada m > 0 par e cada

(v vty eV, x Y,

v 7] Nm+2

. .o ~ . n

eriste uma bijecao entre os conjuntos Apmia(vim,v;") e
n Nm+42

Enmmm-‘-z (Ui mv 7 )7

2. Para cada m > 0 impar e cada
n Nm4-2
(wi™, w;™ ) € Wa,, X W1

eviste wma bijecio entre os conjuntos Apmio(wi™, wi™?) e
n Nm+4-2

an,nm+2 (wi ma wj )

Denotaremos um entrelagcamento entre dois diagramas de Bratteli B e T por

(B, %).

Considere o diagrama de Bratteli & apresentado na Figura 14.1.

. o/\o
n1

ng @ o
ns ‘ ‘
ng @ o

"

Figura 14.1: Diagrama de Bratteli &.

Temos que € = Q(&, ¢). Considere o diagrama de Bratteli gerado

passando ¢ a subsequéncia dos niveis pares, que denotaremos por 8 e o
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diagrama de Bratteli gerado passando ¢ passando a sequéncia dos niveis
impares, que denotaremos por ¥, temos que B = T = €. A Figura 14.2
representa (B, ¥). O diagrama de Bratteli formado pelas arestas azuis é o

diagrama ‘B e o formado pelas arestas vermelhas é o diagrama <.

ni
n2
ns
Ay
2
As
ns

Figura 14.2: Q(B,%).

Iremos determinar quando existe um entrelagamento entre dois diagramas
de Bratteli.

Teorema 14.1.3 (Elliott-Bratteli-Krieger). Considere os diagramas de Bratteli
B =(V,E,rs)eT= (W, FT,3) e suas respectivas relagoes de equivaléncia

AF, (X%, Ry) e (X, Rg). As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. Ezxiste um entrelacamento entre B e X.
2. Eziste um isomorfismo entre (Xp, Ryg) € (X<, Rz).

3. Existe um isomorfismo a ordenado entre os grupos de dimensao D(*8) e

D(%) tal que a({vy,0)) = (wp,0).

Prova. Mostraremos que as afirmagoes sao equivalentes.

(1) = (2): Seja Q um entrelacamento entre B e T. Portanto, B e
T pode ser obtidos passando Q a uma subsequéncia. Pelo Teorema 8.2.11,
(Xw, Rp) = (Xq, Rq) e (Xz, Rs) = (Xqg, Rq). Portanto (Xg, Ryg) = (Xs, Rx).

(2) = (3): Esta implicacdo é exatamente o contetido do Teorema 10.2.2.
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(3) = (1): Para produzir um entrelagamento devemos definir uma
sequéncia crescente de inteiros {7, }»>0 € uma sequéncia de conjuntos { A, }m>1,
que serd a colecao de arestas do diagrama de Bratteli do entrelagamento,
satisfazendo as propriedades da definicdo. Lembre que para ¢ < k, a funcao
hy,, : ZVy — ZVj, € definida por

h%Z,k - h%k © h%k—1 ©---0 h%m © h%erl?

onde para cada n > 1 a fun¢ao hy, : ZV,,_1 — ZV,, é tal que

#Vn

h, (0F71) = 30 #(s ol Ty e o))

=1

Por definicao, a funcao hgy, determina o niimero de caminhos entre um

mm+2
vértice do nivel n,, e cada vértice no nivel n,, 2. Analogamente, para a funcao

Tummm s LOrtanto, encontrar a sequéncia de conjuntos {A,, }m>o satisfazendo
os itens (1) e (2) da defini¢do de entrelacamento ¢ o mesmo que demonstrar o

seguinte resultado:

Proposicao 14.1.4. FExiste uma Sequéncia crescente de niumeros naturais

{Nm tm>0 € uma sequéncia de homomorfismos positivos { fu }m>1, onde

fm 1 2V, = ZW,,, sem é impar,

fm 1 ZW,, . — ZV,, . , sem € par,

tais que

— Sem € impar, se verifica que frmofm1 = hs, . eque(fm(v),nm) =

a({v,ny)), para todov € V,, .

— Sem € par, se verifica que fin 0 fo1 =hwp, . e que (fn (W), N =

a *((w,ny,)), para todo w € W, .

Assuma que a proposi¢ao é verdadeira. Seja m > 1 e impar. Considere

v E€ZV,, ., entao f,(v) € ZW,, . Podemos, entdo, escrever que
fm(v) = Z = ap, W', a,, > 0.

Definimos, entao que existem a,,, arestas ligando o vértice v ao vértice w™m.
Dessa forma, f,, o f,,—1 determina o niimero de arestas que ligam um vértice

de ZW,

NMm—1

aos vértices de ZW, Como pelo Lema 14.1.4,

Nm+41"

fm © fm—l = thmilanwl?
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a condicao 2 é satisfeita. Se m é par obteremos que a condicao 1 é satisfeita.
Dito isto, provaremos a Proposicao 14.1.4.

Prova. Construiremos as sequéncias indutivamente. Comecamos definindo

ng = 0ny = 1e fi = hg,. Como Wy = V;, temos que f1 : ZVy — ZW;.

Agora, suponha por inducao que ja construimos ng, nq, ..., Ny, € a sequéncia

de homomorfismo positivos fi, fa,..., fim.

Suponha que m é par. Encontraremos n,,,1 € o homomorfismo positivo

fm+1'

Lema 14.1.5. Eziste n > n,, tal que para cada v € ZV,,  existe w, € ZW,
que satisfaz

a(<v7m>) = <wv7n>'

Prova. Considere v um elemento de V,,,, entdo v € ZV,' e, por defini-
¢ao, (v,n,) € D(B)". Como a é um homomorfismo positivo, temos que

a((v,np)) € D(T)". Entao existem a, e n, tais que a, € ZW,! e

a(<va ’er>) = <ava nv)-

Dentre todas as possibilidades escolhemos o par (a,,n,) tal que n, seja minimo.
Definimos

n = max{n,,n, |veV, }+1

Sabemos que, pela definicao da relacdo de equivaléncia
(A, M) = (Pny my+k(ay), ny + k) para todo k > 0.

Dessa forma, para todo v € ZV,, , existe w, € ZW, tal quer a({(v,n,,)) =

m )

(wy,, n). Concluimos, assim, a demonstragao do lema. [

Agora, considere a fungdo g: V,, , — ZW.t, definida por

g(v) == hs, . (ay) =w, € ZWr.

Podemos estender a funcao g de maneira tinica para um homomorfismo positivo

g : LV, — ZW,.

Lema 14.1.6. Para todo v € V,,, a({(v,ny,)) = (g(v),n). Além disso, para
todo ks > n, a((v, 7)) = (hs, . 0 g(v), n).

Prova. Seja v €V, ., entdo

a((v,nm)) = (av, 1) = (he,, . (@), ) = {g(v),n).
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Além disso, seja k > n e considere a composicao hg, , o g. Como

hinm =hg,, © hznv,n = hg

n,k ny,k’

Entao,

(hs,, 0 (v), k) = (hs,, 0 b, (a0), k) = (b, (a),n)

= a((v,nm).

Finalizamos, assim, a prova do lama

165

Gostarfamos de mostrar que dado w € Wy, ,, go fm(w) = hs, —  (w).

Porém, isto pode nao ocorrer. O resultado valido é o seguinte:

Lema 14.1.7. Para cada w € ZW,,, ,, temos que (hs, (w),n) = (go

fm(w), n).

Prova. Como m é par e pela definicao da fungao g, f,,(w) € ZV,, .. Usando o

Lema 14.1.6 temos que

(g(fm(w)),n) = a({fm(w), 1m)).

Pela hipotese de indugdo e como m é par segue que

(fn(w), 1) = o™ ((w, N 1))

Usando as equagoes (14.1.1) e (14.1.2), obtemos que

(g(fm(w)),n) = ala™ ((w,npn1)) = (W, ).

Sabemos que, por defini¢ao,

(w,nm—1) = (hs,,, (W), 1)

Usando as equagoes (14.1.3) e (14.1.4), temos que

<g(fm(w))7 n> = <thm_1,n (’LU), n>

Finalizamos, assim, a demonstragao do lema.

(14.1.1)

(14.1.2)

(14.1.3)

(14.1.4)

Pelo Lema 14.1.7, para cada w € ZW,, os elementos g o f,,(w) e

hg, . (w) determinam o mesmo elemento em D(T). Entdo, para cada

w € ZW,, existe £, tal que

h‘gn,éw (g © fm(w)) = th,éw (h‘gnm_l,n (w)) - thmfl,éw (w)
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Escolheremos, para cada w € ZW,,, £,, minimo com essa propriedade. Definimos

Ne1 = max{l, |weW, }+1

fm+1 = hsn,nm+1 © g'

Pelo Lema 14.1.6, temos que para todo v € V,,

{Fni1(v), 1n 1) = ({0, 10m)).

Lema 14.1.8. f,110 fm

= hgnm72vnm+l :

Prova. Seja w € W,,_1, temos que

fm+1 o fm(w) = <hT"v"m+l o g) o fm(w> = (hféw,nm_‘_l o th,gw) ©go fm(w>
= h‘few,nm+1 © th,ew © (g °© fm(w)> = h‘fzw,an © thm_l,ew (w)

- hfnm71 Mm41 (w>

Provando, assim, o lema. [

O caso em que m é impar é feito de forma andloga. Concluimos, assim, a
demonstracao do lema. m

Demonstramos, portanto, a existéncia de um entrelacamento entre os diagramas

Bef%.
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Equivaléncia orbital forte

Na hipétese do Teorema de Bratteli-Elliot-Krieger a relagao de equiva-
léncia considerada é a relagdo AF'. Pelo Teorema 7.1.13, dados um conjunto
de Cantor X e um homeomorfismo minimal ¢ : X — X podemos associar ao
espaco (X, R,) um diagrama de Bratteli 98 tal que X e X sao conjugados e
as relagoes de equivaléncia Ry e R, estao relacionadas.

Lembre que dados dois espagos métricos X e Y e duas relagoes de
equivaléncia R e () orbitais em, respectivamente, X e Y, dizemos que um
homeomorfismo h : X — Y é uma equivaléncia orbital entre R e () se, e s6 se,
h({z)r) = (h(x))q. Neste capitulo definiremos o que é uma equivaléncia orbital
forte e classificaremos sistemas de Cantor minimais segundo equivaléncia orbital

forte.

15.1
Cociclos orbitais

Proposicao 15.1.1. Sejam dois conjuntos de Cantor X eY e homeomorfismos
p: X =X ey: Y =Y sem pontos periodicos. Considere as relagoes orbitais
R, e Ry. Um homeomorfismo h : X — Y ¢ uma equivaléncia orbital entre R,

e Ry se e somente se existem funcoes my, : X — Z e ny Y — 7 tais que

ho(z) =™ o h(z), para todo z € X

htou(y) =" W oh™\(y), paratodoyeY.

As fungoes my, e ny, sdo denominadas de cociclos orbitais. Repare que a
continuidade dos cociclos orbitais nao ¢ exigida.
Prova. Suponha que h: X — Y é uma equivaléncia orbital. Como = ~g, ¢(z),
temos que h(z) ~g, h(e(z)). Pela definicdo da relagdo Ry, existe um inteiro k

tal que
Y (h(x)) = h(p(z)) (15.1.1)

Definimos mp(x) = {ki,...,k¢} como o conjunto formado dos inteiros que
satisfazem a equacao (15.1.1). Mostraremos que este conjunto contém um tnico

elemento e o definiremos como my,(x). Suponha que myp(x) contém dois inteiros
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ki > ky em my(z). Entao ¢ (h(z)) = ¢*2(h(z)). Assim,

VR (h(2)) = h(z).

Por hipétese, ¥ nao possui pontos periddicos, entdo k; = ky contradizendo
a hipdtese. Portanto, my,(z) contém um tnico elemento e podemos definir a

funcao my: X — X que satisfaz
hop(z) =¢™® o h(z) paratodo z € X.

Agora, suponha que y ~g, ¥(y), como h é uma equivaléncia orbital,
temos que h™'(y) ~gr, h™'(¥(y)). Pela definicio da relagdo R, existe um
inteiro ¢ tal que o .

¢ (h™(y)) = b~ (h(x)). (15.1.2)
Definimos ny, = {{1, 0, ..., }, que de forma andloga ao que fizemos anterior-

mente mostramos que possui um tnico elemento. Podemos, entao, definir a

funcao ny: Y — Z que satisfaz
h™togp(y) = "W oh™'(y), paratodoy €Y.

Para a reciproca, mostraremos que se existem as fungoes my,: X — Z
e ny: Y — Z como na hipétese, temos que h({z)r,) = (h(x)),. Para isso,

veremos que o primeiro conjunto esta contido no segundo e vice-versa.

Lema 15.1.2. h((z)g,) C (h(z))n,.

Prova. Seja y € h({x)g,), entao existe z € (x), tal que h(z) =y, e, portanto,
h~'(y) = z. Por defini¢io de R, existe inteiro k tal que p*(z) = x. Entao,

Por hipotese,
" o h(z) = ho (z),

portanto,
Y3 (y) = howoh ™ (y). (15.1.3)
Compondo a k vezes a funcao 1v™?), obtemos
(wmh(z))k =hoytoh™L

Usando a equagao (15.1.3), temos que

PP (y) = ho oF o Kl (y) = ho ¢*(2) = h(z),
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portanto y € (h())r,. m
A demonstracio de que (h(z))r, C h({z)r,) ¢ andloga. Portanto,
h({(zr)r,) = (h(z))r, para todo z € X. Concluimos, entdo, que h é uma
equivaléncia orbital entre as relagoes R, e [y. n

Lema 15.1.3. Sejam X e Y conjuntos de Cantor. Considere ¢ : X — X e
VY =Y homeomorfismos minimais e h : X — Y wma equivaléncia orbital
com cociclos orbitais my: X — Z en,: Y — 7Z. As sequintes afirmagoes sao

verdadeiras.
1. Para todo k € Z, os conjuntos m; ' ({k}) e n,*({k}) sdo fechados.

2. Se {x;}i>o € uma sequéncia que converge para algum ponto x € X, entdo

o unico ponto de acumulagcio finito da sequéncia {mp(z;)}iso0 € mp(z).

3. Se {yi}i>o € uma sequéncia que converge para algum ponto y € Y, entdo

o0 unico ponto de acumulacio finito da sequéncia {yn(yi)}iso € mn(y).

4. Se a fungdo my é descontinua em algum ponto x € X, entdo my ¢é

ilimitada em qualquer vizinhanca de x.

5. Se a fungao ny, € descontinua em algum pontoy € Y, entdao ny, € ilimitada

em qualquer vizinhanca de y.

Prova. As demonstragoes serao realizadas para a funcao my. A prova para a
funcao n; é analoga. Mostraremos, primeiro, que para todo k € Z, o conjunto
m;, ' ({k}) é fechado. Para isso, veremos que se {z;};>0 é uma sequéncia em
m;, ' ({k}) que converge para um ponto x, provaremos que x € m;, ' ({k}). Como
para todo i > 0, z; € m; ' ({k}), pela definicio de cociclo orbital, temos, para
todo 7 > 0, que

ho@(x;) = ¥F o h(z).

Entao

lim h o @(x;) = lim ¥* o h(z;).

i—00 1—00

Por hipdtese, as funcoes h, ¢ e ¥ sdao continuas, entao

hoo(x) =" o h(x).

Portanto, z € m;*({k}). Concluimos, entdo que que o conjunto m;,*({k}) é
fechado.
Agora, assuma que a fungao my é descontinua em algum ponto x € X.

Entao existe sequéncia {z,},>1 tal que z, — = e {my(2,)},>1 ndo converge
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para my(x). Considere o conjunto

mp({2nn>1) = {mn(z,) | n € N}.

Se mp({zn}n>1) é um conjunto infinito, temos que toda vizinhanga de z é

limitada. Agora, considere o caso em que

mu({zn}nz1) = {L1, ..., Lj}.

Neste caso, existem ng e 1 < K < j, tal que z, = Ly para todo n > ng. Pelo
item 1 o conjunto m;'({Lx}) ¢ fechado, entdo = € m; " ({Lx}) e, portanto,

mp(z,) = mp(x), o que é uma contradicao.

Teorema 15.1.4 (Boyle-Tomiyama). Sejam X e Y conjuntos de Cantor. Se
p: X > X ey:Y =Y siao homeomorfismos minimais entdo as sequintes

afirmagoes sio equivalentes:
1. Eziste uma equivaléncia orbital h : X — Y que possui cociclos continuos.
2. Existe um isomorfismo h: (X, R,) — (Y, Ry).
3. (X, ) ¢é topologicamente conjugado a (Y,v) ou (Y, 1).

Prova. Provaremos, somente, que (1) < (2) e que (3) = (2). Em [2] pode ser
encontrada a demonstragao completa do resultado.

(1) = (2): Suponha que os cociclos my, e ny, sdo continuos. Mostraremos,
que h x h é um isomorfismo entre R, e Ry. Para isto, provaremos que h x h ¢é
um homeomorfismo quando considerada a topologia étale.

Ja que a fungdo my, é continua e o conjunto Z é discreto, para todo x € X,
existe um conjunto clopen U,, onde a funcdo my é constante. Dado n € 7Z,

temos que

h X WUz, ¢"(Us)) = (M(Us), h(¢" (Us))-

Por hipétese, my, é constante em U, entao existe k € Z tal que h(p™(U,)) =
Yk (h(U,)), entdo,

hox WUy, ¢"(Us)) = (M(Uy), ¥ (M(U,)))-

Como a fungdo h é um homeomorfismo, o conjunto (h(U,),*(h(U,)) é um
aberto de R,. Provamos, assim, que h™' x h™! é continua. Analogamente, como
np ¢ continua e Z é um conjunto discreto, para todo y € Y existe um conjunto

clopen V,, onde a funcao n;, ¢ constante. Assim, dado m € Z, existe um inteiro
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¢ tal que h=t(y™(Vy)) = p*(h=*(Vy)). Portanto,
W) BT (Vg () = (), @' (A1),

Como h é um homeomorfismo o conjunto (h_l(Vy>, @E(h_l(vy))) é um aberto
de R,. Concluimos, entdo que h x h e h™! x h™', além disto, como h é um
homeomorfismo e uma equivaléncia orbital, temos que h x h : R, — Ry ¢
uma bijecao. Portanto h x h : R, — Ry ¢ um homeomorfismo e portanto um
isomorfismo entre (X, R,) e (Y, Ry).

(2) = (1): Suponha, agora, que existe um isomorfismo h entre (X, R,)
e (Y,Ry), isto é, h : X — Y é um homeomorfismo e h x h : R, = R, é um
isomorfismo quando considerada a topologia étale.

Como h x h : R, — Ry ¢ um homeomorfismo, temos que h é um
equivaléncia orbital. Mostraremos que o cociclo my, é continuo. A demonstracao
de que o cociclo ny, é continuo é andloga. Considere x € X e U C X clopen que
contém x. Como h, p e ¥ sao homeomorfismos temos que os conjuntos h(¢(U))
e Y™ @ (h(U)) sdo abertos. Além disso,

V(@) = h(p(U)) ™ ((U)) # 0.

Portanto, o conjunto

e o h T (Vin()-

é¢ um aberto em que a funcao my, é limitada. Pelo Lema 15.1.3, a funcao my, é
continua.

(3) = (2) : suponha que A : X — Y é uma conjugacao entre (X, p)
e (Y,1), mostraremos que h e um isomorfismo entre (X, R,) e (Y, Ry). Seja
(x,2) € R,, existe n € Z tal que z = ¢"(x). Como h é uma conjugacao, temos
que

h(x) = h("(2)) = ¢" (h(z)).

Entao (h(x),h(y)) € Ry. Agora, seja (a,b) € Ry, temos que existe k € Z tal

que b = 9¥(a). Como h é uma conjugacao, segue que

Entéao, (h~'(a),h (b)) € R,. Portanto, h x h(R,) = Ry, em particular, h X h
é uma sobreje¢ao. Como h é injetiva, a funcao h x h também ¢é injetiva. Falta

mostrar que h x h e h™! x h™! s@o continuas. Dado U subconjunto clopen de
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X en € Z, considere o aberto (U, ¢™(U)). Como h é uma conjugagao

hx h(Ug™(U)) = (h(U), h(™(U)) = (h(U), " (h(U))),

Como h é um homeomorfismo, o conjunto h(U) é um subconjunto clopen de Y.
Assim, a funcao h~! x h™! é continua. A demonstracao de que h x h é continua
¢ analoga. Concluimos que h x h : R, — R, ¢ um homeomorfismo. Portanto h
é um isomorfismo entre (X, ) e (Y, ).

(3) = (1): pelo mesmo argumento usado na implicagdo (3) = (2),
mostramos que h : X — Y é uma equivaléncia orbital. Precisamos mostrar que
os cociclos sao continuos, No caso em que h é uma conjugacao topoldgica os
cociclos sao constantes, portanto sao continuos.

Concluimos a demonstracao do teorema. [

15.2
Equivaléncia orbital forte e classificacao

Lembre, mais uma vez, que dados um espago métrico X e uma relacao

de equivaléncia R em X, podemos considerar R como o seguinte conjunto
R={(z,y) e X x X | x ~g y}.

Definicao 15.2.1 (Equivaléncia orbital forte). Considere X e Y conjuntos
de Cantor e p : X — X e :' Y — Y homeomorfismos minimais. Uma
equivaléncia orbital h : X — Y entre R, e Ry tal que os cociclos orbitais

possuem cada um, no maximo, um ponto de descontinuidade, é dita forte.

Seja B = (V, E,r, s) um diagrama de Bratteli. Lembre que na Secao 5.2
vimos que é possivel obter um novo diagrama de Bratteli T = (W, F,7,35) a
partir de B através de uma subsequéncia. Além disso, definimos a funcao de
blocos fgz: X — Xg. Pela Proposigao 5.2.2, fg < ¢ um homeomorfismo.

Pelo Teorema 5.3.5, se a relagao de equivaléncia Ry ¢ minimal, entao
existe um diagrama de Bratteli € = (W, F, 7, 3), obtido através de ‘B a partir
de uma subsequéncia, tal que ¥ possui todas as arestas conectadas. Isto é, para
todo n > 0, todo vértice de W, esta conectado por meio de alguma aresta em

E, com todo vértice de W, _;.

Teorema 15.2.2. Seja B = (V, E,r,s) uma diagrama de Bratteli. Suponha
que os elementos x', ..., x!,y', ...,y estdo em Xy e que se considerarmos
dois a dois distintos, eles nao estao relacionados por Ry. Se Ry € minimal,

entdo existe um homeomorfismo h : X — X tal que:
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1. h(x') =y, para todo 1 <i < 1.

2. h x h: Ry — Ry € um homeomorfismo quando considerada a topologia
¢tale de Ry.

Prova. Precisaremos de um resultado preliminar.

Lema 15.2.3. Seja B = (V,E,r,s) é um diagrama de Bratteli que possui
todas as arestas conectadas. Se existem x', ..., x',y', ...,y em Xy, tais que
qualquer par formado por elementos desta lista ndo estd em Ry, entdao é
possivel obter a partir de B através de uma subsequéncia um diagrama de
Bratteli T tal que para todo n > 1 existem pelo menos 31 arestas distintas

em E, e que as arestas entre vértices de niveis consecutivos nos elementos
fox(xY),. .. fos(xD), fexs(y)), ..., fox(y') sio distintas.

Prova. Lembre que denotamos um elemento de Xg como x = (x,,),>1. Faremos
o caso I = 1. Por hipétese, x! = (z1),>1 e y' = (y}),>1 nio estdo relacionados
por Ry, entdo existe uma sequéncia crescente {(x}r>1, tal que z; # y; .

Definimos ng =0 e
ny =min{{), > 0 | existe e € By, tal que s(e) = s(z; ) ou s(e) = s(y; )}

Indutivamente, definimos

Ny, = min{l, > ny,—1 | existe e € By, tal que s(e) = s(zy, ) ou s(e) = s(y; )}
A sequéncia {n,, }m>o ¢ crescente. Considere que T = (W, F,T,5) ¢é obtido a
partir de 9B através da sequéncia {n, }m>o-

Fixe n > 0. Por definicao, W,, = E,, ... Note que, a quantidade de

arestas em W,, é dada por

S (#E@ L hgEsT oty T #sTH0))
1<i<#Vn,, N —1+2<t<nm
1<j<#unN,, _1+1

Por definigdo da sequéncia {n,, }m>o, existe UZZ‘; tal que #sil(vzl’jnill) > 1,
portanto, #W,, > #E} para todo n,, 1 < k < n,,. Dessa forma, o diagrama
obtido possui um niimero maior de arestas em cada nivel do que B. Repetimos
0 processo acima quantas vezes forem necessarias até obter um diagrama
de Bratteli que possui pelo menos 3/ arestas distintas em cada nivel. Pela
defini¢ao da subsequéncia {n,}n,>¢ as arestas entre vértices de niveis consecu-
tivos dos elementos fyz(x'),..., fox(x'), fas(y'),..., fes(y’) sdo distintas.

Finalizamos, assim, a demonstragao do lema. [
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Por hipdtese, a relacao Ry ¢ minimal. Entao ¢ possivel obter um
novo diagrama de Bratteli T através de B a partir de uma subsequéncia,
tal que T possui todas as arestas conectadas e pelo menos 3/ arestas
distintas em FE, e que arestas entre vértices niveis consecutivos nos elementos

f%’g(Xl), e ,ch7y<XI), f%"z(yl)7 ey f%&:(yI) Sa0 distintas.
Suponha que existe um homeomorfismo g : X¢ — Xg tal que

— g(fes(x')) =y', para todo 1 <i < I.

— g X g: Ry = Rs é um homeomorfismo quando considerada a topologia
étale de Rs.

Definimos a funcgao
h=fgzo90 fas.

Temos que h : X — Xgo ¢ um homeomorfismo e satisfaz as condigoes do
teorema. Faremos, entao, o caso que ‘B, possui todas as arestas conectadas, pelo
menos 3/ arestas em FE, e que as arestas entre vértices de niveis consecutivos
nos elementos x',...,x!,y', ...,y sdo distintas.

Comecaremos escolhendo para cada 1 < i < I um elemento z' € Xg. J&
que ‘B possui todas as arestas conectadas é possivel fazer a seguinte escolha de

arestas:

— Para todo 1 <i < I, 2t = yi.

— Se n > 2 e par, escolhemos para cada 1 <7 < I, uma aresta z; distinta

de 2 ey, tal que
s(zn) = s(yn) e r(z) =r(z;,).

— Para n > 2 {mpar, escolhemos para cada 1 <4 < I, uma aresta 2! distinta

de z¢ ey, tal que
s(z,) = s(zy,) e r(z) =7(y,).

Assim, para todo 1 < i < I, z' é um elemento em Xg.
Para cada n > 1 impar, considere a permutacao hy em F,_i,41 que

i i i i ~
permuta os pares de arestas (2}, 2},,) € (2}, 2,,,) e ndo altera os outros pares.

Para estender o dominio de hy para Xg, definimos

h0(61,€27 .. ) = (h@(eheg), h0(€3,€4), ce )
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Para cada n > 1 par, considere a permutacao h; em E,,_; 41 que permuta
os pares (2%, 2% 1) e (yi,yh.1) € ndo altera os outros pares. Estendemos o
dominio de h; para Xy de forma analoga ao que fizemos para hyg.

Repare que as fungoes hy e hy trocam um par de arestas em dois niveis

consecutivos ou nao o altera. Assim, para k =0, 1,
hk @) hk(X) = X.

Portanto, a funcao inversa de h; é ela mesma e hy é uma bijecao.
Lema 15.2.4. Para k= 0,1, a fungdo hy : X8 — X € continua.

Prova. Sejam n > 1 e p € Ey,,. Na Defini¢do 5.1.4 definimos um cilindro C(p)
de tamanho n centrado em p = (e, ..., e,). Pela Proposi¢ao 5.1.5 os cilindros
de tamanho par formam uma base da topologia de Xg. Fixe k e n > 1 par.

Mostraremos que h;, '(C(p)) é um aberto em Xg. Temos que

hi ' (C(p)) = he(C((er,ea,...,en))) = C(hp(er, e2), ..., hi(en_1,€n)).

Portanto, a funcao hy ¢ continua. [
Como k = 0,1 a fungdo h; é uma bijecio continua e que hy,' = hy. Portanto

hi € um homeomorfismo. Definimos o homeomorfismo
h = hl o} h().

Mostraremos agora que a funcao h satisfaz as condigdes do teorema.
Fixe 1 < i < I. Por definicao da funcao h,

h<Xi) - hl(ho(‘rihxé? xé ce )) - hl(zi Z;: Zéa s )
= (21, Y, Y3+ ) = (U1, U3 Y5 - ) = ¥
Assim, a primeira condi¢do do teorema é satisfeita.

Para mostrar que h x h : Ry — Ry ¢ um homeomorfismo quando
considerada a topologia étale de Ry precisamos mostrar que h X h(Rg) = Ry,
h x h é uma bijecdo e que h x h e (h x h)~! sdo continuas.

Mostraremos, primeiro, que h X h(Ry) C Rg. Para isto, considere
(a,b) € h x h(Rg). Existe (x,y) € Ry tal que h(x) = a e h(y) = b. Como
(x,¥) € Ry, existe N > 0 tal que x,, = y, para todo n > N. Pela defini¢do da

funcao h,

a, = (h(x))n, = (h(y))n = b, paratodon > N + 1.
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Entao, (a,b) € Rsy.

Para provar a inclusdo contréria, considere (a,b) € Rg. J& que h é
sobrejetora, existem x e y em Xg, tais que h(x) = a e h(y) = b. Como
(a,b) € Ry, existe N > 0 tal que a,, = b, para todo n > N. Pela definigao da
fungao h, x,, =y, para todo n > N. Portanto, (x,y) € Rs.

Provamos, entao, que h X h : Ry — Ry é uma fungao sobrejetora. Além
disso, como h é uma funcao injetora, temos que h x h também é. Portanto,
h x h é uma bijecao.

Falta mostrar que h x h e (hx h)~! sdo continuas. Como (hx h)™! = hxh,
é suficiente provar que (h x h)~! é continua. Lembre que na Se¢do 8.1 vimos

que uma base da topologia étale de Ry é formada por conjuntos da forma

Y(p,q) ={(x,y) | x€ C(p),y € C(q) e x, = y, para todo n > N},

onde p, q € Ey y. Pela definigao da funcio h, se x € C(p), entao h(x) € C(h(p)).
Além disso, temos que (h(x)), = (h(y)), para todo n > N. Portanto,

hx h(y(p,q) = {(x,y) | x € C(h(p)),y € C(h(q)) e zn =y, ¥n > N},

que ¢ um aberto em Ry. Portanto h X h e (h x h)~! sdo continuas, e, portanto,

homeomorfismos. Concluimos, assim, a demonstragao do teorema. [

Teorema 15.2.5. Considere conjuntos de Cantor X e Y e homeomorfismo
minimais p : X — X ey : Y — Y. Ezxiste uma equivaléncia orbital forte entre
(X, ) e (Y,v) se, e sd se, existe um isomorfismo ordenado que preserva ordem
unitaria entre os invariantes D(X, R,) e D(Y, Ry).

Prova. Suponha que existe uma equivaléncia orbital forte h : X — Y com

cociclos orbitais associados os cociclos m e n, isto é,

hop(z) =¢™ oh(z), paratodoz € X

htoy(y) =" oh™l(y), para todo y €Y.

Ha dois casos de acordo com a continuidade das funcoes m e n. Consideraremos,
primeiro, o caso em que os cociclos m e n sao, ambos, continuos. Neste caso,
pelo Teorema 15.1.4, h é um isomorfismo entre (X, R,) e (Y, Ry). Usando o
Teorema 10.2.2, existe um isomorfismo ordenado que preserva ordem unitaria

entre D(X, R,) e D(Y, Ry).
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Agora, suponha que xy e yy sdo os tnicos pontos de descontinuidade das
fungoes m e n. Pelo Teorema 7.1.13, existem um diagrama de Bratteli ordenado,
simples e préprio B = (V, E,r,s,>) e um homeomorfismo gx : X — X tal
que

Igx 0P = POogx

onde g é a fungao de Bratteli-Vershik associada a B e gx(Xmax) = To-
Analogamente, existem um diagrama de Bratteli ordenado, simples e

proprio € e um homeomorfismo gy : X¢ — Y tal que

gy o Yx =1 ogy,
onde 1z é a fun¢do de Bratteli-Vershik associada a T € gy (Ymax) = Yo-

Lema 15.2.6. A fun¢ao
H: Xy — Xg, H:=gy'ohogy

¢ uma equivaléncia orbital entre as relagoes Ry, e Ry, com cociclos orbitas

Mogyx €nogy.

Prova. Seja x € Xo. Temos que

H o pn(x) :g{,1 ohogx opy(x) :g;lohowogx(x)
_ g;l o 2/Jm(gx(X)) o h(gX(X)) _ ¢m(gx(><)) o g;l oho gX(X)
_gmex60) o prx).

Analogamente, mostramos que dado y € X«

H™ ods(y) = o™ 0 H™(y).

Pela proposicao 15.1.1, a funcao H é uma equivaléncia orbital entre as relagdes
R, e Ry, com cociclos orbitais associados m o gx e n o gy. Concluimos, assim,

a demonstracao do lema [
Pelo Lema 12.2.4 temos que
D(X,R,) = D(Xg,R,y) e DY, Ry)= D(Xg’RwT).
Mostraremos, entao que

D(Xp, Ryp) = D(X1,r,.)-
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Proposicao 15.2.7. Se h : Xy — X« é uma equivaléncia orbital forte com
Xmax € Ymax pontos de descontinuidade dos cociclos m : Xog — 7Z en : Xs — 7,

respectivamente, entao
D(Xg, Ryy) = D(XngT).

Prova. Precisaremos de alguns resultados.

Lema 15.2.8. Para todo x € Xi3 e k > 1,
m(x)+m(psm (x))+-+m(ey ' (%))
h(pg(x)) = g o 7 (h(x)).

Prova. A demonstragao serd por indugao. O caso kK = 1 ja foi provado
na Proposi¢do 15.1.1. Considere que afirmacao seja verdadeira para k = /.

Mostraremos que também é verdadeira para k = £ + 1. Temos que

Bl (%)) = 07720l (x))).

Pela hipétese de inducgao,

h(ly(x)) = g T (),

Entao,
m(pk (%)) m(x)++m(pg ' (%))
Mol (x)) = vk = M h(x))
m(x)+-+m(eit(x m(pt, (x
:1%( )+ Am (g~ (%)) +m(e ( )))(h(X)))
Concluimos, assim, a demonstragao do afirmacao. n

Considere os conjuntos

Ry = {(x,y) € R,y | h x h é continua em (x,y)}

Ry :={(x,y) € Ry; | ™" x h™" é continua em (x,y)}.
Lema 15.2.9. Rl = RsB € R2 = R‘z

Prova. Mostraremos que R; = Ry. Para isto, mostraremos que para cada
k > 1, a fungdo h x h é descontinua em (x, x) se, sO se, (X,o5 ¢ Ry). A
demonstracao de que Ry = Rs é analoga.

Para cada k > 1, considere a funcao

my, : X = Z, mp(x) =m(x) +mps(x) + -+ mey ' (x)).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912782/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912782/CA

Capitulo 15. Equivaléncia orbital forte 179

Ja que a funcdo sy nao possui pontos periddicos, my € continua se, e so se,
Xmax N80 estd no conjunto {X, pm(x), ..., ok *(x)}. Pelo Lema 15.2.8, h x h é

descontinua em (x, pk(x)) se, e 86 se,

Xmax € {X, p5(X), ... ,gpk%fl(x)}.

Isto significa que existe 1 < i < k — 1 tal que ¢i(X) = Xpax. Logo, pela
defini¢ao da funcao ¢, temos que existe £ tal que x; = Tyax, para todo j > .

Portanto

X ~ Ry P (X) = Xinax-

Como (X) = Xpax, temos que @i (X) = Xpm. Com isso, usando que
k > i+ 1, obtemos que (Xmin, ¥h(x)) € Ry. Portanto, (x, ¢k (x)) ndo estd em
Rys. Assim, h x h é descontinua em (x, p%(x)) se e somente se (x, & (x)) ¢ Ry.
Portanto, Ry = Rys. [

Lema 15.2.10. h x h(R;) = Ras.

Prova. Suponha que h X h é continua em algum ponto, de forma que também é
continua em alguma vizinhanga U desse ponto. Podemos supor que a vizinhanga
U é compacta e aberta. Como h X h é continua em U, temos que h x h(U) é

conjunto compacto e aberto. Assim, a funcao
hxhy:U—=hxhU)

¢ uma bijecao continua, de forma que h X h(R;) = Ra. [

Pelos Lemas 15.2.9 e 15.2.10, A x h determina um isomorfismo entre
(X, Ry) e (Y, Rg). Pelo Teorema 10.2.2, D(Xg, Ryg) e D(Xs, Rs) sdo isomorfos.
Agora, pelo Lema 12.2.4, D(Xg, Ry) ¢ isomorfo a D(Xwg, R,y ) € D(Xz, Re)
é isomorfo a D(Xz, Ry, ). Entdo, D(Xg, R,y) € D(Xsg, Ry, ) sao isomorfos.
Concluimos, assim, a demonstragao da proposicao. [
Finalizamos, entao, a ida do teorema.

Agora, mostraremos a volta. Suponha que existe um isomorfismo ordenado
entre D(X, R,) e D(X, Ry). Mais uma vez pelo Teorema 7.1.13, identificamos
(X, R,) com (X, R,,) e (Y, Ry) com (Xg, Ry, ), onde B e T sao diagramas de
Bratteli ordenados, simples e proprios. Como B e T sao simples, as relagoes Ry
e Rs sdo minimais. Considere que Xmayx, Xmin, Ymax € Ymin S20, respectivamente,
os unicos caminhos maximais e minimais de B e €. Pelo Lema 12.2.4, temos
que

D(Xwp, Ry) = D(Xg, Ryy) e D(Xg, Rt) = D(Xg, Ry.).
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Pelo Teorema de Bratteli-Elliot-Krieger, existe uma funcao h : Xos — X<
que determina um isomorfismo entre (X, Rg) e (Xg, Rs). Agora, considere
os caminhos x!' = h(Xpay), X* = A(Xmin), ¥' = Ymin € Y = Ymin. Como a
relacio Rs ¢ minimal existe um homeomorfismo h : Xz — Xz satisfazendo as
condicoes do Teorema 15.2.2. Entdo a funcdo h o h determina um isomorfismo
entre (Xg, Ry) e (Xg, Rt) que leva Xpax €M Yimax € Xmin € Ymin Pelo item 3
do Teorema 6.2.1, h o h é uma equivaléncia orbital entre (X, R, ) e (Xz, Ry.).
Além disso, considere um caminho x # Xyax. Como ©p(Xmax) = Xmin, temos
que (x,ps(x)) € Ry, enquanto (Xmax, P8 (Xmax)) ¢ Rs. Como h o h é um
isomorfismo entre (X, Ry) ¢ (X«, Rg), temos que

(hoh)x (hoh)(x, pn(x)) € R

Mas,

(hoh)x (hoh)(Xmax;Xmin) = (7 © h(Xmax), 0 h(Xmin)) = (Ymax, Ymin) ¢ Rz

Portanto, a equivaléncia orbital h o h é continua em todo ponto diferente
de Xpax. Pelo Teorema 15.1.4, m é continua em todo ponto distinto de X ax.
Analogamente, mostramos que n é continua em todo ponto diferente de yax.

Concluimos, entao, que h o h é uma equivaléncia orbital forte. n
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Equivaléncia orbital versus conjugacao

Sejam X e Y espagos métricose ¢ : X — X et : Y — Y homeomorfismos.
Observamos que toda conjugagao topolégica entre (X, ) e (Y,1) é, também,
uma equivaléncia orbital. Provamos que se X e Y sao espacgos métricos
compactos e conexos e os homeomorfismos ¢ e 1) ndo possuem pontos periodicos,
entdo existe uma equivaléncia orbital entre (X, ) e (Y, 1) se, e s6 se, (X, ) é
topologicamente conjugado a (Y1) ou a (Y,™1).

Para o caso em que X e Y sao conjuntos de Cantor e os homeomorfismos
¢ e 1 sdo minimais provamos que (X, ¢) é topologicamente conjugado com
(Y,4) ou com (Y, 1) se, e s6 se, existe uma equivaléncia orbital entre (X, ¢)
e (Y,1) com cociclos continuos.

Pode surgir a pergunta: hé algum caso em que uma equivaléncia orbital
nao é uma conjugacao? A resposta é sim. Apresentaremos um exemplo em que

isto ocorre neste capitulo.

16.1
Equivaléncia orbital versus conjugacao

Conceitos de teoria ergdédica necessarios podem ser encontrados em [7].

Aqui, apresentamos as defini¢bes mais importantes para o nosso objetivo.

Defini¢ao 16.1.1. Um sistema (X,T) € dito unicamente ergédico se existe

uma unica medida p invariante de probabilidade.

Os odometros sao exemplos de sistemas unicamente ergddicos.
No caso do espaco {0, 1} os conjuntos mensuréveis sao os cilindros. Dado

[x]x um cilindro de tamanho k em {0, 1}, definimos a medida

A medida p é a tinica medida invariante de probabilidade para o odémetro
diadico.

Um homeomorfismo f : S' — S! que preserva orientacdo com nimero
de rotacao irracional, sem pontos peridédicos e que nao é topologicamente
conjugado com alguma rotagao irracional é chamado de homeomorfismo de

Denjoy. Um sistema de Denjoy é um homeomorfismo de Denjoy restrito ao
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seu unico conjunto de Cantor invariante. Mais sobre estes sistemas pode ser
encontrado em [5].

Em [4] pode ser encontrada a demonstragao do seguinte resultado:

Proposicao 16.1.2. Se (X, ¢) é um sistema de Cantor unicamente ergédico,
entdo existe uma equivaléncia orbital entre (X, p) e um sistema dindmico

formado por um odémetro ou entre (X, ¢) e um sistema de Denjoy.

Defini¢ao 16.1.3. Sejam (X,S,un) um espago de probabilidade e T uma
transformacao que preserva medida. T é fracamente misturadora se para todo

par de conjuntos mensurdaveis A e B, existe n € Z tal que
w(T™A)A) >0 e w(T ™A)(B)>D0.

O oddmetros nao sao fracamente misturadores. Veremos para o odometro
diddico ®. Considere os conjuntos [0] e [1], temos que ®([0]) = [1] e ®([1]) = [0]
e que [0] N [1] = 0. Entao, pra todo n € Z um dos conjuntos ®~"([0]) N [0],
o~"([0]) N [1] é vazio e, portanto, possui medida nula.

Um exemplo de transformacao fracamente misturada é a transformacao de
Chacén que foi criada por R.V. Chacén em 1969 [3]. Em [1] pode ser encontrada
uma construcao da transformacao de Chacén. Aqui apresentaremos a primeira
etapa da construcao.

Primeiro, dividimos o intervalo [0, 1] nos intervalos disjuntos [0, %) e [%, 1}.

2

Dividimos o intervalo {0, g) em trés partes iguais e dividimos o intervalo [%, 1]

nos intervalos [%, S) e [g, 1}. Este primeiro passo esta ilustrado na Figura 16.1.
I. 1
L J
0 1
L 1 1 \ L ] ]
L I 1 ! L I 1
0 2 a9 23 23 89 1

Figura 16.1: Primeiro passo da primeira etapa da Construgao da transformacao
de Chacén.[1]
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Agora, faremos uma torre com os intervalos destacados como na Figura
16.2.

2/ m— 40

23
40 213 819

2] e— 80
D) e— 40

48 213 . !

Figura 16.2: Segundo passo da primeira etapa da construcao da transformacao

de Chacén.[1]

Ao final da primeira etapa temos uma torre de intervalos com quatro
niveis e um intervalo separado. Na primeira etapa, definimos uma funcao que
leva o primeiro andar torre para o andar seguinte e assim por diante, como

ilustrado na Figura 16.3.

4] — 23

23 =—— e
i
20—
s 4/9
0 29 8/ 1

Figura 16.3: Fim da primeira etapa da construcao da transformagao de Chacon.

1]

A transformacao de Chacén é um sistema de Cantor unicamente ergddico
(veja [1]) e, portanto, existe uma equivaléncia orbital entre ela e um odémetro
ou a um sistema de Denjoy. Neste caso, a equivaléncia orbital serd com um
oddmetro, especificamente o odometro definido em {0, 1, 2}". Como, o odémetro
nao é fracamente misturador e a transformacao de Chacédn é, ndo existe uma

conjugacao entre a tranformagao de Chacén e o odometro.
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