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Resumo

GUGLIELMO, G. B.; Martinez Torres, David.. Cohomologia
de Fibrados Flag Homogéneos. Rio de Janeiro, 2021. 146p.
Dissertagao de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

Esta dissertacao tem como objetivo exibir uma féormula para célcular o
anel de cohomologia de um fibrado flag homogéneo de um grupo de Lie G
compacto e conexo. Para concluir o resultado é usado a cohomologia equivari-
ante, em particular, sua abordagem mais algébrica. Isto implica introduzir G*-
modulos e sua teoria equivariante, o que passa também por introduzir a dlgebra
de Weil, o modelo de Cartan e o homomorfismo caracteristico. A demonstragao
do resultado também esta fortemente baseada nas propriedades algébricas dos

toros maximais de G.

Palavras-chave
Fibrado flag homogéneo; Cohomologia equivariante; G*-mdodulo; Mod-

elo de Cartan.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912786/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912786/CA

Abstract

GUGLIELMO, G. B.; Martinez Torres, David. (Advisor). Coho-
mology of Homogeneous Flag Bundles. Rio de Janeiro, 2021.
146p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

The purpose of this dissertation is to present a formula for calculating the
cohomology ring of a homogeneous flag bundles of a compact and connected
Lie G group. To conclude the result, the equivalent cohomology is used, in
particular, its more algebraic approach. This implies introducing G* modules
and their equivalent theory, which also involves introducing Weil algebra,
Cartan’s model and characteristic homomorphism. The income statement is

also strongly based on the algebraic properties of the maximal torus of G.

Keywords
Homogeneous flag bundle; Equivalent cohomology; G* module; Cartan

model.
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1
Introducao

A cohomologia/homologia é um invariante topolégico muito importante,
pois admite uma natureza algébrica, uma teoria e uma estrutura, isto é, uma
axiomatica, que por muitas vezes torna razoavel ser calculada a cohomologia
de certos espacos topologicos. Para ter uma ideia disto, a cohomologia ¢
geralmente muito mais facil de ser calculada do que os grupos de homotopia.
Aqui, por axiomatica, estamos considerando os axiomas de Eilenberg-Steenrod
e 0 axioma de excisao talvez seja o que mais auxilia em alguns calculos e difere

do grupo fundamental.

Nesta dissertacao trabalharemos, sobre tudo, com uma categoria de
conjuntos topolégicos especifica, a de variedades diferencidveis. Nela seus
morfismos s@o mapas suaves. A cohomologia mais sugestiva de ser usada
neste caso ¢ a cohomologia de de Rham que, podemos ver que, ¢ isomorfa a
cohomologia singular. Para ser mais preciso, gragas ao teorema de de Rham,
sabemos que ha um isormofismo entre a cohomologia de de Rham de uma

variedade diferenciavel e sua cohomologia singular calculada sobre R.

O resultado que estamos buscando nesta dissertacao é uma féormula para
calcular o anel de cohomologia de de Rham de uma variedade diferenciavel
bem especifica, o fibrado flag homogéneo. Mas, para isso, faremos uso de outra

cohomologia, a cohomologia equivariante.

Na teoria de de Rham existem dois grandes resultados que nos motivam:
a formula de Kiinneth e o teorema de Leray-Hirsch. Ambos resultados intima-
mente ligados a teoria de fibrados e que nos dao uma féormula para se calcular

a cohomologia de certos tipos de variedades.

A férmula de Kinneth é um resultado interessante para se calcular a
cohomologia de fibrados triviais. Se tomarmos como hipdtese que M e F' sao

variedades diferenciaveis, tendo M uma cobertura finita, entao

H'M xF)= & H"(M)® HY(F)

ptq=n
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Capitulo 1. Introducio 10

ou simplesmente

H*(M x F) = H*(M) ® H*(F).

Na verdade, a hipdétese de M ter boa cobertura finita pode nao ser
necessdria, precisamos apenas de alguma hipétese de finitude. Gragas a [BT],

esta hipotese pode ser substituida por F' ter cohomologia de dimensao finita.

Ja o teorema de Leray-Hirsch esta mais proximo do resultado que obje-
tivamos. A ideia é calcular a cohomologia do fibrado a partir de informagoes
cohomoldgicas da base e da fibra. O teorema de Leray-Hirsch diz que se con-
siderarmos m : M — X um fibrado com fibra F' e supormos que X admite
boa cobertura finita, se houver classes de cohomologia global ey, ..., e, em M
que quando restrito a cada fibra geram livremente a cohomologia da fibra, isto
é, para todo b € X ijey,...,ite, (onde i : 71(b) — M ¢é a inclusao) é uma
base de H*(7~1(b)), entdao H*(M) é um moédulo livre sobre H*(X) com base

{e1,...,e.}, ou seja,
H*(M) ~ H*(X) @ R{eq,...,e,} ~ H(X) @ H*(F).

O resultado que visamos é parecido com este teorema, mas que admite
estrutura de algebra, nao apenas de médulo. Uma vez que no teorema de
Leray-Hirsher temos H*(M) escrito como combinagao de {ej,...,e.} sobre
H*(X), buscamos neste trabalho comprender também o produto dos termos

€1, ..., €r, OU seja, polindmios sobre H*(X).

Como comentado anteriormente, a ideia é calcular a cohomologia de um
fibrado a partir da cohomologia da base e de informagcoes cohomoldgicas da
fibra, mas como faremos isto exatamente no caso do fibrado flag homogéneo?
Bom, para comecar, consideremos G um grupo de Lie compacto e conexo e,
p: M — M/G um fibrado principal. Seja T' um toro maximal de G, isto é,
um subgrupo compacto, conexo e abeliano de GG que é maximal pela inclusao.
Em particular, como G é conexo, a algebra de Lie de T' é uma subalgebra de
Cartan. Além disso, temos uma acao natural de G em G/T', portanto, temos

bem definido o fibrado flag homogéneo como sendo

o]+ (M x G/T)/G = MG, pl([p,q]) = p([p])-

Contudo, ainda existe uma identificacdo do fibrado flag homogéneo com
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Capitulo 1. Introducio 11

M/T por meio de um difeomorfismo. Desta forma, pelo diagrama

onde 7 leva a érbita de T na orbita de G em M, temos que o mapa pullback
7*, nos garante um mapa da cohomologia de M/G em M/T. Este mapa que
nos permitird no futuro verificar que a cohomologia de M /T e, portanto, a

cohomologia do fibrado flag homogéneo é
H*(M/G)[Ula T 70—r]/[

onde I é um ideal gerado, nao diretamente, a partir da base do dual da alge-
bra de Lie de T, assim como cada varidvel o¢, ou seja, o anel de cohomologia
do fibrado flag homogéneo é um quociente de um anel de polinémios cujos

coeficientes estao no anel de cohomologia da base.

Compreender cada termo da férmula acima é bem complicado e nos dara
um pouco de trabalho. Uma das dificuldades é compreender que propriedades
especiais tem o toro maximal T que difere de um subgrupo de Lie ordinario
de G' que permite chegar na conclusao acima. Entretanto, mais trabalhoso e
longo que isso é o processo e as discussdes que nos levardao a esta férmula.
Boa parte desta dissertacao tem o propésito de construir e exibir uma teoria
desenvolvida inicialmente por Henri Cartan, a cohomologia equivariante, mais
precisamente sua abordagem mais algébrica, a cohomologia equivariante de
G*-moédulos, que nos permitird concluir a férmula para a cohomologia de

fibrados flag homogéneos.

Mas o que seria G*-médulo? Antes de responder esta pergunta é inte-
ressante explicar o porqué de expressarmos cohomologia equivariante de G*-
modulos e ndo simplesmente cohomologia equivariante. O motivo é que, como
veremos nesta dissertacdo, podemos considerar outra forma de cohomologia
equivariante. Vale ressaltar que, sobre certas condi¢oes, ambas as cohomolo-
gias equivariantes sao equivalentes. Este é o teorema equivariante de de Rham
e pode ser encontrado no apéndice deste trabalho. Iremos nomear esta outra
forma de cohomologia equivariante como sendo a cohomologia equivariante
topologica, ja que, sua construcao depende apenas de estruturas topolégicas

e variedades diferenciaveis. Esta cohomologia é um pouco mais simples de
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ser construida. A partir de um grupo de Lie G compacto que age livremente
em uma variedade M, na cohomologia equivariante topologica, denotada H,

espera-se que definamos H{ (M) como
HY(M/G),

o que tem sentido ja que M/G é uma variedade, por G agir livremente.
Porém, queremos englobar na definicdo nao apenas variedades em que G aja
livremente. Desta forma, para generalizar esta ideia, consideramos E um espago

topoldgico contratil em que G age livremente e assim, definimos
H{ (M) :=H"((M x E)/G).

E sempre possivel encontrar FE que satisfaga as condic¢oes, e a construcao
acima nao depende da escolha de E. Todavia, a cohomologia equivariante
topoldgica nao nos auxiliard muito para chegarmos na férmula da cohomologia
do fibrado flag homogéneo, ja que, ela carece de estruturas algébricas, pois nao
leva em consideragao as identidades geométricas/topolégicas provenientes da
acao de um grupo de Lie em uma variedade diferencidavel. Considerando g a
algebra de Lie de G, as identidades que estamos comentando sdo as equagoes
de Weil:

ity + tjt; =0
Lty — ;L = 15 = cijk
LiL; —L;L; =Ly = cfjﬁk
dv; + 1;d = L;
dl; — L;d =0
d>=0
Pao Liopy' = Ly,
Pa©Li® P, = LA

onde a € G, p, é a representacao de G em Q(M) induzida pela agdo de
G em M, d a derivada exterior, Ad a representacao adjunta, &, ---&, é
uma base de g, tg, = ¢; o produto interior e, por fim, para w € Q(M),
Liw = Lew = & (pexpre)|,_-
Entao, aqui podemos voltar a pergunta: o que sao G*-moédulos? G*-

moédulo é, basicamente, uma estrutura algébrica definida de forma a satisfazer
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as equacoes acima. Para ser mais preciso, comegamos primeiro com G um
grupo de Lie e g sua algebra de Lie. A partir de uma base &, --- &, de g,
podemos definir uma super algebra de Lie § := ¢g_1 ® go ® g1, com ¢g_1 0 espaco
vetorial gerado por ¢y, -+, t,, go 0 espaco gerado por Ly,--- , L, € g; 0 espago

gerado por d. O colchete é definido em termos desta base por:
[Li; Lj] =0

(L, 0] = cfj Lk

[ﬁi, L:J] = ijﬁk

[d, Li] = £z
(d,d] = 0.

Com isto, definimos um G*-moédulo como um super espaco vetorial A
com uma representacao linear de G em A e um homomorfismo § — End(A)

que satisfaz:

jtp(exp t€)],_, = Le

pla)Lep(a™) = Laaye

pla)iep(a™) = Lag,e
pla)dp(a™") = d.

E ainda, com uma construcao parecida, podemos definir uma G*-algebra
A como uma super algebra comutativa junto com uma representagao p de G
como automorfismo em A e uma acao de g como uma super derivagao de A
consistente com as equagbes acima. Repare que uma G*-algebra é uma super
algebra que ¢ um G*-médulo em que G age como um automorfismo e g como

super derivagdo. Um exemplo que satisfaz estas condigdes é justamente Q(M).

Definimos os morfismos nesta categoria como mapas lineares que comu-
tam com as derivagoes e com a representagao de G em A. Além disso, A sendo
um G*-modulo, ou, G*-algebra, admite estrutura de um complexo cocadeia

com operador fronteira d, assim definimos a cohomologia de A, H(A) como
H(A,d).

Nao surpreendentemente, no caso de Q(M) = A, a cohomologia H(A) é a

mesma que a cohomologia de de Rham de M.
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Como comentamos anteriormente, a cohomologia equivariante de G*-
modulos (ou G*-dgebras) nos possibilita trabalhar do ponto de vista puramente
algébrico e nos permite estudar estruturas mais simples. Neste sentido ¢
importante detectar de forma infinitesimal a condi¢ao da acao de G ser livre
para ver como ela age na cohomologia. Desta forma, é interessante trabalhar
com uma condi¢cdo um pouco mais fraca, a condicao de ser localmente livre.
Esta condi¢ao diz que a acao de G em M é localmente livre se para cada
0 # & € g, o campo vetorial que gera o grupo a um paramtro t — exp —t& de

transformacoes em M nunca desaparece. Ou seja,

€i1(a) = 9 ((exp —1€)) ()],

e &y(z) # 0 para todo x € M. Isto nos permite ter formas diferenciaveis

O, .-, 0" a partir de uma base &, --- , &, de g que satisfaz
10" = 60,

Estas sdo as conhecidas formas de conexao. Outras formas importantes sao as

formas horizontais que satisfazem para a =1,--- ,n,
Low = 0.

E interessante ver que, caso G seja compacto, temos uma métrica Riemanniana
na qual 7*M = C @ C*, onde C* representa as formas horizontais, é uma

separacao G-invariante, isto é, C' é G-invariante.

Desta forma, procurando generalizar e algebrizar este conceito, definimos
a condicao (C), isto é, dizemos que uma G*-dlgebra satisfaz a condicao (C) se
existem elementos 6 € A; que satisfazem 1,0° = §° e que o subespaco C C A,
gerado por estes elementos é G-invariante. Nomearemos esses elementos (6°)’s
como elementos de conexao. Vale ressaltar que se G é conexo, C ser G-

invariante é equivalente a satisfazer
L0 = —c,6°.
Quando G é compacto e age livremente em M temos o GG fibrado principal
T M— M/G.

O subcomplexo 7*Q(M/G) C Q(M) é o chamado complexo de formas
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bésicas. E possivel ver que w é uma forma bésica se ¢ G-invariante e tqw = 0.
Caso G seja conexo, a G-invariancia equivale a L,w = 0. Assim, novamente
generalizando o conceito, definimos os elementos basicos de um G*-médulo
A, denotado por Ap.s, 0s elementos que satisfazem, de forma semelhante, as
condicoes de uma forma basica. Isto nos garante uma outra cohomologia, a
cohomologia bésica

H(Aba37 d) = Hbas(A)'

A definicado de cohomologia equivariante de G*-modulos e G*-algebras
¢ semelhante a definicdo de cohomologia equivariante topolégica. Comegamos
considerando F uma G*-algebra aciclica que satisfaz a condigao (C). Definimos
a cohomologia equivariante de uma G*-dlgebra ou G*-modulo a partir do

subcomplexo basico A ® F, isto é,
Hg<A) = Hbas(A (24 E) = H((A & E)bas; d)

Em geral, quando escrevemos cohomologia equivariante de G*-mdédulos,
estamos nos referindo tanto a cohomologia equivariante de G*-moédulos como

a de G*-algebras, ja que suas defini¢oes sao semelhantes.

Para a definicao estar bem definida é necessario provar a existéncia de
E que satisfaca as hipdteses e que a definicao independe da escolha. Neste

sentido, a algebra de Weil
W= Ag") ® S(g7)

¢ considerada a G*-dlgebra aciclica mais simples que satisfaz a condicao (C).
Considerando zq,---,x, uma base de ¢*, podemos ver seus elementos de

conexao como sendo r1 ® 1,--- ,x, ® 1.

A simplicidade e descricao de W possibilita uma algebrizagao que, nao
so facilita, como, de certa forma, justifica o uso da cohomologia equivarinte
de G*-moddulos. Em outras palavras, com a estrutura algébrica de um G*-
modulo junto com a teoria desenvolvida pela algebra de Weil, garantimos uma
descri¢ao mais precisa da cohomologia equivariante. Para simbolizar isto, temos
uma descricao dos elementos horizontais de W como o grupo de simetrias de

g* ou, simplesmente, polindomios em C com variaveis em Wp,,., ou seja,
_ 1 ny __ *
Whor—c[ﬂ s ] _S(g )7

onde y' sdo os chamados elementos de curvatura que sio elementos de grau 2
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em W que satisfaz que ¢;u’" = 0.

De onde surge a pergunta: o que a descri¢ao acima nos auxilia no calculo
de (A®W )pas? Aqui entra o isomorfismo de Mathai-Quillen. Considere primeiro

B um G*-moé6dulo e A um W*-médulo, isto é, um G*-mdédulo em que o mapa
WRA—A w®a— wa

¢ um morfismo de G*-moddulos. Podemos criar um automorfismo de A ® B
que leva (A ® B)por em Ay, @ B, este é o isomorfismo de Mathai-Quillen.
Este isomorfismo leva L¢ em L¢, porém deixa a derivacdo d um pouco mais

complexa, isto é, d é levado em
Zd—,uk@Lk—I—@k@Ek
K
onde 6% sdo elementos de conexdo e p* elementos de curvatura de W.

Como 6% sdo as formas de conexdo, considerando A = W, temos que o

mapa de Mathai-Quillen garante o isomorfismo
(W @ B)pas — (S(g%) ® B)G'

Desta forma, damos origem ao modelo de Cartan para a cohomologia

equivariante de B que considera o espaco
Ca(B) = (S(¢") ® B)®
e o operador diferencial
dg : Cg(B) — Cg(B), de=1®dg — u* ® t,.
Portanto, o isomorfismo de Mathai-Quillen garante que
H* (W & B)ras), d) = H*(Ca(B), dc)

Mas o que realmente ganhamos com estd nova representacao? Para

comegar, é importante para o nosso resultado final que identifiquemos
Ha(QUM)) = H*(M/G).

Ora, mas com a nova identificagdo podemos provar que se A é um W*-médulo
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aciclico e F uma W*-4lgebra aciclica entao
H (A® E)pas) = H* (Apas)-

Assim, como as formas bésicas em (M) sao difeomorfas a Q(M/G), temos a
identificagdo que queremos. Além disso, ainda gracas a este teorema, é imediato

que se E e F sao G*-dlgebras aciclicas que satisfazem a condic¢ao (C), entao
Hp (A® E) = Hp (A® F),

mostrando, assim, que a definiciko da cohomologia equivariante de G*-

modulo/dlgebra estd bem definida.

Todavia, o beneficio de usar o modelo de Cartan nao acaba por ai.
Podemos identificar o modelo de Cartan como um bicomplexo e, assim, caso
G seja conexo, podemos identificar o primeiro nivel da sequéncia espectral do

bicomplexo
Cri(sP (") & A1)

COo1mo

SP(g")" @ HI™P(A).

Isto nos permite provar muitas coisas, como o fato de que se um morfismo
de grau 0,
p:A— B,

de G*-médulos induz um isomorfismo na cohomologia standard, ele também
induz um isomorfismo na cohomologia equivariante. Mas ainda, gracas a teo-
ria de sequéncias espectrais de complexo duplo, sabemos que a cohomologia do
limite da sequéncia espectral é uma versao graduada da cohomologia equiva-
riante, desta forma, se temos um isomorfismo no primeiro nivel de sequéncias
espectrais, temos um isomorfismo entre as cohomologias equivariantes. Assim,
considerando GG um grupo de Lie compacto e conexo, dado K um subgrupo de

Lie de G e A um G*-modulo, se provarmos que
S(g) — S(k)*
é um isomorfismo e, portanto,

S(g")¢ @ H(A) — S(k*)X @ H(A)
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é um isomorfismo, temos que
Hg(A) — Hik(A)
¢ um isomorfismo.

Entao, considerando T" o toro maximal de GG e WW o grupo de Weil, gracas

ao teorema de Chevalley que diz que
S(g*) — S(t*)" é um isomorfismo,
temos que
Sk = S(t)Y = 8(g)°,

onde K é o subgrupo de GG normalizador de T'. Assim, é possivel provar que
Ho(A) = Hr(A)Y e Hg(A) ®sp-yw S(t*) = Hy(A).

Por fim, usando o isomorfismo acima, o isomorfismo de H*(M/G) e
H*(M/T) induzida pela submersao

Tm: M/T — M/G,

que é, basicamente, o mapa do fibrado associado e, ainda, usando os mapas de

Chern-Weil (ou simplesmente, homomorfismo caracteristico)
kg S(g7)¢ — H*(M/G) e kp:SE)Y — H*(M/T)

prova-se que:
H*(M/T) = H(M/G)[o",- - ,0"]/1

onde, para x!, -+ 2" uma base de t* e p;(x!,---2") i =1,--- |k geradores de
S(t*)", temos que 07 = kp(2?) e I é o ideal gerado por 7*(¢;) —pi(at, -+ ,07),

com ¢; = kg (p1).

Esta dissertagao tem como objetivo fazer a construgao acima detalhada,
exibindo as defini¢oes e construgoes minuciosamente até chegarmos na férmula
para a cohomologia de fibrados flag homogéneos. Como o leitor podera ver, a
maior parte do trabalho é alto contido, estando as construgoes feitas se nao
no texto corrido, no apéndice. Apenas alguns resultados, como o teorema de

Chevalley, serao apenas mencionados e nao provados.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912786/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912786/CA

Capitulo 1. Introducio 19

No capitulo 2 sao apresentadas definicbes e algumas construgoes preli-
minares no sentido de serem estruturas basicas para o trabalho. No capitulo
3, é feita uma breve motivacao para o trabalho e é apresentada a cohomolo-
gia equivariante topologica. No capitulo 4, sao provadas as equagoes de Weil.
No capitulo 5, sdo definidos G*-mddulos/algebras, a cohomologia equivariante
referente e a condigdo (C). No capitulo 6, é introduzida a algebra de Weil
e algumas de suas estruturas, enquanto que, no capitulo 7, é apresentado o
isomorfismo de Mathai-Quillen, o modelo de Cartan e é feito com detalhes o
homomorfismo caracteristico. Por fim, no capitulo 8, usando a teoria de sequén-
cia espectral de complexo duplo que estd no apéndice, provamos o resultado

principal do trabalho, a formula para a cohomlogia do fibrado flag associado.
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2

Preliminares

2.1
Cohomologia de de Rham

Sejam M uma variedade diferenciavel e T*M := UMT » M seu fibrado
pe
cotangente, isto ¢, a uniao dos espagos cotangentes a cada ponto p € M.

Podemos entender os espagos vetorias Q(M) e QF(M) da seguinte forma:

QN (M) :={a: X(M) — C°(M) | a € C°(M) — linear},
(k)
QF (M) =B X(M) x - x X(M) = C=(M)

p e C®°(M) — linear

e alternado

onde X(M) é o conjunto dos campos vetoriais C* em M. Diremos, neste caso,
que « ¢ uma l1—forma e § uma k—forma. Esta definicdo nos garante uma
estrutura de algebra graduada onde o produto é comutativo no sentido gradu-
ado, isto ¢, [v1,7] =71 72 — (=1)9ys -y = 0se v € Q(M) e v € QI (M).
Em geral, nos refirimos ao produto como produto wedge e escrevemos A = -.
Entretando, podemos ver de outra forma a construcao de toda esta estrutura

que, de fato, é equivalente. Comecamos entao por definir uma 1—forma:s:

Diremos que w é uma 1—forma em M se w : M — T*M é uma secao suave
do fibrado cotangente 7 : T*M — M. Dada uma carta local (V,z! - z")

em M, para todo p € V', podemos escrever a 1—forma w em p como

Wp = Z a;(p)da’
i=1 P
onde {dz',--- ,dx"} é a base dual de {%, cee %} em cada ponto p € V.
O conjunto das 1—forma nos da uma estrutura de espago vetorial
denotada por Q' (M) (= T'(A'T*M)).
Dado «, 8 1—formas em M, definindo o produto wedge a A 5 de forma
que

(A B)(v1,v9) = a(v1)B(v2) — alv2)B(v1).
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Isto nos dé uma estrutura de produto, além da construcao de uma 2—forma
de M. Indutivamente, «, 3, i, j—formas, respectivamente, temos que o produto

wedge das duas ¢ dado de tal forma que

(Oé A 5)(?117 T 7Ui+j> = Z(sgn U)a(vo(l)), T 7%(@‘))5(%(1'“)7 s an(i—i-j))-

Produzindo uma (i + j)—forma e nos permitindo definir o espaco vetorial
QFI(M) = T(AT*M) dado pelas (i + j)—formas.

Assim, temos a estrutura de algebra graduada dada por

(M) =

b 04(M)

onde Q°(M) = C>(M).

Se a € QY(M) dizemos que a tem grau i, ou, simplesmente escrevemos
deg a = i. Além disso, podemos escrever Q(M) em vez de Q*(M) quando nao
estivermos preocupados com o grau das formas e, o nomeamos de complexo

de de Rham de M.

O operador diferencial
d:QIM) — QU (M)

¢ uma derivacao de grau 1 e, portanto, uma derivagao de grau impar. Ele,

localmente, satisfaz o seguinte:

— se f € Q°M entdo df = Y 2hda

—sew =Y fldx! =Y df'dz’, onde I representa um superindice.

Uma propriedade importante do operador d é que ele ¢ uma antideriva-

¢ao. Provemos isto no lema:

Lema 2.1.1
dlaAB) = (da)ANB + (=1)%a Adp.

Prova: Basta verificar localmente. Sejam
a = frdxy, B =gsdx,
Assim,

d(a VAN 6) = d(f[gj)dlfj A dIJ == (df[)ngfL‘[ VAN dl‘j + f[dgjd.lfj A dIJ ==
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= (da) A B + (1) A dB.

O produto no complexo de de Rham é sempre o wedge, entao assim como
as notacoes de produto em geral, ocultaremos o wedge. Portanto, em vez de
escrever a A [3, escreveremos apenas 3.

Provemos agora o seguinte:

Teorema 2.1.2
d> =0
Prova: Basta verificar localmente. Considere g € Q°(M).
2

g =d(Y 99 1) = 3 P9 . da.

L 8$k kil 8:clﬁxk

. . . . . . 2
Assim, pela antissimetria de d e simetria de 8869 , d’¢g = 0, logo
L10T

d*w = d*(g;dx;) =0 e d* = 0. m

Podemos entao definir:

Definicao 2.1.3 A cohomologia de de Rham de grau k de M € dado por
Hp p (M) = {k-formas fechadas} /{k-formas exatas}

onde w € Q¥(M) é uma forma fechada se dw = 0 e, além disso, é dita exata
se w = df com 3 € QY (M). Perceba que nesta cohomologia, o operador

fronteira é o operador d.

Se nao houver dividas quanto a cohomologia usada, ou, nessecidade de
expressar qual cohomologia esta sendo empregada, para simplificar a notacao,

iremos suprimir o subindice e escrever simplesmente H*(M) ou H*(M).

Considerando M, N variedades diferenciaveis, dado um mapa f : M — N
C>, seu pullback f* : Q*(N) — Q*(M), comuta com o operador d, como
podemos ver em [Tu]. Por isso, mapas na categoria de variedade diferenciaveis
induzem mapas no sentido oposto em suas cohomologias. Em outras palavras,

o funtor * é contravariante.

Vejamos um resultado importante e interessante sobre a Cohomologia de
de Rham.
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Como em geral em cohomologias, a Cohomologia de de Rham ¢ um
invariante homoto6pico. Para ser mais preciso, por [BT], considere o seguinte

teorema:

Teorema 2.1.4 (Axioma de Homotopia para Cohomologia de de Rham)

Mapas homotopicos induzem o mesmo mapa na cohomologia.

O uso do termo axioma ja nos indica que o resultado é uma propriedade
esperada para a cohomologia. Na verdade, ele ¢ um dos cinco axiomas de
Eilenberg-Steenrod, que sao um conjunto de propriedades esperadas em uma
cohomologia/homologia. Os axiomas sao: Homotopia, Excisdo, Dimensao,
Aditividade e Exatidao. Vale observar que o axioma de aditividade em nosso

caso sera visto na formula de Kiinneth (teorema 3.0.1).

Um resultado imediato do axioma de homotopia do teorema anterior
é que duas variedades com o mesmo tipo de homotopia tem a mesma coho-
mologia e, portanto, se Z é um retrato de deformacgao de M, entao Z e M
tém a mesma cohomologia. Em particular, se M ¢é contratil, a cohomologia de
M é trivial para grau maior que 0 e R para grau 0, ou simplesmente, como
também iremos dizer, M ¢é aciclico. Repare que também fazemos uso de que
a cohomologia de de Rham de um ponto ¢ trivial para grau maior que 0 e R

para grau 0. Este ¢ o axioma de dimensao.

Podemos concluir também o famoso Lema de Poincaré. Pelas ideias
acima, temos que H*(R") = H*(p) onde p é um ponto qualquer em R" ou de
forma mais geral, H*(M x R") = H*(M). O Lema de Poincaré esté de acordo

com a formula de Kiinneth (teorema 3.0.1) ja que
H*(M xR") = H*(M) @ H*(R")
também verifica o resultado.

2.2
Grupos de Lie e Fibrado Principal

Antes de comecarmos a falar sobre fibrados, facamos algumas conside-
racoes sobre grupos de Lie. Em geral, se G é um grupo de Lie, usaremos a

notacao g para representar sua algebra de Lie.

Definicao 2.2.1 Um grupo G é dito grupo de Lie se tem uma estrutura de

variedade diferencidvel na qual as operagoes

p:GxG—= G, p(a,b) = ab
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sao C.

Nos grupos de Lie, temos agoes naturais de GG sobre si mesmo, dadas
pelas translagoes a direita e a esquerda, isto ¢, dado a € G, L, : G — G com
L,(b)=abe R,: G — G com R,(b) = ba, ambas sendo aplicagdes C*°.

Os fibrados tangente e cotangente de G podem ser trivializados através
das translagoes, pois, dado a € G, L, é claramente um difeomorfismo, ou
seja, d(L,) é um isormofismo entre T1G e T,G. Desta forma G x T'G — TG
¢ um difeomorfismo. De forma andaloga, para o fibrado cotangente, a trans-
posta d(L,-1)7 : TYG — T¢G é um isomorfismo e define o difeomorfismo

G x TYG — T*G. O mesmo vale para a translacao a direita.

Um campo vetorial £ em G é dito invariante a esquerda se para todo
a € G, (Ly)& = & isto &, d(La)p({(b)) = &(ab) para todo b € G. A
definicdo é andloga para campo invariante a direita. Repare que os campos
invariantes sao determinados pelos seus valores no elemento neutro e € G,
pois &(a) = d(Ly)e(€(e)). Ou seja, cada elemento em T,G determina um tnico

R o conjunto dos

R

campo invariante a esquerda (ou a direita). Denotemos inv
campos invariantes a direita. Como (R, ). ¢ linear, o conjunto inv™ é um espago

vetorial. Mais do que isso, é claramente isomorfo a T.G.

Definicao 2.2.2 Uma dlgebra g é dita uma dlgebra de Lie se sua opera¢ao
de produto, denotada [-,-] (ou simplesmente o colchete de Lie), satisfaz as

sequintes propriedades:

— Antissimetria. [€,(] = —[(, €], §,C € ¢
— Identidade de Jacob. [€,[C,n]] = [[§,C).n] + [C. [€n]], & Cm € g

Em [Mar] temos o seguinte:

Lema 2.2.3 Sejam & e ( campos invariantes a direita num grupo de Lie G.
Entdo o colchete de Lie [€, (] € invariante a direita. O mesmo vale para campos

invariantes a esquerda.

Definicao 2.2.4 Definimos entao a dlgebra de Lie de G, g, como 0s campos

R

invariantes a direita, inv', com a operag¢do de colchete de Lie como produto.
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As defini¢oes de G e g nos permite uma representacao natural de G em
g, dado pela representagdo adjunta. Podemos construir, para todo a € G, a
funcio ¢, := L, o R,-1, dessa forma, para b € G, c,(b) = aba™!. Definimos
entdo a representacao adjunta Ad : G — GL(g) de G em sua algebra de Lie g

como:
Ad(a) =d(cy)e = d(Lgo Rg-1)e = d(Rg-10 Lg)e = (dRy-1)q © (dLy)e.

Estamos mais preparados agora para estudar as estruturas de fibrados

que queremos.

Uma submersdo sobrejetiva 7 : M — X é um fibrado, (localmente
trivial), com fibra F' se, para todo p € X, existe vizinhanga aberta U C X de

p e um difeomorfismo &y tal que

7 }(U) = UxF
U 7 U

¢ um diagrama comutativo, onde 7 é a projecao na primeira coordenada.
Dessa forma, dada uma cobertura {U,} de X e difeomorfismos que preservam
a fibra @, : 7 1(U,) — U, x F, temos que para todo p € X, se p € U, N Up
(Ua, Us € {Uy,}), entao
. -1
¢aﬂ(p) - (I)aq)ﬁ ‘{p}xF

pertence ao subgrupo dos difeomorfismos de F', ou simplesmente Dif f(F).

Seja H < Dif f(F') um subgrupo. Diremos que 7 : M — X tem grupo
estrutural H se existe cobertura {U,} de X e difeomorfismos {®,} tal que
ba3(p) € H para todo p € U, N Uz com U,, Uz € {U,}.

Um fibrado principal pode ter uma definicao mais geral que independe
de uma estrutura diferencial, como em [Hus| que considera apenas grupos

topoldgicos. No nosso caso, consideraremos grupos de Lie, isto é,

Definicao 2.2.5 Seja G um grupo de Lie. Um fibrado é chamado de fibrado
principal se sua fibra é G e seu grupo estrutural é GE, onde G .= {R, : G —

G | a € G}, ou seja, o grupo das translagoes a direita.

Repare que temos um isomorfismo canénico entre G e G¥, portanto,

podemos escrever, sem perda de generalidade, o subgrupo estrutural como
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sendo o proprio G.

Teorema 2.2.6 Se 7w : M — X é um fibrado principal com fibra G, entao
G age livremente em M, isto é, se p define a acio de G em M, sea € G e

p(a)p = p para algum p € M entio a = e ( identidade do grupo G).

Para simplificar a notagdo, escreveremos simplesmente ap em vez de p(a)p.

Prova: Considere uma trivializagao local ®, temos entdao 7' (U) X U x G. A
acao de G em M é dada por agdo canonica de G em X x (G. Assim, sejam
p € M ®(p) = (v,b) € X xG e a € G. Temos que P(ap) = (v, R,b) e
(v, R,b) = (v,b) se e somente se a = e, onde e ¢ o elemento neutro de G.

Assim, o resultado segue. [ ]

Definicao 2.2.7 Um subgrupo de G, H < G, é um subgrupo de Lie se H é
uma subvariedade imersa de G tal que as operagoes p e i restritas a H sdo C*

em relacao a estrutura de H herdada de G.

Em [Mar] podemos ver que se H é um subgrupo fechado de G, entao H
é um subgrupo de Lie, ao mesmo tempo que se H < GG é um subgrupo de Lie

mergulhado, entao H ¢é fechado.

Outro resultado importante que temos é o seguinte:

Teorema 2.2.8 Suponha que H seja um grupo de Lie que age livremente em
M. Se existe uma estrutura de variedade em M/H tal que m: M — M/H é

uma submersao, entdo ela € unica a menos de difeomorfismo.

Prova: A prova deste teorema é razoavelmente simples. Considere o seguinte

P

(M/H), (M/H)s.

diagrama

onde (M/H); e (M/H)s representam apenas atlas diferentes de M/H. Para
garantir o teorema basta verificar que o mapa identidade Id é C*°. Ora, mas
isso é imediato, basta lembrar que, localmente, Id é a composicao de segoes

locais suaves com 7, logo o resultado segue. [ ]
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Vale observar que o teorema ¢ mais geral, s6 usamos na prova que
M/H admite estrutura suave tal que 7 é uma submersao. Desta forma, se
considerarmos que M/ ~ admite uma estrutura tal que 7 é uma submersao,

o resultado ¢ valido para qualquer que seja a relacao de equivaléncia ~.

Agora, talvez mais forte que o resultado anterior, temos o teorema:

Teorema 2.2.9 Se G é um grupo de Lie e H < G é um subgrupo fechado,
entao existe uma estrutura de variedade em G/H compativel com a topologia

quociente na qual a proje¢io candénica ©: G — G/H é uma submersao.

A demonstracao deste teorema é extremamente técnica. A dificuldade
maior estd em provar que G/H é localmente Euclidiano e que conseguimos
obter uma cobertura via sistema de coordenadas para G/H. Entao podemos
dividir a demonstra¢do em duas partes, a primeira é mostrar que G/H tem
base enumeravel e tem a propriedade de ser Hausdorff. O que, com um pouco
de trabalho, podemos mostrar que é consequéncia do mapa 7w : G — G/H ser

aberto.

A segunda etapa da demonstragdo é mostrar que G/H é localmente
Euclidiano e que é possivel cobrir G/H por um sistema de coordenadas. A
prova disto nao é nada simples e usa inicialmente o teorema de Frobenius
para construir abertos e mapas que nos permitird verificar que G/H é uma

variedade e m : G — GG/H uma submersao.

Como falamos, a prova é um pouco técnica e longa, entdo, para nao
atrapalhar o fluxo deste trabalho, convido o leitor a conferir a prova do

resultado no apéndice A.

Perceba que de forma analoga ao teorema 2.2.8, a estrutura diferenciavel

de G/H que satisfaz o teorema ¢é tinica a menos de difeomorfismo.

Ja vimos que se m : M — X é um fibrado principal com fibra G, entao
G age livremente em M. Agora, o que procuramos saber é o contrario, para
ser mais preciso, sobre que condi¢oes G agir livremente sobre M nos gera um

fibrado principal. Entao vejamos o seguinte teorema:

Teorema 2.2.10 Seja G um Grupo de Lie compacto que age livremente em
uma variedade M, entao M /G € uma variedade e m: M — M /G é um fibrado
principal com fibra G.
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Uma outra forma de escrever 7 : M — X um fibrado principal com fibra
e grupo estrutural G é simplesmente 7 : M — X um G-fibrado principal.

Ou seja, no caso do teorema anterior, 7 : M — M /G é um G-fibrado principal.

Daremos uma ideia da demonstracao do teorema 2.2.10. Primeiro ten-
temos ver G mergulhado em M através de sua Orbita em um ponto, isto é,
seja p a acdo de G em M, isto nos gera um mapa o de G x M em M tal que
ala,p) = p(a)p. Este mapa é suave pois a agdo de p é suave. Assim, fixando
p € M, temos que o mapa «, : G — M tal que a,(a) = p(a)p, também é

suave. Afirmamos que este é um mergulho de G em M.

De fato, repare primeiro que «,, ¢ injetivo, consequéncia imediata da acao
de G ser livre. Outra consequéncia da acao ser livre é a imersao, mas esta nao
é tao direta. Seja £ € g = T,G, onde g é a algebra de Lie de G, tal que
=0

t=0

d
d(@)e(§) = 0= —a(expte)(e)
mas %a(eXptﬁ)((i)‘tzo = 0 = £ = 0 pois a agao é livre. Caso contrério,

existiria uma vizinhanga de 0 tal que a(expt£) é constante nessa vizinhanga.

Assim, como a translacao é um difeomorfimos, temos o resultado, isto é,

como claramente av(q), = o, © Ry, dado x € T,G, temos que

A(@)a(x) = (0 © Ryuy)e © (AR (o)) oy (1) = 0.

E como, pelo feito anteriormente, d(cy, 0 R,)). € injetivo, d(a)q.(x) € injetivo.

Vale comentar que essa construgdo garante que se a acao de G em M ¢é

livre, a acdo de G em M é localmente livre (definigao 5.3.1).

E por fim, como G ¢ compacto e M ¢ hausdorff, a;, ¢ um homeomorfismo
sobre sua imagem e portanto, um mergulho de G em M. Chamemos de G - p

a imagem de G por .

Temos entao que G - p é uma subvariedade de M, entao centrada em p,
existe uma vizinhanca no qual ha um sistema de coordenadas xi, ..., x,, tal
que r; = ... = xp = 0 quando restrito a G - p, sendo m a dimensao de M
e k a dimensao de G. Considere ¢t uma secao transversal de G - p, ou seja,
neste sistema de coordenadas xp,, = ... = x,, = 0 quando restrito a ¢t. Assim,

considere um mapa 3 : G x t — M com f(a,u) = p(a)u, o que nada mais é
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que o mapa avaliacao restrito a ¢.

Note que, como G age livremente em M e em particular em p, por
[DK] existe uma vizinhan¢a de p em M que é G-invariante, isto é, existe
uma vizinhanca U da orbira de p, G - p, que é G-invariante. Diminuindo a
vizinhanga U mencionada acima se necessario, também por [DK], existe um
difeomorfismo dado por ( entre a interse¢ao de uma vizinhanga de p com ¢, e
U, isto é, no sistema de coordenadas locais centrada em p, existe B(0,d) C R™
tal que t[6] =tN B(0,6) e 5: G x t[0] - U C M é um difeomorfismo. Assim,
G x t[0] = U e portanto, 7(U) = U/G = t[d].

Assim, temos que 7(U) =: T é uma vizinhanga aberta de 7(p) em M/G
e também, T = ¢t[§]. Consideremos a maximilizagdo de {Y, | p € M} como
o atlas de M/G. Mostremos que a mudanca de cartas é C*. Para fazer isso,
iremos usar fortemente a relacio T = t[0]. Sejam Yy, Yy cartas em M/G.
Isso nos gera vizinhancas Uy, U em M e segoes tq, 1y associadas. Assim, por
construgao, estudar a mudanca de cartas Ti,Ty é o mesmo que estudar a
transicao entre a parte de t; que estda contido em U; para a parte de t, que

esta contido em Uy, ou seja, t;1 N Uy — to N Uy

Ora, mas t; NUy é uma imersao injetiva em G X (t; NUy) através do mapa
z — (e, 2) e, por construcao, G x (t; NUsz) = Uy NUs. De forma analoga, temos
um mapa C* de t, N Uy em Uy N Us. Logo

tlﬂUQHUlﬂUQiGX(tgﬂUl)ﬂ)tQQUl,

onde my é a projecdo na segunda coordenada, é uma composicao de mapas
C°, portanto C'°.

Concluimos entao que M/G é localmente Euclidiana e tem estrutura
diferencidvel, como M/G ¢é Hausdorff e tem base enumeravel (a prova disto
é analoga ao feito no teorema 2.2.9 no apéndice A), temos que M/G é uma

variedade diferencidvel.

Temos que mostrar agora que © : M — M/G é C*. Ora, mas
consideremos novamente U vizinhanga G-invariante de G-pe T = n(U) = t[d].
Chamemos de 1 o difeomorfismo entre T e ¢[d]. Assim, restrito a U temos a
igualdade

m= o (ldx1)om
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pelo diagrama comutativo

(l]—ngt[d]MGxT
T T

Id

Como a composicao é C*°, m é C*. E finalmente, como as fung¢oes de transicao
também podem ser dadas como composicao de mapas suaves como acima,

elas sdo C*. Logo 7 : M — M /G é um G-fibrado principal como queriamos.

Vale comentar que na construgdo acima consideramos a agdo de G em

M pela esquerda, todavia a construcao é analoga para a acao pela direita.

2.3
Fibrado Associado e Fibrado Flag Homogéneo

Agora, considere 7 : M — X um G-fibrado principal e uma acao de G
em uma variedade diferenciavel F'.

Temos entao uma agao natural a partir da diagonal de G X G em M x F,
ou, simplesmente uma agao de G em M x F' dado por a(p, q) = (pa,a"'q) onde
a€Gel(pq) € MxF. Essaacao é claramente livre, pois a acdo de G em M

0 é, e define uma relacao de equivaléncia em M x F.

Definicao 2.3.1 Sejam m : M — X um fibrado principal com fibra G e que
G age em uma variedade F' pela esquerda. Definimos o fibrado associado como
sendo [r]: P= (M x F)/G — X, que tem como fibra F'.

Repare que esta construgao estd bem definida pois se (p, q) ~ (s,t) em P,

entao p e s estao na mesma fibra em M, logo [7](p, q) = 7(p) = w(s) = [x7](s, t).

Sejam 7 : M — X um G-fibrado principal e G/H um espago homogéneo
de G. Temos uma agao natural de G em G/H pela multiplicacdo, entdao caso
G/H tenha uma estrutura de variedade, recaimos nas hipoteses da definigao

de fibrado associado, nos permitindo definir:

Definicao 2.3.2 Um fibrado homogéneo é um fibrado associado no qual a fibra
¢ G/H, onde H é um subgrupo de Lie de G, isto é, F = G/H.

E suficiente que o subgrupo H seja fechado para que G /H seja uma
variedade, entao poderiamos definir o fibrado homogéneo diretamente supondo

que H é fechado, assim como em [Mar].
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Vale ressaltar que, em geral, iremos trabalhar considerando G um grupo
de Lie compacto (e conexo), desta forma, pelo G-fibrado principal 7 : M — X,
temos que M /G é uma variedade e podemos identificar de maneira natural, X
e M/G, isto é,
X = M/G.

Assim, podemos considerar um G-fibrado principal simplesmente como
m: M — M/G. Além disso, considerando G compacto, temos que H também é
compacto e age em M pela restrigao, portanto, M/H também é uma variedade.
Mas nao uma variedade qualquer, afirmo que ele é um fibrado associado

homogéneo, isto ¢, dado
[r]: P=(M xG/H)/G - M/G
o fibrado associado homogéneo, temos que
(M xG/H)/G= M/H.

De fato, defina 1¢/i a origem de G/H. Consideremos o diagrama

M— o qym (2.3.1)
M/H (M x G/H)/G

onde ¢([p]) = g2 0 (Id X 1g/u)(p) = [p - lg/u). O mapa estd bem definido
independente da escolha do elemento na classe de p pois, se x € [p] entdao
& = pu para algum u € H. Logo, [z - lg/u| = [pu - lg/u] = [p - ulg/u) =
p-1g/u) € (M xG/H)/G.

Temos que mostrar agora que o mapa é uma bijecao. Mostremos primeiro
a sobrejetividade. Considere [z - 2] € (M x G/H)/G. Pela estrutura de grupo,

existe a € G tal que a™'z = 1g/p. Ou seja,
[z-2] = [2-alg/u) = [2a - 1g/u] = [p - 1a/H]
se p = za~'. Logo, [z x] estd na imagem do mapa. Resta provar a injetividade.

Se [p-lg/u] = [x-1g/u], entdo existe a tal que z = pae a™ - 1g/m = lg/u.

Logo a € H e [p] = [z], provando assim a injetividade.

Logo o mapa ¢ é bijetivo. Além disso, o mapa é feito de forma que
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o diagrama 2.3.1 seja comutativo. Mas ambas as agoes sao suaves, portanto
é possivel ver que o mapa ¢ é suave. Porém, mais do que isso, afirmo que
esse mapa é um difeomorfismo. Em [Mar]|, o autor faz a passagem de forma
semelhante a que construimos acima (no sentido oposto), onde nos garante o
difeomorfismo, isto é, M /H é difeomorfo ao fibrado associado homogéneo, ou

seja,

M/H = (M x G/H)/G.

Assim, podemos simplificar o fibrado associado pelo diagrama

M

VNS
= M/H.

M/G

Um exemplo importante de subgrupo de Lie de G fechado é o toro

maximal.

Definicao 2.3.3 Um toro T é um grupo de Lie compacto, conexo e abeliano.
Se o toroT' € um subgrupo de Lie de G, dizemos que T ¢ um toro em G. Em
particular, se T nao estd contido propriamente em nenhum outro toro em G,

dizemos que T' € um toro mazimal em G.

Vale ressaltar duas observagoes, caso G seja compacto, G admite toros
entre seus subgrupos, incluindo o toro maximal. Mais ainda, caso G seja
compacto e conexo, temos que o toro maximal 7" é um subgrupo de Cartan,
isto é, tem como algebra de Lie uma subdlgebra de Cartan, ou seja, se t é
a algebra de Lie de T, entao t é nilpotente e ele é seu proprio normalizador
(se £ € g, entao [,t] € t se, e somente se, £ € t). De fato, por [Mar|, como
G é compacto, se u C g é uma subalgebra de Cartan, entdo u é abeliana
maximal. Como ¢ é conexo e uma subalgebra de Cartan de g é maximal, ¢
estd contido inteiramente em uma subdlgebra de Cartan, a denotemos por w.
Portanto < expu > ¢é um grupo abeliano e conexo contido em G. Mas G ¢
compacto, portanto o fecho de < expu > também estd em G, além de ser
conexo e abeliano. Logo, o fecho de < expu > é um toro que contém 7. Como

T é maximal, temos a igualdade e portanto t = u.

Podemos, agora, definir o seguinte fibrado:

Definicao 2.3.4 Seja G um grupo de Lie compacto e conexo. Um fibrado flag
homogéneo é um fibrado homogéneo no qual H =T, isto €, a fibra do G-fibrado
¢ G/T, onde T é o toro mazimal de G.
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Considerando entdao o fibrado principal como sendo p : M — M/G o

diagrama

m=(p]
ilustra bem o comportamento do fibrado flag homogéneo, temos que o mapa

7 projeta a 6rbita de T' em M na oOrbita de G em M como uma submersao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912786/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912786/CA

3

Cohomologia de Fibrados

Neste capitulo vamos dissertar sobre a cohomologia de fibrados. Mas,
muito mais do que isto, este capitulo, de certa forma, vai motivar o resultado

que buscamos neste trabalho.

Um dos primeiros resultados que podemos observar ao estudar a coho-
mologia de fibrados vetoriais é a formula de Kiinneth que podemos ver em

[BT], o enunciado diz o seguinte:

Teorema 3.0.1 (Férmula de Kiinneth) Seja M uma variedade diferencia-

vel que admite boa cobertura finita e seja F uma variedade diferencidvel. Entao

H' M x F)= & H"(M)® HI(F).
p+g=n
A hipétese de M ter boa cobertura finita pode ser omitida se supormos

que F' tenha cohomologia de dimensao finita.

O resultado pode parecer nao tao interessante na perspectiva de fibrados
por se restringir a fibrados triviais, porém, mais geralmente, esta férmula pode
facilitar o calculo da cohomologia de variedades que poderia ser mais dificil

diretamente.

Exemplo 3.0.2 Considerando que a cohomologia da esfera S™ € igual a R nos

graus 0 e n, e 0 nos outros graus, calculemos a cohomologia de St x S3.

H"S'x S = @ HP(S*) o H(S') =

p+g=n
Entao,

HO(S' x§*) = H'(S") ® H'(S?) = R®R = R,
H'(S' x$*) = HY(SYHY @ H'(S*) @ HO(SY) @ H'(S*) = (RO R) & (R®0) = R.

Como a cohomologia de graus 1 e 2 de S* ¢ 0 e S' tém cohomologia 0 para

graus maiores que 1, é facil ver que

H*(S' x §*) =0,
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H3(S' x §%) = HO(S) @ H3(S?) = R

e, por fim,
H*(S' x §*) = H'(S") ® H3(S?) = R.
E, da mesma forma que H*(S' x S3) = 0, é fdcil ver que a cohomologia
de S' x S* € 0 para graus maiores que 4. Assim, calculamos a cohomologia de

St x S? facilmente usando a férmula de Kinneth.

Entretanto, o que procuramos, em geral, é escrever, de alguma forma, a
cohomologia do fibrado a partir da cohomologia da base e de sua fibra, melhor
dizendo, a partir de informagoes adquiridas da cohomologia da fibra e da varie-

dade base do fibrado. O que, como vamos ver, é possivel sobre certas condigoes.

3.1
Cohomologia de Fibrados a Partir de Informacées Cohomolégicas da Base
e da Fibra

De certa forma, o que queremos é que um aspecto puramente geomé-
trico que é a submersao entre um fibrado e sua base traga consequéncias em

cohomologia. Uma das consequéncias ¢ trivial. Veja:

Consideremos 7 : M — X um fibrado. O mapa
™ H(X) — H* (M)

nos define um homomorfismo entre H*(X) e H*(M) e desta forma podemos

ver H*(M) como um H*(X)-médulo de forma natural, isto é,
HY(X) x H*(M) = H* (M) (2,y) = 7" (z) -y
define para H*(M) uma estrutura de H*(X)-médulo.

Este ¢ um resultado geral mas nao diz muito sobre a cohomologia do
fibrado. Um resultado que nos diz bastante sobre a cohomologia de um fibrado
a partir de informacoes cohomolégicas da base e da fibra é o poderoso teorema

de Leray-Hirsch que também podemos encotrar em [BT], que diz:

Teorema 3.1.1 (Leray-Hirsch) Consideremos 7 : M — X um fibrado com
fibra F' e suponhamos que X admite boa cobertura finita. Se houver classes
de cohomologia global ey, ...,e, em M que quando restrito a cada fibra geram

livremente a cohomologia da fibra, isto €, para todo b € X ijeq,...,ije, (onde


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912786/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912786/CA

Capitulo 3. Cohomologia de Fibrados 36

i:m Y b) = M € a inclusio) é uma base de H*(7w~1(b)), entao H*(M) é um

mdodulo livre sobre H*(X) com base {e,...,e.}, ou seja,
H* (M)~ H*(X)®R{e,....,e,} ~ H(X) @ H*(F).
Exemplo 3.1.2 (Cohomologia de um fibrado esférico) Consideremos
T M—=X

um fibrado vetorial com fibra de dimensao d e X uma variedade compacta
e conexa. O grupo estrutural geralmente é considerado o maior grupo possi-
vel, o grupo de difeomorfismos da fibra, porém no nosso caso, como estamos
trabalhando com um fibrado vetorial, o grupo que em questdo € o de difeomor-
fismos lineares, ou seja, GL(d). Entdo, fitando uma métrica Riemanniana, po-
demos considerar outro fibrado, agora com grupo estrutural O(d). Denotando

por S(M), esse é o fibrado de esferas e podemos escrever
S(M) — X.

Vale ressaltar que podemos ver a fibra como S%~' jd que as orbitas
por O(d) sdo esferas. Dizemos entio que um fibrado esférico com fibra S
¢ orientavel se existe uma cobertura aberta {U,} de X e geradores [0,] de
del(S(M)‘Ua) de forma que [0,] = [0g] em del(S(M)‘UamUB). Infelizmente,
apesar das sobreposicoes concordarem, isto ndao significa que podemos formar
uma classe global em cohomologia, pois so significa que, na intersecao, elas

diferem por uma forma exata.

Entretanto, aqui podemos usar uma outra estrutura, a classe de Euler,
que em particular é uma forma global com a dimensdo da fibra. Ela mede a
existéncia de uma orientagao de cada fibra de S(M) que é localmente constante.

Ora, mas
R = HY(S(M),)

onde S(M), representa uma fibra de S(M), e, portanto, uma esfera de dimen-
sao d — 1. Assim, também podemos ver R a partir da escolha de um gerador
de H¥7Y(S¥). Desta forma, existe o € HY1(S(M)), pela classe de Euler,
tal que ito € um gerador de H**(S*'), onde i, : S — S(E), caindo assim

nas hipoteses do teorema de Leray-Hirsch.

Além disso, H'(S(M),) =0 se l # 0,d — 1. Desta forma, como podemos
ver 1 € HY(X) el um gerador de H*(S(M),), pelo teorema de Leray-Hirsch,
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temos que
H*(S(M)) ~ H*(X) @ (H*(S* ") @ HHS™)) = H*(X) @ R{1,0}.

Repare que a equivaléncia é adequadamente graduada, isto ¢,
H(S(M)) =~ H°X) ® H°S*1) e para n > d— 1, H'(S(M)) =~
(H"(X) ® HOSI1) & (H*0-D(X) © H-(51)).

Mas detalhes sobre as construgoes que foram feitas acima podem ser

vistas em [BT].

O teorema de Leray Hirsch é muito poderoso e traz informagoes valiosas
que nos permite calcular a cohomologia do fibrado a partir de informagoes
cohomoldgicas da base e da fibra. Porém, aqui chamo a atencao que tratamos
H*(M) como um médulo livre sobre H*(X) com base {ey,...,e,} e ndo como
anel, ou seja, o isomorfismo no teorema nao é um isomorfismo de anéis e

H*(M) pode nao ser (como em geral nao é) equivalente a H*(X)[ey, - ,e,].

E sobre a espectativa de dizer mais sobre a cohomologia de fibrados que
vamos trabalhar. Apesar do teorema de Leray Hirsch ja ser restrito a alguns
tipos de fibrados por causa de suas hipéteses, o resultado que este trabalho
tem como objetivo mostrar é ainda mais restrito, ele s6 funciona com fibrados
flag homogéneos. Para chegar neste resultado teremos que iniciar o estudo
sobre um tipo especifico de cohomologia, a cohomologia equivariante. Ainda

para ser mais preciso, a cohomologia equivariante de G*-modulos.

Enunciemos entao este resultado:

Teorema 3.1.3 (Cohomologia do Fibrado Flag Homogéneo) Seja M
uma variedade em que G, grupo de Lie compacto e conexo, age livremente.
Repare que isto nos gera uma estrutura de fibrado principal dado pela submer-

4.0
T M — M/G.

A cohomologia do fibrado flag homogéneo (M x G/T)/G é equivalente ao

quociente

H*(M/G)[o",--- ,0"]/I (3.1.1)
onde I € um ideal gerado, nao diretamente, a partir da base do dual da dlgebra

de Lie de T'.

Neste momento é muito complicado explicar precisamente cada termo da

equacao 3.1.1. O trabalho desta dissertacao vai ser, nao s6 provar o teorema
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3.1.3, como também expressar e explicar, cuidadosamente, cada termo da

equacao 3.1.1. Iremos ver isto no capitulo 8.

3.2
Cohomologia Equivariante Topolégica

Estamos usando o termo cohomologia equivariante topoldgica ou coho-
mologia equivariante de G*-moédulo apenas para diferenciar as duas, ja que,
dependendo do contexto fica clara qual versao estamos usando. Desta forma,

podemos por muitas vezes, omitir o termo topoldgica ou G*-modulo.

E claro que neste momento, sem ter nem definido o que seria G*-médulo,
nao falaremos sobre este tipo de cohomologia equivariante, entretanto vale
comentar que, sobre certas condicoes, ambas as cohomologia equivariantes sao
as mesmas. Este é o teorema equivariante de de Rham e o leitor podera vé-lo

no apéndice B.

Iremos nesta secao fazer uma breve introducao sobre a cohomologia
equivariante topoldgica, todavia, no decorrer desta dissertagao iremos focar
na cohomologia equivariante de G*-moddulos. Mas talvez valha aqui ressaltar o
porque da escolha deste modelo mais algébrico em relagdo ao modelo topolo-
gico que, como veremos a seguir, pode ser mais direto. O modelo algébrico nos
permite generalizar conceitos e trabalhar com estruturas do ponto de vista
puramente algébrico, neste sentido ganhamos resultados por efeito de célculos

e teorias ligadas a, por exemplo, teoria de grupos de Lie.

A partir deste momento, tomaremos como base o livro de Victor W.

Guillemin e Shlomo Stemberg, "Supersymmetry and equivariant de Rham

theory', [GS].

Nesta secao iremos considerar sempre G um grupo de Lie compacto e
M uma variedade diferenciavel na qual G age. Além disso, iremos usar neste

trabalho algumas vezes o termo G-equivariante, ele tem a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.2.1 Diz-se que um mapa é G-equivariante se é um homomor-
fismo da categoria de G-conjuntos (conjuntos no qual G age) que estamos

trabalhando que comuta com a acao de G.

A cohomologia equivariante topoldogica surge de uma forma muito mais
natural que a de G*-modulos. Quando temos um G-fibrado principal ¢ : M —
X, temos naturalmente que

M/G = X,
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pensemos entdo de forma oposta.

Caso a acao de G seja livre, pelo teorema 2.2.10, o mapa quociente
7w : M — M/G é um fibrado principal, em particular, M /G é uma variedade
diferenciavel. Desta forma, tem sentido definirmos a cohomologia equivariante
como H5H(M) = H*(M/G). Assim, a cohomologia equivariante estuda o

espaco das érbitas a partir da agdo do grupo de Lie.

Exemplo 3.2.2 Considere o grupo de Lie O(1), o grupo ortogonal de dimen-
sao 1, ou, simplesmente, o grupo das matrizes 1 X 1 que tém determinante
igual a 1 ou —1. Ou seja, O(1) = {1, —1}. Considere S™ a esfera unitdria em
R™™. Temos uma a¢do natural de O(1) = {1,—1} em S™ dado por:

S"xO01) = S", tal quexl =z ex(—1)= -z VreS§"
Assim, (S"/O(1)) = (S*/(x ~ —z)) = RP™. Portanto,

Apesar da construcao feita acima fazer sentido, queremos uma defini¢ao
que nao necessariamente dependa da acao de G em M ser livre. Infelizmente,
isso nos gera um problema, nao necessariamente M /G é uma variedade dife-

renciavel. Entao, como contornar esta situagao?

A resposta imediata é substituir a variedade M por uma variedade
M* cohomoldgicamente equivalente a M, na qual G tenha uma acao livre.
A maneira mais natural de fazer isso é escolher M* = M x E onde E é
um espaco contratil no qual G age livremente. Assim, pelo teorema 2.1.4,
H*(M) = H*(M*) e pelas nossas consideragoes no capitulo 2, p : M* — M
é um fibrado associado no qual G age livremente. Desta forma, definimos a

cohomologia equivariante de forma geral como:

Defini¢ao 3.2.3 A cohomologia G-equivariante de M, denotada por H (M),

¢ definida da sequinte forma:
HE(M) = HE(M*) = H*(M*/G) = H*(M x E)/G).

A definicdo acima pode ter dois problemas estruturais. Para comecar, o
que garante que existe um E que satisfaca estas propriedades? Nada garante,
a principio, que tal E exista. Outra questao ¢ a unicidade de E. A unicidade

neste caso, é no sentido que se escolhermos um E diferente, nao teriamos uma
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cohomologia equivariante distinta.

Convido o leitor, caso tenha interesse, olhar o capitulo 1 de [GS], 14
se encontram as demonstracoes completas destes resultados. Facamos aqui

breves comentérios sobre a prova.

Primeiro a unicidade, a prova se da ao seguir dois teoremas. Consideremos
0 mapa:

jos=:f:M/G— E/G

onde j é o mapa do fibrado fibrado associado
j: (M xE)/)G— E/G, j:|[(x,e)]— [
e s a secao transversal, que sabemos que existe por E ser contratil,
s: M/G— (M x E)/G.

Pode-se provar o seguinte resultado:

Teorema 3.2.4 Qualquer segao transversal s : M /G — (M x E)/G determina

um unico mapa G-equivariante € : M — E que faz o sequinte diagrama comutar

M c E
| I
M/G————EB/G

Por outro lado, um mapa G-equivariante € : M — E determina uma segdo
s: M/G — (M x E)/G e um mapa f que faz com que o diagrama acima
comute. E ainda, como quaisquer duas segoes sao homotopicas, f,e sao unicos

a menos de homotopia.

Faremos, posteriormente, um analogo algébrico deste teorema quando
tivermos trabalhando com G*-moédulos. Com o teorema que enunciamos acima

é possivel provar:

Teorema 3.2.5 Seja Ey e Es variedades contrdteis nos quais G age livre-
mente. Entdo, eles sao equivalentes como G-variedade. Isto €, existem G-
equivaléncias

¢: Ey — Fs, Vv By — By
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com homotopias G-equivariantes
Yo¢~Idg,, o)~ Idg,.

E imediato do resultado acima que a definicdo 3.2.3 independe da escolha

de E, isto é, independe da escolha do espago contratil no qual G age livremente.

Quanto a existéncia de tal £ nao faremos a prova por inteira. S6 faremos
algumas consideracoes que nao s6 sao utilizadas na prova da existéncia, como
também sdo usadas na prova do teorema equivariante de de Rham no apéndice
B.

Provar a existéncia significa provar a existéncia para qualquer grupo de
Lie G compacto. S6 que para cada grupo GG necessitariamos criar um espago
contratil diferente para que G possa agir livremente nele, o que é possivel,
porém, pode ser bem trabalhoso. Entao, para faremos a construcao, fazemos

a seguinte consideracao:

Primeiro, todo grupo de Lie compacto tem uma representacao linear
fiel, ou seja, podemos considerar G como um subgrupo compacto de GL(m),
que por sua vez, para n suficientemente grande, pode ser mergulhado em
Un) = {T € GL(n,C) C GL(2n,R) | T*T" = Id}. Ou, simplesmente,
podemos dizer como em [Zhe|, todo subgrupo de Lie compacto é isomorfo
(difeomorfo) a um subgrupo de U(n). Logo, podemos pensar em G contido em
U(n) e, é claro, que se U(n) age livremente em um espago F, G também agird
livremente. Dessa forma, é suficiente achar E que seja conatratil e admita

uma agao livre de U(n).

Consideremos H = L?[0,00) o espago das fungdes cujos seus quadrados
sado integraveis em relagdo a medida de Lebesgue em [0,00) C R. Esse espago

tem uma métrica natural dada pelo seu produto interno.

Entao, definimos o espaco E do seguinte modo:

E = {f = (fla 7fn) ’ fl € H7 (fl7fj> = 611}

onde (-, -) representa o produto interno em H. Essa construcao é possivel, ja
que, H é espaco infinito. Mais precisamente, H é o tnico espaco de Hilbert
infinito separavel (possui subconjunto denso enumerével ou, equivalentemente,

possui um sistema ortonormal completo e enumeravel).
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A acdo de U(n) em E é dado de forma trivial, dado A = [a;;] € U(n) e
f=f, fo) €E,Af =A-f'=g=(g1,...9n) € E onde g; = >, a;; f;.

Temos que mostrar que esta acao estd bem definida, isto é, se A € U(n)
entdo Af € FE. Para isto, lembremos que U(n) pode ser definido como as
matrizes A tais que A*A = Id, onde A* é a matriz transposta conjugada de A.
Podemos pensar de outra forma, gracas a defini¢do, se considerarmos vy, ..., v,
os vetores coluna de A, temos que o produto hermitiano de v; e v; ¢é igual a
1 se i =7 e 0 caso contrario. Assim, se considerarmos Af = g = (g1, .-, Gn),

temos que

(9i95) = O_ amfe, > ajifi) =D (i fr ajefe) =Y awt(fi, fi) =
2 I p 2

=D antyr = Jy;.
k

Logo a acao esta bem definida.

E trivial ver que esta acao ¢ livre. O restante da prova seria simplesmente

demonstrar que F é contratil e pode ser vista em [GS].

Vale ressaltar que a construcao que fizemos nesta secao nao leva em
consideragdo a estrutura diferenciavel, ou seja, o proprio E apresentado a
pouco nao é uma variedade diferenciavel. Desta forma a cohomologia empre-
gada nao seria a cohomologia de de Rham a principio. Entretando é possivel
estender a construcdo de forma a nos permitir trabalhar com a cohomo-
logia de de Rham. Para comecar, é necessario substituir a hipétese de E
ser contratil para uma um pouco mais fraca. Consideraremos E como um
espaco tal que, para toda X variedade diferenciavel compacta, todo mapa
continuo de X a E é contratil a um ponto. Esta é, em geral, a definicao de

um espago contratil em uma categoria, no nosso caso, variedades diferenciaveis.

E possivel ver que a prova da unicidade ainda é vilida. Quanto a exis-
téncia, podemos considerar ' como o espago final de variedades diferenciaveis,
isto é, considerar E como o limite, sobre a dimensao, de variedade diferencia-
veis e da topologia final. Isso nos permite dar uma descricao bem construida
do complexo de de Rham, definindo a cohomologia como a cohomologia final
com respeito a inclusao das variedades, usando entao o complexo de de Rham.

O leitor podera observar que fazemos isto no apéndice B.
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A partir do préximo capitulo nos focaremos em entender a agao de G
em Q(M) quando G age em M, construir as estruturas de G*-mddulos e G*-
algebras, mostrar que (M) satisfaz a definicdo de G*-dlgebra e estudar a

cohomologia equivariante nestas categorias.
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Identidades Diferenciais: Acao de G e Derivacoes em M

Neste capitulo estudaremos as estruturas de derivagoes oriundas da agao
de um grupo de Lie G em uma variedade M. Esta sera a porta de entrada
para estudar G*-moédulos que serao criados para generalizar as identidades,
puramente geométricas, que veremos neste capitulo para um contexto absolu-

tamente algébrico.

Antes de iniciarmos, introduziremos uma notagao assim como em [GS],
texto em que se baseou esta dissertacao. Dado uma algebra de Lie g, conside-
remos uma base &1, ..., &, (lembrando que uma &dlgebra é um espago vetorial),
entao podemos escrever qualquer elemento de g como combinacao linear da

base, em particular:

(€ 65] = D el
k

. . ~ . k
Mas para simplificar a notacdo escreveremos apenas [&;, §;] = ¢i;€k- Os termos

ck

i; sao chamados as constantes estruturais relativas a base escolhida de g.

Consideremos novamente M uma variedade diferenciavel e, agora, G ape-

nas um grupo de Lie que age em M. Considere também g a algebra de Lie de G.

Dada a acao de G em M, para todo a € G temos uma fungdo suave de
M em M
Oo - M — M.

Repare ainda que pelas propriedades de acao temos que

gba © be = ¢ab-

Como vimos no capitulo 2, um mapa no nivel das variedades nos d4 um mapa
no nivel das formas dado pelo pullback. Sendo assim, podemos definir uma
representacao p de G no complexo de de Rham de M. Tome w € Q(M) e
a € G. Definimos

paw = (¢, ") w

€ escreveremos em geral aw em vez de Pa-
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Agora, considere £ € g. £ define um subgrupo a um parametro de G,
t — expté. E portanto define uma acao de g em M dado pela transformacao
a um parametro. Podemos considerar com isso, o gerador infinitesimal de

transformagoes a um pardmetro (um campo vetorial em M) definido como

Eii(e) = (e ) (x)

t=0"

A derivada de Lie gera uma acao infinitesimal muito interessante. Mas
no nosso caso, como estamos trabalhando com campos invariantes, a algebra
de Lie de GG, o fluxo que iremos pegar é dado pela exponéncial. Dessa forma,

definimos

d d *
Lew = %(ﬂexptfc"))’tzo - g((exp —t€) w)’t:O

onde £ € g. Repare que

Leleow) = 5 ((exp—te)wn)]_, =

d d
= —((exp—te)'w)|_, v + w-—((exp—t)v)|_, =

= (Lew)v + w(Lev).

Logo o operador L¢ : Q(M) — Q(M) é uma derivacao. Precisamente,

uma derivacao de grau zero, ja que, nao altera o grau da forma.

Podemos também pensar em L, através do gerador infinitesimal da
transformacao a um parametro, isto é, como a representacao de p,w é dado
por (¢, 1)*w, para obter uma acio de g em Q(M), consideraremos a deri-
vacao de Lie em relagdo ao gerador infinitesimal do grupo a um parametro
t — exp(—tf) (para representar os campos invariantes pela direita), que

denotaremos por &;;. Repare que &, = —&5.

Ou seja, L¢ ¢ a derivada de Lie do campo vetorial correspondente a

& € M, isto é, a derivada de Lie em relagao ao campo &);.

Também, sobre este campo, podemos definir uma outra derivacao em

Q(M), chamada de produto interior. Defina o operador

L QF (M) — QF (M)
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de modo que, para xi, ..., Xx—1 campos vetoriais em M,

(Lﬁw)p(Xb sy Xk—l) = w(&;/[a X150 Xk—l)-

Como ja falado, ¢ é uma derivagdo, em outros termos, por [Tul,
e(wv) = (tew)r + (—1)Fw(ier) se w € Q¥ (M),
uma derivacao impar de grau —1.

Dada uma agao de G em M e { € g temos entao trés derivacoes, d, L, te.
Vejamos entao algumas identidades fundamentais envolvendo tais derivagoes.

Essas equacgoes sao chamadas de equagoes de Weil.

Considerando &, ...,&, uma base de g, a € (G, e por uma notagao

simplificada, escrevendo L£; = L¢, e t; = t¢,, temos:

Teorema 4.0.1 (Equacoes de Weil) As seguintes igualdades sio verdadei-

ras:
1 vty + 1, =0
2. Lit; — 1;L; = 1 j) = Cftn
8. Lil; — LiL; = Ly = kL,
4. di; + ,d = L;
5. dL; — Lid =0
6. d> =0
7. pao Liop.t = Laaae,
8. pa©tiopy! = tada,

onde Ad é a representacio adjunta de G em g.

Prova: [das identidades fundamentais|
Nesta demonstragao faremos um abuso de notagao, se for preciso, escre-
veremos simplesmente & em vez do gerador do campo infinitesimal. Vejamos

entao a prova de cada equacao.
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6. E o teorema 2.1.2.

1. Dado w € Q*2(M)

Liij<X1a ey Xk:) - W(g;,gj; X1, 7Xk) = _w(gja gi?Xl) sy Xk) =

_le/iw(Xh 7Xk)
5.Dado w € QF2(M)

— L (dexp—téyw)|_ -

d ‘
Lidw = —((exp —t&;) dw)‘t 0= T

dt

L

dt(exp —t&;) w)’tzo =dL;w

47

4. Esta equacao é também conhecida como a formula mégica de Cartan.

Podemos reduzir a um problema local. Por 5., £; comuta com d. Além

disso, como ¢; e d sao derivagoes impares, logo (d; 4 ¢;d) é uma derivagao par,

que, claramente, comuta com d. Assim, se o resultado vale para w e v, pela

definicao de L;, vale para wvr e, pela comutatividade, vale para dw. Logo, é

suficiente mostrar para f € Q(M).

(dvi + vid) f = vidf = (df)(&) = &f = Lif

2. Em [Tu] "Loring Tu"nos dé a férmula global para derivada de Lie que

diz que

k

(Liw)(X1s - X0) = E(@(X1s o X0)) = D W(X1s - [E5 X515 o5 Xi)-

=1

Logo
(Lj»ciw)(Xla s Xh—1) =

k—1
&(‘U(fijlw-ka—l))_w<[§z‘;§j]aX1=-~>Xk 1 Zw 5]7” &;Xl]a---,Xk—l) -
=1

fi([/jw(Xb ceey Xk*l)) - L[&,Ej]“’(Xla ooy Xk— 1 Z L]U) X1 -- f’L? Xl]

(Eibjw)(Xb ceey Xk*l) - L[ﬁi:&j]“’(Xla ceey kal)

3. Por 4. temos que

defig) + tijid = L 1,

) kal) =
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mas por 5. temos que
dugig) + g d = Lidey — de L5 + Livgd — 1;d L
e novamente, por 4., ¢é igual a
Li(—vjd+ L) — (—yd+ L)L + Livyd — v;dl; = L,.L; — LiL;

7. Dado w € Q(M), temos que

(o L0 9 ) = (677 5 ((exp —t6) 0 61w, =
% (a0 (exp—t&) oa™ VW), = T ((ealexp 1)) _,

onde ¢, é como no capitulo 2, isto é, Ad(a) = d(cy)e. Assim, por [Mar] temos
que se ¥ : G — G’ é um homomorfismo de grupos e 0 € g, ¥(exp(d)) =

exp(dipe(6)). Dessa forma, fazendo ¢ = ¢, concluimos que

d d
7 ((calexp —t6))w)| _ = —((exp —H(Ad(@))w)],_, = Laawe:
8. Por 4.

Lad@)e; = diadaye, + tad(ay,d

Mas por 7. e 4., novamente

Ladye; = (Pa© Liop, ) (w) = padiipe-1 + patidpe-1.

E como p, comuta com d, pois é dado pelo pullback de ¢!, temos, por 4. que

Pa©liop, = LAd(a)€; -

Temos com isto uma caracterizagdo bem geométrica da acao de G em M.
Iremos, no préximo capitulo, estender esta construgao em um ponto de vista
mais algébrico, dando uma ideia mais geral de cohomologia equivariante, que
nao considera apenas uma variedade M. Desta forma, trabalharemos de forma
puramente algébrica, nos permitindo, por exemplo, usar a algebra de Weil e o

modelo de Cartan, como veremos nos capitulos 6 e 7.
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G*-modulos

Como falado no capitulo anterior, neste iremos generalizar e algebrizar
algumas ideias presente no anterior, tentando estender as equagoes de Weil
a mais espacos, afim de gerar uma categoria mais geral. Iremos introduzir a
teoria equivariante de G*-moédulos e definir a cohomologia equivariante de

G*-médulos.

Uma observacdo que devemos fazer aqui é que usaremos muitos ele-
mentos da teoria de algebra de Lie. Chamo atengao para isto, pois algumas
estruturas algébricas, assim como o calculo delas, necessitam que trabalhemos
com um corpo algébricamente fechado e de caracteristica 0, um exemplo disto
é a algebra de Cartan e, consequentemente, grupo de Catran. Desta forma,
diferente do comecgo onde trabalhamos sobre o corpo dos reais, R, usaremos

C, os complexos.

Para comecar a entender a estrutura que da nome a este capitulo, G*-
modulos, temos que entender o que Guillemin e Sternberg em [GS] chamam

de "super'na linguagem matematica.

Basicamente, o termo "super'representa uma graduacao na estrutura em
que esta trabalhando, no nosso caso, espagos vetoriais e agebras. A graduacao
é dada por Z/27 = {0,1} e assim, um super espaco vetorial V', é um espago

vetorial que pode ser escrito como a soma
V=Woen

de espacos vetoriais. Com uma nomenclatura ébvia, um elemento v é dito par

se esta em Vj e impar se esta em V.

Os espacos que estaremos trabalhando, em geral, possui uma Z-

graduacao que pode ser pensada como uma Z/2Z-graduacao de forma trivial.
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Considere
V=oV,.

ieZ
Podemos definir
Vo= @ Vo, Vi = @ Voiyr.
ez iz

e temos a estrutura de super espacgo vetorial.

A estrutura de super algebra segue as mesmas condic¢oes, a inica hipdtese
adicional é que o produto tem que preservar a graduagao, no sentido de que se

S é uma super algebra, entao
S+ S; C Siyy

Um exemplo classico desta estrutura é o espaco dos endomorfismos de um
espago vetorial V', ou simplesmente End(V'). Consideramos o produto como a

composi¢ao e a graduagao como sendo

i€Z
onde End; = {y € End(V) | v : Vi, = Vigi}. E claro que End(V) satisfaz a
hipdtese do produto na super algebra, pois se v € End;(V) e a € End;(V)
entao

aoy: Vi = Vigiyg

pois v : Vi = Vipi e a @ Viry — Vigigj. Assim, End(V) é um exemplo de

super algebra.

Classicamente, um exemplo de algebra de Lie interessante é dado pelo
espaco dos endomorfismos de um espacgo vetorial junto com o colchete de Lie,
como a composi¢ao é associativa, o colchete de Lie definido é simplesmente
o comutador. No contexto que estamos trabalhando, também temos uma
estrutura de super comutador. Dado v € End;(V) e a € End;(V), o super

comutador é definido como

[v,a] :=yo0a— (—=1)7aocn.

Esta definicao se estende para qualquer super algebra associativa. Desta forma,
uma super algebra é super comutativa se seu super comutador ¢ equivalente-

mente zero. Um exemplo deste caso é o nosso Q(M).

Uma super algera de Lie se define a partir de uma super anticomutativi-
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dade e uma super versao da identidade de Jacobi. Ou seja, se

g= Dgi
iE€EZ

¢ uma super algebra de Lie, entao, para todo u € g;, v € g; e w € g, temos

— [u,v] + (=1)9[v,u] =0
o [u’ [U7w]] = Hu7 U]’w] + (_1)ij [U7 [uv U}H

O exemplo interessante neste caso e que serd muito importante é uma
visao algébrica da construcdo geométrica que fizemos no capitulo anterior.
Considere g uma algebra de Lie e &, ..., &, base de g. Definimos entao a super

algebra de Lie g como

G=9-1DP g DN

onde os outros graus da graduacao sao 0, g_; é um espaco vetorial de base
L1, -, Ln, go € um espago vetorial com base L1, ...L,, e g; é um espaco vetorial
gerado por d. Repare que, como espacos vetoriais, g_1 e gy sao isomorfos a g.
Definimos entao o colchete para satisfazer as igualdades de 1 a 6 das equagoes
de Weil, isto é,

[ti,15] = 0 (5.0.1)
(L, 15] = e (5.0.2)
[Li, L] = ¢ Lk (5.0.3)
d, vi] = L; (5.0.4)
[d, L;] =0 (5.0.5)
d,d] = 0. (5.0.6)

Desta forma, podemos ver que [g1,91] = 0, [9-1,9-1] = 0, [90,90] C 9o,
[9-1, 1] C 9o, [90,91] C g1 e, por fim, [go,g9-1] C g_1. Logo satisfaz as condi-
¢oes de uma super algebra. Também néao é dificil ver que satisfaz as condig¢oes

de uma super algebra de Lie.

Uma derivacdo D em uma super algebra S é um elemento contido em
Der(S) C End(S) onde Dery(S) C End(S) e para todo D* € Dery,

D*(uwv) = (D*u)v + (=1)"u(D*v)
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onde v € S; e por uv estamos considerando o produto, na super algebra S,
de u por v. Neste caso, dizemos que D* é uma derivagdo de grau k. Se k é
par dizemos que é uma derivacao de grau par e caso o contrario, dizemos que
D* é uma derivacao de grau impar. Repare que o mapa v — [u,v] satisfaz
as hipoteses gragas a identidade de Jacobi, entao, assim como na teoria de

algebras de Lie, o colchete por um elemento é uma derivacgao.

Outra observacao que podemos fazer é que gracas as construgoes geo-
métricas que fizemos no capitulo anterior, temos uma consequéncia algébrica,

no sentido que podemos dizer que g age por derivacao em (M) se G age em M.

Agora, podemos fazer algumas consideracoes sobre derivagdes. A pri-
meira ¢ que a agao da derivacao é determinada no sistema de geradores. Neste
sentido, se duas derivagoes concordam no sistema de geradores entao elas

concordam sempre.

Outra consideragao é que o corpo de escalares estd em Sy e se D é uma
derivagao, e 1 € Sy, entdo D(1) = D(12) = 2D(1) = 0. Além disso, assim como
na teoria de algebra de Lie, DerS é uma subdlgebra de Lie de EndS. A prova
nao é muito dificil e pode ser vista diretamente nos geradores. Em particular,

se Dy e Dy sao derivagoes de grau impar, entao
[Dl, DQ] (U’U) = (D1D2 + Dng)(UU) B ([Dl, DQ]U)U -+ U[Dl, DQ]U

ou seja, o comutador de duas derivagoes impares ¢ uma derivagao de grau par.

Por fim, se D é impar, basta verificar nos geradores para ver que D? = 0.

Retornando as super algebras, em uma &algebra nao graduada pode ser
dada uma estrutura de super agebra ao declarar que todos os seus elemento
sdo pares e que nao existem elementos de grau impar diferente de zero. Sobre
o mesmo efeito, consideremos uma algebra graduada qualquer. A principio ela
nao necessariamente satisfaz a propriedade do produto de super algebra. Entre-
tando isto pode ser resolvido duplicando os graus originais de cada elemento.

Caso a algebra original fosse comutativa, a super algera sera super comutativa.

Um exemplo importante e que serd utilizada no futuro de super algebra,
como acima, ¢ a algebra simétrica S(V'). Ela serd importate no estudo da

algebra de Weil. S(V'), como o nome ja diz, é uma estrutura de dlgebra onde
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o produto é comutativo, isto é,

S (V) = {n®...Qu, |v,..v, €V}
V1 Q... Uy ~ V(1) @ ... @ Vg(n)

onde o € S, S, o grupo simétrico. Podemos pensar um elemento em S™(V)
como um polinémio homogéneo de grau n em V*. E como foi dito antes,

consideraremos este polinomio de grau n como tendo grau 2n em S(V).

Uma construgao importante de super algebras é dado pelo produto

tensorial. Sejam A e B super dlgebras, definimos o produto em A ® B por
(a1 ®@by) - (a2 ® by) = (—1)ijala2 ® b1by

onde degas; = i e degb; = j. Por essa definicao, se as duas sdo algebras
comutativas, o produto tensorial também sera. Além disso, essa é a TUnica

definicao de produto tensorial para o qual os mapas
A= A® B, a—a®1l

B— A® B, b—1®b

sao morfismos de dlgebra e
(a®1)-(1®b) =a®b.

Esta ideia é interessante pois pode nos fornecer relagoes importantes
entre super algebras. Por exemplo, considere V' e W espagos vetoriais. Temos
na categoria de super algebra que A(V & W) = A(V) @ A(W), pois podemos
escolher uma base de V@ W ey, ...,ep, fi,...fr, com e; € V e f; € W. Assim,

temos que elementos da forma
eaN...N\Negp N fjl VANRPVAN fjl

formam uma base de A(V & W). Um outro exemplo é que Q(M) @ Q(N) é
uma subdlgebra de Q(M x N), mas esta relagdo é mais facil de ver a partir do

pullback das projecoes.

E ainda, se V' e W sao super espacos vetoriais, entao podemos considerar
End(V)® End(W) como um subespago de End(V ®@ W) de acordo com a regra

(a1 @ b1) - (a2 @ by) = (—1)ija1a2 ® byby
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se deg by =i e degay = j. Mas também temos que End(V) ® End(W) é uma
subalgebra de End(V ® W), para ver isso, temos que mostrar que o produto
em End(V ® W) se restringe ao produto em End(V) ® End(W). Ora, mas se
degx = p, degby, = ¢, degb; = j e degay = i temos que:

(a1 @ b)((az ® bo)(z @ y)) = (=1)7 (=1} P Vayasz © bibay

(a1 @ bi)(az ® b)) (z @ y) = (=) (=1)V*DPara5 @ bibay.

Assim temos a igualdade das duas equagdes e, entdo, como podemos
observar pelo produto em End(V ® W), temos que o produto em End(V) ®
End(W) nada mais é do que o produto em End(V ®@W) na restrigdo. Em outras
palavras, o produto em End(V ® W) quando restrito a End(V) ® End(W)
ainda fica em End(V) ® End(W).

5.1
G*-moédulos e G*-algebras

Para comecar a secdo vale a pena ressaltar que o termo G*-modulo
e, consequentemente, o termo G*-algebra se deve a Victor W. Guillemin e
Shlomo Sternberg na referéncia [GS], o qual tomamos como base. Entretanto,
o conceito e a nogao dos termos é mais antigo e se deve a Cartan em [Car],

segundo os proprios Victor W. Guillemin e Shlomo Sternberg.

A ideia do conceito é generalizar o exemplo geométrico da agao de um

grupo de Lie em uma variedade.

Sendo assim, considere G um grupo de Lie, g sua algebra de Lie e g a

super algebra de Lie construida a partir de g como feito no inicio do capitulo.

Definicao 5.1.1 Definimos uma G*-dlgebra como uma super dlgebra comuta-
tiva A junto com uma representacio p de G como automorfismos de A e uma

acdo de G como super derivacoes de A que satifaz, para todo a € G e £ € g, 0

sequinte:
d
%p(exp tﬁ)’t:O =L (5.1.1)
pla)Lep(a™) = Laa,e (5.1.2)
p(@)iep(a™) = Lang (5.1.3)

pla)dp(a™) =d (5.1.4)
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E finalmente a defini¢ao de G*-médulo:

Definicao 5.1.2 Definimos um G*-modulo como um super espago vetorial
A junto com uma representagdo linear p de G em A e um homomorfismo
g — End(A) que satisfaz as equagoes 5.1.1, 5.1.2, 5.1.3 e 5.1.4.

Perceba entao que g nao precisa agir como derivagao em A e G como um
automorfismo, o que é menos que o necessario para uma G*-algebra. Todavia,
podemos ver que uma G*-algebra é uma superalgebra comutativa que é um
G*-modulo tal que G age como um automorfismo e g como derivagao. Pode-
mos observar também que uma G*-algebra é um G*-mddulo se esquecermos a

estrutura multiplicativa.

Repare que para a equacao 5.1.1 ter sentido, precisamos definir a deriva-
¢do que aparece na equacao. Entao, para isso acontecer, A devera ter algum
tipo de topologia, ou, que pelo menos todo elemento de A esteja contido
em subespago finito G-invariante de A como em [GS] (admitindo assim uma
estrutura de espago vetorial topolégico na restricao). Exemplos importantes
para cada uma das opgoes é Q(M) e S(g*) (a dlgebra simétrica do dual de g)

respectivamente.

Vale acrescentar que se G é conexo, segundo os préprios Victor W.
Guillemin e Shlomo Sternberg as equacoes 5.1.2, 5.1.3 e 5.1.4 sdo consequéncias
diretas da equagao 5.1.1. Isto se da essencialmente pois todo elemento da
componente conexa da identidade é imagem de um subgrupo a um parametro
de G, ou seja, dado a € G, existe £ € g tal que a = exptf. Assim, gragas a

equacao 5.1.1 temos que:

d
= g(p(exp t€ o exp 85))\510 =

d d
ap(exp &) = gﬂ(eXP(t +5)¢)

d d
gp(exptf) o p(exp 85)‘ - plexpt) o gp(exp 85)’ - pexpt) o Le.

S= S=

Mostremos entao, por exemplo, que temos como consequéncia a 5.1.3.

d
%[p(exp tg) o LAd(exp —t€)¢ o p(exp _tg)] =

plexpt€) o ([Le, Ladeexp —t)c] — L, Ad(exp—te))) © plexp —t§) =0

usamos na segunda linha que ¢ satisfaz a equagao 5.0.2. Assim, fazendo
v = Ad,-1( temos a validade da equacao 5.1.3. As outras equagoes sao analo-

gas.
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Apos definirmos os conjuntos que serao objetos de trabalho, precisamos

dos morfismos para definir a categoria.

Definicao 5.1.3 Sejam A e B G*-modulos. Diremos que o mapa linear
f:A—B

¢ um morfismo de G*-modulos se para cada v € A, b€ G e & € g temos:

[p(b), f] =0 (5.1.5)
Le f] =0 (5.16)
s ] =0 (5.17)
[d, f]=0 (5.1.8)
onde [-, -] represenda o super comutador.
Se para cada 1,
f : Az — Bi+k

f é dita de grau k. Se k é par diremos que f é um morfismo par, caso contrario,
f € dito morfismo de grau impar. Caso f seja par (especialmente de grau zero
como geralmente iremos trabalhar) podemos escrever as equagoes 5.1.5, 5.1.6,
5.1.7 e 5.1.8 como:

pla)f(z) = f(p(b)z) (5.1.9)
Lef(x) = f(Lex) (5.1.10)
vef(x) = fluex) (5.1.11)
df (b) = f(db). (5.1.12)

Ou seja, f preserva a G*-acao.

Enquanto para a categoria de G*-algebras, se considerarmos os conjuntos
A e B como G*-algebras, o mapa f de A a B é um morfismo de G*-algebras se
f € um homomorfismo de algebras que satisfaz as equagoes 5.1.5, 5.1.6, 5.1.7

e 5.1.8.

Um exemplo de G*-algebra é a dlgebra graduada formada pelas formas
de uma variedade M, Q(M). E ainda, caso M e¢ N sejam G-variedades e
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F : M — N seja um mapa suave G-equivariante, entao F™* : Q(N) — Q(M) é

um morfismo de G*-algebras.

5.2
Cohomologia e Homotopias em Cadeia

A graduagao de A sendo uma G*-algebra (ou um G*-mdédulo) junto com
o operador d, que por definicao ¢ de grau 1 e d> = 0, nos permite ver A como
um complexo de cocadeia e definir a cohomologia sobre A, sendo d o operador
fronteira. Assim, escrevendo simplesmente H(A) em vez de H(A,d), temos a
cohomologia de A relativa a d. Repare que se A = (M), a cohomologia de
A, pelo teorema de de Rham, é simplesmente a cohomologia de de Rham de
M, H*(M).

Podemos fazer algumas consideragoes sobre a cohomologia e os morfis-
mos. Primeiro, H*(A) herda uma estrutura de super espaco vetorial de A e,
caso A seja uma super algebra, H*(A) também serd uma super algebra. Além
disso, dado um morfismo f : A — B, se restringirmos f aos cociclos (ou ele-
mentos fechados, pela nomeclatura de formas diferencidveis) de A, isto é, aos
elementos de A que sao levados em 0 por d, gragas a comutativida de d com f

visto na equacao 5.1.8, temos que o mapa induzido por f,
f«: H*(A) — H*(B)
¢ um morfismo de G*-algebras, no caso de A e B serem G*-algebras.

Outra consideragao importante é que gracas a equacao 5.1.4, a acao de
G comuta com o operador d, desta forma, H*(A) também herda a estrutura
de G*-modulo. Agora, como vimos na se¢do anterior, todo elemento da com-
ponente conexa da identidade de G pode ser visto através da translagao e,
portanto, dado a na componente conexa da identidade de G, a = exp(t{) para
algum £ € ¢. Assim, podemos ver que a componente conexa de G age trivial-
mente em H*(A), pois gragas a férmula de Cartan que podemos ver na equagao

5.1.4, se w € A e dw = 0, entao
Lew = diew,

ou seja, Lew é um cobordo (ou forma exata na nomeclatura de formas

diferencidveis), pois estd na imagem de d. Entdo, novamente se f : A — B


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912786/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912786/CA

Capitulo 5. G*-médulos 58

é¢ um morfismo, temos o morfismo induzido
fe: H(A) —» H*(B)
de G*-médulos.

Assim como em qualquer cohomologia, existe uma definicao de aciclici-
dade. E uma ideia que estende, por exemplo, a cohomologia de uma variedade
contratil na teoria de de Rham. Em geral, iremos trabalhar sobre o corpo dos

complexos C e nao R como na teoria de de Rham em geral, assim definimos:

Definicao 5.2.1 Diremos que A € aciclico se

C, sek=0

k —
H (A)_{O, sek#0

A definicdo é analoga em qualquer cohomologia, trocando apenas o

operador fronteira e o corpo base em questao.

Uma pergunta classica na teoria de topologia algébrica é: Quando dois
mapas entre espacos topolégicos induzem um mesmo mapa em suas cohomo-

logias? O teorema 2.1.4 é um exemplo de resultado que se busca.

O estudo de Homotopias em Cadeia, ou simplesmente Chain Homotopies,
¢ muito importante para a teoria de cohomologia neste sentido. No nosso

contexto, definiremos homotopias em cadeia da seguinte forma:

Definicao 5.2.2 Seja A e B G*-modulos. Diremos que o mapa linear
Q:A—B

¢ uma homotopia em cadeia se ele € impar, G-equivariante e satisfaz a

iqualdade
te@ + Que =0 (5.2.1)

para todo £ € g.

Para ser mais preciso, como em geral assumiremos que A e B sdo 7Z

graduados, exigiremos que (), tenha nao apenas grau impar, tenha grau —1.

Repare que a G-equivariancia implica que ) comuta com L, para todo

¢ € g, desta forma temos a seguinte equagao:

LcQ — QLe=0 (5.2.2)
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Como falamos anteriormente, uma homotopia em cadeia é utilizado para
verificar quando mapas entre espagos topologicos induzem o mesmo mapa na

cohomologia. Neste sentido, verifiquemos o seguinte teorema:

Teorema 5.2.3 Se ) : A — B é uma mapa em cadeia entdo o sequinte mapa

¢ um morfismo de G*-maodulos:
7 :=dQ + Qd. (5.2.3)

Prova: Temos que provar que as equacoes 5.1.5, 5.1.6, 5.1.7 e 5.1.8 sao
satisfeitas para 7. Ora, mas repare primeiro que 7 = [d, Q] e por definicao,
[Le, Q] =0 e [te, Q] = 0 para todo £ € g. Segue entdo, usando a identidade de

Jacobi, que:

[L@T] = [L§> [d> Q” = [[L§>d]7Q] - [d7 [LE?QH = [£§>Q] —-0=0.

Além disso, como [L¢, d] = 0 pois estamos trabalhando com G*-médulos,

temos que:

[Le, 7] = [Le, [d, Q] = [[Le, d], Q] — [d, [Le, Q] =0—-0=0

Mas,

[d, 7] = [d,[d,Q]] = [[d.d], Q] - [d,[d, Q] = —[d, 7],

logo, [d, 7] = 0.

Por fim, como ) e d comutam com a acao de GG, provamos o resultado.

Entao, assim como em [Hatc], temos que o mapa induzido por 7 na
cohomologia ¢ o mesmo que o mapa trivial, em outras palavras, 7 ~ 0.
Estendemos esta ideia para esclarecer quando dois mapas sao homotdpicos
em cadeia e, assim, induzem o mesmo mapa em cohomologia. Isto é, se existe
um mapa ) : A — B que é uma homotopia em cadeia, tal que para 7y e 7

morfismos de A a B, temos que
To —T1 = Qd + dQ, (524)

entao escrevemos 7y 2~ 71, pois como vimos, os mapas induzidos na cohomolo-

gla Sao 0S mesmos.
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Vale a pena lembrar e resaltar como se da os mapas de homotopia em
cadeia na teoria de de Rham. Sejam M e N variedades diferenciaveis. Considere
também os mapas C*, ¢g : M — N e ¢; : M — N. Como ja vimos, estes
mapas induzem mapas, através do pullback, no sentido oposto no nivel de

formas diferencidveis.
oy UN) = QM) e ¢ : Q(N) — Q(M).

Consideramos que, ¢g € ¢1 sdo homotdpicos suavemente se existir um

mapa suave
¢:MxI—N

onde I ¢é o intervalo [0,1], ¢9 = ¢(-,0) e ¢1 = ¢(-,1). Vale ressaltar que,
por [BT], mapas continuos entre variedades diferencidveis sdo continuamente

homotdépicos a mapas suaves.

Teorema 5.2.4 Sobre as condigoes acima, ¢ e ¢p7 sao homotopicos em cadeia.

O que também prova o teorema 2.1.4.

Prova: Como de forma classica, para cada t € I, defina ¢; : M — N tal que
oi(r) = ¢(x,t). Isto estabelece mapas suaves para cada t de M a N, o que nos
permite definir o mapa

&M —TN

de forma natural, isto é, para todo x € M, &(x) é o vetor tangente da
curva s — ¢(x,s) em que s = t. Ou seja, o mapa dado quando fixamos w e

verificamos a diferencial em ¢.
Agora, dado o € Q*(N), defina ¢} (1¢,0) € QE(M) de forma que
Oy (16, 0) (15 -y ) = 0 (&(@), dde(m), ..., (i)
onde 7y, ..., € T, M. Um resultado que tiramos desta equacao é que:
d * * *
£¢t0' = ¢, (tg,do) + dy (1,0).

Infelizmente, no nosso caso, o vetor tangente depende de t e, portanto, a
demonstracao nao é tao simples como usar a definicdo da derivada de Lie e a

formula magica de Cartan. Mas, fazendo uso da identidade

d * *da * *
%Cbta = ¢t% + ¢t(l’ftda) +dojie, o
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que aparece em um outro livro de Victor W. Guillemin e Shlomo Stemberg,
[GS2], temos que como, no nosso caso, o nao depende de ¢, o resultado

enunciado anteriormente é verificado.

Definindo entao o mapa @ : Q(N) — Q(M) de forma que

Qo= [ i)t

temos entao que

1 1 1
(Qd+dQ)o = [ 6i(cdo)dt +d | 6i(c0)dt = | 6i(1edo) + o (1g.0)dt =
/ Siodt =67 — 6.

(Qd + dQ)o = é1 — ¢ (5.2.5)

Logo o teorema é verificado.

E claro que na demonstracio acima ndo estamos usando nenhuma
estrutura de G-equivariancia. Porém, se considerarmos M e N G-variedades
e ¢o, $1 e ¢ mapas G-equivariantes, como ja vimos, Q(M) e Q(N) serao G*-
modulos e os mapas ¢ e ¢} serao G*-morfismos. Segue entao da construgao
que o mapa () é G-equivariante e satisfaz a equacao 5.2.1, desta forma, temos

() como uma homotopia de cadeias segunido a nossa defini¢ao original.

Definicao 5.2.5 Sejam A e B G*-dlgebras e ¢ : A — B um homomorfismo de
dlgebras que € um G*-morfismo. Dizemos que QQ : A — B é uma homotopia em
cadeia relativa a ¢, ou simplesmente uma ¢-homotopia se Q) satisfaz a equacao

5.2.1 e, para todo x € A;,y € A, temos que

Q(zy) = Q(z)¢(y) + (—1)'¢(2)Q(y) (5.2.6)

Com esta defini¢ao, garantimos que () seja inteiramente determinado pelos
geradores de A. Em contra partida, se temos o mapa ¢ e () satisfaz as equagoes
5.2.1 e 5.2.6 nos geradores de A, o seguinte é verificado para todo =z € A; e

y € A:
L 1cQ(zy) = (1g)d(y) —(=1)' Q(2)d(tey) + (—1)"(ed(2)Q(y) + ¢(7)1iQ(y)

2. Que(ry)) = QUex)dly) — (-1)'¢(tair)Qy) + (=1)'Q(2)d(eey) +
¢(2)Q(1ey).
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Logo, subtraindo 1 e 2, temos que a equacao 5.2.1 também ¢é verificada
para o produto e, portanto, para todos os elementos de A. Entao, ) é uma

homotopia em cadeia.

5.3
Acido Livre e a Condicdo (C)

A agdo de G em M ser livre é muito importante em alguns resultados, até
pela representagao de alguns termos que utilizaremos. Como ja comentamos,
estamos generalizando conceitos topoldgicos e, como vimos na construcao da
cohomologia equivariante topolégica, a acdo de G ser livre é determinante

para a teoria.

Porém, com base apenas na teoria de de Rham, nao é tao simples verifi-
car se uma acao ¢ livre ou nao. Precisamos entao, de alguma forma, conseguir
traduzir a acao de G ser livre em uma perspectiva puramente algébrica, para
que possamos continuar a teoria equivariante de G*-médulos. Assim, o que
faremos ¢ diminuir a condigao de ser livre, de forma a conseguirmos detectar

a condi¢ao no nivel infinitesimal. Neste sentimos definimos:

Definicao 5.3.1 Uma acdo de G em M ¢€ dita localmente livre se a ag¢do
infinitesimal correspondente a g for livre, ou seja, se para cada & # 0 € g
o campo de vetores &, que gera o grupo a um parametro t — exp —t& de

transformacoes em M nunca desaparece, isto é, £i;(p) # 0 para todo p € M.

Repare que, pelo que fizemos nos capitulos anterior, GG ser livre implica
G ser localmente livre. Entretanto o contrario nao pode ser dito, isto é, G
ser localmente livre ndo implica G ser livre. Desta forma, a classe de varieda-
des que satisfaz a condicdo acima nao se reduz a fibrados principais como é

o caso de G ser um grupo de Lie compacto e a acao de GG na variedade ser livre.

Seja &1, ...,&, uma base de g. Para simplificar a notagao, escreva y; em
vez de £;,,;. Assim, como a agao é localmente livre, temos que x1(p), ..., Xn(P)
formam um conjunto linearmente independente de T,M para todo p € M.

Assim, temos que

D= U <xip);-xalp) >

¢ uma distribuicao de rank n em M, aqui pensando que a dimensao de M é
menor que n (as consideragdes sao imediatas se a dimensao de M é n). Temos

que a distribuicao é involutiva pela ac¢ao. Além disso, D é um subfibrado


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912786/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912786/CA

Capitulo 5. G*-médulos 63

vetorial do fibrado tangente de M.

Repare que, ao complentarmos x1, ..., X, para uma base de se¢oes de T'M ,

podemos considerar 1-forma 67 € Q(M) (o dual de y;) tal que
L = 6. (5.3.1)

Esses (67)'s sao as chamadas formas de conexdo. Para ser mais preciso,
muitas vezes consideramos a forma de conexdao como 6 € Q(M) ® g, com
0 = 0" ® ¢, onde 0 é a forma que vimos antes. Por outro lado, se tivermos
uma G ac¢do em uma variedade na qual existem formas 6* que satisfazem a

equacao 5.3.1, entdo a acao é localmente livre.

Temos também outras 1-formas interessantes para o nosso contexto. Dado

w e QYM), w é chamada de forma horizontal se para ¢ = 1, ..., n, temos que
tiw = 0. (5.3.2)

Lembrando que ¢; = .

Agora, considere = uma métrica Riemaniana, sobre esta métrica pode-
mos escrever TM = D @ D+, em outras palavras, estamos completando T'M
através de uma métrica Riemaniana, fazendo D+ ser um subfibrado de TM
ortogonal a D através de Z. Agora, nada garante que D+ ¢é G-invariante.
Porém, se G é compacto podemos fazer um processo muito interessante. Pro-
cesso este que iremos usar algumas vezes nesta dissertacao, ele é chamado de
"averaging', ou simplesmente, como iremos chamar, fazer a média. O célculo
constitui em usar a G-invariancia da medida de Haar, para transformar funci-
onais C* ordinarios (podem ser também, por exemplo, formas diferenciaveis,

entre outros), no nosso caso a métrica Riemaniana, em mapas G-invariantes.

Considere primeiro o mapa
E:TMxTM —R

(x. X) — Z(x, X)-

Induzido por este mapa, conseguimos definir o mapa T que nos permite

compreender a acao de G,

T:Gx(TMxTM)—R
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(a, (X, X)) = E(Adax, AdaX)

Entdo, restrito a (), ) temos um mapa de G em R.

— R.

Gx(x,X)

Assim, tomando v uma forma de volume invariante em G, podemos definir

uma nova métrica como:
/ 2(Aday, Ad,Y)dv.
G

Afirmamos que [ Z(Ad,x, Ad,X)dv é constante na érbita de G. De fato,
para todo b € GG temos:

(Ady-1)" / =(Ad,x, AdyX)dv = / Adi A AdE L E(x, X)dv =
G G

_ /G (Ady+ Ady 1) Z(x, X)dv = /G (Adgay-1)*Z(x, X)dv.

Entao, fazendo uma mudancga de variaveis, a — ba, como a medida de Haar é

invariante a translacao, temos que

/G(Ad(ba)_l)*E(X,;()dV:/GE(Adax,Ada)N()dV.

Logo, esta nova medida é constante na orbita de G.

Chamemos esta nova métrica de I'. Entao, sobre I' podemos escrever
TM como a combinacdo G-invariante dada por D @ D+. Em particular,
sobre esta mesma métrica, temos que T*M = (D)* @ (D4)* (onde (D)* é
formado pelas formas anuladoras de (D+)) é uma combinacio G-invariante de
T*M. Denotando (D)* por C, temos entao que C' é o subfibrado do fibrado
cotangente de M que é ortogonal, em relacdo a I', ao fibrado formado pelas
formas horizontais ou, simplesmente, fibrado horizontal. Repare que em cada

ponto, a fibra de C' é isomérfa a g*.

Vale a pena ressaltar que mesmo que nao consideremos G compacto ou
que T*M possa ser escrito como uma combinagao G-invariante como acima,
ainda podemos considerar C' como um subfibrado do fibrado cotangente,
mas que agora € apenas complementar ao fibrado horizontal. Neste caso, nao

necessariamente, G-invariante.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912786/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912786/CA

Capitulo 5. G*-médulos 65

Observe agora que, como por definicao 1,67 é constante, temos que:
Lo’ =0,
logo, usando a equacao 5.0.2 temos
([Lay 1) + L) = &+ 1L = ¢y + 1,L,07 = 0.

Entao, conseguimos verificar como age £, em 67, isto é, como ¢, + 1,L,07 = 0,
temos que
j — _J b J
L0 =—c, 0 +w)

onde w’ é uma forma horizontal. Repare entdo que se C' é G-invariante, temos
que w! = 0 e entao: A ‘

L0 =—cl,0 (5.3.3)

Esta é uma tradugdo da G-invariancia para o nivel de formas do

nosso caso, basta lembrar que &; = —&f, &(x) = E(exp tf)(az)’tio e

Lef = %(pexptgﬁ)‘tzo = <((exp —tf)*ﬁ)‘tzo, ou seja, a G—invaridncia de C'

¢ medida por L, por causa da definicao das curvas e, portanto, do dual das

curvas.

Voltando a uma perspectiva mais algébrica afim de generalizar nossa

situagao, definimos:

Defini¢ao 5.3.2 Uma G*-dlgebra A € dita do tipo (C) se houver elementos
0" € Ay, chamados elementos de conexdo (lembrando que A, é referente d
graduagao de A) que satisfaz a equagao 5.5.1 e tal que o subespago C' € Ay

que eles geram ¢é invariante sobre G.

Em particular, repare que se G é conexo a equacao 5.3.3 significa dizer
que o subespago C' é G-invariante ja que a acao de L, restrita a C' ainda per-
manece em C'. Desta forma, se G é conexo a condigao (C) pode ser substituida
por 0 satisfazer 5.3.3 e 5.3.1.

Outra informagao importante é que em geral as propriedades de A que
estudaremos independem da escolha dos elementos de conexao. Agora, usando
as equacoes 5.3.3 e 5.3.1 temos que:

L0 — diat? = —c?

a

o0’
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logo,
Ld? = c,0°.

Ora, mas dado p/ 2—forma tal que
Lapt! =0, (5.3.4)
temos que

(S0 + 1) = — 10— 00,0) = 0,

logo, 1. .
de’ = 7c—gkele’f + (5.3.5)
Os elementos j/ sao chamados elementos de curvatura correspondentes

aos elementos de conexao {6/}.

Entao, de 5.3.5 temos que
a 1 a Ninjg 1 a 1 NJ i 107
Mas d6'67 = (—3c;,0%6" + 107 e 6'd07 = Qi(—%c,iﬂk@l + u?), portanto
do'e? — 0'de? = (u'0” + 0" ).
Assim, como podemos comutar 6° e i/, temos que

du® = —C%Qi,uj. (5.3.6)

E, por fim, como L, = [d, o], temos que Lppu® = —udp® = e (0°17) =
C%Lkeiuj. Logo,

Lip® = —ci. (5.3.7)

Uma observagao natural que podemos fazer é que uma vez que tenhamos

B uma G*-algebra do tipo (C) com elementos de conexao 6%, dado A uma
G*-algebra ordinaria, temos que A ® B é novamente uma G*-dlgebra do tipo

(C) com elementos de conexao 1 ® 6.

Anteriormente falamos enquanto trabalhavamos com variedades que em
cada ponto de C, o fibrado complementar ao fibrado horizontal, temos um
isomorfismo natural de g* e a fibra no ponto. Aqui também temos uma relacgao
semelhante. Considere z1,...,x, a base de ¢g* dual a base &i,...,&§,. Entao

considere o mapa
C:g"— A
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Assim, o subespaco C' gerado pelos 6 é a imagem de ¢* pelo mapa C. Desta
forma, a condicao 5.3.1 pode ser escrita com base apenas em g e g*, isto é,

dado £ € g e 0 € g*, a equacao 5.3.1 equivale a
te(C(9)) =< 0,& > . (5.3.8)

No céalculo para construir uma métrica Riemaniana G-invariante usamos,
sem nomear, a representacao coadjunta, que nada mais ¢ do que a representa-
¢ao de G em ¢* contragradiente a representacao adjunta. Assim como em [GS],
iremos usar uma notacao diferente para representar esta acao, a denotaremos

como Ad*. Ou seja, com a nova notacao temos que
< Adpf, & >=< 0, Ady-1& > .

O interessante com respeito a esta notacao é que se C satisfaz a equacao
5.3.8 entao a o C o Ad}_, também satisfaz. De fato, considerando de maneira
natural que G age trivialmente sobre escalares, entao, gracas a equacao 5.1.3,

temos que:
te(aC(Ad;-10)) = atag, ,¢C(Ad;-10) =< Ad}-10, Ady—1& >=<0,€ > .

Ora, mas repare que C' ser invariante equivale a dizer que C é G-
equivariante, isto é, para todo a € GG, C = a o C o Ad;_,. Entao, fazendo a
média sobre C,

/ aoCoAd;_.da
e

nos d4 um novo C que é G-equivariante. Ou seja, provamos o seguinte:

Lema 5.3.3 Se G € compacto, uma G*-dlgebra é do tipo (C) se, e somente

se, existir elementos que satisfazem 5.5.1.

5.4
O Subcomplexo Basico e a Cohomologia Equivariante de G*-algebras

Lembre que se G é compacto e age livremente sobre M, entao o mapa
T M— M/G
é um G fibrado principal. Defina X =: M /G. Temos entao que

QX)) C Q(M)
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é um subcomplexo. Repare que 7*Q(X) é isomorfo a Q(X), ja que, 7 é
claramente injetivo. Chamaremos este subcomplexo de complexo de formas

basicas, ja que, sao imagens de formas na base X pelo mapa 7*.

Como os elementos de cada classe em X sao dados pela orbita de G,
temos que se w € 7*Q(X) entdo w é G-invariante. Além disso w satisfaz 5.3.2
j& que ¢, age na orbita T'M por (G, mas como w é uma forma basica, ela é
invariante na Orbita de . Assim, como consequéncia, se (G é conexo, para

a=1,...,n, temos que

Low = 0. (5.4.1)

Como de praxe, iremos generalizar o conceito de forma béasica para
G*-mo6dulos. Dado um G*-moédulo A, definiremos Ap,s como o conjunto dos
elementos de A que sdo G-invariantes e satisfazem a condi¢do 5.3.2. Nova-
mente, se G ¢ conexo a condigdo de G-invariancia pela equacao 5.4.1. Os
elementos de Ay,s sdo chamados béasicos. Agora, repara que se w € Ay, entao

Lodw = Low € Apgs por 5.0.2. Logo, dApes C Apas-

Assim, Ap,s € um subcomplexo de A nos permitindo definir a cohomo-
logia de Ap,s induzida pela cohomologia de A. A denotemos por Hp,s(A) em

vez do extensivo H (Apgs, d).

Repare que a tunica acao relevante que precisamos estudar em A, € d,
ja que, por definigao p(a), L¢ e 1 agem trivialmente em Ap,,. Além disso, caso
A seja uma G*-algebra, como G atua por automorfismo e g_; como derivacao,
temos que Ap,s € uma G*-subdlgebra. E como ja vimos, Hp,s(A) herda uma

estrutura de algebra.

O que falta na estrutura de subcomplexos basico é que o mapa entre
G*-médulos induza em mapas na cohomologia basica. Mas isto é imediato. Se
¢ : A — B éum G*-moédulo, pelas equacoes 5.1.5, 5.1.6, 5.1.7 e 5.1.8 temos
que

¢(Abas) C Bbas‘

Assim, a restricao de ¢ as formas bésicas induz um mapa linear na cohomologia,
dado por,
¢b : Hbas<A) — Hbas(B)-

E, é claro, se ¢ é um homomorfismo de G*-algebras, ¢, é um homomor-

fismo de algebras.
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Agora, estabelecido o que é o subcomplexo basico e a cohomologia
bésica de uma G*-algebra (ou G*-mddulo) que satisfaz a condigao (C), esta-
mos preparados para definir a cohomologia equivariante de uma G*-algebra
(ou G*-mo6dulo) ordindrio. E como podemos ver no apendice B, esta nova
cohomologia é equivalente, no caso da variedade ser compacta, a cohomologia
equivariante topologica. Em outras palavras, a cohomologia equivariante de
M, caso seja compacta, sobre a acao livre de G, é a mesma que cohomologia

equivariante de Q(M) como G*-médulo.

Para definir a cohomologia equivariante, lembremos que dado B uma
G*-élgebra que satisfaz a condigao (C), temos que A® B é uma G*-algebra que

satisfaz a condi¢ao (C) caso A seja uma G*-algebra. Desta forma, definimos:

Defini¢ao 5.4.1 Seja E uma G*-dlgebra aciclica que satisfaz a condigio (C).

Definimos a cohomologia equivariate de uma G*-dlgebra ordindria A como:
Hg(A) := Hpos(AQ E) = H(A® E)pas, d) (5.4.2)

A definicao acima é analoga, s6 esquecendo a estrutura de algebra, para

G*-modulos.

Vale ressaltar que estamos generalizando uma situagao que vimos do
ponto de vista topolégico onde consideramos G compacto. Desta forma, tam-

bém estamos assumindo nessa definicao que G é compacto.

A defini¢do da cohomologia equivariante de G*-algebras é semelhante a
definicdo de cohomologia equivariante topoldgica, além de carregar os mesmos
possiveis problemas: A definicdo vale para qualquer FE G*-algebra aciclica?

Existe um tal E que satisfaca as condigoes?

Ambas as perguntas serao respondidas de forma positiva, enquanto que
a primeira questdo serda respondida posteriormente (onde a hipétese de G
compacto é necessaria), a segunda ja serd vista no préximo capitulo com a
algebra de Weil que, como iremos ver, é a mais simples G*-algebra aciclica
que satisfaz a condigao (C) e nos proporcionara resultados interessantes que
nos permitira, no fim deste trabalho, chegar em uma férmula para calcular a

cohomologia do fibrado flag homogéneo.
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Supondo inicialmente que a definicao 5.4.1 é boa no sentido de estar
bem definida, considere ¢ : A — B um morfismo de G*-médulos. Podemos
considerar o mesmo FE para calcular a cohomologia equivariante de ambos, A
e B. Assim, o mapa

pRId: AQFE - B®FE

¢ um morfismo de G*-moddulos. Isto nos permite definir o mapa
¢G : H(;(A) — Hg(B)

onde ¢¢ = (¢ ® Id)y. E como a validade da definigdo 5.4.1 garante a

independéncia da escolha de FE, segue que
A Hg(A) , ¢ ¢c

é um funtor.

Lema 5.4.2 Se dois G*-morfismos, ¢9 : A — B e ¢ : A — B, sdo

homotopicos em cadeia, entdo

(¢0)a = (1)c

Prova: Como ¢q e ¢ sao homotodpicos em cadeia, segue que os mapas induzidos

na cohomologia sao iguais, isto é, (¢g). = (¢1).. Além disso, temos que

(01)c — (do)a = (1 @ Id)y — (o @ Id)y, = ((¢1 — Po) ® Id)s.

Logo, como o mapa ((¢1 — ¢p) ® Id),, é induzido por (¢ — ¢p)« @ Id =
((1)s — (d0)«) @ Id j& que ¢g e ¢; leva elementos bésicos em elementos basicos,

segue que (¢1)a — (¢o)e = 0. n

Neste momento, convido o leitor, caso tenha interesse, a olhar no apéndice
B o teorema de de Rham, ele mostrara que, caso G e M sejam compactos, a
cohomologia equivariate no caso topoldgico e a cohomologia equivarinte no

caso de G*-mddulos sdo equivalentes.
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6
Algebra de Weil

Neste capitulo iremos provar a existéncia de uma G*-algebra aciclica que
satisfaz a condigao (C), o que é necessario para dar sentido a definigdo 5.4.1.
Porém, mais do que provar, iremos exibir uma G*-algebra que satisfaz estas
condicoes. Esta serd a chamada algebra de Weil. Um ponto interessante em
relacao a ela, que ficara claro mais para frente, é que ela é uma G*-algebra cuja
algumas estruturas ja sao induzidas de uma perspectiva geométrica. Desta

forma a sua construcao se torna mais simples do que uma G*-algebra ordinaria.

Boa parte da construgao deste capitulo é uma exposicao da teoria de

Chern-Weil com base na versao de Weil.

A algebra de Weil vai ser muito importante para este trabalho, sendo
utilizada em varios resultados, inclusive o resultado que é foco desta disserta-
¢ao. Comecemos entao com algumas construgoes que precedem a algebra de
Weil.

Seja V' um espago vetorial de dimensao n. Como ji vimos, S = S(V)
¢ uma algebra simétrica. Vale ressaltar que a consideramos como uma alge-
bra onde seus elementos sdo pares, desta forma, atribuimos a um elemento
em S* = S*¥(V) o grau 2k. Consideremos agora a algebra exterior de V
dada por A(V'), podemos considera-la como uma superdlgebra comutativa, ja
que temos a propriedade x4 A xo = —x9 A x1, com x1,z9 € V e, portanto,
(1, 20] = 21 Az — (=1)'z9 Azy = 21 Ay + 23 A x; = 0. Como para todo
o elemento em A(V) o resultado segue, ndao sé para os elementos em A'(V),
temos uma super algebra comutativa. Neste caso, dizemos que um elemento
em AF := AF(V) tem grau k.

Vale ressaltar que, quando nao houver duvidas, assim como no caso de

formas, iremos esquecer o simbolo A e escrever o produto em A(V) com a

notagao de produto usual.

Definigao 6.0.1 A dlgebra de Koszul € o produto tensorial N ® S.
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Vale a pena comentar neste momento o porqué de dobrarmos a dimensao
de S(V'), ou pelo menos evidenciar o que isto acarreta. Em um primeiro mo-
mento, dobrar a dimensao dos elementos de S(V') nos permite dizer que S(V)
também é uma super algebra comutativa. Além disso, quando trabalhamos na
algebra de Koszul, isto nos permite desconsiderar o sinal do produto, isto é,

como ja vimos, temos que o produto é definido como:
(a1 ®@by) - (a2 ® by) = (—1)”@1@2 ® b1by

onde 7 é o grau de as e j o grau de b;. Como no nosso caso, o grau de b; é
sempre par esquecemos o sinal. Outro ponto que ficard evidente mais tarde,
e por isto nao entraremos muito no assunto agora, ¢ que esta dimensao nos
permitird ter a dimensdo de Cg(A) como o modelo de Cartan igual a da
bigraduagao de Cg(A). Em um primeiro momento vale o comentdrio, mas fi-

card mais claro nos proximos capitulos junto com a defini¢ao precisa de Cg(A).

Voltando a algebra de Koszul, repare que os elementos x @1 € A'® SY e
1@z e AN'® S geram todo o A ® S. E, como ja comentamos, para construir
uma derivagao basta defini-la em seus geradores. Desta forma, definiremos o

operador de Koszul, di, em geradores por:
d(z®1)=1® x, dp(l®z) = 0.

Repare que claramente d; = 0 nos geradores e, portanto, em todo A® S.
Mostremos agora que dj é um operador aciclico, isto é, a tinica cohomologia

de dj, encontra-se em A’ ® S°.

Seja () uma outra derivacao em A ® S dado nos geradores por
Qz®1) =0, Qler)=r®1.

Novamente temos que Q? = 0. Agora considere o novo operador|Q, d;] =
Qody—droQ : NS XANR®S — A®S. Repare que [Q, di] = Id nos geradores.
Seja 1 ---7; @1 € A'® St Entdo,

= Q(Z<_1)l+1(aj1 1 ® 1)(dkxl X 1)<xl+1 e ® 1))’

=1
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onde representamos o = 0 = xz;,1. Ora, mas novamente temos que
Qry-2,®1)=0e Qdi(x, ® 1) =z, ® 1, segue entdo que
QO (-1 a1 @ 1)(dpy @ 1) (w41 -+ -2 @ 1)) =iy -2 @ 1).

=1

De forma andloga, temos que, dado 1 @ vy ---y; € A' @ S,
Q. di](1®@y1---y;) =J(L @ y1---y;).
Assim, como 1 - T, @y -+ Y; = (21 - -xi®1)~(1®y1'~yj), segue que
[Q,di] = (i +j)Id em A ®S.

Agora, seja z € A'® 57 tal que diz = 0. Ora, mas Qdpz —dpQz = (i+7)z.
Portanto
drQz = —(i + j)=z.

Ou seja, se (i + j) # 0 temos que

2= Ay

e z estd na imagem de A ® S por dg. Logo d; é um operador aciclico.

Entao, antes de introduzir a dlgebra de Weil, para facilitar nossa notacao,

dado z1,--- ,z, uma base de V, definiremos:
=11, 2z = 1Q x;
e
dk =d.

Desta forma temos que df = z; e dz; = 0.

6.1
Algebra de Weil

Definicao 6.1.1 A dlgebra de Weil é uma dlgebra de Koszul cujo o espago
vetorial € g*. Isto é,

W= Ag") @ S(g"). (6.1.1)
Como falamos antes, a algebra de Weil vai nos servir de exemplo de uma

G*-algebra aciclica. Além disso, como veremos no final desta segao, ela tera a
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propriedade de que seu anel de cohomologia bésica serd S(g*)¢.

Fica claro entao que W é uma algebra aciclica em relacdo ao opera-
dor d pelo que fizemos anteriormente. Porém, nada garante que ela é uma

G*-algebra aciclica que satisfaz a condigao (C). Entao mostraremos isso agora.

Consideremos &1, - -+ , &, uma base de ¢. Isto nos da origem a uma base

de ¢g*, 1, -+, x, e, portanto, os geradores 0, --- 0", z,--- 2z, de W.

Como ja vimos antes, G age em ¢* através da representacao coadjunta
Ad* que atua como um automorfismo de super algebra em W. Porém, outra
forma de ver é pensando inicialmente na representacao adjunta, isto é, consi-

dere a € GG, temos o mapa suave
Ad(a): g — g.
Este mapa, como ja vimos, induz uma representagao de G em (g) dado por
(Ad~(a))'w

onde w € (g). Ora, mas g* est4 contido em Q!(g), assim, como (Ad~1)* = Ad*,

o operador

d
Le = aAd*(exp t&) ‘t:()

estd bem definido operando em ¢*. E é claro, definindo um novo operador,
que também denotaremos por L¢, como L ® 1 +1® L em W, temos que a
equagao 5.1.1 é satisfeita. Esta construcao pode ficar mais evidente ao vermos
o que acontece nos geradores (o que faremos a seguir) e depois estendermos

como uma derivagao de grau 0.

Ainda sobre L podemos fazer mais consideracoes. Consideremos uma

outra representagao adjunta, mas agora de g — gl(g), definida por

Repare entao que Ad(expt&)(v) = d(Texp—te)expte (A(Lexpte)e(V)). Assim,

como v ¢ invariante por translacao, temos que d(Lexpe)e (V) = v(exp t€). Assim,

Ad(expt§)(v) = d(§-t)ee) ((&e(e)))-
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Logo, derivando, temos que

Ccli(Ad(exp t€)w)|,_, = [&1(1).

Usando isto, nao ¢é dificil ver que Lg(z;) = ad(x;)(z;) =

(—ad(&) (&))" = —clax. Portanto, segue que
L0 = —c,0" (6.1.2)

Loz, = —cb 2. (6.1.3)

Além disso, o operador d claramente comuta com Ad*, desta forma é
G-equivariante e satisfaz a equacao 5.1.4. Quanto a veracidade da equacao
5.1.2 é consequéncia do caso geométrico, isto é, a definicao de L que fize-

mos vem do caso geométrico e sabemos que a equagao 5.1.2 é valida nesse caso.

Nos falta agora verificar a equacao 5.1.3, ou melhor, nos falta definir o
que serd o operador te. O que iremos fazer ¢ justamente criar este operador
para satisfazer o que queremos, isto ¢, iremos criar o operador ¢¢ de forma a
termos uma G*-acao que ¢ aciclica e possui a propriedade (C) com os 6 sendo
os elementos de conexao. Vale lembrar que se GG é conexo, como estaremos
supondo, a propriedade (C) significa dizer que além da equagao 6.1.2, também
temos que contemplar a equagao 5.3.1. Assim, primeiro definimos a a¢ao nos

elementos de conexao, isto é,

10 = 0.

Como além de satisfazer as equagoes 5.1.1, 5.1.2, 5.1.3 e 5.1.4, a acao de
g tem que ser como super derivacdo em W, temos que satisfazer a igualdade

dig + tod = L,, e portanto
Loy = 1ad0” = (1od + dig)0° = Lo0°.
Logo,

Lazy = —2. 0. (6.1.4)

Assim, definimos a acdo de ¢, estendendo como derivacao de grau —1

para todo W. Para verificar que a equacao 5.1.3 basta observar que assim
como fizemos no capitulo 4, isto é consequéncia de [d,t,] = L, e da equagao

5.1.2. Logo a equgao 5.1.3 vale neste caso.

Resta, entao, mostrar que g atua como uma super derivagao e é claro,

para isto basta verificar nos geradores. Primeiro, como ja usamos para de-
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finir o operador ¢,, é imediato que [d,i,] = L,. Além disso, claramente
[ta, t)(#7) = 0. Terfamos que verificar entdo que [i4,)(2;) = 0. Ora, mas
[tas tb](25) = — ékuﬂk + c{;kbaek = 0, pois y0* é igual a 1 caso k = [ e 0 caso
contrario.

Nos resta entao provar que [Lq, tp] = cFyix € [La, L) = &, Li. Ora, mas
[‘C(u ‘Cb] = [£a7 [d7 [/b]] = [d7 [£a7 [/b]] = C(’ib[d7 [/k] == CabLk

caso [Lg, tp] = ¥ 1k, nos restando assim provar este resultado. Entretanto,

[[’av Lb] (61) = Lbcikeka
[,Ca, L(J(ZZ') = L’aﬁb@i —+ cikabzk = Eaﬁbei —+ cikllbﬁk = c’;bﬁk@i = cﬁbakﬁi.

Logo [La, ty] = cFytx. Desta forma provamos:
Teorema 6.1.2 W ¢é uma G*-dlgebra aciclica que satisfaz a condi¢io (C).

Nosso objetivo agora é associar a parte horizontal de W com S(g*)
afim de dar outras interpretacoes para W, o que nos permitird ter mais

desenvolvimentos algébricos. Neste sentido provemos o seguinte:

Lema 6.1.3
W= /\(g*) & Whor

Prova: Defina 1 ,
b=z + §c§’-k070k. (6.1.5)

Mostremos que p° é horizontal.

1 . .
Lot = tazp + (§c§k)(5g —096") = 1oz + 00 = 0.

Logo os elementos j” sdo horizontais em W. E ¢ claro que z, = u® — % ?,ﬁj 0" e,
portanto, 8% e u’ sdo geradores de W. Ou seja, podemos ver W através do pro-
duto tensorial da dlgebra exterior em 6 com o anel polinémial Clu!,-- -, u"].
E ainda, fica claro que um elemento é horizontal em W se e somente se ele

estd em Clu!, -+, u].
Logo W = A(g*) @ Wi =

Desta forma conseguimos a relacao que queriamos entre a parte horizon-

tal de W e S(g*). Se identificarmos C[u', - - - , "] com S(g*), temos a igualdade
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Wias = S(g")¢ = {p € S(¢") | a-p=pVa e G} (6.1.6)
onde Wy, sao os elementos G-invariantes de Wy, e a - p representa a acao de
G em S(g%).

Precisamos agora entender como funciona os operdadores £, e d em p°.
Repare que p é obtido ao adicionar %c?,ﬁj 0% a z,. Ora, mas sabemos que dado
um mapa bilinear de g X g em ¢, existe um tinico levantamento linear de g ® ¢

em g, isto é,

(&, &) gxg——=g

I Wl (]

& ®E gy

Mas,

[, ] € Home(g®9,9) 2 (gR9) " ®g=g" @9 ®yg

ﬁ(&’t)g]) = C?jfk)
portanto podemos ver o elemento cfjf'kﬁi ® 67 como o mapa ¢ ® g — g a partir

do colchete de Lie e do elemeto cijin.

Portanto, com um pouco de trabalho podemos ver que
Loy i b oL ki
Ea(gcije 07) = —cak(icmﬂ 67)

e, assim,

Loy = —cb k. (6.1.7)

Agora, sabemos que df* = z,, portanto
a 1 a Ntnjg a
Esta equacao é conhecida como equacao estrutural de Cartan. Logo

dpt — (;c%)(deiej _gide),

entao, como podemos ver em [GS],
dp® = —c§0'0. (6.1.9)

Equacao conhecida como identidade de Bianchi.
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Assim, usando as equacoes anteriores, também podemos escrever
dp® = (6"La)p".
Com isto podemos provar o seguinte:
Teorema 6.1.4 O anel de cohomologia bdsico de W é S(g*)°.

Prova: De fato, podemos ver §°L;, como uma derivacio pois é uma derivacao

seguida de produto, além de ter grau 1 pois d tem grau 1.

Como p® gera Wy, temos que para todo w € Wy,
dw = 0" Lyw.

Logo, como por definicao L,w = 0 para todo w € W, segue que dw = 0

para todo w € Wi,s.

Como Wi, = S(g*)¢ temos o resultado. ]

6.2
W a G*-algebra Mais Simples e o Mapa de Chern-Weil

A ideia desta secao inicialmente é entender, dentro de um certo ponto
de vista, W dentro de qualquer G*-dlgebra de forma que isto se mantenha
na cohomologia basica. Isto nos permitira depois entendermos W como a G*-
algebra mais simples que satisfaz a condicao (C). A construcao que faremos
é, de certa forma, um andlogo algébrico do teorema 3.2.4 que é puramente
geométrico, onde se considerarmos M e E variedades diferenciaveis em que G
age livremente, e E contratil, cada se¢ao transversal s : M/G — (M x E)/G
determina um tnico mapa G-equivariante, a menos de homotopia, ¢ : M — F

que faz o diagrama

M c E
M/G————E/G

comutar.

Teorema 6.2.1 Seja A uma G*-dlgebra do tipo (C). Existe um tinico homo-

morfismo de G*-dlgebra a menos de homotopia em cadeia p: W — A.
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Prova:
Aqui voltaremos a suposicao de que G é conexo como em geral faremos.
Repare que a construcao da algebra de Weil neste caso fica um pouco mais

facil, ja que as equacgoes 5.1.2, 5.1.3, 5.1.4 serdao consequéncia da equacao 5.1.1.

Como A é uma G*-algebra que satisfaz a condicao (C), existem 0% € A,

que satisfazem as equacgoes 5.3.3 e 5.3.1. Logo, definindo
p(0%) = 6%,

o mapa p se estende unicamente para todo W uma vez que ele é gerado

livremente por 6 e df*, pois p e d comutam. Desta forma, existe tal p.

Agora, caso py e p; satisfacam as hipodteses, defina p, : W; — A, onde

Wy é o espago vetorial gerado unicamente pela combinagao dos 6% e

pr = (1 —1t)po +tp1.

O mapa esta bem definido pois A é um espaco vetorial. Além disso repare
que, por hipdtese, py e p; sao G-equivariantes e comutam com ¢¢, portanto o
mesmo acontece com p;. Assim podemos estender p; para um homomorfismo
de G*-algebra.

Precisamos agora definir o mapa de homotopia em cadeia. Defina entao

(; o mapa definido nos geradores por

d

QN =0 e QU = L8 = =6 + pa(6).

Depois estendemos (); para todo W pela equacao 5.2.6 onde p; faz o papel
de ¢. Isto, como vimos, garante que (); ¢ uma homotopia em cadeia relativa a

pi- Assim, pela equacao 5.2.5,

Q= Qa

¢ uma homotopia em cadeia entre py e p;. [ ]

Podemos entao definir p% em A por p% =: p(u®). Logo as equagdes de

Cartan e identidade de Bianchi, também conhecidas como equagoes estruturais
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de Cartan, sao satisfeitas, isto é
a 1 ant nd a

a __ ani J
dpy = =0y e
Repare também que em particular, como p ¢ um G*-morfismo e, portanto,

mapeia Wy, em Apqs, € p € inico a menos de homotopia em cadeia, temos como

consequéncia o seguinte:

Teorema 6.2.2 Fxiste um mapa canonico
ke S(g")% = Hpas(A)

Este é o poderoso mapa de Chern-Weil ou simplesmente, como também

é conhecido, homomorfismo caracteristico.

No préximo capitulo iremos dissertar especificamente sobre a comutagao
de uma agao. Porém, vale comentar agora um exemplo das notas de [GS] que

dialoga com o que estamos vendo e com o que veremos.

Exemplo 6.2.3 Sejam G e K grupos de Lie que agem M. Suponha que G seja
compacto e que age livemente em M. Consideremos entao M uma (G x K)-
variedade. Um G*-maodulo interessante é o complero equivarinate de de Rham
Qg (M) (como temos uma a¢io de G x K em M, podemos ver Qg (M) como
um G*-médulo ou Qe (M) como um K*-mddulo). Com a teoria que estudamos
até aqui e que veremos no proximo capitulo, podemos ver o mapa Chern Weil

em uma versao diferente, neste caso como
kg S(gM)¢ — Hi(M/G).

Este mapa tem como imagem o anel das classes caracteristicas equivariantes
de M/G.

O exemplo acima é complicado de compriender e necessitamos um pouco mais
de teoria. Convido o leitor a tentar entender um pouco mais o exemplo apods
ver 7.5. O exemplo fica mais claro ao ver que Qpgs.. (M) = Q(M/G) e que o

mapa kg acima ¢ o mesmo que veremos em 7.5.
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6.3
W*-médulos

O mapa p que trabalhamos na secdo anterior nos permite pensar em
qualquer G*-algebra que satisfaz a condigdo (C) como uma algebra sobre W,

ou, em particular, um médulo sobre W. Para generalizar esta nogao definimos:

Definig¢ao 6.3.1 Um W*-mddulo é um G*-mddulo B que também é um mo-

dulo sobre W de tal forma que o mapa
W®B—B

w® b wb

¢ um morfismo de G*-maodulos. Uma W*-dlgebra é uma G*-dlgebra que também

é um W*-modulo.

Em geral, nao exibiremos o morfismo correspondente, deixando assim

implicito que wb representa a acdo de w € W em b € B.

Nao é dificil ver que uma G*-algebra que satisfaz a condigao (C) é uma

W*-4lgebra.

O resultado que queremos mostrar agora é que todo elemento em um
W*-modulo pode ser escrito como uma soma exclusiva de produtos de formas

de conexao por formas horizontais. Escrevamos isto da seguinte forma:

Considere o multi-indice I := (i1, -+ ,4,) onde 1 < iy < iy < -+ < i, <
n. Assim, seja 01 = 0% - .- 0 0 monoémio em 6 € W. Desta forma 67 age como

um operador em B.

Teorema 6.3.2 Cada elemento de um W*-médulo B pode ser escrito unica-

mente pela soma

0"h;
onde hy € Bjop.
Prova: Provemos entdo por inducdo. Considere 87h; onde J = (41, -+, jm),
1<n<--<jm<k—1leth;y=0paraa=1,--- ,k—1.

Como o resultado é evidentemente verdadeiro para 0, k = 1 é automati-

camente verdade. Agora facamos o passo indutivo, suponha que o resultado é
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verdadeiro para k — 1, provemos que vale para k. Defina
aj:=wh; e by:=h;—0Fa,.
Por hipoteses o resultado é valido para a; e também para b;.
Logo,
0'h; =60"h; +076%a; —070%a; = 67b; + 076",

e assim, o resultado é estendido indutivamente (perceba que o caso k = j + 1

é o teorema). u

Ora, mas A(', -+ ,0™) é isomorfo A(g*)®1 C W, entdo como consequén-

cia do teorema anterior temos que:

Corolario 6.3.3 O mapa
A(Gg") @ Bhor — B, 07 @ h — 6'h (6.3.1)

¢ uma bijecao.
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Modelos e o isomorfismo de Mathai-Quillen

Neste capitulo iremos finalmente provar que a cohomologia equivariante
nao depende da escolha da G*-algebra aciclica e, assim, a definicio da coho-

mologia equivariante estard bem definida.

O titulo deste capitulo ja indica o que iremos fazer, vamos passar do
modelo de Weil, que trabalhamos no capitulo anterior, onde representamos
a cohomologia equivariante de um G*-médulo (ou G*-lgebra) B a partir de
(B ® W)pas, para o modelo de Cartan através do poderoso isomorfismo de
Mathai-Quillen. Como iremos ver, esta passagem para o modelo de Cartan
tornard mais facil de se trabalhar, j& que, o célculo de (B ® W),,s pode ser
bem complicado. Porém, o operadador d no novo modelo é mais complexo e

precisaremos estuda-lo um pouco mais.

Comecaremos entao com a passagem dos modelos. A passagem nao
depende de W, s6 da estrutura de W*-modulo, desta forma iremos trabalhar
com um W*-médulo qualquer A em vez de W. Além disso, caso B seja um
G*-modulo (ou G*-dlgebra), assim como em [GS], iremos trabalhar com A® B
em vez de B ® A por motivos técnicos. Isto ird, por exemplo, contornar

problemas de sinais.

Para ficar mais claro, estaremos definindo o modelo de Weil pelo seguinte:

Definicao 7.0.1 Seja B um G*-maodulo. O espagco
(W ® B)bas

junto com o operador diferencial d restrito a (W & B)pys € 0 modelo de Weil

para a cohomologia equivariante de B.

7.1
Isomorfismo de Mathai-Quillen

Seja A um W*-moédulo e B um G*-médulo. Como falamos antes, A ser

um W*-médulo significa que podemos ver os elementos de W como operadores
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em A. Assim, considere &1, ..., &, uma base de ¢g. Entao, como consequéncia te-

mos 01, ..., 0", geradores de conexao, e u', ..., u", geradores de curvatura, em W.

Podemos entao definir
Y= 0" Q1 =0 L, (7.1.1)
a=1
um endomorfismo de A® B. Lembrando que End(A® B) admite uma estrutura
de algebra de Lie. Podemos fazer algumas consideragoes sobre ~:

1. v tem grau zero.

De fato, ¢, diminui o grau de um elemento em B em 1 quanto #* aumenta

o grau de um elemento A em 1.

2. A definicao de v independe da escolha da base.

Isto se deve ao fato que escolhendo outra base, acdo de 6% seguird da
mesma forma pela construcao que fizemos da acao de W em A. O mesmo

vale para t, seguindo de 6°.

3. 7 € nilpotente.

Basta perceber 0 € A(g*) e, por definicdo de A(g*), os elementos de

grau maior que a dimensao de ¢g* sao 0. Logo v"*! = 0

4. ~y é invariante sobre a acdo coadjunta de G.

De fato, seja a € G, temos que
Ad(a)y, ..., Ad(a)én
forma uma nova base para g que tem como base dual para g*

Ad*(a™h0", ..., Ad*(a™ )0

Mas sabemos que < 0%, &, >= d, e que vale a igualdade

< 0% & >=< Ad*(c )6, Ad(c)& > .

Assim, como v independe da escolha da base, também podemos escrever
v da forma
v = Ad*<cil)9a X LAd(c)¢, -
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Mostremos entao o resultado. Consideremos a ® 5 € A® B. Temos que:
Y(e(a® B)) =y(ca®cB) = (0"ca @ 1,cB) =
= (0%ca ® ctagee,B) = (¢ H0%ca ® cLagee, B) =
= (c- Ad*(c)0"a ® alad(eye.3) = c(Ad*(c Hoa ® Lad(e)e.3) =
=y(a®pB).
Logo,yc = ¢y para todo ¢ € G.

Gragas a essas consideracoes, o operador ¢ dado por

1 1
¢::exp7:1+7+§72+§’73+--- (7.1.2)

estd bem definido e converge, além de ser um automorfismo de A ® B como
se espera de uma expansao exponencial de um endomorfismo, assim como em
[GS]. Este automorfismo leva o nome de isomorfismo de Mathai-Quillen e a
partir dele que chegaremos na relagao entre o modelo de Weil (defini¢ao 7.0.1)
e o modelo de Cartan (defini¢ao 7.2.1).

Entao, ja entrando na teoria de élgebra de Lie, dado f € End(A ® B)

definimos, como usual,

ady(B) := [, 8] = 78 — Br.

Perceba que como ad(7y) é nilpotente, ja que, v 0 é, isto é,

(ady)*™' 8 = [y, [v,--[7. B]..]]] = 0.

Desta forma exp(ady) também converge. Temos que a equagao

exp(ady)pB = exp(7)Bexp(y) ™

é verdadeira. Definindo entao

Ad(6)(8) = 686" = exp(ady)8. (7.1.3)

temos que a relacao Adexp = exp ad é verdadeira como se espera em qualquer

endomorfismos em que ambos os lados convergem.

Gragas a esta relagao, com um pouco de trabalho algébrico, temos como

consequéncia algumas identidades que serdao enunciadas abaixo.
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ady(,®1) = -1® 1
ady(v® 1) =0Vv e A
(ady)* (s, ®1) =0
ady(d) = —df* ® 1, +6° ® L,
(ady)*(d) = —cq,0°0"

(advy)*d =0

86

(7.1.4)
(7.1.5)
(7.1.6)
(7.1.7)
(7.1.8)

(7.1.9)

Caso o leitor fique interessado, a prova destas identidades esta no apén-

dice C.

O mapa que iremos usar para levar o modelo de Weil no modelo de
Cartan é o Ad(¢). Ele, como veremos, leva (A ® B)por em Apyr @ B. Como

falamos no inicio do capitulo, teremos algum tipo de perda, isto é, o operador

d perdera simplicidade. Vejamos entdo como Ad(¢) age em .

Teorema 7.1.1 [1, L, ®1+1® L] =0

Prova:
(VL ®1+1® L] =ady(L, @ 1) + ady(1® L,)
Ora, mas
[0° @ 1, Lo @1] = [0°, Lo] @ 15 = —2.0" @ 1
e

[0° @ 1, 1® Lo] = 0" @ [1y, Lo] = 0° @ —cftr = —cp, 0" @ 1, = 0%,

Logo [v, Lo ® 1+ 1® L,] =0.

Assim, como Ad(¢)(L,) = ¢L.¢p™' = exp(ady)L, e exp(ady)L, = L,

pelo que fizemos acima, temos que:

Corolario 7.1.2
¢£a¢71 = Ea
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Teorema 7.1.3

(1@ +1e@1)p =1, @1VEEg. (7.1.10)

Repare que este teorema diz que uma forma horizontal em A ® B é
levada em Ay, ® B.

Prova: Tomando & = &, repare que por 7.1.5 e 7.1.6, (exp ady)(1 ® te + 1 @ 1)

nao tem grau maior que 1 na expansao, isto é,
(expady)(1®@te+1e®@1) =1+, ®1) + (ady)(1 ® tp+ 1, @ 1).
Assim, usando 7.1.4 e 7.1.6, temos que

(expady)(1®@te+1e®@1)=1Ru+u,R®1) -1 =14, 1

Falta agora verificar como fica o operador d.

Teorema 7.1.4
pde ' =d — pF @y + 0" @ L. (7.1.11)

Prova: Por 7.1.9, a expansao da exponencial ndao tem termo de grau maior que
2, ou seja,
1
pdod' = d + (ady)d + §(adw)2d.

E, entao, por 7.1.7 e 7.1.8

1
gzﬁdgb‘l:d—d9k®bk+0k®£k—50569‘19’7@%:d—uk®Lk+0k®£k.

Repare ainda que, como v é uma derivagao, exp~y ¢ uma derivagao, em
particular uma derivagdo de grau 0, como vimos. Desta forma, caso A seja
uma W*-algebra e B uma G*-algebra, como a operacao de produto é mantida

por ser uma derivacao, temos que ¢ ¢ um automorfismo de algebras.

7.2
Modelo de Cartan

Na se¢ao anterior mostramos que Ad(¢) faz uma passagem do subespago

horizontal de A ® B para A, ® B. Nesta secao iremos comprender mais esta
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passagem, incluindo o subespago Ay, ® B, afim de representar o modelo de
Cartan. Faremos um abuso de notagao, chamaremos Ad(¢) simplesmente por
¢ e nao representaremos explicitamente o mapa com a restrigdo, como é mais

conveniente. Entao temos
qb : (A & B)hm’ — Ahor & B. (721)

Voltemos entao para o caso A = W. Construimos no capitulo anterior
uma teoria muito forte da algebra de Weil, entao sabemos muito sobre ele.
Para comecar, em vez do abstrato Ap,., 0 Wy, é um conjunto muito mais

"concreto", pois temos a igualdade
Whor = (C[,ula 7/’Ln] = S(g*)

Com o que fizemos na se¢ao anterior fica claro como o operador ¢, e
o operador L, se comportam neste espago, 0 mesmo nao acontece com d,
apesar dele ter uma formula explicita é um pouco dificil entender o que esta
acontecendo. Neste sentido a algebra de Weil também vai nos ajudar. Gragas
a equacao 6.1.9, d = dy quando restrita as formas horizontais é igual a 0°L,.
Agora, considerando d = dy ® 1+ 1®dp como estamos considerando, podemos

reescrever a equacgao 7.1.11 como
Hd) =0 (La®1+1Q L) +1Qdp — 4 @ L.

Assim, como ¢ comuta com L, por 7.1.2, temos que ¢ é G-equivariante

e, portanto, ao restringirmos ¢ aos elementos invariantes, temos o isomorfismo
¢ (W ® B)ias = (Whor ® B)? = (S(g%) ® B)“.

E assim, quando restrito a elementos invariantes temos
o(d)=1®dp — u* @ 4. (7.2.2)
Ou seja, 1 ® dp — u* ® 1, é a derivagao que representa o operador d em

(S(g*) ® B)“.

Assim definimos:

Definicao 7.2.1 Seja B um G*-modulo. O espaco
Ca(B) := (S(g*) ® B)“ (7.2.3)

munido com a diferencial
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dg : Cg(B) —» Cg(B), 1®@dp — p* ® tq (7.2.4)
¢ o chamado modelo de Cartan para a cohomologia equivariante de B.
Assim, provamos o teorema fundamental de Cartan:
Teorema 7.2.2 O mapa ¢ leva (W ® B)yes em Cq(B) e leva a restrigio de d

a dg. Logo H* (W @ Byas), d) = H*(Ca(B), dg). (7.2.5)

Um ponto interessante no modelo de Cartan é que ele nos permite ver de
uma forma diferente seus elementos, isto é, um elemento w € Cg(B) pode ser
visto como um mapa polinomial equivariante de g a B. Na verdade isto se deve
também a S(g*) que, como foi apresentado, pode ser visto como polindmios

com variaveis em g. Vejamos de uma forma mais explicita.
Seja w € Cg(B). Entao
W= Zpi ® by,
onde p; € S(g*) e b; € B. Repare que p; € S(g*) pode ser escrito como:
Di = Ao+ Aix1 + Aoz + o+ Aoz + o+ N1y,
onde \. € Ce xy, -+ ,z, € ¢g* é a base dual de &,--- , &, € g. Entao

Pi(€) = Mo+ A1z (&) + oo+ X1 (€) - oo - 0 (€)) € C.

Assim temos o mapa de polinomial (que serd equivariante porque o

elemento é equivariante) de g em B dado por:
Zm@bi:g—)B, & pi(&)b;.
Com esta interpretagdo, o elemento (u* ® t,)w é 0 mapa

& pfrew (),

pois & = \i&1 + ... + \&, para alguns A, - -+, A\, € C tnicos.
Assim, caso w seja um polindmio homogéneo, & — péiew(€) é um mapa
polindémial de grau 1 pois estaremos multiplicando por ué. Assim, na graduacio

de S(g*) e B usuais, temos que se

wESk®Bl
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entao

1 ® ew € M @ By

E, em particular, como o grau de S* ¢ igual a 2k, temos que o grau total 2k +1

é acrescido em 1.

Entao, do ponto de vista de mapas polinomiais, o operador d¢g esta bem

definido como
d(w)(€) = dplw(€)] — ptrelw(€)] (7.2.6)

e tem grau 1.

O proposito inicial do modelo de Cartan é provar que a definicdo da
cohomologia equivariante independe da escolha da W*-algebra aciclica esco-
lhida. Entdo, aqui terfamos dois caminhos a serem escolhidos para provar o
mesmo teorema (teorema 7.3.1). O primeiro usa a estrutura polinomial de
Cc(B) e, a partir disto, cria alguns operadores que, de uma certa perspectiva,
sdo mais geométricos por estar trabalhando com polinémios. A prova, neste
contexto, também utiliza uma decomposi¢ao simultdnea em autoespacos de
Cq(B) a partir destes operadores. Esta prova é muito linda e com ela fica
claro que a cohomologia independe da estrutura especifica de W*-modulo que

é dada a um W*-médulo. Esta prova pode ser encontrada no capitulo 5 de [GS].

No caso deste trabalho seguiremos por outro caminho.

7.3
Cohomologia Equivariante de W*-médulos

Antes de comegar a dissertar sobre a Cohomologia equivariante de
W*-modulos relembremos algo que ja usamos nesta dissertacao, o processo de
fazer a média. Este processo usa que a medida de Haar é invariante. Assim,
se considerarmos G um grupo de Lie compacto, podemos transformar certos
tipos de funcionais suaves em funcionais suaves G-invariantes. Como vimos
antes, esta construcao ¢ valida para métricas riemanianas, porém, além desta,

também é valida para formas diferenciaveis e a construcao é bem semelhante.

Como usaremos o resultado acima iremos consideraremos G um grupo
de Lie compacto. E claro que fazer isto também permite, entre outras coisas,
representarmos M /G como uma variedade, no caso de M variedade e a a¢ao de
G ser livre. Na hipdtese de M também ser compacto, como podemos ver pelo
teorema equivariante de de Rham, temos a igualdade entre a cohomologias

equivariante topologica e a de G*-mddulos.
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Repare que no decorrer do texto fazemos algumas vezes a suposicao
de G ser compacto ou conexo, isto nao leva a nenhuma perda para o nosso
resultado, ja que, isso faz e fard parte das nossa hipdteses. Nao fazemos esta

suposicao sempre para manter a generalidade dos resultados.

Entao, considerando GG compacto, provemos:

Teorema 7.3.1 Sejam A um W*-mdédulo e E uma W*-dlgebra aciclica. Entdo

H (A® E)pay) = H*(Apns) (7.3.1)

Consideremos o isomorfismo de Mathai-Quillen e B = E uma W*-algebra

aciclica. Assim

¢ : (A & E)bas — (Ahor ® E>G

quando restringimos ¢ as formas G-equivariantes. O operador transforma d em
(A® E)pqs no operador, que chamaremos de §, dy®@1+1Qdp+0"Q@ L, — 1 ®1,
em (Apor @ E)C.

Counsidere entao

Gy i=da®@1+0"® Ly — p ® L. (7.3.3)
Temos que § = ;1 + 0o.

Defina:
C' = (Apor ® Ei)G e C* = aC".

E f4cil ver que 8, acresce o grau de F em 1 e, enquanto os dois primeiros
elementos de d, mantém o grau de F, o ultimo elemento de d5 decresce o grau
de E em 1. Portanto:

51 : Cz — CH—I

5y : C" — C"+ C" L

Além disso, pela definicio de dg, 62 = 0, logo podemos considerar §;

como o operador diferencial no complexo C* e com isto estudar a cohomologia

de C* em relagao a d;.
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Ora, mas considere C'i=Apy @E e C = aC. Repare que C* € .

Como E é, por hipotese, aciclico,
H0<€7 1® dE') = Ahor
e, se k>0,
H*(C,1®dg) = 0.

Assim, se k > 0, para todo 7 € C* que satisfaz dr = 0, existe o € ot
tal que (1 ®dg)a = 7. Como G é compacto, podemos fazer a média e assumir

que o é G- invariante e, portanto, a estard em C*~1.
Logo os grupos de cohomologia de (C},01) sao dados por

HY(C*,81) = Apas (7.3.4)

e, se k>1,
H*(C*,6,) = 0. (7.3.5)

Talvez agora seja interessante apresentar a definicio e fazer alguns
comentarios a respeito de filtracao, pois iremos construir uma na sequéncia

e também é usado no apéndice D.

Definigao 7.3.2 Dada uma dlgebra A, uma filtracao crescente (decrescente)
¢ uma cole¢cao F = {F,}nez com F, C A tal que F,, C Fyy1 (Fuy1 C F,) e
Fo-Fo CFom (Fr - Fy CF_jpm).

Desta forma, temos que gr(A, F) = ®F,/F,_1 (97(A,F) = ®F,_1/F,)

¢ uma algebra graduada.

Vale ressaltar que, caso A ja seja uma algebra graduada, temos que

F, = @A, ja representa uma filtragao e, ainda, neste caso temos que
i<n

F,/F, | = A, e, portanto, A = gr(A, F) como &lgebras graduadas.

Consideremos entao

tal que
Cj C Cip1, (Apor ® E)G =0 = U &

gera uma filtracdo crescente de (A, ® E) com Cy = Apgs.
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Estamos agora mais preparados para provar o teorema 7.3.1.
Prova: [de 7.3.1]

Temos que mostrar que a classe dos elementos em (A ® E)pqs 86 depende
de Apgs, isto ¢, se p € C tal que dp = 0 entdo p pode ser escrito como a soma

de um elemento em Ay, por um elemento na imagem de 9.

Entao é suficiente provar o seguinte lema:

Lema 7.3.3 Se pn € C; satisfaz que 6pp = 0, existe um v € C;_1 e um elemento

em a € Apgs tal que
p=0v+a®l. (7.3.6)

Além disso, a € unico a menos de fronteira de Ap,s, isto €, se p = 0 entdo
a = dab, onde b € Ap,s

O lema ¢ interessante porque ja nos induz um processo indutivo em cima
de j. Ora, mas em grau 0 a construcdo é consequéncia da cohomologia de
(C*,01) que construimos antes, isto é, se 7 = 0 entao dp = 0 implica d;pu = 0.

Ou seja, pela cohommologia de (C*,0), p € Apys.

Assim, se v € satisfaz a hipdtese, por d; ser de grau 1, temos que o = 0.

Assim v € Ap,s ® 1, entdo v = —b® 1 para algum b € A,s. Segue entao que

52V _ (dA® 1)V—|—9j ®£jy_,uj ®[,jl/ = —(dAb) ® 1.

Portanto, como queriamos,

a=d Ab.
Facamos agora a hipdtese de indugao, suponha que o lema ¢é valido para

j—1com j>1.Seja u € C; com dp = 0. Mas C; = &C", logo

po=p; + i1+ ...

onde 1 € C; enquanto pn — p; = pj—y + ... € C77'. Ora, mas ou = 0, logo
d1p0 = 0. Mas para j > 0, H/(C*,6;) = 0, segue entao que pr = §1v;_1.

Logo,
p=0v_1+w

onde w € Cj_1. Como o = 0 e §2 = 0 temos que dw = 0. Assim, como o

resultado vale para j — 1 segue-se o resultado para j.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912786/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912786/CA

Capitulo 7. Modelos e o isomorfismo de Mathai-Quillen 94

Com isto finalmente terminamos a prova do teorema 7.3.1. Vale ressaltar
que o isomorfismo entre Hy,s(A) e Hg(A) depende apenas da estrutura como

G*-médulo e nao da estrutura como W*-méddulo.

Assim, como pelo teorema 6.2.1, uma E algebra do tipo (C) é uma W*-
algebra, temos que dado E e F' duas G*-dlgebras do tipo (C), ou simplesmente

W*-algebras, que sao aciclicas, a seguinte igualdade é verdadeira:

Hy (A F)=H, (A F®FE)=H, (A®E). (7.3.7)

Portanto, a definicdo da cohomologia equivariante Hg(A) é perfeita.
Dada a construgao que fizemos até aqui, como a algebra de Weil é a G*-
dlgebra mais simples que satisfaz a condigdo (C), pode ser interessante

entender H}(A) como Hj, (A ® W), ou simplesmente, gracas ao teorema
fundamental de Cartan, H(Cs(A), dg).

7.4
O Homomorfismo Caracteristico

Com a construcao que fizemos neste capitulo, temos a oportunidade de

costruir uma versao diferente do mapa de Chern-Weil, tanto para G*-algebras

como para variedades. Comecemos entao com G*-algebras.

Seja A uma G*-algebra com identidade 1. Podemos considerar C como
G*-médulo trivial e como C ® W = W, vemos a cohomologia equivariante de
C da forma:

Hg((C) = Hbas(W) = S(g*)G'

Consideremos entao o mapa
k:C— A, z— zly4.

Como o mapa é um homomorfismo de G*-moédulos, ja que C é uma
G*-modulo trivial, temos que ele induz um homomorfismo na cohomologia

equivariante:

kg S(g5)¢ — Hg(A).

E temos novamente o mapa de Chern-Weil. Os elementos da imagem de

K¢ sao conhecidos como as classe de caracteistica de Hg(A).
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Agora considere M uma variedade em que G age livremente e A = Q(M).

Consideremos o mapa constante
M — ponto.

Como um ponto é uma variedade, em particular de dimensao 0, podemos
considerar o mapa pullback no nivel das formas e, portanto, pensando em
G agindo no ponto trivialmente, temos o mapa induzido na cohomologia
equivariante

H{.(ponto) — H{(M).

Agora, como por hipétese G age livremente em M, definindo X = M/G,
temos que

HE(M) = H*(X).

Além disso, como
H(ponto) = Ho(Q(ponto)) = H(C) = S(g")°.
podemos identificar o mapa de Chern-Weil como o mapa
S(g")¢ — H*(X).

A algumas segbes atrds, comentamos que no capitulo 5 de [GS], Guil-
lemmin e Sternberg fazem construgoes muito interessantes sobre o modelo
de Cartan, onde, inclusive, provam o teorema 7.3.1 de uma forma um pouco
diferente. A construgdo se inicia ao identificar S(g*) ® A com o espago po-
linomial de valores em A. Neste caso, associamos a base &, ...,§, de g com
coordenadas correspondentes 1, .., T,. Assim, usa-se x; em vez do classico p’
em W (g) e, entdo, um elemento da forma Y 2! ® a; é representado por 3" ayz!

e a diferencial do modelo de Cartan ¢ dada por (dga)(x) := d[a(z)]—z"" [a(x)].

Introduziremos esta notagdo neste momento para entender um pouco
mais da imagem do mapa de Chern Weil no caso de variedades. Esta construcao
pode ser vista de forma mais precisa em [GS] e toma como base o mapa
avaliacao:

(S(g") ® A)9 = Aps, 2 @ a > pla.

Consideremos o G-fibrado principal 7 : M — X que atribui a cada
ponto m € M sua G-Orbita. Entao, atribuindo a este fibrado seus elementos
de conexao

1€ QM )por
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e um mapa G-equivariante
p: S(g*)G @ QM) — Q(M)por, @ w1l Awpor
De 7 obtemos o isomorfismo
™ QX)) = QUM )pas-

Entao, compondo p restrito aos elementos invariantes com o mapa inverso

de 7*, obtemos o mapa
(S(g) ® QM))" — Q(X).

A restricao deste mapa a S(g*) é o mapa de Chern-Weil no nivel de

formas e induz um mapa na cohomologia
S(g")¢ — H*(X).

Entao, para
p=nplry,..,2,) € S(g*)°

sua imagem pelo homomorfismo caracteristico é

Este mapa estd bem definido e independe da escolha de conexdo. A cons-
trucdo acima estd contida e explicada no capitulo 5 de [GS]. O importante no
nosso caso é ver que a imagem pelo mapa caracteristico de um polindomio em
S(g*)¢ pode ser visto como um polindmio, de forma semelhante (s6 trocando

as varidveis), em H*(X).

7.5
Cohomologia Equivariante de Espacos Homogéneos

A teoria que fizemos até aqui nos permite ter, com um pouco de traba-
lho, explicitamente a cohomologia equivariante de espagos homogéneos. Para

chegar neste resultado estudemos um pouco sobre agdes que comutam.

Considere G = P x K, onde P e K sao grupos de Lie. Pela teoria de

grupos de Lie, sabemos que a dlgera de Lie de G pode ser escrita como

g=pDk,
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onde p e k sao as algebras de Lie de P e K respectivamente. E, portanto,
g =p Bk".
Ora, mas sabemos, por exemplo, que A(p* @ k*) = A(p*) @ A(k*), logo
W(g) = W(p) @ W(k)

e dw(g) = dwp) @ 1k + 1p @ dw ).

Agora, como g = p @ k, também podemos pensar em p e k como

subalgebras de g. Mas observe que, dados x € P e y € K, temos que
Adzo1)(1ey) =@ )(1oy)(z'el)=(1y),

e, portanto,

[Egz, Egy] = 0 e [ng, Lgy] = 0
Logo, p_1 @ pp comuta com k_; & k.

Assim, como um G*-médulo, A pode ser visto também como um

K*—mobdulo ou P*—modulo, temos que

Abasc* = (AbasK* )basP* = (AbllSP*)bCLSK*7

onde Apgs..., por exemplo, representa os elementos bésicos de A para a G*-
acao. O resultado é valido porque as agoes de P* e K* comutam e podemos

ver Apgsp. como um submoédulo para a K* acao ou vice e versa.

Agora, aplicando isto a A® W(g) = A® W(p) ® W(k), supondo que A
e, portanto, A® W (p) sejam (W (k))*-mbdulos, temos, pelo teorema 7.3.1, que

HG(A) =

= H((A® W(p) @ W(k))basg. d) =
(onde d = da @ Ly © Ty + 14 @ dy ® Ly + 14 @ Ly () ® dye)
= H(A@W(p) @ W(k))basp- Jbasi-» ([da @ lwpy +1a®dy) ©1 + 1®@dg) =
= H((Apas,ex @ W(D))baspesda @ lwp) + 1a®@dy) =

= HP(AbasK*)-
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Hg(A) = Hp(Abasy-) (7.5.1)

Portanto, caso A também seja um (W (p))*-mddulo, concluimos que
Hyg(Apasp.) = Ho(A) = Hp(Apasyen )- (7.5.2)

Com este resultado, podemos estudar a cohomologia equivariante do
espago homogéno G /K. De fato, consideremos K um subgrupo fechado de
G, logo também um grupo de Lie. Podemos considerar uma ac¢ao de G x K em
GG, onde G age em si mesmo pela esquerda e K age em G pela direita. Assim

temos que:

Heoxx(G) = Hg(G/K) = Hi(G/G) = Hg(ponto) = S(k*) (7.5.3)
e, portanto, S(k*)% é a cohomologia equivariante do espago homogéneo G/ K.

Estudemos um pouco mais de a¢des que comutam. Consideremos agora
que P seja compacto e, entao, podemos fazer a média sobre ele e representar a
equacao 7.5.1 pelo modelo de Catan. Isto é, considere as formas de conexao 6
tais que definem A como um (W (k))*-médulo para a acao de K*. Assim, como
K e P comutam, calculando a média dos #%’s sobre P obtemos aqueles que sao

M invariantes. Logo, assumindo que {7y, ...,n,} é a base de k e {11, ..., .} sua

base dual, temos
Ca(A) = (S(K*) @ (S(P*) ® A)P)K (7.5.4)
e, usando a equacao 7.2.6,
do() = deoy(depy) = 1 @ depy — vV u(n)

onde de(k) e de(py sao os operadores d no modelo de Cartan relativo, respec-

tivamente, a K* e a P*.

Em particular, esta cohomologia ¢ isomorfa a cohomologia relativa a d¢(p)
de

(S(P") ® Abasye.)”

que é Hp(Apgs,.) como vimos.

Neste caso, a imagem do mapa de Chern-Weil
KK : S(k*)K — HP(AbasK*)

é chamado o anel de classes de caracteristica equivariante de P.
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Cohomologia do Fibrado Flag Homogéneo

Neste capitulo iremos finalmente provar o resultado principal desta
dissertacao, uma férmula explicita para calcular a cohomologia do fibrado flag

homogéneo.

Durante boa parte deste trabalho focamos na teoria equivariante, prin-
cipalmente na teoria equivariante de G*-mdédulos. Esta é uma bela teoria que
nao se limita a provar nosso resultado, o calculo da cohomologia do fibrado flag
homogéneo é apenas uma de suas aplicagoes. Porém, nos limitaremos a isto.
Para ficar mais claro o caminho que fizemos até agora talvez seja interessante

fazer um breve resumo.

Primeiro apresentamos alguns conceitos iniciais das estruturas algébricas
e topoldgicas que trabalhamos nesta dissertagao e, rapidamente, apresentamos
uma motivagao para o resultado que buscamos. Nesta motivacao discutimos
sobre a cohomologia equivariante topoldgica, que, sobre algumas hipoteses,
equivale a cohomologia equivariante de G*-médulos. Entao surge a pergunta:
Por que escolhemos especificamente G*-modulos e a cohomologia equivariante
de G*-médulos como objeto de estudo? Ao longo do texto pudemos ver que
a teoria inicial no caso de G*-mddulos exige mais trabalho do que o caso

topoldgico, entao por que a escolhemos?

A resposta disto é a liberdade e a mecénica algébrica que ganhamos.
Antes de construirmos a estrutura de G*-modulos, provamos as identidades
geométricas consequentes da acao de um grupo de Lie GG sobre uma variedade
M. Desta forma, exigindo que um G*-moédulo satisfaca estas propriedades,
construimos um conceito mais geral e puramente algébrico. Ainda neste
sentido, a condicao (C) vem justamente algebrizar de forma a podermos
trabalhar no modelo infinitesimal o conceito de agao livre, ou melhor dizendo,

localmente livre.

Posteriormente vimos a algebra de Weil, a G*-algebra aciclica mais

simples que satisfaz a condi¢ao (C). Se anteriormente nao estava muito claro


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912786/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912786/CA

Capitulo 8. Cohomologia do Fibrado Flag Homogéneo 100

o porqué de trabalharmos com a cohomologia equivariante de G*-mddulos, a
algebra de Weil sintetiza o motivo da escolha. A algebra de Weil tem uma
estrutura muito bem definida e razoavelmente simples de se trabalhar e, entao,
junto com isomorfismo de Mathai-Quillen e o modelo de Cartan, provamos
que é boa, no sentido de estar bem definida, a definicio de cohomologia

equivariante de G*-moédulos.

Entretanto, a beleza da algebra de Weil e do modelo de Cartan nao
acaba por ai, neste capitulo mostraremos que o modelo de Cartan admite uma
estutura de complexo duplo. Assim, usando um pouco de teoria de sequéncia
espectral que esta no apéndice D e com algum trabalho, estenderemos mais a
teoria adquirindo resultados que finalmente nos permitira gerar uma férmula

explicita para calcular a Cohomologia do Fibrado Flag Homogéneo.

8.1
Modelo de Cartan, um Duplo Complexo

Como dissemos na introdugao deste capitulo, iremos usar um pouco da
teoria espectral de complexo duplo, teoria esta que estd brevemente apresen-
tada no apéndice D. Convido o leitor, caso tenha interesse, a ver este capitulo

no apéndice, ou, pelo menos, dar uma breve olhada, pois usaremos definicoes,

conceitos e notagoes l4 presentes.

Consideremos novamente G um grupo de Lie compacto e A = @ A* um
kEZ
G*-modulo. Seu complexo de Cartan é dado por

Ca(A) = (S(g") ® A)°.

Iremos considerar o complexo duplo do complexo de Cartan como a

bigraduagao
CP1 = (SP(g") ® Aq*”)G (8.1.1)

com operadores fronteira dados por

d:=1®d, (8.1.2)

0= —p" ® g (8.1.3)
Temos que mostrar que esta construcao realmente satisfaz as condigoes

de complexo duplo. Primeiro, a bigraduagao ¢ claramente uma bigraduagao de
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espagos vetoriais, ja que, S(g*) e A sdo dlgebras. Além disso,

d- P = (Sp(g*) ® Aq—p)G BN (Sp(g*) ® A(q+1)—p)G = (OPatl

5P = (Sp(g*) ® Aq—p)G N (Sp+1(g*) ® Aq—(p+1))G — OPtla

pois 1, ¢ uma derivacao de grau —1 em A. Resta mostrar que d®> =0, 6> =0 e
dd 4+ 6d = 0. Ora, mas

portanto d?> = (0. Também temos que
[Laa Lb] = 07

(Z La)(z La) =0,

logo 6% = 0. E, por fim, como sabemos que d% = 0, temos que (d + §)* = 0,
logo
P+82+di+0d=0 = d§+dd=0.

Portanto realmente temos um complexo duplo. Repare que o subespaco
(SP(g*) ® A™)Y tem bigraduacio (p, m + p) e portanto tem grau total 2p + m,
o0 que preserva a graduacdo original de (S(g*) ® A)® como uma super 4lgebra

comutativa.

Quando trabalhamos com sequéncia espectral é importante saber quando
ela converge ou nao, isto ¢é, saber quando a sequéncia espectral se estabiliza
para algum r:

Pq — P9 — ...
Bt =By =

Neste sentido, se A¥ = 0 para k < 0, como sera nosso caso, temos que
a condicao D.1.4 é claramente satisfeita e, com isto, a sequéncia espectral
associada ao complexo duplo 8.1.1, 8.1.2 e 8.1.3 ird convergir. Isto serd muito

importante, ja que alguns resultados serdo consequéncia desta convergéncia.

Provemos agora o seguinte:

s

Teorema 8.1.1 O termo E; na sequéncia espectral de 8.1.1, CP4, ¢

(S(g") ® H(A),
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isto €,

P = (S(g7) ® H™P(A))°.
Prova: Como sabemos pela teoria de sequéncia espectral,
ELS = HU(C™ d).
assim, o que temos que fazer é mostrar que
(S7(g") @ HT™P(A)) = HI((S"(g7) ® A)%, 1 @ da).

Ora, mas como GG é compacto, dado qualquer a € GG podemos considerar,
0 mapa

H(Ca(A),1®da) = (S(g") ® H(A))
/Ga ) 2 ® [a].

Como, por definigio, C(A) e x € S(g*)¢ sdo G-invariante, o mapa estd bem

definido e é injetivo e, como G é compacto, Va € G,

alalu= [falu=1la) [ n=

Logo, fazendo a média, os grupos de cohomologia de (S(¢g*) ® A, 1®d4)

sao as componentes G-invariantes da cohomologia de
(S<g*) ® A> I® dA)a

que, por sua vez, sao as componentes adequadamente graduadas de

S(g*) © H(A). m

Para melhorar o teorema anterior, provemos o seguinte:

Lema 8.1.2 A componente conexa da identidade de G age trivialmente em

H(A).

Prova: De fato, lembramos que estamos usando que H(A) herda uma estrutura
de G*-modulo. Se a pertence a componente conexa da identidade, entao
a = exp t€ para algum £ € g. Ora, mas por definicao

Le=—plexpte)|

d
at’
desta forma, para mostrar que a componente conexa da identidade de G age

trivialmente H(A), basta mostrar que, para todo ¢ € g, L age trivialmente
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em H(A). Mas sabemos que
,Cg = Lgd + dLg.

Logo, por definicao, £, homotépico em cadeia a 0 em A e temos assim o

resultado. n

Mostramos entao que:
Teorema 8.1.3 Se GG ¢ conexo,
EPI = SP(g")Y @ HTP(A). (8.1.4)
E, assim, pelo corolario D.2.3, temos de imediato que:

Teorema 8.1.4 Se G ¢ conexo e HP(A) = 0 se p é impar, seque que a

sequéncia espectral do complexo de Cartan colapsa no estagio E;.

Se M ¢é uma variedade na qual G, um grupo de Lie compacto e conexo,

age livremente, temos que
He(QUM)) = H(X) (8.1.5)
onde X = M/G. Neste caso, o termo E; da sequéncia espectral é
S(g")¢ ® H*(M) (8.1.6)
e o termo E, é uma versao graduada de H*(X). Repare que pelo teorema

anterior, se HP(Q(M)) = 0 se p é fmpar, segue que S(¢*)¢ ® H*(M) é a

propria versao graduada de H*(X) dada pela sequéncia espectral.

8.2
Hg(A) um S(g*)9-médulo e Morfismos de G*-médulos

A partir deste momento, iremos supor que, além de compacto, G também
é um grupo de Lie conexo. Considere agora ¢ € S™(g*)¢. O operador
multiplicagao
URa— du® a

claramente comuta com d e 9, portanto é um morfismo, sobre si, do duplo
complexo (Cg(A),d,d) dado por 8.1.1, 8.1.2 e 8.1.3. Além disso, como ¢ €
S™(g*)¥, temos que este morfismo tem bigrau (m,m), por definicio de CP9.

Logo, como podemos ver no apéndice, este morfismo induz uma cocadeia

(Ca(A),d+0) — (Ca(A),d + 9)
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de grau 2m e, portanto um mapa na cohomologia. Mas, por definicao,
Hg(A) = H(Cg(A),d+9), portanto o operador multiplicagdo induz um mapa
de Hg(A) sobre ele mesmo, ou seja, temos uma estrutura de S(g*)“-médulo
para Hg(A).

Repare que, como no apéndice, o operador multiplicacao também induz
mapas no complexo de cocadeia (CP* d) e, consequentemente, em todos E,’a
da sequéncia espectral. Desta forma, todos os F,’s herdam uma estrutura de
S(g*)%-médulo. Observe que por 8.1.4, a estrutura de S(g*)“-mdédulo herdada

é apenas a multiplicacdo em S(g*)%, isto é,
S(g") © H(A) = (S(¢)9 - S(g")) @ H(A).

Agora, S(g*)¢ é finitamente gerado (por [Hel]), portanto, todo ideal de
S(g*)¢ é finitamente gerado. Logo, S(g*)¢ é noetheriano (como em [Chevl]).
Assim, se H(A) ¢ finitamente gerado, temos por [Chev] que, todos os seus
subquocientes, incluindo os E,’s, sdo finitamente gerados como S(g*)“-médulo.
Assim, como por construgao, a sequéncia espectral converge para uma versao

graduada de Hg(A), provamos que:

Teorema 8.2.1 Se a dimensio de H(A) € finita, entao Hg(A) € finitamente

gerado como um S(g*)%-médulo.

O resultado é imediato, j& que, a versao graduada de Hg(A) é limite de S(g*)¢-

modulos finitamente gerados. O que podemos ver também ¢é que:

Teorema 8.2.2 Se a sequéncia espectral do complexo duplo de Cartan colapsa

no estdgio By, entio Hg(A) é um S(g*)%-mddulo livre.

Prova: Como a sequéncia espectral colapsa em F1, temos que E; = grHg(A),
a versao graduada de Hg(A). Ora, mas pelo teorema D.2.2, o isomorfismo
E, = grHg(A) é um isomorfismo do mapa graduado na cohomologia que

G_médulos.

preserva a estrutura de médulo, portanto um isomorfismo de S(g*)
Assim como, por 8.1.4, F; é claramente um S(g*)“-médulo livre, pelo produto
no primeiro fator, grHg(A) é um S(g*)%-médulo livre e portanto, Hg(A) é

um S(g*)%-médulo livre. [

Na verdade, pelas consideragoes feitas aqui e por 8.1.4, como a sequéncia

espectral colapsa no nivel F, temos a equivaléncia

Hg(A) = H(A)® S(g")°
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como S(g*)%-médulo. Desta forma, tensorizando sobre S(g*)¢ cada lado desta

equivaléncia por C, temos que
He(A) ®g(y0 C = H(A) ® S(g%)° ®g(46 C= H(A) ® C = H(A)

pelas propriedades de produto tensorial. Desta forma, se A = Q(M ), podemos
calcular a cohomologia de de Rham de M em termos de sua cohomologia

equivariante.

Considere agora A e B G*-modulos e p : A — B um morfismo de
grau 0. Ele induz um mapa p* em cohomologia. Consideremos a notagao que
usamos no apéndice. Como G é conexo temos que (SP(g*) ®@ HIP(A))¢ =

SP(g*)¢ @ H17P(A). Portanto,

EPUA) = SP(g")“ @ HTP(A)
p1 11®p*
EPY(B) = SP(g")° ® H"P(B).

Assim, se p* é um isomorfismo, p; é um isomorfismo. Como consequéncia,

pr ¢ um isomorfismo. Segue que, como lim p, = grp,, onde
Px - HG'(A) — HG'(B),

¢ o mapa induzido por p, entdo, temos que grp, ¢ um isomorfismo. Logo p,
¢ um isomorfismo. Com isto provamos, gracas aos teoremas D.2.2 e 8.1.3, o

seguinte:

Teorema 8.2.3 Se o mapa induzido p* na cohomologia standard é um iso-

morfismo, entdo o mesmo ocorre com o mapa induzido por py.

Em alguns casos pode ser mais facil calcular a cohomologia equivariante
do que a cohomologia standard, neste caso, o teorema anterior pode facilitar
distinguir quando, por exemplo, certas variedades nao tém a mesma cohomolo-
gia, ja que, se mostrarmos que duas variedades tem cohomologia equivariantes

diferentes, elas terdo cohomologia de de Rham diferentes.

Um exemplo de seu uso pode ser calcular a cohomologia de um espago
homogéneo G/K. A cohomologia de de Rham, neste caso, pode ser um pouco
complicada de se trabalhar, entretanto, como vimos no capitulo anterior, temos

uma férmula para o célculo de sua cohomologia equivariante.
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8.3
Restricao de Grupo

Nesta secao faremos construgoes que sao relativamente imediatas dados
os resultados que ja temos até aqui, todavia, sdo construcoes importantes que

servem como base para o resultado que desejamos neste trabalho.

Para comecar, novamente, temos G um grupo de Lie compacto e conexo.
Consideremos, agora, K um subgrupo fechado de G. Lembremos que K
fechado implica K um subgrupo de Lie de G e que G/K estd bem definido

como uma variedade.

Agora, como K é um subgrupo de Lie de GG, temos que k, a algebra de
Lie de K, é uma subalgebra de Lie de g. Assim, também temos a injetividade
de algebras de Lie
k—g.

E ainda, k£ como uma subdlgebra de Lie de ¢ é, em particular, um
subespaco vetorial de g. Desta forma, podemos estender uma base de k£ a uma
base de g e, naturalmente, também temos a injetividade das super algebras de
Lie

k— 7,
de forma que, cada G*-mddulo se torna um K*-moddulo pela restricao. Nada

muito diferente do que fizemos na secao de cohomologia equivariante de

espacos homogéneos do capitulo anterior.

Agora, o mapa injetivo k — ¢g induz um mapa sobrejetivo no dual, isto
¢, induz uma projecao

que se estende, de forma a preservar o produto, a um mapa

S(g*) = S(k).

Consideremos entao A um G*-mddulo, pela restricao temos que A é um
K*-modulo. Entao, pelas construgoes feitas, e a projecao natural de A como G*-

modulo em A como K*-mddulo, preservando a invariancia, nos da o morfismo
(S(g") ® A)¥ — (S(k*) @ A)F.

E, como as derivagdes do dominio agem diretamente ou pela restricao
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como as derivacoes do contradominio do mapa, claramente o morfismo se
entrelaca, no sentido de comutar, com ¢ e d e, portanto, representa um

morfismo de bicomplexo de bigrau (0,0). Ou seja, representa um morfismo
Ca(A) = Ck(A).
Assim, temos o mapa restricao induzido na cohomologia
Hg(A) — Hig(A)
e em cada estagio da sequéncia espectral por D.2.1 e D.2.2.

Por hipétese G é conexo entao, pelo lema 8.1.2, G age trivialmente em
(A

). Mas K é subgrupo de G, portanto K também age trivialmente em
(A). Desta forma, considerando a sequéncia espectral do complexo de Cartan

H
H
Ck(A), também temos que

EPI(K) = SP(k* )" @ HTP(A).

Assim, o morfismo restri¢do induzido por Cg(A) — Ck(A) no nivel E;

da sequéncia espectral é
S(g¢ @ H(A) — S(k")K @ H(A), (8.3.1)

ou seja, neste caso o morfismo restricdo é a restricao aplicada aos fatores a

esquerda do produto tensorial. Desta forma, temos o seguinte:
Teorema 8.3.1 Se o mapa
S(g)% — Sk
¢ um isomorfismo, entao o mapa restri¢ao
Hg(A) — Hik(A)
na cohomologia equivariante é um isomorfismo.

Prova: De fato, se S(g*)¢ — S(k*)X é um isomorfismo temos, pelo feito acima,
um isomorfismo no nivel F; na sequéncia espectral, logo um isomorfismo em
todos os niveis da sequéncia espectral. Assim, pelo teorema D.2.2, isomorfismo

na cohomologia equivariante. [ ]
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Um exemplo que satisfaz nossas hipdteses é justamente o toro maximal

como veremos na proxima segao.

8.4
Cohomologia do Fibrado Flag Homogéneo

Iremos, finalmente, nesta secao, exibir a férmula para cacular a coho-
mologia de um fibrado flag homogéneo, o resultado que buscavamos neste
trabalho. Entao para comecar a secao é interessante relembrar algumas defi-

ni¢des que fizemos no capitulo 2.

Primeiro, um G fibrado principal é um fibrado com fibra e grupo es-
trutural G. Agora, considere m : M — X um G fibrado principal e que
G age em uma variedade F. Consideramos o fibrado associado como sendo
[7] : P = (M x F)/G — X. Repare que este fibrado tem fibra F'. Suponhamos
agora que H é um subgrupo fechado de G. Temos uma acao natural de
G em G/H pela multiplicagdo. Desta forma, definimos o fibrado associado
homogéneo como o fibrado associado com fibra G/H. Vale ressaltar que H age
em M pela restricio. Entdao podemos identificar o espaco das Orbitas desta
agao, M /H com o fibrado associado [7] : P = (M x G/H)/G — X, lembrado

que M/H é uma variedade, ja que, H é um subgrupo de Lie compacto.

Além disso, temos uma identificacao natural de X e M/G. Assim, consi-
derando simplesmente 7 : M — M /G como o fibrado principal, identificamos

o fibrado associado homogéneo pelo diagrama

M

2N
= M/H

M/C

onde o mapa [r] projeta a érbita de H em M na érbita de G em M como uma

submersao.

Por fim, considerando p : M — M /G o fibrado principal, um fibrado flag
homogéneo é um fibrado homogéneo onde H = T e T' é o toro maximal, isto
é, um subgrupo compacto, conexo e abeliano de G' que é maximal em rela¢ao

a inclusdo. Repare que, como G é compacto e conexo, T" é um subgrupo de
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Cartan de G. Desta forma, temos o diagrama

M
/ X
M/G<—M/T
/ m=(p] /
onde 7 projeta a érbita de T'em M na orbita de G em M como uma submersao.
O mapa 7 do diagrama acima vem a ser muito importante no nosso
trabalho, ja que, basicamente, queremos calcular a cohomologia do fibrado
flag associado, ou simplesmente M/T, em relagdo a base M/G. Para fazer
isto, queremos, de alguma forma, usar o teorema 8.3.1, vejamos entdo as

propriedades de T', o toro maximal, que torna isto possivel.

Consideremos K o subgrupo de Lie de G normalizador de T, isto é,
K={a€G|aTa* CT}.
Uma forma equivalente de definir K é
K ={ae G| Ad(a)t C t}

pois, por um lado, como sabemos, exp(sAd(a)¢) = aexp(s€)a~' € T para
todo a € G, £ € t e s € R. Para ver a volta da equivaléncia, se Ad(a)t C t,
temos que Ad(a)¢ € t para todo £ € t, entdo, considerando z € T tal que
(exp&) = z, temos que ara~' = exp(Ad(a)é) € T.

Defina agora
W= K/T

o grupo de Weyl de G. Afirmamos que a subalgebra de Lie de K ¢é t. De fato,
se k é a algebra de Lie de K, entao t C k. Além disso, para todo s € R, de
€ €k, exp(sf) € K. Ou seja, temos que exp(sad(§))t = Ad(exp(sé))t C t.

Assim, dado v € g, derivando temos

et.
s=0

6.0] =+ exp(sad(€)w

Logo, como t é uma &algebra de Cartan, £ € ¢, logo k C t. Vale notar também
que YW mede o nimero de componentes conexas de K, isto é, a cardinalidade

de W é o niimero de componentes conexas de K, portanto WV é um grupo finito.
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Assim, com as informagoes acima, temos que

Além disso, como T por hipotese é abeliano, a agdo adjunta é trivial, isto
é, pela propria definicao da agao adjunta, como T é abeliano, T" age trivialmente
em t, e pelo contragradiente da representacao adjunta, trivialmente em t*,
portanto em S(t*). Desta forma, como 7' C K age trivialmente em S(t*),

temos que

A construcao acima nos permite aplicar o teorema 8.3.1, ja que, por [Hel],

o teorema de Chevalley garante que o mapa restri¢ao
S(g")¢ — St (8.4.1)
é um isomorfismo e, portanto,

é um isomorfismo.

Agora, pelo que fizemos na se¢do anterior e acima, a inclusao T — K

induz um morfismo de complexos duplos
Cr(A) = Cp(AY
por 8.4.1. Isto induz o mapa em cohomologia
Hy(A) — Hrp(A)Y

e em cada nivel da sequéncia espectral. Em particular, como K C G, a equacao

8.1.4 ¢é valida, temos um morfismo no nivel Fy
Sk @ H(A) — (St)Y @ H(A))" = SE#)Y @ H(A).

Contudo, como S(k*)% = S(¢*)"V, o morfismo acima é o morfismo identidade,

portanto, aplicando o teorema D.2.2,
Hp(A) = Hp(A). (8.4.2)

Provamos, assim, o seguinte teorema:
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Teorema 8.4.1 Seja G um grupo de Lie compacto e conexo, T um toro
maximal e W sua dlgebra de Weil, entdo para qualquer G*-modulo A temos

que

Hg(A) = Hp(A)W. (8.4.3)
Iremos mostrar agora que:
Teorema 8.4.2
Hg(A) @gpwyw S(t7) = Hp(A). (8.4.4)

Prova: Para ver isto temos que observar primeiro que o produto tensorial
Ck(A) ®gunyw S(t7)

é um bicomplexo. Como é um produto tensorial sobre S(t*)"V esperamos que
dados ¢ € S(t*)"W, a € Cx(A) e € S(t*) tenhamos que a ® ¢3 = pa @ 3,
mas isto estd bem definido pela multiplicacao em S(t*) e por Cx(A) ser um
S(t*)"Y-modulo. Inclusive, o fato de C(A) ser um S(¢*)Y-médulo garante que
¢ comute com o operdador fronteira de Ckx(A), assim, como também comuta
com o operador fronteira de S(t*), temos que Ck (A) ®g(+yw S(t*) é realmente

um bicomplexo.

Além disso, temos um morfismo canénico de bicomplexos dado por

CK(A) ®S(t*)W S(t*) — CT(A)

(8.4.5)
a®f — ba

ja que, Cp(A) = (S(t*) @ A)T. O que induz morfismos em cada nivel da
sequéncia espectral. Em particular, no primero nivel da sequéncia espectral,
estao bem definidos Cx(A) e Cr(A). Assim, lembrando que S(k*)% = S(¢*)"V,

o morfismo de bicomplexo comentado acima no nivel F; pode ser escrito como:

S(t*)w ® H(A) ®S(t*)W S(t*) — S(t*) ® H(A)

(8.4.6)
PRa®p — B ® a.

Ora, mas o produto tensorial S(t*)"Y @ H(A) é sobre os complexos e

temos que

St @ H(A) = H(A) ® S(t*)"

e, portanto,
Assim, por propriedades de produto tensorial, temos que

St @ H(A) @guepw S(t7) 2 S(t*) @ H(A).
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Segue que o morfismo no nivel £} é um isomorfismo e, portanto, pelo

teorema D.2.2, um isomorfismo em todos os niveis. Logo,
Hy(A) @gunw S(t°) = Hp(A).
E, como Hg(A) = Hg(A),
Hg(A) ®gnw S(t) = Hr(A)
como queriamos mostrar. |

O resultado central desta dissertacao vai ser uma traducao dos teoremas
8.4.1 e 8.4.2, que sao de natureza puramente algébricos, ao ambito geométrico.
Para fazer isto, iremos usar fortemente os homomorfismos caracteristicos

referentes a cada grupo de Lie, G e T..

Para fazer a passagem da algebra para a geometria, consideremos M uma

variedade em que GG age livremente. Defina:

X :=M/G,

Y :=M/T
e

T:Y —- X

o mapa que leva a T o6rbita na G oOrbita. Repare que, pelo que fizemos no
inicio da se¢ao, M /T representa o fibrado associado. Desta forma estamos nas
condigoes iniciais do problema central desta dissertacao. Repare ainda que o

mapa 7 induz o mapa

7 H*(X) = H*(Y)

na cohomologia. Ora, mas pelo teorema 8.4.1 aplicado a A = Q(M), podemos

provar que:
Teorema 8.4.3 O mapa

™ HY(X) = H* (Y)W
¢ um isomorfismo.

Prova: De fato, como G e T (pela restricdo) agem livremente em M, temos

Q(M) satisfaz a condi¢ao (C) para ambos os casos e o pullback pela projegao
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de Q(X) e Q(Y) representam as formas basicas em cada um dos casos, portanto

He(QUM)) = Hys(UM) @ W) = H(Q(X),d) = H"(X)

12

Hyp(Q(M)) = H(QY),d) = H*(Y).

Assim, pelos isomorfismos acima, o mapa Hg(QUM)) — Hr(Q(M))Y

induzido pela restricao de grupo é o mapa 7*, isto é, pelo teorema 8.4.1,
™ HY(X) — H* (Y)W
é um isomorfismo. m

Desta forma temos uma traducao completa para o &mbito geométrico do

teorema 8.4.1, que inclui os grupos e o morfismo entre eles.

O teorema acima é forte, iremos aprimorar (e com isto finalizar o re-
sultado principal desta dissertagio) considerando os geradores de S(t*)" e
a equacao 8.4.4 em uma perspectiva geométrica. Entao, antes de provar o

teorema 3.1.3, lembremos o que ele afirma.

Com a notacado usual, o teorema afirma que a cohomologia do fibrado

associado Y é o quociente
H*(X)[Ulv e ’Jr]/[

onde I é um ideal construido, nao diretamente, a partir da base de t*. E claro
que até agora nao sabemos o que é o ideal I ou as varidveis (o%)’s. Entretanto,
provar o teorema, neste momento, ¢ basicamente expressar cuidadosamente

cada um destes termos para aprimorar o teorema 8.4.3 como veremos.

Primeiro, gracas também a [Hel] na prova do teorema de Chevalley, como
o grupo de Weyl, W, é finito, os polindmios invariantes sobre YV tem geradores
algébricamente independentes finitos, isto ¢, pelo teorema de Chevalley, S(t*)"Y
com sua representacao polinomial é gerado finitamente. Consideremos entao

x1,- -+, T, uma base de t* e

pi(xlv e Jxr>7

comi=1,---,n, geradores de S(t*)"V.
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Na secao 7.4 fizemos uma descricdo muito precisa do mapa de Chern-

Weil, no caso do toro maximal, podemos vé-lo através do mapa
kr ST — Hp(Q(M)) = H*(Y)

que leva uma base x1,---x, nas classes caracteristicas correspondentes
ol,--- 0" em H*(Y). Entdo aqui surgem os (¢7)'s. Repare que, como T
é abeliano, sua acdo em S(t*) é trivial, portanto S(¢t*)T = S(¢*), nos permi-
tindo escrever o mapa acima esquecendo a invariancia em 7. Além disso, a
invariancia sobre W é mantida pelo mapa, isto é, elementos invariantes sobre

W sao levados em elementos invariantes sobre W.

Por outro lado, também temos o mapa de Chern-Weil para GG
ke S(g)Y — Hg(QUM)) = H*(X).
Mas repare que, pelo teorema de Chevalley, o mapa restri¢ao
S(g)" = S(t)"

é um isomorfismo, ou seja, o homomorfismo caracteristico kg mapeia py, - -+, p

nas classes caracteristicas correspondentes ¢y, -+ , ¢, em H*(X).

Assim, como o mapa restri¢ao, pelo teorema de Chevalley, é um isomor-

fismo, passando pelo mapa 7* como vimos antes, temos que o diagrama

Sty il H*(Y)

KRG

é comutativo.

Agora, pelo teorema 8.4.2 e a tradugao geométrica que vem do teorema
8.4.3, temos o isomorfismo
H*(X aw S(t* — H*(Y
a® = 7w (a)kr(9).

O mapa acima estd bem definido, ja que podemos ver H*(X) como um
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S(t*)""-mo6dulo pelo isomorfismo no teorema de Chevalley. Desta forma, a
multiplicagao de um polinémio W invariante é dado por sua classe caracteris-

tica em H*(Y') através do mapa k.

Entao, mnosso objetivo ¢é relacionar a equagdo acima com

H*(X)[o!,--- ,0"] afim de provar o teorema 3.1.3.

Ora, mas um polinémio p € S(t*)"Y corresponde a um polinémio P €
S(g*)¢ pelo isomorfismo. Desta forma, ao multiplicar p em H*(X) o vemos
através do produto da classe caracteristica por G de P, isto é, multiplicamos
em H*(X) por kg(P).

Consideremos, entao, um mapa natural dado por

H*(X) @gueyw S(t*) — HY(X)[wy, - 2]/
a® ¢ — [a- ¢

onde J é um ideal. Para compreender exatamente como ¢ este ideal, lembremos
que S(t*)"V é gerado pelos polindmios py, - - - , pp, portanto gerado finitamente.
Cada p; tem uma correspondéncia P; nos polinomios G-invariantes em

g, isto é, em S(g*)¢. Assim, definimos J como sendo o ideal gerado por

b1 — HG(P1)7 oty Pn — HG(Pn)-

O mapa foi dito natural pois estamos considerando que ele mapeia a ® ¢
em [a - ¢], onde a - ¢ representa um polindémio sobre H*(X) com varidveis em
t*. Repare que o mapa estd bem definido, j4 que, se a € S(t*)"V, a é gerado

pelos p;’s e estd na imagem pelo homomorfismo caracteristico e portanto
[a- 1] =[1-a] = [0]

isto é, o ideal J permite que o mapa respeite a estrutura do produto tensorial
sobre S(t*)"V.

Além disso, nao é muito dificil ver que o mapa é um isomorfismo,
a sobrejetividade é imediata. Quanto a injetividade, se a; ® ¢1,a0 ® P €
H*(X) ®@geyw S(t*) e [ay - ¢1] = [az - ¢], temos, por construgao, que a; - ¢, e
ay - ¢y diferem por um termo no ideal J e, portanto, existe a # 0 € S(t*)"” tal
que, considerando @ como sendo o elemento correspondente a o em S(g*)%,
(v — kg(@)) 4+ a1 1 = as- Py e, portanto, (1R a—a®1)+a; P = aa R @3 e,
assim, a1 ® ¢1 = as @ ¢Po. Além disso, o mapa é claramente linear e respeita a

estrutura de produto logo, é um isomorfismo de algebras. Repare que o mapa
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inverso é dado por [a - ¢] — a ® ¢.

Temos que traduzir a composicao dos isomorfismos

H*(Xﬂﬂil, cee ,l’r]/J — H*<X) ®S(t*)w S(t*)

Ora, mas pelas defini¢oes dos mapas, o mapa composi¢ao

H* (X)[x1,- - 2]/ = H(Y)

envia [a121 + -+ -+ a,x,] em 7 (ar)o' +- - -+ 7*(a,)o", desta forma, pelo mapa,

temos a identificacao natural
H*(X)[x1, 2]/ = H (X)[o", -+ ,0"]/I
onde I é o ideal gerado por kr(p1) — m*ka(P1), -+, kr(pn) — T ka(P).
Logo, como a classe caracteristica de p; por k¢ € ¢;, provamos que

H*(Y) = H*(X)[o",--- ,0"]/(< T ci—pi(o*, - ,0") |i=1,---n>). (8.4.8)

Por fim, provamos entdao o teorema 3.1.3 e exibimos uma férmula ex-
plicita para calcular o anel de cohomologia de um fibrado flag homogéneo
através de um quociente de um anel polinomial com coeficientes no anel de

cohomologia da base.

Vejamos entao alguns exemplos.
Exemplo 8.4.4 (Cohomologia do Fibrado Flag G/T) Repare que
G/T = (Gx(G/T))/qG.
Neste caso, o diagrama que representa o fibrado flag homogéneo pode ser
G
N

(x} = G/G G/T

visto como
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e, portanto, pelo teorema 3.1.3,
H*(G/T) = H()[z1, -+, 2]/ J.

Mas, como sabemos, H*(x) = HO(*) = R, ou para ser mais preciso, como
estamos trabalhando em C, H*(x) = C. Além disso, os polinomios py,--- ,pn
geradores de S(t*)V, que podemos escolher de forma a serem homogéneos, nao
sdo constantes e, por isto, tem grau estritamente positivo. Sendo mais exato,
ainda pelo teorema de Chevalley, os polinomios geradores sdo polinomios de

grau maior ou igual que um mais a identidade 1.

Entretanto, estamos trabalhando com espacos conexos, desta forma, a
cohomologia HY ¢ canonicamente isomorfa a C e a agio de C € dada com
base na estrutura de C-espago vetorial correspondente a agio de H dada
pela estrutura de dlgebra. Em suma, o que estamos querendo dizer é que,
1€ StV representa o préprio 1 € S(g*)¢ pelo isomomorfismo de Chevalley
que, por sua vez, é enviado em 1 € C = HY, pelo homomorfismo caracteristico
kg, ou seja, 1 — kg(l) = 0 e a relagio que vem da identidade, assim como
de qualquer polinomio constante, é trivial. Assim, como estamos interessados

nesta relagcao, estamos apenas considerando os geradores de grau maior que 0.

Ora, mas o grau de um elemento em S(g*) é considerado o dobro de seu
grau, portanto kg(Pj) tem grau maior ou igual a 2. Mas a cohomologia de

H*(x) é 0 para grau maior que 0, e, portanto, rkg(P;) = 0.

Logo, p; — ka(P;) = pj. Seque entdo que
H(G/T) = Clxy, - ,x,)/J

onde J é simplesmente o ideal gerado pelos polindomios invariantes que zeram

na origem. Repare ainda que, como sabemos, Clzy,- -+ ,x,] = S(t*).

Exemplo 8.4.5 (Cohomologia do Fibrado Flag SO(3)/S') O que ire-
mos fazer € basicamente uma aplicacao do exemplo anterior. Estamos afir-
mando neste caso que S' é um toro mazimal de SO(3). Na wverdade vale
comentar que um toro é um produto finito de cépias de S, entdo um toro em
um grupo de Lie é um mergulho deste produto de copias no grupo. Entdo, o
que estamos afirmando sem provar é que S' mergulhado em SO(3) é um toro

mazximal. Além disso,

SO(3)/St = §°.
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Em outras palavras, iremos recuperar a cohomologia da esfera bidimensi-
onal. Repare primeiro que S* tem dimensdo 1 e portanto S((Lie(S'))*) = Clz],
o anel polinomial em uma varidvel. Outro ponto é que a dlgebra de Lie de
SO(3) é a mesma que a de SU(2) e SU(2) é difeomorfo a esfera S®. Mas S*
divide S* em duas componentes conexas idénticas, desta forma temos que o
normalizador St estd em duas componentes conexas distintas. Podemos ver
entdo que o grupo de Weil, que mede o niumero de componentes conexras do

normalizador, é 72.
Assim, C[z]”* = C[z?] e
H*(S?) = C[z]/ < #* >=C + Cu.

O primeiro termo da soma representa a cohomologia de grau 0 e o

sequndo de grau 2.

Exemplo 8.4.6 (FIbrado Flag Homogéneo com Cohomologia Produto)
Suponha que G seja um grupo de Lie semi-simples, isto €, sua dlgebra de Lie
¢ uma soma direta de dlgebras de Lie simples (seus ideais sao triviais) ou,
simplesmente, sua dlgebra de Lie nao contém ideais soluveis além de 0. Isso
implica que os polinomios homogéneos invariantes, nao constantes, tém grau

no minimo 2.

De fato, suponha que p : Lie(G) = R™ — R é um polindmio linear
homogéneo. Como G €é compacto, fazendo a média, podemos supor que a agdo
adjunta de G em Lie(G) age transformagoes ortogonais. Mas repare que o ni-
cleo de p é um hiperplano G-invariante e, como a agdo € ortogonal, o conjunto
V C Lie(G) perpendicular ao nicleo de p é G-invariante. Ora, mas a agao de
G ¢é ortogonal e, portanto, a acao de a € G em V é por Id ou —Id. Porém,
se fosse —Id nao seria G-invariante. Logo G age em V como a identidade
e todo v € V comuta com os elementos de G. Assim, dado u € Lie(G),
exp(tu)v exp(—tu) = v. Logo, derivando em t = 0 dos dois lados, temos que

[u,v] = 0 e, portanto, o nicleo de Lie(G) é nao trivial e G ndo é semi-simples.

Ou seja, as classes caracteristicas de kg(P;) tem grau maior ou igual a 4.

Assim, se a base M /G do fibrado principal tem dimensio menor que 3, entdo
H*(M)T)= H*"(M/G)[z1,--- ,x.]/J

onde J ¢ o ideal gerado apenas pelos py,--- ,p, sem envolver os coeficientes

de M/G jd que a imagem de Py,--- , P, pelo homomorfismo caracteristico € a
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classe de zero. Portanto,
H*(M/T)= H*(M/G)[x1,- - x|/ = H(M/G) @ (Clzy,- -+ ,2.]/J)

~ H*(M/G) ® H(G/T)

pelos exemplos anteriores. Assim, como M/T = (M ® G/T)/G, basicamente

estamos provando uma versao da formula de Kinneth.

Exemplo 8.4.7 (Fibrado Flag Homogéneo para SO(3) sobre S*) O
objetivo deste exemplo é basicamente dar uma expressao mais exata para o
nosso teorema principal no caso de SO(3)-fibrados principais sobre S* os

classificando por meio de informacoes cohomologicas.

Repare primeiro que podemos cobrir a esfera S™ com duas cartas onde a
intersecio é uma vizinhanca tubular do equador S*~! tdo pequena quanto se
queira. Desta forma, o fibrado serd dado pelo cociclo associado a este reco-
brimento, isto é, um mapa da vizinhanca tubular do equador S"' no grupo
estrutural, na verdade, como estaremos interessados na classe de homotopia
do mapa e a vizinhanca tubular se contrai ao equador, podemos dispensar a

vizinhanga e trabalhar apenas com o mapa de S*™! ao grupo estrutural.

Afirmamos assim que temos uma bijecao entre os fibrados principais e
as classes de homotopia de mapas S"~' em G, isto é, I1,,_1(G) (caso n = 2
recaimos no grupo fundamental). Um dos lados é razoavelmente simples de se

observar.

Primeiro, como G representa o grupo estrutural do fibrado, temos o
mapa de St — G, onde G estd contido no grupo de difeomorfismo da fibra
que, nesse caso, também é G. Assim, um mapa o« : St — G induz um
difeomorfismo ¢ na fibra G. Agora consideremos ST o hemisfério superior
da esfera S"™ (incluindo o equador) e S~ o hemisfério inferior (incluindo o
equador) da esfera S™. Temos que St x G ¢ S~ x G tem fronteira S*™' x G,
portanto fronteira compacta. Logo, existem vizinhangas tubulares das fronteiras

difeomorfas a [0,1) x S*™1 x G e mergulhos/prolongamentos de ST x G em
(—L,L1) xSTxGedeS™ xGem(—-1,1) xS xG.

Mas repare que mossos fibrados principais sio as colagens de ST x G e

S™ x G ao longo da fronteira S*~* x G, portanto, o mapa ¢ induz o fibrado

STx GIIS™ x G/[(t, (z,y) ~ (¢ (z.6()], te(=11).
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Logo, se a,f : S"™ ' — G sdo homotdpicos, temos um caminho s
continuo, onde 79 = « e v, = (. Para cada s, temos induzido um difeo-
morfismo ¢s da fibra G e, portanto, os mapas ¢y e ¢y, induzidos por « e
B respectivamente, sdo difeomorfismos isotrépicos. Logo, por um resultado
geral de topologia diferencial, (ST x GIIS™ x G/[(t, (x,y)) ~ (¢, (z,do(y))])
e (St x GIIS™ x G/[(t, (x,y)) ~ (t,(z,¢1(y))]) sdo difeomorfos. Assim, os
fibrados principais sio isomorfos. Dessa forma, mapas homotopicos induzem
fibrados principais isomorfos. Nao iremos provar, mas a volta do resultado

também € vdlido no nosso caso e, portanto, a bijecio € valida.

Entio, quando G = SO(3) e S™ = S*, pelo comentado anteriormente, os
fibrados principais correspondentes estdo classificados pelas classes de homo-

topia de mapas

S* — SO(3).

Por um resultado de homotopia estas classes estdo em bijecao com os
inteiros, na verdade, se temos um fibrado M — S* o polinémio W invariante x*
(em SO(3) pelo feito nos exemplos anteriores) define, através do isomorfismo
do teorema de Chevalley, a classe caracteristica de ksoe)(x?) em H*(S* Z) =
Z.. Na verdade, aqui estamos afirmando que 0 /iso(g,)(l’?) € 7Z, isto é, 2,
por meio do homomorfismo caracteristico, gera H*(S*,Z) (ndo iremos provar,
mas uma maneira de verificar isso € primeiro usar que hd uma bijecio entre
SO(3)-fibrados principais sobre S* e as classes de homotopias de mapas de S*
para o espago de classificacao B(SO(3)). Todavia, uma forma de definir as
classes caracteristicas € pelo pullback por um desses mapas de certas classes
de homologia de B(SO(3)). Assim, definindo como ¢ a classe caracteristica, a
idéia seria mostrar que o mapa classificante f induz em cohomologia um mapa
f* ndo nulo, isto é, f*(c(x?)) é ndo nulo) . Desta forma, os fibrados principais

estao classificados pela classe caracteristica em questao. Ou seja, consideremos
[clas. de isomor. de SO(3)-fibrados principais sobre S*] = P,

temos o isomorfismo
P —  HYSY{Z)=7Z
M ksos)(2?).
Assim, para qualquer fibrado M como acima, temos que seu fibrado flag
homogéneo Y = M /T é

H*(SH[x]/ < 2% — 550(3)(1’2) > .
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Nomeando por b o gerador H*(S*) (para wma orientagio), temos
kso@) (2?) = sb e, entdao, o anel H*(Y) vai ter geradores b,x, e o ideal do
quociente é gerado por b*, sb — x>.

Apo6s um longo trabalho para provar o teorema 3.1.3 e os exemplos de

aplicacao acima finalmente encerramos esta dissertacao.
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A
Prova do Teorema 2.2.9

Como falamos no capitulo 2, a prova do teorema 2.2.9 se divide em duas
partes, a primeira provar que G/H tem base enumeravel e é Hausdorff e a
segunda mostrar que G/H é localmente Euclidiano e que é possivel cobrir

G/H por um sistema de coordenadas.

Para ver que G/H tem base enumerdvel e é Hausdorff, temos que ver
primeiro que o mapa 7 é aberto, mas isso é consequéncia da topologia induzida
por G. De fato, se U € G ¢é aberto, temos que aU = {ab € G | b € U} é aberto

em (. Assim, como

temos que 7(U) é aberto em G/ H. Portanto, como G tem base enumerével e
é aberto, G/H tem base enumeravel. Além disso, novamente, como 7 é aberto,

mostrar que G/H ¢é Hausdorff se resume a mostrar que
A={(x,x) e G/HxG/H |z G/H}

¢ fechado em G/H x G/H. Consideremos a projecao t : GxG — G/H xG/H.
Temos que A é fechado se t71(A) é fechado. Ora, mas t(a,b) € A implica que
b~la € H,logo t *(A) = 7' (H). E como H é fechado temos 7~ !(H) fechado.

Agora sim, o trabalho passa a ser provar que G/ H ¢é localmente euclidiano
e lhe dar um sistema de coordenadas. Mas fazer isso ndo é nada facil, e para dar
uma ideia da construcao, faremos uso do teorema de Frobenius. Entao fagamos
algumas recordacgdes. Uma distribuicao D de dimensdo d em uma variedade
M de dimensao m é uma escolha de um subespaco D(p) de T,M com p € M.
Dizemos que D é suave se para cada p € M, existe vizinhanca U de p tal que
existem campos vetoriais de classe C*°, x1, -+, x4, em U que geram (através
de combinagao linear) D em cada ponto de U. Além disso, D é dito involutiva
se o colchete de Lie de y e Y pertence a D para todo x,x € D. Repare que se

h ¢ uma subélgebra de Lie de GG, entao o subconjunto

D= uUD,cTG
a€G
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onde
Da:{Xa|X€h}CTaG

é¢ uma distribuicao involutiva em G, em particular, também ¢é invariante a

esquerda. A prova mais precisa deste pode ser vista em [Lee].

Além disso, uma subvariedade integral de D é uma imersao ¢ : N — M

tal que para todo c € N
dp(TN) = D(¢(c)).

Por [War|, se D é uma distribuigio suave em M tal que em cada ponto de M

passa uma variedade integral de M, entao D ¢ involutiva.

Fica claro pelas observacoes anteriores que iremos aplicar isto direta-
mente no subgrupo de Lie H (e, portanto, sua dlgebra de Lie h) de G. Esta
aplicacao vira como resultado do teorema de Frobenius, que diz que dados D
uma distribuicao C*° de dimensao d de M com dimensao m e p € M, entao
existe uma variedade integral de D passando por p. Ou ainda mais, existe um
sistema de coordenadas (U, ¢) que é centrado em p, com fungdes coordenadas

x1, -, T, tal que as fatias
x; = constante, para cadai € {d+1,--- ,m}

sdo variedades integraveis de D. E ainda, se (N, ¢) é uma variedade integral
conexa de D tal que ¢(n) C U, entdao ¢(NN) estd em uma destas fatias.

Seguiremos entao o livro [War| para provar o resultado.

Assim, considerando D a distribuicao de GG determinada pela algebra de
Lie sobre H. Temos entao, pelo teorema anterior, um sistema de coordenadas
cibicas (V) ¢) centrada em e € GG, com fungoes coordenadas z1, - -+ ,x, como
acima. Podemos escolher V' pequeno o suficiente para que VNH = Sy onde Sy é
a fatia sobre e, ou seja, onde estd a componente conexa de e em G. Apesar (V, ¢)
ser um sistema de coordenadas interessante, nao é ele que estamos buscando,
mas partimos dele. Queremos encontrar uma vizinhanga que seja invariante em
relagdo as classes de G/H. Consdere W e U vizinhangas de e, tal que WW C V
eU'UCW,onde U'U = {a™'b | a,b € U}.

Assim, se 0 € TH e 0,7 € U, temos que
rloeWnNH=WnNS,.

Logo, como 7(W N Sy) é conexo e 7(WW N Sy) é uma variedade integral de D,
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temos que 7(IW N Sy) estd contido em uma tnica fatia de V. Como, pelo feito
acima, o € 7(W N Sp), temos que o e 7 estdo na mesma fatia. Ou seja, o

sistema de coordenadas que buscamos é (U, ¢).

Precisamos agora ligar diretamente a construcao que fizemos com a
imagem do mapa 7, para isso, considere S C R? a fatia de ¢(U) no qual as
coordenadas g1, ,Z, desaparecem. Pela prépria escolha de (U, ¢), temos
que

¢ =mo c;S_l’S : S —n(U)

é bijetivo, além de ser continuo e aberto, logo um homeomorfismo. Assim temos

ul 1novo mapa

¢:m(U)— S

que iremos trabalhar. Na verdade, o que simplesmente fizemos foi pegar (U, ¢)
e levar em (¢(U),d) que é mais adequado para a situagio, um sistema de
coordenadas sobre a identidade de G/H. E claro que precisamos estender para
os outros pontos de G/H e faremos isso através da translagdo a esquerda em
(G, ou mais precisamente, o0 homeomorfismo de G/H induzido pela translagao

a esquerda de G. Seja a € G, definimos:
L,:G/H — G/H

tal que L,(bH) = abH.

Agora estamos preparados para construir um sistema de coordenadas

sobre qualquer ponto aH € G/H, basta considerar o mapa

aaH = a o Zafl

(=(U))

La

e assim temos que (Ly(m(U)), ¢,5) ¢ um sistema de coodenadas sobre aH.

Repare que até aqui nao trabalhamos com estruturas diferenciaveis, o

que iremos fazer agora. Consideremos uma maximilizacao da cole¢ao

{La(m(U)), bups | @ € G}

de sistemas de coordenadas. Verifiquemos a diferenciabilidade das interse¢oes
e assim teremos construido uma estrutura diferenciavel em G/H. Sejam
(Lo(m(U)), purr) © (Lp(m(U)), ¢ppy) dois desses sistemas de coordenadas e

Z = ¢, (La(m(U)) N Ly(m(U))). Provemos que ¢y O@LHZ é C.
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Fixe z € Z. Temos que Ly-150 Loy oa_l(z) € w(U). Assim, por defini¢ao
dos mapas, existe k € H tal que b~ ta¢~'(2)k € U. E como U é aberto, existe
vizinhanga W de z em Z tal que b~'a¢~ (W )k C U. Como a diferenciabilidade
é local, em vez de Z, mostremos que o mapa ¢,y o 5;[; ¢ C'*™° quando restrito

aW.

Ora, mas por contrugao, restrito a W temos a igualdade

Gor © Bugy = G000 Rpo Ly-15007 "

onde ¢p é a projegao candnica de ¢(U) em S (uma projecao do tipo ortogonal).

De fato, como estamos nos restringindo a W temos

o 0 bupy = b0 Ly10(doLyr) =¢oLly10L,00 =

=domoly1,0R0¢ =qgopoRyoly1,00 "

U o(U)
| 1
7(U) = S

- =1
: e
Assim, como todos os mapas do lado direito sao C*°, temos que ¢, 0,5

restrito a W é C'° e, portanto, temos uma estrutura diferencidvel para G/H.

E ainda, com esta estrutura, 7 : G — G/H é C*, pois restrito a um

aberto da forma L,(U) é igual a composigao 5;;[ 0oqoo oL, Loy SO

podemos ver no diagrama acima, que sao mapas C'°. Entao, com a estrutura

que criamos, 7 : G — G/H é uma submersao.

E assim, provamos o seguinte:
Se GG é um grupo de Lie e H < G é um subgrupo fechado, entao existe
uma estrutura de variedade em GG/H compativel com a topologia quociente na

qual a proje¢ao candnica 7 : G — G/H é uma submersao.
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Teorema Equivariante de de Rham

O teorema diz o seguinte:

Teorema B.0.1 Seja G um grupo de Lie compacto agindo sobre uma varie-

dade compacta suave M. Entdo
H{(M) = Ha(2M)). (B.0.1)

Qualquer grupo de Lie compacto pode ser visto como um subgrupo fe-

chado de U(n). Desta forma, é suficiente usar U(n) para facilitar nos calculos.

Defina como sendo C'™ o espago de todas as sequéncias (z1, -+, 2, )
com z = 0 para i suficientemente grande. Portanto C*° = UC* onde C*

consiste de todas as sequéncias com z; = 0 se 1 > k.

Agora, considere £ = &" o conjunto de todas as n—tuplas v =
(v1, -+ ,v,) com v; € C*. Agora, para cada k > n seja & o conjunto de todas
as n—tuplas ortornormais (pelo produto Hermitiano cldssico) com v; € C*.
E, é claro, como temos a inclusdo natural de C* em C**! dado pelo mapa

(21, 2k) = (21, , 2k, 0), temos a inclusdo
i E = Eprt
Repare ainda que podemos compo-las para gerar os mapas
Jhm €k = Em
onde m > k. Desta forma, também temos a inclusao
Ik & — &

Facamos agora algumas consideragoes a respeito do espago construido.
As inclusdes induzem uma topologia em &, a topologia final, neste sentido
dizemos que U € &£ é aberto se, e somente se, cada uma dos subconjuntos
Jr 1(U) é aberto. Desta forma, uma série de pontos converge se, e somente se,

todos os pontos estejam em algum &. Com isto, se f é um mapa continuo
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de um espago topolégico compacto X em &, entdao f(X) C & para algum
k ja que f(X) é compacto e, portanto, toda sequéncia admite subsequéncia
convergente, o que nao seria possivel caso f(X) nao estivesse contido em

nenhum & pela topologia final.

Outro ponto que temos que ressaltar é que, assim como fizemos e
verificamos no capitulo 3, se A = [a;5] € U(n) e v = (vy,---,v,) € &, a

acao de U(n) em £ dada por
Av =n= (wy, - ,wy,)
onde w; = Y a;;v;, € uma agao livre.
J

Além disso, um ponto interessante é que, apesar de £ nao ser uma vari-
edade diferencidvel, £ é limite de uma sequéncia de variedades diferencidveis,
isto é, &, para todo k > n, é uma variedade diferenciavel. De fato, £k tem uma
estrutura Grassmanniana em que podemos ver £ mergulhado em Gr(n, K), isto
¢,

& = (U(K)/ ~) C Gr(n,k),
onde ~= (Id x U(k —n)). Assim, como uma Grassmanniana ¢ uma variedade

compacta, & é também uma variedade compacta.

Esta estrutura também tem uma propridade natural, a fibracao dada por
v g]gn) — g]f;n+1)a (Ula e avn) — (Ulv e 7Un—l)

gera um fibrado esférico, isto é, cada fibra é uma esfera, sendo mais pre-

ciso a esfera S2(k—(n—1))—

1O fato de termos a multiplicacdo por 2 no indice
da esfera se deve a estarmos trabalhando com entradas em C, nao em R.
Desta forma, usando a representacio canonica de C em R? temos a passagem.

Além disso, o fato de ser uma esfera é natural ja que as tuplas sdo ortornomais.

Teorema B.0.2 Seja X uma variedade compacta de dimensgao m. Todo mapa

continuo f : X — & € contrdtil a um ponto.

Prova: Repare primeiro que como f(X) C & para algum k, basta provar entao
queomapa f: X — & = 8,&") é contratil a um ponto se k& > m +n. Considere
entao a fibragao

v &Y = &
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como ja vimos anteriormente.

Note que v o f é homotdpico a v oy o f. Assim, indutivamente, v o f
¢ homotopico ao mapa « : X — 8,9), tal que a(vy, -+ ,v,) = (v1), que é

homotdpico ao mapa constante pelo espago ser contratil. Logo yo f é contratil.

Assim, pelo levantamento como na propriedade de homotopia de cober-
tura de [BT],

L

(z,0) X x[—>&"

temos que f é homotdépico a um mapa h : X — S,ER) que tem imagem na
fibra sobre um ponto, fibra esta, dada por . Como ja vimos, a fibra é a esfera
S2k=(=1)=1 1ogo a imagem por h estd em S?F—(=1D)=1 Ora, mas k > n +m

por hipdtese, portanto
k—n—-1)>m>0=2k—-(n—-1)>m+1=2k—(n—1))—1>m.

Por hipétese X é compacto e, além disso, S2¢=(=1)=1 também é com-
pacto, assim como podemos ver em [Hatc], X e S?*=(»=U)=1 tem estrutura
de CW complexo. Segue pelo teorema de aproximacao celular, também em
[Hatc], que h é homot6pico a um mapa celular X\. Ou seja, o esqueleto de
X estd com a imagem, por A, contida no esqueleto da mesma dimensao em
S2k=(=1)=1 phois, como vimos, S?¢~(=1)~1 tem dimensdo superior a dimensao

n=1)=1 que néo esté

de X. Portanto, existe pelo menos um ponto em S~
na imagem de \. Logo a imagem de A é contratil e como consequéncia, \ e,
portanto, f é contratil a um ponto.

Como ja vimos, cada & admite uma estrutura de variedade, desta forma
iremos definir o conjunto (&) como sendo o limite inverso da sequéncia de

projecoes abaixo:
c— Q&) — QEky1) — ko) — -+

Agora, para o que queremos sobre (&), temos que mostrar que (&)

satisfaz a condigao (C) e que é aciclico.
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Teorema B.0.3 Q(E) € aciclico.

Antes de atacar diretamente o problema, lembremos o teorema de de

Rham:

Teorema B.0.4 (Teorema de de Rham) Se M ¢é uma variedade, entio a
cohomologia de de Rham de M ¢é isomorfa a cohomologia singular de M
calculada sobre R, isto é,

H, (M) = HY

sing

(M7 R)?

onde H*

sing Tepresenta a cohomologia singular.

Este resultado ¢é interessante no nosso caso pois, como vimos, & para
cada k é uma variedade. Vale ainda ressaltar que, como & é compacto, e,
portanto, admite estrutura de C'W complexo, podemos ver a cohomologia

singular como sendo simplesmente a cohomologia simplicial.
Vamos entao a prova do Teorema B.0.3.

Prova: Lembremos primeiro, como podemos ver em [Hatc|, que para construir
o esqueleto de &, consideramos mapas continuos f : A™ — &'. Mas repare
que A™ nada mais é que uma variedade compacta de dimensao m. Desta
forma, pelo teorema B.0.2, o mapa f é contratil a um ponto para k > m

suficientemente grande, ou seja,
H:i‘ng(é'k) = 0.

Agora, pelo teorema B.0.4, o resultado também vale para a cohomologia
de de Rham, H™ (&) = HJL(&E) = 0 para k > m suficientemente grande.
Neste caso, considere p € Q7™(€) uma forma fechada. Portanto, para k

suficientemente grande,
[ 2= Jppb = dvg.

Afirmamos, agora, que é possivel escolher v, consistente na medida que

Vi = jVky1, onde vy € tal que ppyr = Jp i = digyr.

De fato, pois para qualquer escolha de vj1, ijvk41 € vy diferem por uma
forma exata, digamos ddJ. Assim, podemos escolher uma (m—2)-forma em &1,
B, tal que ;8 = 9. Ou seja, trocando nosso vy inicial por v, +df nos da a
escolha consistente que querfamos, ja que, i (Vg1 — df) = v +d\—dif = vy.

Assim, indutivamente podemos considerar uma escolha consistente para k
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suficientemente grande.

Desta forma, podemos sempre considerar um v € Q(€) tal que jiv = vy

e dv = p.

Logo, como para todo m > 0 considerando um k suficientemente grande
H™(&) =0, Q(€) sendo o limite inferior nos permite garantir que toda forma

fechada é exata. Portanto Q(&) é aciclico. n

Assim, como &£ ¢ aciclico e a agdo de U(n) em & ¢ livre, temos na

cohomologia equivariante topologica que:
HL(M) = H (M x &)/G).

Queremos agora mostrar que (&) satisfaz a condic¢ao (C) para definir a

cohomologia equivariante de G*-modulo.
Teorema B.0.5 Q(E) satisfaz a propriedade (C).

Prova: Sejam z;; as funcoes definidas em &, estabelecendo z;;(v) como a i-ésima
coordenada do vetor v = (vq,--- ,v,) € Z a matriz com entradas z;;. Entao,
Z tem um namero finito de entradas diferentes de zero quando avaliadas em
cada &. Isto é,

2 2z,

considerando Z; uma avaliagdo de Z em &, temos que

211 Tt Znl
Ly = 21k T Znk
0 0

Como apenas um niumero finito de linhas é diferente de 0, a matriz

@k = thZ =
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d?n < d?nl
Z11 21k 0
dZ1x ce AZ i
Znl Znk 0 0 0

estd bem definida. Mas repare que (ZLdZy) = i(Z},dZy+1). Desta forma,
Or € M(n x n)(Q'(C)), a matriz

k—o00

estd bem definida e cada componente ©;; = @(@k)w é uma 1-forma em &.

Agora, como estamos considerando, em hipdtese, a acao de U(n) em &,
temos que mostrar que ©;; representa a agao de u(n), a algebra de Lie de
U(n). Ora, mas u(n) pode ser definida pelas matrizes que somadas com a suas

transpostas conjugadas é igual a 0. Ora, mas pela construcao de Z temos que
ZiZy =1d

portanto
A2 7, + ZLdZ, = 0

e, entao,

@ij + éji — O

Segue entao que O;; representa uma acao de u(n). E, é claro, pela definicao de

zi; e, portanto Z, temos que
tan(©is) = O3 (€av) = Toh-

Logo, ©;; sao os elementos que fazem (&) satisfazer a condigao (C) e,

portanto, (&) ¢ aciclico. u

Provemos agora o seguinte:

Teorema B.0.6
H*((M x &)/G) = Hpas (UM x £)).

Prova:
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Ora, mas repare que, como & é uma variedade, entao, pelo desenvolvi-

mento de formas basicas em variedades na se¢ao 5.4, temos que
H' (M x &)/G) = H'(QUM X E)pas)-
Logo, como as sequéncias

coii— H'((M x &,)/G) +— H'((M X Ey1)/G) +— - - -

SR Hl((Q(M X gk)bas) — HZ((Q(M X gk+1)bas) -

sdo iguais termo a termo, temos o isomorfismo no limite inferior.

Apesar do teorema anterior ser interessante, ele nos da a igualdade
entre H*(M x &)/G) e Hps(QM x E)) e nao a de H*((M x &)/G) e
Hpas (M) x ©(E))) que precisamos para provar a igualdade entre as coho-

mologias equivariantes. Entao provemos o seguinte:

Teorema B.0.7 A inclusao
QM) @QE) = QUM x &)
induz um isomorfismo na cohomologia:
H((QM) © Q(E))s) = H(QUM X o).

Prova: Por um argumento de sequéncia espectral, como podemos ver no
capitulo 8, é suficiente mostrar o resultado para a cohomologia usual, isto

é, basta mostrar que a inclusao induz o isomorfismo
H(QM)®QE)) — HQM x E)).

Ora, mas a cohomologia de (&) é trivial pela aciclicidade e pela contra-
tibilidade de £, a cohomologia de Q(M x &) é a cohomologia de Q(M), logo a

igualdade é imediata. ]

E assim, por fim temos a igualdade:

Hea(QUM)) = He(M).
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Férmulas do Capitulo 7

Provemos agora as equagoes:

ady(Ly, ®1) = =1 1 (7.1.4)
ady(v ® 1) = 0 Vo € A (7.1.5)
(ady)* (1, ®1) =0 (7.1.6)
ady(d) = —df* @ 1, +6° ® L, (7.1.7)
(adv)2(d) = —ck, 06" (7.1.8)
(advy)3d =0 (7.1.9)

referentes ao capitulo 7.
Lembremos que pela féormula de produto, em um produto tensorial temos

que

(71 @ Y1) (72 ® y2) = (—1)M2120 @ Y190,

onde degy; = pedegxy = g. Assim, como 7 = 0°®¢,, deg§* = 1 edegt, = —1,

provemos as equagoes.

Prova: [7.1.4]
Yy ®@1) = (0@ 1)y @ 1) = (—=1)0% ® 14
e
(1 @ 1)(0° ® 1) = (—=1)°10° @ 14
Logo,
ady(ty, @ 1) = [v, 4@ 1] = =[0% 1p) @ tg = =0 @ 1g = —1 ® s,
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Prova: [7.1.5]

Suponha que v € A,,, entdao

(0% ®10) (V@ 1) = (—1)"0 @ t4tp

(v ® ) (0" ®1y) = (=10 ® tpLq.

Ora, mas

(v, 0% = v0* — (—=1)"0%v

e como, em particular, A como um W*-mo6dulo é uma super algebra comuta-

tiva, [, 0] = 0, e, portanto,
vh* = (—1)"0.
Assim,
—10° @ 1yte = (—1)™" 10D X 114,

Logo,
ady(v X ) = [y, v X 1p) = (=1)™0% X [tq, 5] =0

e assim provamos a equagao 7.1.5.

]
Prova: [7.1.6]
(ad)*(®1) = [, [v. 0o ® 1] = [v, ~1 @ 1]
por 7.1.4. Assim, por 7.1.5, temos que
(ady)*(t,®1) =0
provando assim a equacao 7.1.6. [ ]

Prova: [7.1.7]

ady(d) =ady(da @1+ 1®@dy) = [0° @ 10, da @1+ 1R dp] =

= 0" ® 10, da @ 1]+ [0° @ 10, 1 @dp) = —(1) "1 d] @ 1o + (—=1)°0° @ [14,d] =

=—di" Q@i+ 0" L,.
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Logo, a equacao 7.1.7 é verdadeira. [ ]

Prova: [7.1.8]
Por 7.1.7,

(adv)?(d) = ady(—df* @ 1, + 0" @ Ly).

Assim,
(ady)*(d) = ady(—d6* @ 1,) + ady(0° @ L,)

e, por 7.1.5,
ady(do* ® 1,) = 0.

Logo,
(ady)*(d) = [6° @ 1, 0" @ Lo] = (=1)'6°0% x 1L, — (—1)°0°0° ® Loty =

= 00" ® [La, 1] = —",0°0" @ 1.

Assim, concluimos a equagao 7.1.8. [ |

Prova: [7.1.9]
Por 7.1.8,
(ady)*(d) = ady(—cy0°0" ® u,)

e por 7.1.5, temos que
ady(0°0° ® 1) = 0.

Logo,
(ady)*(d) =0

e a equacgao 7.1.9 é satisfeita. [ ]

Com isto concluimos a prova das equagoes 7.1.4, 7.1.5, 7.1.6, 7.1.7, 7.1.8
e 7.1.9.
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D
Sequéncia Espectral de Complexo Duplo

No capitulo 7 falamos um pouco sobre filtracao, iremos rever o uso desse
conceito logo a frente. Neste momento, chamaremos a atengao para o fato de
que a graduacao dada pela filtragdo também pode agir de forma funtorial. Isto
é, consideremos A e A’ dlgebras e F = {F, }nez F' = {F }nez suas filtragoes

respectivamente, entao, se f é uma fungdo que preserva a filtragao, segue que

o diagrama
(A, F) gr(A, F)
fi J{gr(f)
(A", F') gr(A, F')

é comutativo. Na segunda secao deste apéndice, veremos o funtor graduacao

na perspectiva de sequéncias espectrais.

D.1
Construcao da Sequéncia Espectral de Complexos Duplos

Antes de comecar a falar propriamente sobre filtracdo em complexo
duplos precisamos definir o que seria complexo duplo. Um complexo duplo

¢ um espacgo vetorial bigraduado

C= @ cre

DP,qEL

com operadores fronteira
d: CP1 , Cp,qH’ S5 OPA s OPtla

que satisfazem:

=0
- 82=0
~ d§+6d = 0.

Pelas duas primeiras propriedades, ao fixar p ou ¢, C?? se torna um complexo

de cadeia em relacdo a d ou a J respectivamente. Além disso, gracas as trés
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propriedades, temos que (d + §)? = 0, isto nos permite estudar o complexo

total associado definido por

Chi= @ OPe

ptq=n

com operador fronteira
d+d:C" — O™

e a cohomologia

H*(C,d + ).

Como estaremos trabalhando com os inteiros, podemos ver um elemento C"

através do reticulado, isto é, por exemplo, o reticulado de C* é

4| e
3 °
2 °
P T 1 °
0
01234
—
q
Agora, definindo
cr= & v
pt+g=n, p>k

temos que C}' consiste dos elementos de C™ que estao mais a direita da linha

"vertical'que representa k. Observe o exemplo de Cly:

4
3
2 °
pTl °
0
0111234
—
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Considere agora os conjuntos
7l ={2€Cp | (d+0)z=0}, B} :=(d+§C"

A projecao
Zy = Zp/(B"NZp) = Hy

gera uma filtragdo decrescente
- DHY \DH!DH/ D"

do grupo de cohomologia H"(C,d + §), isto é, denotando
H"=F = HJH (D.1.1)
temos
grH" .= @HM R, (D.1.2)
k
A sequéncia espectral que descreveremos é um esquema para calcular os
quocientes a partir dos complexos "verticais'(C"*, d). E, para fazer isto, a ideia

é construir uma sequéncia de complexos (E,, d,) tal que E,; é a cohomolodia

do grau anterior, isto é a cohomologia de (E,,d,).

Todo termo em C™ se encontra na antidiagonal @ C%. Chamaremos
i+j=n

um elemento de termo lider se ele estd na posi¢ao (p,q) onde p é o menor i

onde o componente ¢ nao vazio. Denotando por ZP¢ os componentes do cociclo

na posi¢ao (p, q), temos que, dado a € CP4, a € ZP9 se o sistema de equagoes

da =10
da = —day
da; = —day (D.1.3)
das = —das

admite solugao

(a1, as,---) onde a; € CPT™I7",

Ou seja, podemos "aumentar'e por uma sequéncia de zig-zags através da

1:=(i,j) |i +7 = p+ q}. Nos exemplos desta dissertacao,
C" =0, quando |i —j| >my (D.1.4)

para algum m,, lembrando que ¢ + j = p + ¢q. Desta forma, o sistema de
equagoes D.1.3 tera solucao para todo ¢ se ele tiver solu¢ao para um intervalo

limitado de 7.
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Um elemento
z=a®@arBar®---,

onde a,ay,--- sao os elementos que satisfazem o sistema D.1.3, é dito perten-

cer a Z; e tém como coeficiente lider a.

Definimos agora BP9 como os termos b que tem a propriedade que o

sistema de equacoes

dcog+c_1=b
dc—l _I_ 60_2 — O
dC_Q —+ 56_3 =0 (D15>
admite uma solugao
(co,C_1,¢_9,+++) com c_; € Cp—i-ati=1
Repare que se b € BP? entdo b € ZP4. E, novamente, caso C* = 0 se

|i — 7| > my, é suficiente mostrar o resultado para um intervalo limitado de 1.
Além disso, é facil ver que o quociente HP? em D.1.1 também pode ser escrito

CcOomo
HPY = 7»4/Bra. (D.1.6)

Calculemos entao este quociente resolvendo o sistema D.1.3 indutivamente.

Defina ZP4 C CP4 tal que a € ZP7 se as primeiras r — 1 equacoes de
D.1.3 podem ser satisfeitas. Isto é, a € ZP? se e somente se, ele pode ser unido

por uma sequéncia de zig-zags a um elemento a,_; € CP"% onde

Pr¢) =(+r—1lg—r+1) (D.1.7)

é um ponto de r — 1 unidades abaixo na diagonal 1 de (p, q).
Vale observar que ZP1 C ZP9 e lim, o, ZP1 = ZP1.

A questao agora é saber quando a € ZP? pode ser unido por uma
sequéncia de zig-zags a um elemento em CPrt1%~1 Estender a sequéncia

pode nao ser imediata, ja que talvez precisamos alterar a solugao parcial

/

(ay,-+ ,a,_1) por uma outra (a},---,a._;) de forma que a diferenga entre

as duas solugbes estejam na fronteira, isto é, dado a = a; — a;, temos que
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day =0

daj 4+ day =0
(D.1.8)

5&:_2 + da:—l - 0

e, para darmos mais um passo no zig-zag, precisamos de um af € CPr+har—1
tal que

_ * *
da,_; = —oa;_, —da;
pois dar_, = dal._, — a,_1 e, portanto,

*

da,_; = —da}.

Defina entao

b:=da,_1, ¢o := —a:

79

c_ji=—a, 4, t=1,--- r—1
e c_; = 0 para i > r. Assim, defina o conjunto
p,q P,q
BT C B

de forma que b € BP? se existe uma solucao para D.1.5 com c¢_; = 0 para i > r.
Vale a observagao de que

lim BP? = BP1
T—00
e que
Bc...cBMMcC...cBrCczrtC--Z00C-C 2D
Assim, segue por construgao que:
Teorema D.1.1 Seja a € Z%,. Entao
a € ZVY <= da,_, € Bl

para cada solugao (ay,--- ,a,_1) das primeiras r — 1 equagoes de D.1.5.

Dizemos que segue da defini¢do pois se a € Z&Y, entdo temos, pela
construgao feita, da,_1 = —da;_, — dar e, portanto, (ar_i,ar_o, - ,a7,0,--)
satisfaz a condicao de da,_, € BPrTh4r A volta da implicacio ¢é literalmente a

volta passo a passo da construcao.

Repare agora que da,_; satisfaz o sistema de equagoes
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5@,,,1 =:b

(5CL7~_2 + dar_l =0
(D.1.9)

da =0

e, portanto, da,_, € BPrT1% Na verdade, qualquer elemento em BPr+14 pode

ser escrito como uma soma da forma

da,_1 + dc (D.1.10)
onde ¢ € CPrtbar—1 e (g ay,--+  a,_1) é solugdo das r — 1 primeiras equagoes
de D.1.3. Podemos concluir que:

1. Defina
BP9 .= Zp4/BPa, (D.1.11)
Como

1,y 1 1
5ar_1 c Bf+"1' q C ZPH— »dr C Zfr‘f’ 7%“7
podemos ver que da,_; projeta-se sobre um elemento

6.a € EPrtbar (D.1.12)

. , 1 . ~ .
isto é, como da,_ | € Bff{ " temos que existe solucao parcial para

as r primeiras equagoes de D.1.5 e c_; = 0 para ¢« > r + 1, portanto,
solucao (co,c 1, +* ,C_pt1,0,+++). Assim, podemos ver §,a € EPrtie
tendo como imagem a classe de ¢_, 1 em EPrilar = 7P4/BPa mbdulo

BP1 pela escolha da solugao parcial.

Com isto, podemos modificar o teorema D.1.1 e dizer que a € ZP? esta

P, —
em Z!; se e somente se 6,a = 0.

2. O elemento d,a depende apenas da classe de a mdédulo BP9, Assim,
como BP? C BPY podemos considerar ¢, como um mapa entre EP?
P ,
e EPTma—rHl isto é, R
Op @ BP9 — EPTROTTTE (D.1.13)

Observe o reticulado e os mapas abaixo:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1912786/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1912786/CA

Apéndice D. Sequéncia Espectral de Complexo Duplo 142

Ar4-1,r
[ ]

Sem considerar as classes precisamente, os mapas no reticulado acima,
nos dé uma ideia geométrica de como se comporta o mapa J, a menos
de BP1,

3. Pela equacio D.1.10, a imagem do mapa 6, é a projecao de BYI147" ™ em

EPHra=mH1 assim, pelo teorema D.1.1, o nicleo deste mapa ¢ a projegao

de ZP% em EP4. Portanto a sequéncia
...%Equ%...
é um complexo de cadeias, isto é, Imd, C ker d,.. Portanto
(ker 0,)/(Imd,) = EFF, (D.1.14)
na posigao (p, q).
Logo, conseguimos a propriedade que queriamos,
H(E,,d,) = Eryq (D.1.15)

parar =1,2,---.
Repare que, por construcao, d, tem bigrau (r, —(r — 1)). Assim, se
C™ =0se|i—j| <m

para algum m; para cada diagonal 1 = {(4,j) | i +j = p + q}, a sequéncia
espectral se estabiliza
Ef’q — Effl — ...

para r suficientemente grande (dependendo de p e ¢). Assim, por D.1.6, temos

finalmente o célculo da graduacao, isto é,
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BRf = lim EPY = HP, (D.1.16)

No caso r = 1, §; esta apenas transladando de coluna no reticulado, desta

forma, podemos ver que

EY? = HI(CP*,d) (D.1.17)
é a cohomologia vertical de cada coluna. Assim, como d e § comutam, ¢ induz

um mapa em cohomologia
HY(CP*,d) — HY(CPT* d)

que é precisamente o mapa d;. Desta forma, descrevemos (FE71, d1) e, portanto,
E5. Nao entraremos muito no estudo, mas 9, para r > 2 pode ser bem mais

complicado.

D.2
O Funtor Graduacao

Seja (C,d,0) e (C',d',d"). Quando trabalhavamos com morfismos na
categoria de G*-mddulos, exigiamos que que ele comutasse com as derivagoes
para preservar certas propriedades, o mesmo acontecera aqui. Consideremos
primeiro

p:C—C

morfismo quanto espaco vetoriais. Suponha entdo que p seja um morfismo
de complexo duplo de grau (m,n). Isto quer dizer que se a € C% entao

p(a) € C*F™I+"  Suponha, por fim, que

pd=dp

pd = 0'p.

Estas hipoteses garantem que o mapa
p:(C,d+06) — (C',d + )

é um mapa cocadeia de grau m + n pois comuta com o operador fronteira.

Desta forma, ele induz um mapa p* na cohomologia,
p*H(C,d+6) — H(C',d + ) (D.2.1)

de grau m + n.
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De forma analoga, fixando a linha, o mapa
p:(CPd) — ((C)T,d)

também é um mapa cocadeia e, portanto, p define mapas pelo complexo de

cocadeias. Logo, ele induz um mapa p; na cohomologia, isto ¢,
p1: By — (E')
pois EV'? = H1(CP*,d). Em particula, p; tem grau (m,n) e, como
pd = d'p,

temos que
p161 = (6)1p.

Assim, indutivamente, obtemos o mapa
pr: (Ery0,) = ((E'),, (8"),) (D.2.2)
em que o mapa p, ¢ um mapa induzido em cohomologia por p,_1, ja que,

E, = H(E,,5,).

Logo, como HPY = 7ZP4/BP4 ¢ EPY = ZP4/BP4 temos que:

Teorema D.2.1 Se as duas sequéncias espectrais convergem, entdo

lim p, = grp” (D.2.3)

r—00

E, como consequéncia,

Teorema D.2.2 Se p, é um isomorfismo para algum rg, por construcao, ele é
um isomorfismo r > rq. Logo, se as sequéncias espectrais convergem, p* é um

isomorfismo.

Uma aplicagdo imediata deste resultado é o seguinte corolario:

Corolario D.2.3 Se EPY = (0 quando p + q € impar, entao a sequéncia

espectral colapsa no estigio E,, isto é, B, = Fpyq =---

Prova: De fato, o mapa 4, : EP? — EPT™7"+1 claramente muda a paridade
de p + ¢. Logo, o dominio ou a imagem sao 0. Segue entao que 9, = 0 como

queriamos. -
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