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Resumo

Colacino, Victor; Griffiths, Simon. Taxa de convergéncia do Teorema
Central do Limite para a expressao martingal de desvio da con-
tagem de subgrafos livres de tridngulos em grafos aleatérios
G(n,m). Rio de Janeiro, 2021. 81p. Dissertacaio de Mestrado — De-
partamento de Matematica, Pontificia Universidade Catdélica do Rio de
Janeiro.

Nessa dissertacao vamos introduzir, elaborar e combinar ideias da Teoria
de martingais, a Teoria de grafos aleatorios e o Teorema Central do Limite.
Em particular, veremos como martingais podem ser usados para representar
desvios de contagem de subgrafos. Usando esta representacao e o Teorema
Central do Limite para martingais, conseguiremos demonstrar um Teorema
Central do Limite para a contagem de subgrafos livres de triangulos no grafo
aleatério Erdés-Rényi G(n,m) . Além disso, nossa demonstra¢ao também nos
trara informagao sobre a taxa de convergéncia, mostrando que a distribuigao

dos desvios converge rapidamente para a distribuicao normal.

Palavras-chave
Martingais; Teorema Central do Limite; Taxa de Convergéncia;

Teoria dos Grafos;  Contagem de Subgrafos.
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Abstract

Colacino, Victor; Griffiths, Simon (Advisor). Rate of convergence of
the Central Limit Theorem for the martingale expression of
deviations of triangle-free subgraph counts in G(n,m) random
graphs. Rio de Janeiro, 2021. 81p. Dissertacao de Mestrado — Depar-
tamento de Matematica, Pontificia Universidade Catdélica do Rio de
Janeiro.

In this dissertation we shall introduce, elaborate and combine ideas from
martingale Theory, random graph Theory and the Central Limit Theorem. In
particular, we will see how martingales can be used to represent deviations
of subgraph counts. Using this representation and the Central Limit Theorem
for martingales, we will be able to demonstrate a Central Limit Theorem for
the triangle-free subgraph count in the Erdds-Rényi G(n,m) random graph.
Furthermore, our proof also gives us information about the rate of convergence,
showing that the distribution of deviations converges rapidly to the normal

distribution.

Keywords
Martingales; Central Limit Theorem; Convergence Rate; Graph

Theory;  Subgraph Count.
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1
Introducao

O objetivo principal dessa dissertacdo é mostrar um Teorema Central do
Limite para contagem de subgrafos, com uma taxa de convergéncia. Em
particular, para qualquer grafo H livre de tridngulos, mostraremos um Teorema
Central do Limite com uma taxa para a contagem de copias de H no grafo

aleatério Erdés-Rényi G(n, m).
Iniciaremos com uma discussao geral sobre contagem de subgrafos.

O modelo Erdés-Rényi [1] [2] é muito utilizado para a geracao de grafos
aleatérios por meio de duas variantes: o modelo G(n,m), onde o grafo é
escolhido de forma uniforme aleatéoria da colegdo de todos os grafos que
possuem n vértices e m arestas, e o modelo G(n, p), onde cada aresta é incluida

no grafo de n vértices independentemente com probabilidade p.

Dados grafos H e G, podemos definir Ny(G) como o numero de cépias
isomérficas de H em G, isto é, o nimero de fungdes injetivas ¢ : V(H) — V(G)
tal que

o(u)p(v) € E(Q) para todo ww € E(H).

Também, escrevemos Ly (G) = E(Ng(G)). Desse modo, definimos Dy (G) =
Ng(G) — Ly (G) como o desvio na contagem de subgrafos H em G.

Em anos recentes, o comportamento desses desvios foi foco de intenso
estudo. Foram estabelecidos resultados relativos a grandes desvios (da ordem
da média), pequenos desvios (da ordem do desvio padrio) e desvios moderados,

que sao intermediarios.

Correspondendo a primeira categoria, desvios da ordem da média, recomen-
damos a pesquisa de Chatterjee [3] e suas referéncias para uma visao mais
detalhada do assunto. Mais recentemente, muitos problemas relativos a essa
categoria de desvios foram resolvidos através do método de estabilidade en-
tropica, que pode ser visto em mais detalhes no artigo de Harel, Mousset and
Samotij [4].
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Para desvios moderados, ou seja, de ordem maior do que o desvio padrao,
porém menor do que a média, podemos citar o artigo de Goldschmidt, Griffiths
e Scott [5], que serd estudado mais a frente nessa dissertagao e traz importantes

avangos no assunto. Para mais referéncias sobre o assunto, ver artigos de Féray,
Meéliot e Nikeghbali [6] e Doring, Eichelsbacher [7].

No presente trabalho, focaremos no problema dos desvios na ordem do desvio
padrao, que tém sido estudados com mais afinco desde os anos 80. Agora, vamos

tangenciar alguns dos principais resultados relativos a essa classe de desvios.

Sejam e(H) e v(H) o nimero de arestas e vértices de H, respectivamente.
Se G,, tem distribuicio G(n,p), entdo E(Ny(G,)) = p*™) (n),r), onde (n)y, =
n(n —1)...(n —k+ 1) denota o fatorial decrescente, e Dy (G,) = Ny(G,) —
P (n).y m)- Em [8], Rucinski mostra que, para toda a colecao de densidades
p tal que np°“ (1 — p)n? — oo, o niimero de copias de um grafo fixo H em
G(n,p) é assintoticamente normalmente distribuido e estabelece um Teorema
Central do Limite para Dy (G)).

Para uma variavel aleatéria Y, escrevemos

d(Y) =sup|P[Y/oy <a]— ®(a)|, (1-1)

a€R

onde oy é o desvio padrao de Y e ®(a) = \/% . exp(%z)dt é a fungao de

distribuicao acumulada da distribui¢ao normal.

Também é interessante mostrarmos versoes quantitativas do Teorema Cen-
tral do Limite, ou seja, mostrar o quao rapido d(Dy(G,)) — 0. Em [9],
Krokowski, Reichenbachs e Thale definem F = (T"— E(T))/y/Var[T]) para
T = T(n,p) o numero de tridngulos em G(n,p) e enunciam o seguinte resul-
tado.

Teorema 1.1 Seja p=0n"* com a € [0,1) e § € R. Entdo

O(n=1t) ,se 0 < a<1/2,
d(F) = 0(n=3//2)  se1/2 < a <2/3,
O(n=20=9/4) s 2/3 < a <1,

onde f(z) = O(g(z)) se e somente se existe um nimero real positivo M e um

nimero real xy tal que |f(x)| < M|g(z)| para todo x > xy.
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Em particular, se p é constante, isto €, se a = 0,

d(F) = O(n™Y).

No caso G(n,m), Janson [10] prova um Teorema Central do Limite para
a evolucao do desvio na contagem de subgrafos e mostra que a contagem de

subgrafos em G(n, m) também sao assintoticamente normalmente distribuidos.

Nessa dissertacao, iremos mostrar o resultado quantitativo desse Teorema
Central do Limite para G(n,m). Conforme veremos no Capitulo 7, usamos a
variavel Dy (G,,) para o desvio na contagem de subgrafos H em G,,, onde G,,
tem distribui¢do G(n, m). Essa varidvel pode ser expressa como um martingal,
portanto poderemos estabelecer sua velocidade de convergéncia no Teorema

Central do Limite, obtendo o seguinte resultado.

Utilizaremos ¢t = m/N para denotarmos a densidade do grafo G(n, m), onde
N = (Z) é 0 maximo nimero de arestas possiveis de um grafo com n vértices.

Essas notagoes serao utilizadas a seguir nos capitulos 7 e 8.

Teorema 1.2 Seja k € [1,4+00), n > 0 e H um grafo livre de triangulos, entdo
existe uma constante Cy g, tal que o sequinte vale. Para todo n > 2 e todo
nN <m < N/2 temos

d(Du(Gnm)) < Cromg

(L))

Daremos agora uma visao geral da dissertacao. No segundo capitulo, es-
tudaremos a Teoria de martingais. Inicialmente, apresentaremos o conceito e
propriedades da esperanca condicional, que é intrinseca a definicdo de martin-
gal. Em seguida, definiremos martingais, submartingais e supermartingais, e

apresentaremos propriedades, principais teoremas e exemplos relacionados.

No terceiro capitulo, apresentaremos resultados auxiliares béasicos que nos

servirao de apoio posteriormente.

No quarto capitulo, introduziremos o Teorema Central do Limite e provare-
mos duas de suas versoes, a para variaveis aleatorias independentes e identica-

mente distribuidas e a versao de Lindeberg. Também, abordaremos o conceito
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e propriedades de fungoes caracteristicas e convergéncia em distribuicao, que
sdo de extrema importancia para as demonstragoes do Teorema Central do

Limite.

No quinto capitulo, veremos o Teorema Central do Limite para martingais,
que permite dependéncia entre as variaveis aleatérias. Primeiro, provaremos
uma versao geral do Teorema Central do Limite para martingais, e depois

veremos uma versao mais especifica, que serd utilizada no proximo capitulo.

No sexto capitulo, exploraremos o artigo [11], que aborda as taxas de
convergéncia no Teorema Central do Limite para martingais, restrito a classe

de martingais com incrementos limitados.

No sétimo capitulo, abordaremos inicialmente nogoes e definigdes basicas da
Teoria de grafos. Em seguida, iremos discutir o artigo [5], apresentaremos uma
expressao martingal para o desvio na contagem de subgrafos Dy (G,,), e uma
expressao mais simples que aproxima bem Dy (G,,). Também, abordaremos
os conceitos de grau e cograu e, por fim, entenderemos o comportamento da

variacao quadratica discreta dos martingais utilizados.

No capitulo final, unificaremos todos os temas abordados até entao para
estabelecer uma taxa de convergéncia do Teorema Central do Limite para a
expressao martingal do desvio na contagem de subgrafos Dy (G,,). Focaremos
nosso estudo em subgrafos que nao contém triangulos, por motivos que ficarao

mais claros a partir do sétimo capitulo.
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2
Teoria de Martingais

Um martingal é uma sequéncia de variaveis aleatorias, isto é, um processo
estocdstico, no qual, em qualquer tempo, o valor esperado da proxima variavel
da sequéncia sera igual ao valor observado no momento presente, mesmo dado

o conhecimento de todas as varidveis anteriormente observadas.

Podemos pensar em um martingal {S,,n > 1} como a quantia que um
jogador possui em tempo n num jogo justo, ou seja, o valor esperado de
ganho ou perda serd zero. A varidvel aleatéria S, é a soma em tempo n
de variaveis Xi, Xs,...,X,, que representam o ganho ou perda em cada
momento. Martingais excluem a possibilidade de estratégias de ganho baseadas

no histoérico do jogo e, portanto, sao um modelo de jogos honestos.

Desta forma, como veremos adiante, o valor esperado futuro de S,, dadas as
informagoes que possuimos até o presente momento sera igual a quantia que

possuimos no presente momento, visto que estamos em um jogo justo.

Ademais, existem ainda o supermartingal, que pode ser interpretado como
um jogo desfavoravel ao apostador e o submartingal, que seria um jogo

favoravel ao apostador.

Para darmos a defini¢cdo formal de martingal serda necessario apresentarmos

o conceito de esperanca condicional.

2.1
Esperanca Condicional

Primeiramente, iremos definir o conceito de esperanca condicional e, poste-

riormente, ilustraremos alguns exemplos.

Seja um espago de probabilidade (2, Fy, P), uma o-dlgebra F C Fy, e uma
variavel aleatoria X JFyp-mensurdvel com E|X| < oo. Definimos a esperanga

condicional de X dado F, E(X|F) como uma varidvel aleatéria Y tal que:

(i) Y € F, isto é, Y é F-mensuravel.

(ii) VA € F, temos que [, XdP = [,YdP.
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Qualquer varidvel aleatéria Y que satisfaca as condigoes (i) e (ii) é uma
versao de E(X|F). A esperanca condicional existe e ¢ tnica, a menos de
mudangas em conjuntos de medida nula, e a prova de sua existéncia e unicidade

pode ser vista em [13], pdgina 190.

Intuitivamente, podemos pensar em F como uma descri¢cao das informagoes
que temos a nossa disposicao, ou seja, para cada A € F, sabemos se A ocorreu
ou ndo. Deste modo, a varidvel aleatéria Y = E(X|F) seria nossa “melhor

estimativa” para o valor de X dado as informagoes que temos.

Por exemplo, se X € F, temos que E(X|F) = X, ou seja, a melhor

estimativa da variavel é a prépria.

Também, quando F é a o-dlgebra trivial, F = {Q, 0}, E(X|F) serd igual a
E(X). Isto ocorre, pois como estamos no espago de probabilidade (2, Fy, P),

E(X|F) = /QXdP — E(X).

2.1.1
Propriedades da Esperanca Condicional

A esperanca condicional mantém muitas das propriedades da esperanca
convencional. Quando escrevemos que uma variavel aleatéria X € LF, para

k > 1, significa que X ¢ k-integravel, isto ¢, E(|X|*) < oo.
Proposigao 2.1 Sejam X e Y waridveis aleatérias tais que X,Y € L'. Entao,

(a) A esperanga condicional € linear:

E(aX +Y|F) = «E(X|F) +E(Y|F), VaeR

(b) Se X <Y, entio
E(X|F) < E(Y[F).

(c) Se X, > 0eX, T X(esta notagio indica convergencia mondtona pontual,

isto €, para cada w € ()), entdo

E(X,|F) 1T E(X|F).
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(d) (Propriedade da Torre) Se G C F, ou seja, G € uma sub o-dlgebra de F,
entao
EE(X]|F)G] = E[E(X|G)|F] = E(X]G).

(e) Se Z € F e E|X|, E|XZ| < o0, entao

E(ZX|F) = ZE(X|F).

(f) (Regra da independéncia) Se G € independente de o(o(X),F), entdo
EX|o(F,G)] = E(X|F) q.c

Em particular, se X ¢é independente de G, entdo E(X|G) = E(X).

(9) (Lei da esperanga total)

E[E[X|F]] = E[X].

Prova. As demonstragoes dos itens (a), (b), (¢) e (e) podem ser encontradas
em [13] paginas 193-195.
As demonstragoes dos itens (d), (f) e (g) podem ser encontradas em [14],
paginas 89-90.
|

2.2
Martingais

Nessa secao, definiremos o que sao martingais, submartingais e supermartin-
gais. Além disso, apresentaremos propriedades, principais teoremas e exemplos

relacionados.

Seja F, uma filtragao, isto é, uma sequéncia crescente de o-algebras, Fy C
Fp C ... C F. Se F, for gerada por uma sequéncia de variaveis aleatorias
X1, Xo, ..., entdo chamamos F,, = o(X1, Xy, ..., X,,) para n € N de filtragao

natural.

Uma sequéncia X, é dita adaptada a F,, se X,, é F,-mensuravel para todo

n. Intuitivamente, sabemos o valor de X, (w) em cada tempo n.

Se X, é uma sequéncia que satisfaz
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(i) E|X,| < oo,
(i) X, é adaptada a F,,
(ii) E(X,41|Fn) = X,, para todo n > 1,

entdo, o processo X,, é um martingal (com respeito a JF,,).

Um supermartingal é definido de maneira similar, porém, para todo n > 1,
(iii) é substituido por
E(Xn+1|fn) S Xn

e, num submartingal, para todo n > 1, (iii) é substituido por

E(X,1|F) > X,

Agora, daremos alguns exemplos de martingais e suas aplicagbes. Em cada
caso definiremos o processo e verificaremos que esse é um martingal, pois

atende as trés condig¢oes supracitadas.

Exemplo 2.2 (Passeio Aleatorio Simples) Considere uma sequéncia de lan-
camentos de uma moeda justa e seja X, = 1 se o n-ésimo lancamento
for cara e X,, = —1 se o n-ésimo lancamento for coroa. Definimos S, =
X1+ Xo+ -+ X, Fo = 0o(Xy,Xo,...,X,) para todon > 1, Sp = 0 e
Fo = {0,Q}. Entio, S,,n > 0 é um martingal com respeito a F,. Para de-

monstrar isso, vamos ver que S, respeita as trés condicoes postas acima.
(i) E|S,| < co.
Temos que E|S,| = E|X1+Xo+ - -+ X,| S E|Xq|+E|[X5|+---+E|X,,|.
Como E|X;| < oo para todo i, obtemos que E|S,| < co.
(ii) S, é adaptada a F,.

X, € adaptada a F,,, ou seja, X, € F,-mensurdvel para todo n. A fun¢ao
f:R" =R, f(xy,29,...,2,) =21+ 22+ -+x, € continua e, portanto,
Borel mensuravel. Logo, S, = f(X1,Xs,...,X,) é F,-mensurdvel para

todo n, isto €, S, € adaptada a F,.

(111) E(Sp41|Fn) = Sn para todo n > 1.

Como X, 1 € independente de JF,,, e utilizando a propriedade de lineari-

dade da esperanga condicional, Proposi¢io 2.1(a) , temos que

E(Sn+1|fn) = E(Sn|fn) + E(Xn+1|-’rn> = Sn + E<Xn+1) = Sm
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pois E(X,+1) = 0.

Exemplo 2.3 Seja X1, Xs,... wuma sequéncia de varidveis aleatorias nao-
negativas independentes com E(X;) = 1,Yi. Definimos M, = X1X5...X,,
Fn = o(X1,Xy,...,X,) para todon > 1, My = 0 e Fy = {0,Q}. Entdo,
M,, n > 0 é um martingal com respeito a F,,. Para demonstrar isso, vamos

novamente ver que M, respeita as trés condicoes postas acima.
(i) E|M,| < co.
Sabemos que M, €é uma multiplicio de wvaridveis aleatorias ndao-
negativas, portanto E|M,| = E|X1X5...X,| = EXjXs...X,) =
E(X1)E(Xs)...E(X,), pois X1, Xo,..., X, sdo independentes. Logo,
E|M,| =1 < oo para todo n.

(ii) M, é adaptada a F,.

X, € adaptada a F,, ou seja, X, € F,-mensurdvel para todon. A funcdo
f:R" =R, f(x1,29,...,2,) = X122 ... 2, € continua e, portanto, Borel
mensurdvel. Logo, M, = f(X1,Xs,...,X,) é F,-mensurdvel para todo

n, isto é, M,, ¢é adaptada a F,.

(1ii) E(M,11|Fn) = M, para todo n > 1.

E(Myi1|Fn) = E(Xp1M,|F,) = ME(X,:1|F.) , pela Proposi-
cio 2.1(e). Como B(X,41|F) = E(Xyi1) = 1, temos que B(M, 1| F,) =
M,.

Exemplo 2.4 (Urna de Polya) Considere uma urna que contém uma bola
branca e uma bola preta. A cada instante, sorteamos uniformemente uma bola
da urna, observamos sua cor, a devolvemos a urna, adicionamos uma nova
bola da cor observada e repetimos o processo. Apds n instantes, teremos n+2
bolas. Nesse exemplo, chamaremos de X,, a proporcao de bolas pretas na urna,

e iremos concluir que se trata de um martingal. A filtracdao serd a natural, ou

seja, Fn = o(X1, X, ..., Xp).
(i) E|X,| < cc.
Trivial, pois X, € uma propor¢ao.
(ii) X, € adaptada a F,.
Também trivial, pois a filtracao é natural.
(7ii) B(X, 1| Fn) = X, para todo n > 1.

Denominaremos P, e B,, o numero de bolas pretas e brancas na urna no

instante n, respectivamente. Naturalmente, B, = (n+2) — P,. Estamos
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P,
n+2 "

de bolas pretas no instante n + 1 s6 poderd ser:

interessados na propor¢io X, = Observe que, dado P,, o niumero

(n+2)—Pp

B, , com probabilidade =~

Pn—i-l:

7. P,
Py, +1, com probabilidade ;75

Portanto, teremos

P, 2)— P,
Lpnt?

n

E(Ppii1|Fp) = (P, + 1)

n+2 n+ 2
P24+ P,— P2+ P,(n+2)
N n+2

P,(n+3)
 on+2
Desta forma,
Pn+1

(Kosil ) =B (2202
= L E(PulF)
T n+3 Kan
1 P,(n+3)
n+3 n+2
n+2
= X,.

Exemplo 2.5 (Processo de Galton-Watson) Um processo de Galton-Watson
¢ um processo estocdstico de ramificagdo, onde Z, ¢ o numero de individuos da
geragao em tempo n e X,,; o numero de descendentes do individuo i em tempo
n. Formalmente, seja X, ; uma sequéncia nao negativa de varidveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas e X,; € L' para todo i,n > 1.

Temos também a sequéncia Z,, na qualn >0, Zg=1 e

Xn+1,i + -+ Xn+1,Zn; se Zn >0
, se Zyp =10

Zn+1 -

Neste caso, vamos analisar a sequéncia (Y,)n>1 definida por Y, = 22, onde

p=E(X,,) e faremos F,, = 0(X;,;:i>1,1<j <n)

=N

5|

(i) E|Y,| < co.
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(i)

(iii)

A varidvel aleatdria Y, é nao negativa, pois pn > 0, entio E|Y,,| = E(Y,).

Sabemos que Z, = 0 ou Z,, = Xy + -+ Xy 2, , . Para o primeiro

caso, temos B(Y,,) = 0 . Para o seqgundo caso,

E(Yn) = —E(Zy)
IL[/n
1
= 7E(X'I’L,1 + [P _|_ X‘I’L,Zn 1)
1%
1
= E[MXM) + -+ E(Xnz,)]

Como X,,; € L' para todo i,n > 1, entdo E|Y,| < oo .

Y, € adaptado a F,,.

Zn
ur
entao Y, € F, para todo n, isto ¢, Y, € adaptado a F,.

Sabemos que Z,, € F, para todo n. ComoY,, = e u" € uma constante,
E(Y,11|Fn) =Y, para todo n.

Temos que

E(Zn+1|]:n) = ZE(Zn+11Zn:k|fn>
k=1

pelas Propriedades 2.1(a) e 2.1(c). Em Z, = k, fazemos Z,41 =

Xnt11+ -+ Xoq1k, € obtemos

Z E(Zpi1lz,—k|Fn) = Z E((Xp+11+ -+ Xpr1k) Lz,=kl F)-
k=1 k=1

Pela Propriedade 2.1(e) temos

S E(Xpgi1+ A Xnr16) Lzo=kFo) = D Lz, kB (Xng114 -+ X161 Fn)-
k=1 k=1

Como Xjy1,; € independente de F,, para todo i, temos finalmente

E<Zn+l|fn) = Z ﬂZn:kkH'

k=1

= Uy.
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Dividindo ambos os lados da equacdo por u™t, encontramos

Zn
E (Mnii ’Fn> = E(Yn-l-l‘f'n)

Logo, B(Y,+1|F,) =Y, e concluimos que Y,, é um martingal.

2.2.1
Martingais como série de incrementos

No exemplo 2.2, vimos que S, é um martingal. Além disso, temos que
X, = 85,—5,_1 paratodon > 1. Podemos, portanto, reformular esse martingal
a partir de seus incrementos, pois dada uma filtracao JF,,, estes possuem média

Zero:

E(Xn41|Fn) = E(Spt1 — SnlFn)
= E(Snt1|Fn) — E(Sn|F2)
=5,— 5,
=0.

Podemos generalizar a ideia acima para qualquer martingal Y,
representando-o através de uma sequéncia de variaveis aleatérias X, Xo,
.., tal que E(X,;1|F,) = 0 para todo n, onde F, é uma filtracdo. Estas

variaveis aleatorias sao os incrementos do martingal, isto é, X117 = Y11 — Y.

Com esse fato, poderemos definir a varidncia condicional para martingais e

a variancia quadratica normalizada no Capitulo 6.

2.2.2
Tempo de parada

Definigao 2.6 (Tempo de Parada) Dado wum espago de probabilidade
(Q, F, P), uma filtragio F; C Fo C --- C F e uma varidvel aleatoria 7, dize-
mos que T € um tempo de parada com respeito a filtracao F1 C Fo C --- C F
se {T <n}={w:71(w) <n} e F, para todo n > 1.
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Intuitivamente, o tempo de parada 7 é o momento em que decidimos
interromper o processo estocdstico, ou o "jogo justo' que mencionamos. A
decisao de parar ou nao apos o n-ésimo momento depende apenas do eventos

passados até (e incluindo) o tempo n.
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Resultados Auxiliares

Neste capitulo apresentaremos resultados basicos que serao utilizados ao
longo dessa dissertagao. Inicialmente, iremos introduzir conceitos que serao

luteis a esses resultados e explorados em maior detalhes posteriormente.

Um martingal pode ser definido em termos dos seus incrementos, por isso

serd util introduzirmos a seguinte definicao.

Seja M,, definido como o conjunto de todas as sequéncias X = (X1,..., X,,)
de varidveis aleatérias que satisfazem

(i) X; é quadrado-integravel para todo i;

(ii) E[X;|Fi—1] = 0 para todo i, onde F; é a o-dlgebra gerada por
(X1,...,X).

Também, introduziremos as seguintes notagoes:

Chamamos V?(X) de variagdo quadrética normalizada de X. Finalmente,
definiremos a distancia que representa a taxa em que a convergéncia entre a

soma padronizada de variaveis e a distribuicao Normal ocorre. Escrevemos

D(X) = sup [P[S(X)/5(X) < ] - @ (1)]. (3-1)

teR

Apresentaremos agora um Lema que estabelece que D e V? sdo invariantes

por dilatagoes.
Lema 3.1 Seja Y = (Y1,...,Y,) € M,, e A € (0,00). Entao,

(i) D(Y) = D(\Y)
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(ii) V2(Y) = V2(XY).
Prova.
(i)
D(Y) = sup[[S(Y)/s(Y) < ] — @(2)]

teR

— sup|[AS(Y)/As(Y) < f] — (1)

teR

= D(XY) VA>0.

V2NY) = s2(AY) SO E[(AY,)?| P

i=1

= A2 (YN S E[VAF )

i=1

=V3Y) VA>0.
u

Agora, iremos apresentar um resultado bem conhecido sobre varidncia de

martingais.

Lema 3.2 Sejo X = (X4,...,X,) € M,, e S,, = >, X;. Entado,

Var(S,) = E[éE[Xﬂ]-}_lH = s*(X).

Prova. Primeiramente, por linearidade da esperanga, E[S,] = > E[X;] = 0,

uma vez que E[X;| = E[E[X;|F;_1]] = 0, entdo temos que

Var(S,) = E[S?]

Il
M=

E[S? - 574

1

<.
Il

|
NE

E[E[S? — 7| Fia]]

<.
Il

E

=

. 2Si—1E{Xi‘«/—"i—l} + E[Xz?’}—i—l}]»

=1

pois S — 5% | = (S;_1 + X;)? =52, =25, 1 X;+ X? e S;_; € F,_;. Portanto,

como E[X;|F;_1] = 0, conclui-se que
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Os préximos lemas serao tuteis para demonstracgoes relativas ao Capitulo 4,

sobre Teorema Central do Limite

Lema 3.3 Sejam ci,ca,..., € ¢ nimeros complexos tais que lim,_, ¢, = c.
Entao

) c

lim (1 4+ —)" = ¢".

n—oo n

Prova. O que estamos interessados em provar pode ser escrito da seguinte

forma: | 4 cayn
i LS
n—00 ec

Temos que, se a, — 0 quando n — oo, entao 1:& — 1 quando n — oo. De

an

fato, por quociente de limites,

o l+x limg,ol4x
lim =

= = 1.
z—=0 e lim,_,q €e®

Portanto, sendo log z o logaritmo pricipal de z, definido para z # 0, escrevemos

lim (1 + C—n)” = lim exp

(log(l + ¢y /n) Cn)

n—00 n n—r00 Cn/n
= lim e™
n—o0
= €“.
log(1+2)

Usamos o fato que lim,_, =1 e que lim,,_,, ¢, = ¢ para concluir. W

z

Lema 3.4 Sejam ¢, nimeros complexos tais que Y ;_; Cpp — € quando n —
00, onde ¢ € um nimero complexo finito. Se quando n — 00, Maxi<g<n |Cn x| —

0eXi ekl <M < oo, onde M é uma constante que nao depende de n,

entao .
[T+ con) — €, quando n — .
k=1
Prova. A demonstragao deste lema pode ser vista em [12], pagina 208. [ |

Enunciaremos agora uma desigualdade em forma de proposicao, que utiliza-

remos no capitulo 6.
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Proposigao 3.5 Se {S;, Fi, 1 <i <n} éum martingal, X; = S; —S;_1 sdo os
incrementos do martingal e k > 0, entao existe uma constante C' que depende

somente de k tal que

. k/2
(;wxfm_l))

+ E(max |Xz|k> }
1<n

Prova. A demonstragao estd em [17], pagina 28. [

E<m<ax|5i|k> < O{E

A seguir, apresentaremos resultados que serdo uteis para as demonstragoes

finais do ultimo capitulo e do Teorema 1.2.

Lema 3.6 Sejam Y varidvel aleatéria, Fy(z) = Fy(zoy), onde Fy(y) =
P(Y <y), 0 >0 ea,beR. Entao,

Py (a) - Fy(b)’ < ’CID(a) - q)(b)‘ +2d(Y) < |a— b| + 2d(Y).

Além disso, se (1 —9)a < b < (1+d)a, entao,

7

a) — ﬁy(b)’ <5+ 2d(Y).

Prova. Inicialmente,

< ‘@(a) _ @(b)' 1 2d(Y)
< |a—b|+2d(Y),

. b —x2 b—
pois \/%—W Jo exp(=-)dr < L.

Além disso, caso a < b < (14 )a, entdo

2 2
x < exp(—a®/2)ad <

1 (14+6)a ;
— exp(—)dr < ———-— ,
V2T /a il 2 Jdv < \ 27 B

uma vez que exp(—a?/2)a < /2w para todo a. O caso onde (1 —d)a <b<a

é andalogo. ]

Lema 3.7 Sejam Y,Y' wvaridveis aleatorias e € > 0 tais que P(|Y — Y| >

eoy) <0 e |oy —oy/| < doyr. Entao,

d(Y) <3d(Y')+ 2§ +e.
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Prova. Observamos que
P(|Y —=Y'| > eoy) <6 = Fy(a) < Fy:(a+€eoy) + 4.
Isso é verdade, pois
Y<aC (Y)Y <a+eoy)U (Y <a,Y' >a+eoy).
Portanto,
PY <a) <PY' <a+eoy) +P(|Y =Y'| > eoy).
Assim,

Fy(a) = Fy(aoy)
< Fy/(oy(a+e€))+6
= yi((a+€)oy) + (Fy((a + €)oy) — Fy((a + €)oyr)) +
= Fy(at)+ (Fr((at+e ") = Fr(ate) +0

Pelo lema 3.6, temos que

Fyr((a+e) X

) —Fyi(a+e€)| <8+2d4(Y7).
Oy

Além disso, observamos que

[Fy(a) = ®(a)] < [Fy(a) = Fyi(a+€)[ + |[Fyr(a +¢) = D(a +¢)| +[(a + €) — B(a)]
<2d(Y")+ 20| +d(Y') + €
=3d(Y')+ 20 + €.

O outro lado da desigualdade é analogo. Logo, concluimos que
d(Y) < 3d(Y') + 26 + e.
[ |

Corolario 3.8 Sejam Y = (Y1,...,Y,), Y = (Y/,...,)Y) € M, tais que
P(Fi<m,Y;#Y/)) < e||Y]loos ||Y | < T, entao,

D(Y) < 3D(Y') + 2Tmd"? + mé.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821095/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1821095/CA

Capitulo 3. Resultados Auxiliares 29

Prova. Como |[|Y||eo, [|[Y'||ec < T, entdo

< 2T'm.

D Y-V
i=1 i=1

Desse modo,

m

>

i=1

2

<

2. Y
i=1

D Y-V
i=1 i=1

2 2

= H2Tm12171m¢22’im/
— (4T2m25)1/2
= 2T'mdY/2.

2

Esta desigualdade ¢é utilizada para controlar as condigoes da variancia do

Lema 3.7, para que possamos aplicd-lo. Portanto,

D(Y) <3D(Y') +2T'md"* + i]P’(YZ- £Y/)

=1

< 3D(Y') 4 2T'md"* 4+ md.
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Teorema Central do Limite

O Teorema Central do Limite nos remete a convergéncia de somas de
variaveis aleatérias para uma distribuicdo normal e é considerado, pela sua
importancia na teoria e em aplica¢des, como o teorema basico mais central da

probabilidade.

Neste capitulo iremos apresentar o Teorema Central do Limite para variaveis
aleatorias. Apresentaremos e provaremos duas de suas versoes, a para variaveis

aleatorias independentes e identicamente distribuidas e a versao de Lindeberg.

Para que possamos discutir mais profundamente o Teorema Central do
Limite e suas demonstracoes, necessitamos de dois tépicos importantes: as

fungoes caracteristicas e a convergéncia em distribuigao.

Intuitivamente, o Teorema Central do Limite diz que a soma de variaveis ale-
atérias independentes, com média e variancia finitas, apos uma padronizacao,
tenderda a uma distribuicdo normal. Em outras palavras, qualquer que seja a
distribuicao da variavel de interesse para grandes amostras, a distribuicao das
médias amostrais serd aproximadamente normalmente distribuida, e tenderd a
uma distribuicao normal a medida que o tamanho da amostra crescer. Quando

dizemos “tenderd”, isso significa que havera uma convergéncia em distribuicao.

Inicialmente, veremos o Teorema Central do Limite para variaveis aleatorias
independentes e identicamente distribuidas, e em seguida exploraremos a
versao de Lindeberg. Uma diferenca entre essas versoes é que na primeira, para
que ocorra a convergéncia da soma das variaveis aleatérias para a funcao de
distribuicao da normal padrao, apds a padronizagao, é necessario, como ja esta
no enunciado do teorema, que as variaveis sejam identicamente distribuidas.
Ja na versao de Lindeberg, basta que a condi¢ao de Lindeberg seja satisfeita

para que ocorra a convergéncia supracitada.
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4.1
Funcao Caracteristica

Comecaremos essa secao definindo a funcdo caracteristica, que sera de
extrema importancia para demonstracoes a respeito do Teorema Central do

Limite.

Em teoria da probabilidade e estatistica, a fungao caracteristica de qualquer
variavel aleatéria é util para se fazer andlises sobre sua funcao de densidade
e de distribuicao. Além disso, para cada variavel aleatéria, existe uma tUnica

funcao caracteristica que a define.

Apresentaremos agora a definicao formal de fungoes caracteristicas.

Definicao 4.1 Seja X uma varidvel aleatoria. Definimos sua funcao caracte-

ristica como uma funcao ¢ : R — C tal que

ox(t) = E(exp(itX)) = E(cos(tX)) + iE(sen(tX)), teR.

Da férmula de Euler, temos que exp(iy) = cos(y) + isen(y),y € R, e as
fungoes sen(y) e cos(y) sdo limitadas, portanto a varidvel aleatéria complexa
exp(itX) possui esperanca finita para qualquer varidvel aleatéria X. Assim,

garantimos que a func¢ao caracteristica esta bem definida.

Além disso, como a fungdo caracteristica é determinada pela sua funcao

de distribuicdo, temos que se X e Y sao identicamente distribuidos entao

X = Py-

Mostraremos agora algumas propriedades importantes da fungao caracteris-

tica. Sejam X e Y variaveis aleatorias.

Teorema 4.2 Todas as fungoes caracteristicas possuem as sequintes proprie-

dades:
(a) $(0) =1.
(b) o(—t) = o(t).
(¢) le(t)] = [E[e"]] < Ble™| =1.

(d) |p(t + h) — @(t)| < Ele™X — 1|, logo ¢ é uniformemente continua em

(—00, 00).
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(e) E[ez‘t(aX+b)] — eitbgp(at).

Prova. As demonstragoes dos itens podem ser encontradas em [13], pagina 126.
|

Teorema 4.3 Se X e Y sdo independentes e possuem funcoes caracteristicas

©x €@y, respectivamente, entao X + Y tem fungao caracteristica o x(t)py(t).

Prova.
px iy (t) = B[]
_ E[eitXeitY]
— E[eitX]E[eitY]
= px(t)ey (1),
pois eX e €Y sdo independentes. [

O Teorema 4.3 pode ser generalizado para uma sequéncia de varidveis
aleatorias X1, Xo,..., X, independentes através de inducdo. Desta forma,

teremos

n

exiptx, (1) = [Tex(t), VEeR.
i=1
Exemplo 4.4 Dada uma variavel aleatoria X com distribuicao normal padrao,
sua funcao caracteristica é dada por

_ 42

ex(t) = exp <2> , VteR.

O cdlculo deste exemplo estd em [13], pagina 92.

Como ja vimos, por definicdo, a funcao de distribuicdo de uma varidvel
aleatéria determina sua funcdo caracteristica. Apresentaremos agora a férmula
da inversao, que nos dard a reciproca, isto é, que a funcao caracteristica de

uma variavel aleatéria determina sua funcao de distribuicao.

Teorema 4.5 Seja X wma varidvel aleatoria qualquer. Entdo, sua funcao
caracteristica px(t) determina a fun¢io de distribuicao de X, através da

sequinte formula de inversao
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" " 1 c e—iat o e—ibt
Fx(b) = Fx(a) = lim */ ———px(t)dt,

=00 27 J—¢ it

sendo F(w) = s[F(w) + F(w™)], onde F(w™) = lim,_,- F(z), para todo

w € R, e 0s numeros reais a, b e ¢ tais que ¢ >0 e a < b.

Prova. A demonstragao deste teorema pode ser vista em [15], pagina 282. W

Com a férmula da inversao podemos provar o Teorema da Unicidade que
nos garantira que variaveis aleatérias possuindo a mesma funcao caracteristica

terdo a mesma funcao de distribuicao.

Teorema 4.6 (Teorema da Unicidade) Se as varidveis aleatorias X e Y
tém a mesma fungdo caracteristica, entdao elas possuem a mesma funcio de

distribuicdo.

Prova. Sabemos que X e Y possuem a mesma funcao caracteristica, e pela

formula de inversao, para quaisquer a e b reais e a < b,
Fx(b) — Fx(a) = Fy(b) — Fy(a).
Para a — —o0, temos que Fy(a) — 0 e Fy(a) — 0 e a igualdade acima sera
Fx(b) = Fy(b), VbeR.

Consideremos agora ¢ € R, tal que ¢ < b. Pela defini¢ao de ]5(), temos

Fx(c) < Fx(b) < Fx(b) e Fy(c) < Fy(b) < Fy(b).

A funcao de distribuicao é continua a direita, portanto tomamos o limite para

b | c e obtemos

ll%JI,nFX(b) = Fx(c) (§ 1%?1 ﬁy(b) = Fy(C).

Isto implicard F'x(c) = Fy(c). Como o argumento vale para qualquer ¢ real,

podemos concluir que as fungdes de distribuicao de X e Y sdo iguais. [ |

4.2
Convergéncia em Distribuicdo

Nesta secao, vamos discutir algumas caracteristicas da convergéncia em

distribui¢ao ou convergéncia fraca das medidas de probabilidades.
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Definicao 4.7 Sejam X, X1, Xs,... varidveis aleatorias com funcoes de dis-
tribuicao F, Fy, Fy, ..., respectivamente. Dizemos que X,, converge em distri-
buicao para X, quando n — oo, se F,(x) — F(x) para todo ponto de continui-
dade x de F.

. e A , D
A notagao que utilizaremos para esta convergéncia sera X,, — X.

A convergéncia em distribuicdo de Fi, Fy,... para F, isto é, F, D, F,

significa que estas fun¢oes acumuladas convergem fracamente para F.

Agora, apresentaremos dois teoremas que relacionarao a convergéncia em

distribuicao com as fungoes caracteristicas.

Teorema 4.8 (Teorema de Helly-Bray) Sejam F, F\, F,, ... fungoes de distri-
buicao. Se F,, converge fracamente para F', entao para toda fungio g : R — R

continua e limitada, temos que

[ s@)ar(@) == [g(x)dF ().

Prova. A demonstragao deste teorema pode ser vista em [16], pagina 232. W

Teorema 4.9 (Teorema da Continuidade de Paul Lévy) Sejam Fy, Fs, ... fun-
coes de distribuicao e o1, P, . .., respectivamente, suas funcoes caracteristicas.
Se ¢, converge pontualmente para um limite ¢ e se ¢ € continua no ponto

zero, entao
(i) existe uma fungao de distribuicao F' tal que F,, — F fracamente e

(ii) ¢ € a fungao caracteristica de F.
Prova. A demonstragao deste teorema pode ser vista em [16], pagina 234. W

Como vimos no Teorema 4.6 , ha uma relagao biunivoca entre a funcgao de
distribuicao e a fungdo caracteristica. Com os dois tltimos teoremas estabe-
lecemos uma relagdo de equivaléncia entre a convergéncia em distribuicao e
a convergéncia pontual das respectivas func¢oes caracteristicas. Deste modo,

conseguimos provar que

X, 2 X <« oy ()= px(t), VteR.
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4.3
Teorema Central do Limite para Variaveis Aleatorias

O Teorema Central do Limite enuncia que a soma de uma sequéncia de
variaveis aleatoérias independentes, se estas atenderem a certas condigoes, apés
uma conveniente padronizacao, convergira em distribuicdo para uma fungao
de distribuicao normal padrao, ou seja

—E
M EEN Z, quando n — oo
Var(S,)

onde S, = X; + Xo +--- + X,, e Z é uma variavel aleatoria com distribuicao

normal padrao.

Com todas as ferramentas necessarias em maos, iremos primeiramente de-
monstrar o Teorema Central do Limite para sequéncias de variaveis aleatérias

independentes e identicamente distribuidas.

Teorema 4.10 (Teorema Central do Limite para varidveis aleatdrias i.i.d.)
Seja X1, Xs, ... uma sequéncia de varidveis aleatorias i.i.d. com E(X;) = p,
Var(X;) =0% € (0,0). Se S, = X1 + Xo +--- + X,, entdo

Sn_n,u D
— = Z
o\v/n ’

onde Z ~ N(0,1) é uma varidvel aleatéria com distribui¢io normal padrio.

Prova. Podemos supor, sem perda de generalidade que p = 0, ou poderiamos
definir a variavel Y,, = X,, — p que possui média zero. Para facilitarmos a
notacao, usaremos @y, = ¢ para todo 7, uma vez que as varidveis aleatérias
X1, Xo, ... sdo identicamente distribuidas.

Aplicando a propriedade (e) do Teorema 4.2 e o Teorema 4.3, respecti-

vamente, teremos
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Pela férmula de Taylor em torno de zero, expandindo até o termo de

segunda ordem, obteremos

(ot strm o9)

A notagao o(x) indica fungdes tais que lim,_,q @ = 0.
Utilizando as propriedades (a) e (c¢) do Teorema 4.2, teremos ¢(0) = 1,

©'(0) =ip=0e ¢"(0) = *E(X?) = —0?. Deste modo,

(rem) 13 ()
pl—=|=1——+o0|—
o\/n 2n n

Também, temos que

. o(£)
Jim [1_ 7 ] =1

2n

Utilizando o Lema 3.3 obteremos o seguinte resultado

t)" ARG
li — ) =lm{1—— |[1-—n

Concluida a prova do Teorema Central do Limite para varidveis aleatérias
i.i.d., iremos agora enunciar o Teorema Central do Limite de Lindeberg, que
dard condi¢bes mais gerais para a validade da convergéncia a distribuicao

normal.

Através do Teorema Central do Limite de Lindeberg poderemos trabalhar
com variaveis aleatorias independentes com variancia finita, precisando que

pelo menos uma delas seja maior que zero. Se estas atenderem a condig¢ao
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chamada de condi¢ao de Lindeberg, entdao a sua soma padronizada convergira

para uma normal padrao.

Sejam X7, X5, ... variaveis aleatorias independentes, com fungoes de distri-
2

n’

buicao Fy, Fs, ..., respectivamente, tais que E(X,) = u, e Var(X,) = o

onde 02 < oo e pelo menos um o2 > 0. Sejam S, = X; + -+ X, e

Sp = \/VaT(Sn) = \/Uf +---+02. A condigao de Lindeberg diz que

1 n
¥e>0, lim — Z/ (2 — ) 2dFy(x) = 0. (4-1)
n—oo s =1 Y lz—hi|>esn

A condicdo de Lindeberg significa, basicamente, que as parcelas XE=£% da

Sn—E(Sn)
Sn,

soma sao uniformemente pequenas para n grande. Por exemplo, a

condicao de Lindeberg implica

2

o
max — — 0, quando n — oo,
1<k<n s2

ou seja, para n grande, as variancias das parcelas sao uniformemente pequenas
em relacdo a variancia da soma. Esse fato pode ser observado da seguinte

forma.

Notemos que para todo k

2
O 1 / 9 1 / ,
2 52 — ) "dE) = — j)*dF,
S% S?l |z—pi|<esn (33 ,Uk) k(x) + 52 |z—p|>esn ($ 'Uk) k<x>
1
S 2 / gQSQdFk Z/ ZL’ _ Mk)QdFk(x)
Sn |x—ﬂk|§€8n n =1 CC Nk‘>55n
1 00
S =0 nk 1Y = Mk|>€5n

Como a primeira parcela é igual a €2 que nao depende de k, entdao temos

que
2 1 n )
max—<6 + = / xr — dFy(z),
1<k<n 52 s2 kz:l |z uk|>£sn< i) dEi(z)

o qual converge para €2, pela condicio de Lindeberg. Logo, como vale para

2
ag

todo € > 0, temos max;<x<, 5 — 0.
- - n

Teorema 4.11 (Teorema Central do Limite de Lindeberg) Sejam X1, Xo, . ..
varidveis aleatorias independentes, com funcoes de distribuicio Fy, Fs, ... tais
que E(X,) = p, e Var(X,) = 02, onde 02 < 0o e pelo menos um a2 > 0.

Sejam S, = X1 +---+ X,, e s, = \/Var(Sn) = \/Jf +---+02. Entao, para

que tenhamos
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S — E(Sy) D, Z,
Sn
quando n — oo, dado que Z € uma variavel aleatoria com distribuicdo normal

padrdo, € suficiente que a condi¢do de Lindeberg 4-1 esteja satisfeita.

Prova. Mostraremos que as fungoes caracteristicas das somas parciais padroni-
zadas convergem pontualmente para a funcao caracteristica da normal padrao.

Para isso fixaremos um t € R. Usaremos duas versoes da férmula de Taylor:

(i) e =1+ itw + oq(x)# , onde |ay(x)] <1,

(ii) e** =1+ itz — % + O{Q(IL‘)% , onde |aq(z)] <1

A primeira férmula serd usada para |r| > € e a segunda para |z| < g,

desta forma poderemos escrever e da seguinte forma:

1222

e =1+ itz + 041<I>7 + 7. (z),

onde
ro(z) = {1+ a1 ()} se |a| > ¢
. —
as () 2 ,se |z| < e

Teremos, deste modo

e (e () D) < [l (252 oo

Pela féormula de Taylor, a expressao acima é igual a

[ (5 - (5 o (52 s

2
( 2k T Pk
N 12 {1 o (x —/%) } (x_’uk)2dFk(x)

t3 T — _ 3
+2 ag( “k) (5” “’f) dF(x).
6 |x—pr|<esn Sn Sn,

Como E(X},) = g e Var(Xy) = o2, temos

X, — t2 2
exp{it <kﬂk) H =1- 702’6 + A ks
Sn 2sz

E
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no qual o resto a,  satisfaz a seguinte desigualdade:

— 2 3 _ 2
ans <2 [ (“”” “‘“) dFk<x)+||/ €<I “k> dFy(x)
lo—pk|>esn N Sn 6 Jlz—px|<esn Sn

t? 2 eltf]® e 2
<S[ o wemdRde) + S [ (- ) dE().
|x—pi|>esn 6Sn —00

2
S

Assim, teremos

n €|t|3
nk| < - dFy,
Sl <53 [ oo wdn) +

k=1 n k=1

Pela condicao de Lindeberg, a primeira parcela da soma vai para zero
quando n — oo. Entao, para n suficientemente grande, obtemos

€!tl3

Agora, vamos tomar uma sequéncia de €’s que converge para zero. Tome
€= % para j € N, entao existe n; tal que para todo n > n;,

n |t 3
Z |an,k| <o 07
k=1 3]

no qual os restos a, ; sao determinados pela férmula baseada em ¢ = % Assim,

S0%75571)@) = kf[lE (emp{zt <W> })

Assim, provaremos que o ultimo termo da equagao acima converge para a
funcao caracteristica de uma variavel aleatoria que possui distribuicao normal
padrao.

Se Z ¢ uma variavel aleatéria com distribuicdo normal padrao, entao

2
sua fungdo caracteristica serda ¢z (t) = e, pelo Exemplo 4.4. Aplicando o

202 2
Lema 3.4, faremos ¢, = — 5 | +apr e c= =% Portanto
’ ) 25z 2 )

t2

Z|an| > 7+Z|ank| ==

logo Y14 |¢n k| ¢ uniformemente limitado.
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Para aplicarmos o Lema 3.4, basta verificarmos a condi¢cao do maximo:

2 .2

o
max |, | < max —F* | max |G k|
1<k<n' 1<k<n 2s2  1<k<n'
t2 0.2 n
< —max — + Y |anl
2 1sksns2 T

Como o segundo termo tende para zero e a condi¢ao de Lindeberg implica

concluimos que

A seguir, veremos um exemplo para compreendermos melhor o Teorema

Central do Limite na pratica.

Exemplo 4.12 Um jogo de Roleta num cassino tem nimeros de 1-36 (18
pretos e 18 vermelhos), além do 0 e 00, pintados de verde. Os jogadores
podem apostar 31 que o nimero sorteado serd vermelho (ou preto) e ganhar
$1 caso acertem. Se denotarmos X; o walor do ganho na i-ésima rodada,
entao X1, Xa,... sao varidveis aleatdrias i.i.d. com P(X; = 1) = 18/38 e
P(X; = —1) =20/38. Entao

E(X;) =-1/19
e
Var(X;) = E[X7] - (E[X}])?
1 2
(3
19
=0,9972
Estamos interessados em
Sp—np _ —np
P(S, >0)=P > .
52200 =2 (%= o)
Tomando n = 361 = 19% e adotando o = 1 para facilitar os cdlculos,
temos

—nu  361-(1/19) 1
ovn V361
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Portanto, o Teorema Central do Limite e a tabela da distribuicdo normal

nos dizem que
P(S, >0)~P(Z>1)=1-0,8413 = 0, 1587.

Ou seja, apds 361 jogadas na roleta, o cassino terd ganhado $19 em
média, mas o jogador tem probabilidade de aproximadamente 16% de estar no

lucro.
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5
Teorema Central do Limite para Martingais

As versdes de Teorema Central do Limite que vimos até agora exigiam
independéncia entre as variaveis aleatérias. O Teorema Central do Limite
para martingais é uma generalizacdo dos resultados anteriores, levando em

consideracao a dependéncia entre as variaveis.

Neste capitulo veremos diferentes versoes do Teorema Central do Limite para
martingais. Primeiro provaremos um caso mais geral, para depois entrarmos
numa versao especifica que nos interessara mais, pois é a abordada em um dos

artigos que queremos discutir.

De maneira informal, podemos dizer que as versdes do Teorema Central do
Limite para martingais expostas neste capitulo enunciam que, dada uma série
de condicgoes, se estas forem satisfeitas, uma delas a condi¢do de Lindeberg,
teremos que o martingal apés uma certa padronizacao ird convergir em

distribuicao para uma funcao de distribui¢cao normal.

Veremos a seguir trés exemplos para entendermos intuitivamente as princi-

pais ideias apresentadas nesse capitulo.

Exemplo 5.1 Em um jogo de Roleta justa num cassino, um jogador pode
apostar $1 que o nimero sorteado serd vermelho (ou preto) e ganhar $1 caso
acerte. Seja Y; o wvalor do ganho na i-ésima rodada. As varidveis aleatorias
(Y;)i>1 s@o independentes com distribuicao P(Y; =1) = P(Y; = —1) = 1/2.
Seja S, =X, Y.

Nesse exemplo, S, é simplesmente um passeio aleatério simples em Z.
Consideramos agora dois processos parecidos em que o apostador muda sua

estratégia dependendo dos resultados anteriores.

Exemplo 5.2 Agora, o jogador aposta $2 se ganhou na ultima jogada. Pode-
mos definir o ganho em termos das varidveis aleatorias definidas no wltimo

exemplo:
Xi = (1+1y,_,=1)Yi.
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Exemplo 5.3 Neste exemplo, o jogador aposta $2 se seu lucro total até
o momento ¢ positivo. Podemos definir o ganho em termos das varidveis

aleatorias definidas no exemplo 5.1:
Wi = (1+1g 50)Y;

"N __ n
onde S, =" W,.

Os trés exemplos acima sao exemplos de martingais. O primeiro corresponde
a um caso que se enquadra nos teoremas do dltimo capitulo, porém os outros
dois exemplos nao sdo dessa forma. Assim, é natural nos perguntarmos se o
Teorema Central do Limite ainda se aplica nesses casos. Veremos em breve que

a resposta depende do comportamento da variagao quadratica do processo.

Podemos ver que a variancia quadratica do Exemplo 5.2 é concentrada.
Além disso, parece intuitivo que exista um Teorema Central do Limite para
o martingal desse exemplo. J&4 no Exemplo 5.3, a varidncia quadratica do
martingal nao serd concentrada, e o Teorema Central do Limite nao se aplica

ao martingal em questao.

Portanto, podemos dizer que se a variancia quadratica do martingal for con-
centrada, e se outras condigoes técnicas forem garantidas, o valor final da soma
dos incrementos S,, tera distribuicao aproximadamente gaussiana. O objetivo
desse capitulo serd demonstrarmos esse resultado, que sera formalizado pelo
Corolario 5.12.

5.1
Versoes do Teorema Central do Limite para Martingais

Primeiramente, vamos demonstrar uma versao geral do Teorema Central do
Limite para martingais, para depois adentrarmos no caso especifico que nos

interessa mais para o presente trabalho.

Trabalharemos com vetores de martingais {5, ;, Fn,1 < i <mn,n > 1} de
média zero e quadrado integraveis, que sao derivados de martingais ordinarios

{Sn; Fn,1 < n < oo}, da seguinte maneira: definimos n = n ,F,; = F, e

1

Sni = 8, 1S, , onde s;' é o desvio padrdo de S,. Esta notagao ¢ utilizada

em [17].
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Antes de comegarmos a discutir o Teorema Central do Limite para martin-
gais, precisamos do resultado enunciado no lema abaixo. Para este lema, usa-
remos a convergéncia em probabilidade e em £* e integrabilidade uniforme,

que serao definidas a seguir.

Defini¢ao 5.4 (Convergéncia em Probabilidade) Sejam Y, Y1,Ys, ... varidveis
aleatdrias definidas no mesmo espago de probabilidade (2, F,P). Entao, Y,

converge para Y em probabilidade se para todo € > 0,
P(lY, —=Y|>¢€¢) — 0 quandon — .

A notagdo que utilizaremos serd Y, &Y.

A ideia da convergéncia em probabilidade é que, quando n é arbitrariamente
grande, a probabilidade da diferenca |Y,,—Y| ser maior do que qualquer niimero
positivo € tende a zero.

Definigao 5.5 (Convergéncia em LF) Seja k € [1,00). A sequéncia de varid-
veis aleatorias 'Y, converge em LF para Y, se Y, € LFY € LF e

lim E[|Y, —Y|*] =0

n—oo

. . . ck
A notacao que utilizaremos serda Y, — Y.

Para k = 1, podemos pensar na convergéncia em £* como sendo uma

convergéncia em média das varidveis. Este serd o caso do lema a seguir.

Definigao 5.6 (Integrabilidade Uniforme) Uma familia de varidveis aleato-
rias (X;)ier € uniformemente integrivel se Ve > 0, existe K > 0 tal que
E[|X:|1x,>x] < € para todo i € I.

Lema 5.7 Seja n* uma constante positiva e X, ,, um array triangular de

varidveis aleatorias quaisquer onde 1 < m < n. Suponha que, quando n — oo,

max. | Xm| = 0, (5-1)
> X2, B, (52)

e para todo t real, sendo T, (t) ;n:l;-‘:l(l +itX, ), temos
To(t) £ 1 (5-3)

quando n — o0.
Entdo, teremos Sy = Xp1 + -+ Xon LN Z, onde Z ~ N(0,n) € uma

variavel aleatoria com distribuicao normal.
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Prova. Conforme [18], temos que

]‘ 2
57 —|—r(:c)>, (5-4)

exp(iz) = (1 + z':c)exp( -

onde |r(z)| < |z|® para |z| < 1.
Seja I,, = exp(itS,,) e

m=1

Entao

I, = exp(it Z Xom)

m=1

H exp(it X, m).

m=1

Utilizando a féormula 5-4 para I,,, teremos

n 1
I, = H + it X m) 6xp(—§t2XZ’m +r(tXnm))

[y

(1+itX,m) ] [ H exp( —fthQ + r(tXn7m))]

(1+ZtXnm]€l’p< Z m Z tXnm>

I
fﬁl—ls

3
I

1

W, + T, ea:p(—fn ) Thexp(—= 2t2)

|
~

I
3

1 1
exp(—inzﬁ) + T, (W, — exp(—§772t2))-

Como vimos no capitulo anterior, uma variavel aleatéria X,, converge em
distribuigao para X se, e somente se, sua fungao caracteristica ¢y, (t) converge
para a fungao caracteristica de X, ¢ x(t), para todo t € R. Portanto, é suficiente

provar que
1
B(1,) = exp(—57Pt). (5-5)

Como e:cp(—%n2t2) ¢ limitada, 5-3 garante que, quando n — oo,

1 1 1
E(Tuexp(=5mt")) = Elexp(—5n°t")) = exp(=5n*t"). (5-6)
Ademais, qualquer sequéncia de varidveis aleatérias que converge em L1

¢ uniformemente integravel, portanto a sequéncia

1 1
T,(W, — exp(—in%z)) =1, — Tn€$p(—§772t2>
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é uniformemente integravel. (A integrabilidade uniforme de I,, segue do fato que

|I,| = 1.) As condigoes 5-1 e 5-2 implicam que, quando maxj<m,<p | Xpnm| < 1,

n

Z (tX5m)

<|tf Z | X

m=1
< |t|3<lr<nn§§ IXnm|> ( > Xi,m> =0
m=1

Segue entdo que W, — exp(—in*t?) % 0, e pela integrabilidade uniforme

teremos

1
]E(Tn(Wn _ exp(—2772t2))) 0. (5-7)
As condigoes 5-6 e 5-7 implicam 5-5. [

Agora, iremos trabalhar com {X,, ,,} sendo o vetor de diferengas de martin-

gais.

Teorema 5.8 Seja {S,,i, Fni, 1 <i < n} um vetor de martingais com média
zero, quadrado integrdveis, isto é, S,; € L?, e com incrementos X, ;. Seja n*

uma constante real positiva e suponha que

max | X, 2 0, (5-8)
1<i<n
> Xai (5-9)
i=1
E(max X72”> ¢ limitada uniformemente em n, (5-10)
e as o-dlgebras sao da forma
Fni © Fnii (5-11)
para 1 <1< n.
Entao Sy, = >y X D, Z, onde a varidvel aleatoria Z tem funcao

caracteristica ¢ (t) = exp(—%n2t2), ou seja, uma distribuicio normal.

/ _ . ) / _ 7 / ~
Prova. Facamos X, ; = XWIL(Z;; X2 <opp) © Spi = 251 X, ;- Entdo, temos

que {5}, ;, Fni} ¢ um vetor de martingais. Além disso,

P(3i, X, # Xn;) <PUZ, > 27°) = 0 (5-12)

7’L

para i < n, onde Uz, = > X7 .. Isso implica que P(S},,, # Snn.) — 0, entdo

Elexp(itS,,,,) — exp(itSp,,)| — 0.
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Consequentemente, S, , Ny , se e somente se S , L, Z. Pela condi-
¢ao 5-12, as diferengas de martingal X, ; satisfazem as condigoes 5-1 e 5-2 do
Lema 5.7. Devemos, portanto, verificar a condi¢ao 5-3.

Seja T,, = [Tj_; (1 +itX] ;) e

y min{i <n:UZ; > 2n%}, se U2, > 21

n , caso contrario.

Sejam z,y € R, temos que |z + iy|*> = 2? + y*. Entao

2
1 +itX,, ;] ) ]

BT = B[ (11

J=1

—E|J[(1+#x7)]

-J=1

r Jp—1
<E <6xp<t2 > X;fj>>(1 +t2X§J’Jn)]

J=1

< |eapl2e?)] (14 £E(X2 ),

onde a desigualdade vem do fato de 1+ x < exp(z), é limitado uniformemente
em n pela condic¢ao 5-10. Consequentemente, {77} é uniformemente integravel.
Seja m > 1 fixo e & € F,, .. Entao pela condi¢ao 5-11, £ € F, , para

todo n > m, tal que em n,

E

=

E(T'1(E)) 1(B) 11 +itx, ))

.
Il
—

I
=

-

(1+itX,,) T] E[(+ itXL,j)\fan

<
Il
—_

<
I
3

+
=

Il
&=

L(E) |

(
(18)
(

ek
o
+
>i
C/

.
Il
—

I
=
5
+
=
g

onde o termo R,, consiste em no maximo 2™ — 1 termos na forma

E[1(E)(it) X! . X! - X

n,Jj1%° n,j2 n,jT]a

onde 1<r<mel<j<p<---<m.

Como temos
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!/ !
‘Xnvjl T Xnvl

r—1
2 Jn_1
< ( > Xﬁj) (mafof,i) < (2772)T‘1(mafo,i>,

J=1

segue que

Bl < (27 = 1)) 7B max | X, ).

Mas, para todo € > 0, como max; | X, ;| < ¢ + max; | X,,;|1(|X,.:| > ¢), temos

pela linearidade da esperanca

]E(max |me) <e +E(max X s 11X o] > 5)).

Utilizando a  desigualdade de Cauchy-Schwarz para limitar
E(max; | X, ;|1(| X, > ¢€)), teremos

1/2
E(max |Xm]) <e+ [E(maXXs,i)]P(maX | Xl > 5)} .

Como E(maxi X,2”> ¢ limitada em n e P(maxi | Xl > 5) — 0, temos

que

E<max |Xm|) < 2e

para todo n suficientemente grande.

Como ¢ é arbitrério, segue que E(max; | X,,;|) — 0. Sendo assim, R,, — 0.
Desta forma, E[T!1(E)] — P(FE).

Seja Foo = Voo, F,n a o-algebra gerada pela U2, F,. Para qualquer
E' € F e algum € > 0, existe um m e um E € F,,,, tal que P(E'AFE) < ¢,
onde A denota a diferenga simétrica. Como {77} é uniformemente integravel

(S

[E[T,1(E)] - E[T,1(E)]| < E[|T,[L(EAE"],

temos que sup,, |E[T/1(E")] — E[T)1(E)]| pode ser arbitrariamente pequeno,
escolhendo-se ¢ suficientemente pequeno.

Temos de E[T)1(E)] — P(FE), que para qualquer E’ € F.,, E[T/1(E")] —
P(E"). Isto implica que para qualquer varidvel aleatéria limitada X Fuo-
mensuravel, obteremos E[T’ X| — E(X). Finalmente, se E € F, entao

E[T,1(E)] = E[T,E(1(E)|Fu)] = E[E(L(E)|Fx) = P(E).
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1
Isso implica que 77 £5 1. Com isso, provamos que a condi¢ao 5-3 do

Lema 5.7 se aplica, logo a prova esta concluida. [

Corolario 5.9 Se as condigoes 5-8 e 5-10 forem substituidas pela condicao de
Lindeberg
ZE[Xs,ﬂqun,i’ > &)|Fnica] 20, Ve>0,

e a condicao 5-9 for substituida por uma condi¢ao andloga para a variancia

condicional

VnQ,i = ZE[XZ,AFTLJ—I] = 772a
j=1

e se a condigcao 5-11 se mantiver, entao a conclusao do Teorema 5.8 permanece.

Para verificarmos o Corolario 5.9 do Teorema acima, devemos analisar a
relagdo entre a varidncia condicional V;?; e o somatério 3°; X7 .. Para isso,

precisaremos da seguinte proposi¢ao enunciada abaixo.

Proposigao 5.10 Seja {S,,; = 3:1 X js Fnisl < i <n,n > 1} um vetor
de martingal de média zero e suponha que as variancias condicionais Vn%i 540
apertadas, isto é€,
supIP(V,in > )\) — 0  quando A — oo,
n

e a condicao de Lindeberg estd assequrada. Entdo

L 2 2| p
max ZXW- =Vl = 0.
<n |
Prova. A demonstragao estd em [17], pagina 45. [ |

Como, no Coroldrio 5.9, a varidncia condicional V2, =

p /7 . . A .

S0 E[X7 | Faj—1] = 77, onde n* é uma constante positiva, a sequéncia
de varidncias condicionais sera apertada. Além disso, a condicao de Lindeberg
estd assegurada no Corolario 5.9, logo podemos aplicar a Proposi¢ao 5.10.

Deste modo, temos que

2.

n
2 2
Z Xn,j - Vn,n
j=1

Portanto, a condi¢do 5-9 do Teorema 4.5 sera equivalente a V.2, = n? e

as condicgoes 5-8 e 5-10 serdao equivalentes a condi¢ao de Lindeberg. Assim, o

Corolario 5.9 se mantém.
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Teorema 5.11 Seja {S,;, Fni, 1 <i<mn,n> 1} um vetor de martingais com
média zero, quadrado integrdveis, isto é, S,; € L*, e com incrementos X, ;.

Seja n? uma constante real positiva e suponha que

p
1n§11ag>% | X4l = 0,

n

2 P 2
ZXn,i — n,
=1

E(max Xf”> é limitada em n,

e as o-dlgebras sao da forma
Jrn,i g ‘Fn+1,i

para 1 <1 <n,n > 1. Entao,

S?’L?’L
—— s 2 N(0, 1), (5-13)
(52

Prova. Suponha que Z é uma variavel aleatéria com funcao caracteristica

¢z(t) = exp(—3n*t?). Vimos no Teorema 5.8 que Sy, L, Z, entdo para

qualquer t real teremos

1
exp(itSy, ) — exp(— 5772152) :

Portanto,

N S0 2 N(0,1).
Da condicao 5-9 do Teorema 5.8, presente no enunciado atual, obtemos:

Sn,n

D
——mn BN, 1).
(2752

Corolario 5.12 Seja {S,;, Fni, 1 < i < n,n > 1} um vetor de martingais
com média zero, quadrado integrdveis, isto é, S,; € L?, e com incrementos
Xni- Seja n? uma constante real positiva e suponha que

p
%ag}% | X4l = 0,
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2 p 2
Vin =05,

E<m<ax XT2”> é limitada em n,
i<n ’

e as o-dlgebras sao da forma

Fni © Fotii
para 1 <1< n,n > 1. Entao,
Snn D
— — N(0,1),
Vn,n ( ? )
onde Vn%n =30 E[X§7j|.7:n,j_1].

o1

Prova. O Coroléario 5.12 é semelhante ao Teorema 5.11, porém substituimos

n 2 2 P s
i1 X, por V7 ma segunda condigao e no resultado final. Contudo, essas

mudancgas sao consequéncia da Proposicao 5.10, uma vez que

2o0.

n
2 2
> Xos = Vau
=1

Isso é suficiente para demonstrar o corolario.

Com os Teoremas e Corolarios demonstrados acima podemos tratar do

Teorema Central do Limite para martingais de uma forma mais especifica,

da mesma maneira que o artigo [11], que exploraremos no préximo capitulo, o

fez.
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6
Taxas de Convergéncia no Teorema Central do Limite para
Martingais

No capitulo anterior, estudamos o Teorema Central do Limite para martin-
gais, que atesta que um martingal, sob certas condigoes, converge em distri-

bui¢ao para uma distribuicao normal.

Nos interessa, portanto, determinar as taxas em que essa convergéncia
ocorre. Informalmente, estamos interessados em identificar a velocidade com
que a distribuicao em questao converge para uma distribuicao normal padrao.
Para ilustrar esse ponto, se considerarmos um vetor de martingais {.S,,, F,,,n >
1}, queremos saber o quao grande n deve ser para que a aproximagao entre as

distribuicoes ocorra.

Neste capitulo, iremos trabalhar com o artigo [11], que trata justamente
das taxas de convergéncia no Teorema Central do Limite para martingais.
Primeiramente, retomaremos a notacdo apresentada na Introducdo e que é
abordada no artigo, para posteriormente analisarmos e discutirmos os teoremas

apresentados e suas conclusoes.

Podemos pensar que o limite da taxa de convergéncia no Teorema Central
do Limite pode ser escrita como soma de dois termos, A, + By, para qualquer
k> 1, onde Ay = ||V — 1|/ ¢ V2 ¢ a variacdo quadrética normalizada
do martingal. O foco do artigo é discutir a otimizacao desse termo Ay para

k > 1, focando na classe restrita de martingais de incrementos limitados.

6.1
Nocoes Introdutdrias

Seja X = (Xi,...,X,) uma sequéncia de varidveis aleatérias quadrado-
integraveis, isto é, X; € £? para todo i. Além disso, X; satisfaz E[X;|F;_1] = 0
para todo ¢, onde F; é a o-dlgebra gerada por (X7, ..., X;). Em outras palavras,

X é uma sequéncia de martingais.

Escrevemos M, como o conjunto de todas as possiveis sequéncias supraci-

tadas de tamanho n, e reintroduzimos as seguintes notagoes:
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(%) = RN, (61)

VAX) = s2<X>§E[XE|J-z1], (6-2)

S(X) =YX, (6-3)

Chamamos V?(X) de variagdo quadrética normalizada de X. Seja (X,,)nen

tal que, para todo n, X,, € M,,.

Fixaremos agora a constante 7%, que utilizamos nos teoremas e corolarios do

capitulo 5, como sendo igual a 1.

Deste modo, ao analisarmos a variacao quadratica normalizada, se

V3(X,) &1, quando n — oo (6-4)
e a condicao de Lindeberg for satisfeita, entao a soma S(X,,)/s(X,,) converge

em distribuicao para uma variavel aleatoria normal padrao, isto é,

Vie R, P[S(X,)/s(X,) <t]— ®(), quando n — oo, (6-5)

onde ®(t) = (2m)~ V2 [T e~ /2dy.

6.2
Taxas de Convergéncia

Estamos interessados nos limites da velocidade de convergéncia nesse Teo-
rema Central do Limite. Uma maneira natural de fortalecer a convergéncia em
probabilidade (1.1) ¢ alterd-la para a convergéncia em £, para k € [1,+o0].
Isso decorre do fato da convergéncia em £* implicar a convergéncia em proba-

bilidade.

De fato, estimativas quantitativas do termo ||V? — 1||; parecem mais conve-

nientes para aplicagoes praticas dos resultados. Escrevemos

D(X) = sup[[S(X)/s(X) < t] = ®(1)],

teR
para denotar a maior distancia entre as distribui¢oes, conforme definimos

no Capitulo 3. Além disso, utilizaremos a notagao
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[1X[le = max [|Xillx (k€ [L, +o0]).

Sobre as taxas de convergéncia no Teorema Central do Limite para
martingais, foram obtidos diversos resultados, sob uma variedade de premissas.

Veremos agora um teorema que foi demonstrado por [19].

Teorema 6.1 Seja v € (0,+00). Eziste uma constante C, > 0 tal que para
todo n > 2 e para todo X € M,, satisfazendo ||X||oo < v e V*(X) =1 g.c.,

nlog(n)

DX) < O, 5

<,

Tipicamente, s(X) é da ordem y/n quando X € M,,. Sob tais circunstancias,
o Teorema 6.1 nos d4 uma taxa de ordem log(n)/y/n. Relaxando a condigao

de V#(X) =1 q.c., [19] demonstrou o seguinte Coroldrio.

Corolério 6.2 Seja v € (0,+00). Erxiste uma constante C., > 0 tal que para
todo n > 2 e para todo X € M,,, satisfazendo ||X||w < 7,

DX) <, [ minf[V200 - LV IV - LY. (09

Foi desenvolvida por [19] uma estratégia para provar que o termo ||V*(X) —
1||}/ ? ¢ de fato Gtimo, inclusive na classe restrita dos martingais de incrementos
limitados consideradas pelo Corolario 6.2. Isso gerou uma resposta satisfatoria

— 1][2/(2’”1) para k = 1, ou seja,

a questdo de otimizacdo do termo A, = ||V?
a estratégia usada mostrou que este termo é o que vai mais rapidamente para

zero, para k = 1.

O artigo [11] tem por objetivo estender essa estratégia para k > 1,
justificando a otimizagdo do termo Aj;. Para isso, sera necessario dar um
novo limite para a taxa de convergéncia no Teorema Central do Limite para

martingais com incrementos limitados.

Teorema 6.3 Sejak € [1,+00) ey € (0, +00). Existe uma constante Cy,, > 0
tal que para todo n > 2 e para todo X € M, satisfazendo ||X|| < 7,

nlog(n)

D<X) < Ckﬁ 83(X)

+ ([[VAX) = 1ff + 572 (X)) D (6-7)
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Prova. Seja X = (X1,...,X,) € M, tal que ||X||x~ < 7. A ideia da prova é
expandir a sequéncia para um X' € My, tal que V?(X’) =1 q.c., preservando
a propriedade de [|X'||s < 7, e aplicar o Teorema 6.1 nessa sequéncia maior.

Seja

i=1

J
T = sup{j <n: Z]E[Xf[}"i,l] < 82(X)}.
Para i < 7, definimos X = X;. Seja r o maior inteiro que nao excede

s*(X) = 30 E[XP| Fin]
~?

Uma vez que ||X||w < 7, claramente r < n. Condicional em F,

e para 1 < i < r, sejam X varidveis aleatérias independentes tais que

PIX!,,=%7]=1/2. Se 7 +r < 2n, entao definimos X’ ., tal que

1/2
- 1
P|X =+ (Sz(X) =Y E[X]|Fq] - 7“72) ] =

i=1

com o sinal determinado independentemente. Finalmente, se 7 +r + 1 < 2n,

definimos X, = 0 para todo i > 2.

T

Ampliando as o-algebras, podemos assumir que X/ é F;-mensuravel para
i < n, e definimos F; como a o-dlgebra gerada por F, e X/ ..., X, se

© > n. Por construgao, teremos

2n
Y. EXP|Fin] = E[XZ2, | F] + - - + E[X2 [ Frpr]

=741

FE[XZ, | Fre] + - + E[X2 | Fona].

Pela construgao das variaveis aleatorias, temos que

7’ yseT+1< i< 7+
B[XP1Fia] = s (X) = ZL E[XP|Fica] =y ysei=T+r+1
0 ,set>T1+1r+ 1.

O termo ~? se repete r vezes, portanto teremos
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2n T
> EXP|Fia] =+ 5(X) = Y_E[XP|Fia] =177
i=1

i=7+1
= s*(X) — D E[X?|Fi-il,

i=1

que pode ser reescrito como

S ELXPIF ] = 5(X).

i=1
Consequentemente, s?(X’') = s?(X) e V*(X’) = 1 q.c. Desse modo, a

sequéncia X’ satisfaz as premissas do Teorema 6.1, portanto

D(X') < 4C, ”Slf (g}((?;)‘ (6-8)
Para todo x > 0, temos
S(X) S(X) [S(X) = S(X)| . 1S(X) = S(X')| .
PL(X) == =t xS *P[ X © ]
S(X') 1 [18(X) = s(xX)|*
SPL(X) St”]*w%EH %) ]

(6-9)

pela desigualdade de Markov.
Por causa de 6-8, o primeiro termo da soma do lado direito de 6-9 é

menor do que

nlog(n)
F(X)

nlog(n) _ gy 4 2y AC,

s*(X) V2r

O(t + ) + 4C, (6-10)

Isso decorre do fato que

X

t+a
it a) =)+ [ f)dy < B+
pois f(y) < 7=, Vy.

Para controlar o segundo termo da soma do lado direito de 6-9, notamos
primeiro que o
SX)-SX) = > (Xi-X)), (6-11)
onde colocamos X; = 0 para ¢ > n. Dald(;zue 74+ 1 é um tempo de parada,

condicional em 7, (X; — X/);>,42 ainda forma uma sequéncia de diferenca de
martingais.
Assim, aplicando a Proposicao 3.5 a sequéncia de diferenca de martingais

(Xz — X{)iZT-F?? temos
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2% k
1 2n 2n
SEl Y (X -X)| | <E ( > E[(Xi - X{)Q\]:z‘—l]) ]
O | Pt i=T+2 (6-12)
+E| max [X;— Xﬂ%},
T74+2<i<2n

e podemos descartar a parcela da soma indexada por 7+1 que aparece em 6-11,
que é uniformemente limitada.

O méximo no lado direito de 6-12 ¢ limitado por 272*. Entdo

2k k
1 2n 2n
ok Y (Xi—X)| | <E ( > E[(Xz‘—X{)2|fi—1]> +29%F. (6-13)
1=7+2 =742

Quanto ao segundo termo da soma, como X; e X! sdo varidveis aleatorias

ortogonais, temos

2n 2n 2n
> E[(Xi = X)IFia] = 3 EIXP|Fia]+ 3 E[XP|Fi]
i=7+1 i=T+1 i=r+1
2n T
=D BX7|Fi] = Y E[XF|IFia] + 5%(X)
i=1 i=1
— > E[X7|Fi]
i=1
=Y E[X?|Fi] +s*(X) — 23 _E[X?|Fi],
i=1 i=1
pois Y7 E[X2|Fi 1] = 0, E[X2|F;_1] uma vez que X; = 0 para todo i > n.

Das notacoes que foram apresentadas na primeira se¢ao do capitulo, temos que

| _ZHIE[(XZ- L X F] = SOVAX) + 2(X) - 22E[XEIE—1]- (6-14)

Agora, se 7 = n, o termo Y.I_; E[X?|F;_1] é equivalente & s*(X)V?(X),
por defini¢do. Caso contrario, 71 E[X2|F;_1] > s*(X). Mas como os incre-

mentos sao limitados, entao necessariamente

S EXF ] > £(X) — 2

=1

Por conseguinte

S EIXIF] > min{s(X)VA(X), 52(X) - 1.

i=1
Assim sendo, de 6-13 e 6-14, obtemos

S EIX - XA < [SOVEX) - 2(X)| 4242 (6-15)

i=7+1
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De 6-15, pela monotonicidade da esperanga, e como k € [1,+00),

k
2n k
E ( > E[(X: - X;>2|E_1]) < E| (I (0VAX) - (X0 +2°) |.
1=7+1
Combinando o resultado obtido com 6-13, concluimos que
] on 2%k ) .
ZE[| 3 (XG-x) ] <E|(IP0VAX) - £(X)]+297) | + 29
=742 -

IN

E :(SQ(X)WQ(X) 1)+ 272)? P

IN

E k(s2k(X)|V2(X) —1F+ 2’“72’“)} + 2y

< ks (X)VA(X) — 1l + (2" + 2).

Logo, teremos

on 2k

> (Xi— X))

=742

E < C(s™(X)|[VAHX) = 1[5 +9%).

Combinando este resultado com 6-11, chegamos a

2k
C k y
< w (V-1 gig) 619

1

12k

S(X) — S(X)
s(X)

Finalmente, através das equacoes 6-16, 6-10 e 6-9, obteremos

S(X) x nlog(n) C ) i ~ 2k
IPle(X) = t] N CI)(t) < ﬁ +4C7 83(X) + :L.Qk;(”v (X) - 1||k + S%(X))

Otimizando isso para z > 0 teremos a estimativa correta do Teorema. O

limite inferior, ou seja, ®(t) — ]P’[S(X) < t|, é controlado da mesma maneira.

s(X) —
|

Para nossa aplicacao, sera util usarmos uma versao alternativa desse resul-

tado, que sera apresentada abaixo em forma de corolario.

Corolério 6.4 Sejak € [1,400) e R € (0,400). Seja’Y = (Y1,...,Y,) € M,
tal que ||Y||oo < R. Entao, existe uma constante Cy > 0 tal que para todo
n>2,

3nl k e
D(Y) < Cy LOg(n)+HW(Y)—1||,§’““ + REEsTA(Y)]. (6-17)

B s*(Y)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821095/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1821095/CA

Capitulo 6. Taxas de Convergéncia no Teorema Central do Limite para
Martingais 29

Prova. Seja Y] = %. Entao, Y = (Y{,...,Y)) € M, ¢ |[Y]|x < 1.
Portanto, podemos aplicar o Teorema 6.3 para essa sequéncia. Assim,

existe uma constante C}, > 0 tal que para todo n > 2,

, _nlog n , B )
DY) < G| )+ (IV200) = 1+ (Y >>1/<2k+1>]
< C/ _M + ||V2(Y/) . 1H2kkT + S%(Y/)
=k _ s3(Y') k )

pois (a + b)* < a” + b” para todo x < 1. Por meio da aplicagdo do lema 3.1,

temos que

, | nlog(n) o, =2k
D(Y) < Cy 33(S§’)+ IVA(Y) = 1|75 + s7e1 (Y )]

- 2V — Doiey B S0 o2 _ P22y
Finalmente, uma vez que s*(Y’) = , entdao s*(Y) = R*s*(Y).

R2
Assim,
R3n log(n) 9 Ty 2k —2k
D(Y) < G TS + V(YY) = 1[;" + R+ s (Y) |
s
|
Finalmente, vamos justificar a otimizagio do termo ||V — 1||F/®* que

aparece no lado direito da desigualdade em 6-7.

Teorema 6.5 Seja k € [1,400) e a € (1/2,1). Eziste uma sequéncia de
elementos X,, € M,,, tal que

[ Xalloo <2,

s(X,) ~ vn,
V2= 1|/ = O(nlD72),
limsupn!~*/2D(X,,) > 0.

n—oo

Prova. A prova desse teorema pode ser encontrado em [11], pagina 7. n

Escrevemos a,, ~ b, se existe C' > 0 tal que a,/C < b, < Ca, para todo n

suficientemente grande.
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A ideia por tras do Teorema 6.5 é que ha sequéncia de elementos que estao

dentro das condi¢oes do Teorema 6.3 e que com esta nao é possivel encontrar

k/(2k+1
1

um termo mais forte que ||V? , OU seja, um termo que va para zero

mais rapidamente do que este.
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7
Contagem de subgrafos em grafos aleatérios Erdds-Rényi

Neste capitulo, vamos falar do artigo [5], que aborda o assunto de desvios
moderados na contagem de subgrafos nos modelos de grafos aleatérios Erdos-

Rényi.

Inicialmente, veremos nogoes e defini¢oes bésicas da Teoria de grafos para
entendermos um pouco sobre a natureza dessas estruturas. Deste modo,

poderemos desenvolver as intuicoes que serao utilizadas ao longo do artigo.

Uma contribuicao importante do artigo mencionado é a elaboragao de uma
expressao martingal para contar desvios de um determinado subgrafo H no
modelo G(n,m). Além disso, serda importante entendermos o comportamento
da variacdo quadratica discreta desses martingais. Deduziremos que essa
variagao é previsivel e, com alta probabilidade, muito perto de uma particular

fungao deterministica.

7.1
Grafos Aleatorios

Primeiramente, iremos definir os conceitos de grafos e subgrafos, além de
apresentar os dois modelos de grafos aleatérios que sao vistos com maior

frequéncia.

Definigao 7.1 Um grafo G é um par (V, E), onde V é um conjunto de objetos
denominados vértices e I/ é um conjunto de subconjuntos de V de ordem dois

chamados de arestas.

Tendo em vista que frequentemente utilizaremos a letra e para denotar o
numero de arestas de grafos, nao faremos uso do simbolo e para expressar a

base do logaritmo neperiano, ao qual usaremos exp(1).

Defini¢ao 7.2 Um subgrafo de G é um grafo G’ tal que V(G') C V(G) e
E(G") C E(G).

Agora, iremos analisar os modelos de grafos aleatérios G(n,p) e G(n,m).
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No modelo G(n,p), onde 0 < p < 1, um grafo aleatério com o conjunto
de vértices V = {1,2,...,n} é construido incluindo cada aresta independen-
temente e com probabilidade p. Em outras palavras, se H é um grafo com o

conjunto de vértices V' e com m arestas, entao
P(G=H)=p"(1-p)" ™",

onde N = (g) (Utilizaremos essa notagdo daqui em diante para denotar o

maximo nimero de arestas possiveis de um grafo com n vértices.)

O modelo G(n,m) consiste em todos os grafos com o conjunto de vértices
V ={1,2,...,n} tendo m arestas, onde cada grafo G é selecionado uniforme-

mente. Assim, 0 < m < N, e G(n,m) possui (ﬁ) elementos e cada elemento

ocorre com probabilidade (Z )_

Nosso foco serd no modelo de grafos aleatérios G(n, m), pois esse modelo
apresenta um contexto mais natural para se estudar desvios moderados em
contagens de subgrafos. O estudo desses desvios é o foco do artigo [5], que

iremos trabalhar na secao seguinte.

Para maior aprofundamento referente ao estudo de grafos aleatérios,

recomenda-se a leitura de [20].

7.2
Desvios em Contagens de Subgrafos

Escrevemos Ny (G) para o nimero de copias isomorficas de um subgrafo H
em um grafo G, onde H é um subgrafo fixo e G é um grande grafo aleatorio.
Deste modo, para um subgrafo H com v vértices e e arestas, o valor esperado

do nimero de cépias de H em G(n,m) é

Lutm) = (200,

onde (n)y =n(n—1)...(n —k+ 1) denota o fatorial decrescente.

(7-1)

Uma maneira natural de gerar G(n, m) é adicionando as arestas uma a uma.
O processo Erdos-Rényi de grafos aleatérios (G;:1=0,...,N) é definido da

seguinte maneira:
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Seja Go o grafo vazio, e para cada ¢ > 0, G;;1 é obtido adicionando-se
uniformemente uma aresta em G;. Claramente, G,, tem distribuigao G(n,m).

O processo termina com G sendo o grafo completo K.

Portanto, escrevemos Dy (G,,) para o desvio na contagem de H em G,,,. Ou

seja,

Enunciaremos agora um teorema que fornece um limite geral, porém nao tao

preciso, sobre os desvios de contagens de subgrafos.

Teorema 7.3 Seja H um grafo com v vértices e e arestas. Entao existe uma
constante ¢ = ¢(H) tal que para todo t = t(n) € (0,1), onde t = m/N, e para

todo a,m > ¢, temos

P(]DH(GmH > om“3/2> < exp(—camin{a, n'/?}).

Prova. A demonstragao pode ser encontrada em [5], pagina 44. [

Veremos que caminhos de tamanho dois, que denotaremos como A, e trian-
gulos, que denotaremos como A\, terao um papel particularmente importante.
Escrevemos (I/{) para o nimero de caminhos de tamanho dois em H, e (’Z)
para o nimero de tridngulos em H. E importante mencionar que estes nimeros

sao diferentes dos niimeros de copias isomorficas de H definidas no Capitulo 1.

Nas préximas segoes, analisaremos os resultados obtidos por [5] em relagao
a dois objetivos principais: Estabelecer uma expressao martingal para o desvio
na contagem de subgrafos Dy (G,,) e entender o comportamento da variagao

quadratica discreta dessa expressao martingal.

7.3
Expressao Martingal para Dy (G,,)

Seja n fixo e seja (G, : m =0,..., N) a realizagdo do processo Erdés-Rényi

de grafos aleatorios em n vértices. Definimos

Ap(Gn) = Nu(Gm) = Nu(Gn-1) (7-3)
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como o numero de copias isomorficas de H criadas com a adi¢do da m-ésima
aresta. Nossa expressao martingal serda baseada na versao centralizada dessas

variaveis aleatorias. Seja

Xu(Gn) = An(Gn) — E[An(Gin) |Gl (7-4)

Note que Xpg(G,) ¢é obtido de Ag(G), alterando-o tal que
E[Xy(Gn)|Gm-1] = 0. Podemos, entdo, enunciar a expressdo martingal

para Dy (Gp,).

Teorema 7.4 Seja H um subgrafo com v vértices e e arestas. Entao

DH(Gm) = f: Z

i=1 FCE(H)

(N = m)e(r)(m —
(N - i)e

DeetB) x (), (7-5)

onde a soma interna € tomada sobre todos os 2° subgrafos F com V (F) =V (H)
e E(F)C E(H).

Repare que Xy (G,,) ¢ um martingal com respeito a filtracao de Gy, ..., Gy.

Como

y et ety )
CE( e

FCE(H)
¢ combinagao linear das varidveis aleatérias Xp(G;), isso também é martingal

e, portanto, 7-5 ¢é, de fato, martingal.

Antes de provarmos o Teorema 7.4, enunciaremos um lema a respeito de
E[Ay(Gm)|Gm-1], o valor esperado de copias de H criadas com a adi¢do da

m-ésima aresta, dado o grafo G,,_1.

Lema 7.5 No processo Erdds-Rényi de grafos aleatorios (G, :m =0,..., N),

1

ElAn (GGl = 7y

Y (Niny(Gm1) = Nu(Gru1))

fEE(H)
= (Lu(m) — Ly(m — 1))

1
+———— > (Di(Gm-1) = Du(Gm-v)),
N-m+1 FEECH)

onde H\ f representa o grafo obtido ao se remover a aresta f de H.

Prova.(Lema 7.5) A demonstragdo pode ser encontrada em [5], pagina 13.
|
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Prova.(Teorema 7.4) A prova é por indugdoeme = e(H),eemm € {0,...,N}.
Se e =1 oum = 0, o resultado é trivial. Agora, consideramos um grafo H
com v vértices e e > 2 arestas e m € {1,..., N}. Entdo, podemos expandir

Dy (G,,) da seguinte maneira:

onde usamos a definicdo 7-4 na quarta linha e o Lema 7.5 na tultima linha.

Assim, temos uma expressao para Dgy(G,,) em termos de Xpy(Gp) e
uma combinagdo linear dos desvios Dp(G,,—1) com F C H. Pela hipétese
de inducao, cada um desses desvios pode ser expresso como uma combinagao
linear de Xp(G;) com FF C H e 1 <1i < m. Pode-se verificar que a expressao
resultante de Dy (G,,) € a afirmada pelo Teorema.

Mostrando que os coeficientes que multiplicam Xg(G;) sdo iguais entre
Dy (G,,) e o outro lado da igualdade, é facil ver que a igualdade se mantém.

Por exemplo, no caso em que F' = H, se i = m, o coeficiente é 1. Se

_ . . (N—
t <m — 1, o coeficiente em ambos os lados serd (( N_?))e.
e
Os casos onde F' # H podem ser verificados da mesma maneira. |

Apresentaremos agora uma expressao mais simples que aproxima Dy (G,,)

muito bem. Para um grafo H com v vértices e e arestas, definimos

Xya(Gist) == nt= (t@? (H ) A=D" . (@)

AJ(1—s)? (-6)

§ oo @ (G - 3sXA<G@->>) ,

onde s = i/N e t = m/N, notagoes que serdo usadas daqui em diante, e

definimos

m

A (Gp) = Xu(Git). (7-7)

i=1
Teorema 7.6 Seja H um grafo com v wvértices e e arestas. Eriste uma
constante C'= C(H) tal que para todo t =t(n) € (0,1), temos
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P(1D1(Gn) = Ar(Gi)| > O < exp(b) (7-8)
para todo 3logn < b < t12n. Além disso,
IP’(]DH(GM) ARG > C’bn”2) < exp(—b) (7-9)
para todo b > 3logn.

Prova. A demonstragao pode ser encontrada em [5], pagina 35. [ |

Intuitivamente, o Teorema 7.6 nos diz que Dy (G,,) pode ser aproximado
por Ay (G,), pois a probabilidade de seus valores serem significativamente

diferentes é muito baixa, para n grande.

Ademais, existe um motivo para expressarmos os termos Xpy(G;;t) de
Ay (G,,) como combinagao linear de X, e XA — 35X, ao invés de diretamente
como combinacao linear de X, e Xa. Essa escolha é considerada natural porque
Xn e Xa—3sX, sao assintoticamente ortogonais, ou seja, nao-correlacionados,

no sentido de que

E X/\(GZ)(XA(GZ) - 3SX/\(GZ))|GZ_1

¢ tipicamente o(n), enquanto suas variancias individuais sdo ©(n).

7.4
Graus e Cograus em G(n,m)

Denotaremos d,(G) para o grau de um vértice u em um grafo G. No caso

Gm ~ G(n,m), o grau esperado de u é 2m/n, e portanto

DulC) = du(G) — 2 (7-10)

é o desvio entre o grau de u e sua média.

Também consideraremos os cograus, escrevendo d, ,(G) para o ntimero de
vizinhos em comum entre os vértices u e v num grafo G, e

(n = 2)(m),

Du,v(Gm) = du,v(Gm) - (N)2

(7-11)

para o desvio entre d, ,(G,,) e sua média.

Primeiramente, mostraremos um resultado sobre o desvio maximo de graus.

Seja
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Diox(Gry) = max D, (Gy).
Lema 7.7 Para todo b > logn e todo m < N, temos
P(Dmax(Gm) > 42212 4 4b> < exp(—b).

Prova. Fixe um vértice u € V(G,,) e seja a = 4bY/2t/2n1/2 4-4b. O grau d,(G,,)

tem distribuigao hipergeométrica com parametros N,n—1, m. Portanto, temos

P(Du(Gr) > a) < exp (2m+ a)

< exp(—2b).
Isso decorre de propriedades da distribuicao hipergeométrica. Dados

N, K,m, a variavel aleatéria S, tem distribuicdo hipergeométrica com pa-
rametros N, K, m se P(S,, = k) = (ka) (NfK)/(T]Z) Se u = E[S,,] = Km/N,

m—k

temos o seguinte limite superior, derivado da desigualdade de Chernoft:

2u+ 2a/3

< —a
ex .
=P 2u+a

Deste modo, por sub-aditividade, a uniao sobre os n < exp(b) vértices

—a?
P(Sp > pta) <exp | o

completa a prova da afirmacao principal. [ |

Analogamente, podemos enunciar um resultado sobre o desvio maximo de

cograus. Seja

D, .. (Gp) = max D, ,(Gp,).

max u,v

Lema 7.8 Para todo b > 2logn e todo m < N, temos

max

]P’(D’ (G) > 4242012 4 8b> < exp(—b).

Prova. A prova desse resultado é essencialmente idéntica a do Lema 7.7. W
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7.5
Variancia e Covariancia dos incrementos X (G;)

O principal objetivo desta subsecao é mostrar que a varidncia condicional
Var(Xp(G;)|Gi—1) de Xr(G;) e a covariancia condicional

E[Xr(Gi) Xp (G)|Gi] (7-12)

de Xr(G;) e X (G;) sdo previsiveis, no sentido que sdo geralmente proximas

de certas fungoes deterministicas.

Dados dois grafos, F' com v vértices e e arestas, e F' com v vértices e €

arestas, definimos

Vi (i,n) = " 251 = 5) (561 (F, F') + (1= 8)02(F, F)),  (7-13)

oy s(F)(F) o ot ) (5)

Proposicao 7.9 Sejam F, F' grafos com v, v’ wvértices (respectivamente)

onde

e e, € arestas (respectivamente) e seja t € (0,1). Existe uma constante
C = C(F,F' t) tal que, para todo 1 < i < tN e todo 3logn < b < n/2C,

temos

P(‘E[XF(Gl)XF/(GZMGll] — VF,F/(Z., TL) > Cbl/vaJrv’ll/Q) S exp(—b).

Como o caminho de tamanho dois e o tridangulo sdo de particular importan-

cia, ¢ interessante notar que nesses casos temos
Vaa(i,n) =8ns(1 —s),

Van(i,n) = 24ns*(1 —s) e

Van(i,n) = 36ns*(1 — s%).

De fato, [5] demonstra um resultado ainda mais preciso que inclui um termo

de segunda ordem relativo ao desvio Da(G;_1). Definimos

W p (Giy) = 8n"H ~Tgete ™4 (i) <f;\ ) DA(Gi-1). (7-14)
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Proposicao 7.10 Sejam F, F' grafos com v, v' vértices (respectivamente)
e e, € arestas (respectivamente) e seja t € (0,1). Existe uma constante
C = C(F,F't) tal que, para todo 1 < i < tN e todo 3logn < b < n/2C,

temos

P(‘E[XF(Gi)XF'(GiNGi—l] - (VF,F'(i, n) + WEF’(Gi—l))’ > Cbn”*”'_(i)

< exp(—b).

Prova. A demonstracao pode ser encontrada em [5], pagina 48. n

O termo Wgp(G;-1) é geralmente muito menor do que o termo principal
Vi p(i1,n). Isso segue do fato que DA(G;—1) é geralmente muito menor do que

n?, que segue do Teorema 7.3.

Observamos que, enquanto Vg g (i, n) ¢ um valor deterministico, Wg g (G;—1)
é uma variavel aleatéria que depende do processo de geragao de G(n, m). Intui-
tivamente, a varidvel Wg g (G;-1) é uma forma de medigao da irregularidade
dos graus dos vértices, ou seja, mede a variagao entre os graus dos vértices do

grafo.

Observamos agora que a Proposicao 7.9 segue da Proposicao 7.10 e do
Teorema 7.3.
Prova.(Proposicao 7.9) Sejam F, F” e t fixos. Escrevendo C para a constante

da Proposicao 7.10 e ¢ para a constante associada a H = A do Teorema 7.3,

C:2<01+80_1<];:> (i))

Pela desigualdade triangular,

definimos

’E[XF(Gi)XF/(Gi)

Gi—1] — Ve (i, n)‘

Gi1] — (VF,F/(i,n) + WF,F’(Gi—l))‘

+ [Wgp(i,n)],

e portanto o evento

‘E[XF(Gi)XF,(GmGi_I] — Vi (i, n)‘ > OpY/2prtv'=11/2 (7-15)
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s6 pode ocorrer se

E[Xr(G)Xp(Gi)|Gia] = (Vi (i n) + WEF/(Gi_l))‘ > 20, b1/ 2o 12

> 20, bpvtv' =6

ou
’D/\(Gifl)‘ > 207161/277,3/2.

Pela Proposicao 7.10 e o Teorema 7.3, respectivamente, cada um des-
ses eventos tem probabilidade no maximo exp(—2b). Por sub-aditividade, o
evento 7-15 tem probabilidade no maximo 2exp(—2b) < exp(—b), como se

queria demonstrar. [ |
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Taxa de convergéncia do Teorema Central do Limite para
desvios de subgrafos

Nos capitulos anteriores, estudamos martingais e Teorema Central do Limite,
focando na relacao entre ambos e na velocidade em que a convergéncia para
uma distribuicao normal padrao ocorre, isto é, nas taxas de convergéncia no
Teorema Central do Limite para martingais. Além disso, abordamos os desvios
moderados na contagem de subgrafos nos modelos de grafos aleatérios Erdos-

Rényi e estudamos a expressao martingal que conta tais desvios.

Portanto, a ideia central deste capitulo sera unificar os temas abordados
até entdo, ou seja, estabelecer uma taxa de convergéncia no Teorema Central
do Limite para a expressao martingal especifica do desvio na contagem de

subgrafos Dy (G,), ou seja, o resultado do Teorema 1.2.

Isso seguira facilmente do resultado a seguir, que trata da variavel aleatoria
A (G,) que aproxima bem Dy(G,,). Para o caso em que H ¢é livre de
tridngulos, a expressao para Ag(G,) é

(1—1)?

An(Gr) = nt=3te2 (f ) > (1:32.&(@) |

Teorema 8.1 Seja k € [1,+00), t = m/N en > 0. Entdo, existe uma
constante Cy,, tal que o sequinte vale. Para todo grafo H livre de triangulos,
todon > 2 e todo nN < m < N/2, temos

e
tnl/2 '

Munidos desse resultado, estaremos prontos para a demonstracao do Teo-

d(Au(Gm)) < Cry

rema 1.2.
Prova.(do Teorema 1.2)

Pelo Teorema 7.6 aplicado com b = 3log(n), temos que

]P’(]DH(Gm) — A(Gn)| > mog(n)n”) <3,
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onde v é o nimero de vértices de H.

Observamos que o 0y, do desvio Ay(G,,) é da ordem de magnitude

pois ox, = O(tn*?), uma vez que

f: E[X}(G;)|Gi-1] = O(nstn®)

i=1

= O(t*n?).
Deste modo, aplicando o Lema 3.7 com § = n™2 e € = % =
ﬁ}g%@l, obtemos
d(Dy(Gy)) < 3d(Au(Gp)) +2n7° + ill/ozgte(z)
< Cimy (ﬁ/@)]
pelo Teorema 8.1. [

A principio, estamos quase prontos para deduzir o Teorema 8.1 do Teo-
rema 6.3, a versao quantificada do Teorema Central do Limite para martingais.
Contudo, em alguns casos os incrementos X, (G;) podem ser muito grandes, o
que poderia piorar a cota obtida. Por isso, serd ttil considerarmos uma opera-
¢ao parecida com um truncamento, o que ird reduzir o maximo valor absoluto

dos incrementos.

Assim, precisamos definir uma varidvel aleatéria alternativa, X (G;), em

fungao de X, (G;) e de um tempo de parada 7, que veremos a seguir.

Primeiramente, definimos E; como o evento
{Fv,  [du(Gi) = s(n = 1)| > Vinlog(n)}, (8-1)

onde novamente s = i/N e t = m/N. Informalmente, esse evento representa a
existéncia de um vértice com um comportamento improvavel, em que seu grau

é muito diferente de sua média.
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Assim, seja 7 = min{i : G; € E;} e definimos

5+ B {X,\(Gi) ,se1 < T
NG = (32

Wi, set>T1
onde Wy, Wy, ... é uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d. com distribuicao
P(W; = {/8ns(1 —s)) = P(W; = —/8ns(1 —s)) = 1/2, ou seja, Wy, W, ...

corresponde a um passeio aleatério simples, independente da varidvel X, (G;),

com Var(W;) = 8ns(1 — s).

Proposicao 8.2 Seja X% (G;) definido acima. Entdo, para todo n > exp(33),
P(r <m)<nS

Em particular, P[3i < m, X} (G;) # XA(G;)] <n 8.

Prova. Em cada etapa i = 1,...,m, temos que d,(G;) segue uma distribui¢ao
Hipergeométrica com pardmetros N,n — 1,7 e u = E[d,(G;)] = s(n — 1). Pela

desigualdade de Chernoff, observamos que

2

P(|du(Gi) — | > a) < 2p(‘3u)

logo

Assim, como

{r=i<c U {ld(G) —stn—1)| > Vinlog(n)}

UEV(Gi)

={r<mic U ULld(G) —s(n—1)| > Vinlog(n)}

veV(G;) i<m

SPr<m< Y Y P(d,(G) - s(n— D] > Vinlog(n))

’UEV(Gi) i<m

<n78, pois m < n?/2.

Portanto,

P[3i <m, X (G;) # XA(Gy)] < n™8.
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Agora, apresentaremos um resultado que serd necessario para a Proposigao

seguinte. Essa Proposicao serd tutil para a demonstracao do Teorema 8.1.

Lema 8.3 Seja (kn)n>1 uma sequéncia de nimeros reais nao-negativos, D
n

g . — . Kg ~ S
constante real positiva, K = ==1— ¢ k = max; k;. Entdo, se k < DR

K2n?

n o
Zmi > 32D

=1

Prova. Definimos [ como o niimero de elementos da sequéncia (k,),>1 tal que
Ki > F/2. Assim,

logo

nK n
~— 2 — 2D’
Seja L = {iy,...,4} o conjunto dos indices tais que k; > &/2. Entao,

ij >j Vj=1,...,1, portanto

i 2
it 2 3(3)

n
=1 i

v

v

v

Proposicao 8.4 Dado D € R, existe C = C(D) tal que o sequinte vale: Seja
K1y...ykm € R uma sequéncia de numeros reais nao-negativos, k = max; k;
ek < DR e seja X = (kiXA(G1), ..., EmXA(Gr)) € M,,. Entdo, para todo
re(3,00)et>1/n,

Cri/2,/1
r og(n))gn_r.

IP’(‘VQ(X) ~1]> e
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Prova. Seja ¢! > 0 a constante dada pela Proposi¢do 7.9 aplicada com

F =F = A eseja A o evento

{32', ‘E[Xi(GiﬂGi_l] — 8ns(1—s)

> C'rY2\/n log(n)}. (8-3)

Utilizando a Proposicao 7.9, aplicada com b = (r + 2) log(n), temos que

> C'rl/zy/nlog(n)) <n "2

P(’E[Xﬁ(GiﬂGi_l] — 8ns(1—s)

Por sub-aditividade,

P(A) < Y P(‘E[Xi(Gi)\Gi_l] — 8ns(1—s)

i<m

> C”r”%/nlog(n))

S n2n71”72
=n".

Assim,

m

=1 =1

3

.
Il
—

2

KE[X2(G)|Giq] — 8ns(1 — s)

K22\ Inlog(n) + > Kk*(2n)?14
% =1

< k2O 252 log(n) + 4k*n*1 4.

IN
NE

1

.
I

IN

I
—

Além disso, pelo Lema 3.2, temos que

KEX3(G)IGi |
portanto

s*(X) — im?&zs(l —3)

=1

<E ZE[%?X%(GMGH] ~ 3 k28ns(1— s)

i=1 =1
< K2C'TY2n0%\ log(n) + 4k*n*P(A)

< 2:2C"r 202, [log(n).

Entdo, usando o Lema 8.3 para controlar Y1 | ix?, obtemos
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V2x e E K?Xi(Gi)’Gil}
( ) - SQ(X)
™ k28ns(1 — s) + k2CTY2tn®/2, [log(n) + 4k*nt1 4
™ kI8ns(1 — s) — 2k2C"r1/2tnb/2, [log(n)
™ k28ns(1 — s) (1 + f+ 4/@2714]114)
<
™ K28ns(1 — s) (1 - 2f>
(1 + f+ 4/{2n4ILA>
< ;
(1 —2 f>
32D*C'r1/2\ /log(n
onde f = 172 5(n)

Portanto,

Cri’2, Jlog(n
vax) <14+ o Viosl)

= tn1/2 + 4m2n4ILA,

onde C' é a constante em fungao de D e C’. Pelo mesmo argumento, temos que
Cr'/2,/log(n
VIX)>1-— CGr”ylog(n)

— tn1/2

Finalmente, segue dessas duas desigualdades que

— 4/12714]1/\.

Cr/2,/log(n)

logo

Cr/2,/log(n) B

Com estes resultados, podemos enfim alcancar a conclusao sobre a taxa de
convergéncia do Teorema Central do Limite para o desvio na contagem de
subgrafos em grafos livres de tridngulos. Iremos demonstrar o Teorema 8.1
sobre a taxa de convergéncia para a variavel aleatoria Ay (G, ), que aproxima
bem Dy (Gp).

Prova.(do Teorema 8.1) Como d(W) = d(aW) para todo o € R e para
qualquer varidvel aleatéria W, e Ay(G,,) = n”_3t6_2(f\1)(1 — 12y (1 -
s) 72X (G;), para demonstrarmos o teorema basta mostrarmos que
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(8-4)

tn1/2

. { ( 1og<n>)2,:11]7

onde Y; = )(f;jg;).

Além disso, pelo Corolario 3.8, o fato que P[3i < m, Xi(G;) #
XA(G)] < 175 e || S Xa(Ge) — 5 X3(Go)llow < P, serd suficiente mos-

trarmos que o resultado vale para D(Y™*), onde

. XMGy)
Y= (1—s)2

Pela construgao da varidvel aleatéria X (G,;), sabemos que | X (G;)| <
Vitnlog(n) para todo i = 1,...,m. Também, como ¢ < 1/2, entdo s < 1/2,

portanto ——5 < 4.

(1-s)2 =
Deste modo, |)("1Ajf)g) < 4+/tnlog(n) para todo i = 1,...,m, entdo

* * XAG XA (Gm
[1Y*||oo < 4v/tnlog(n), onde Y* = ((171(/1;))2,..., (1£t)2)).

Logo, aplicando o Corolario 6.4,

3
W HIVAY?) = 1IET 4 Re s ()|, (85)

D(Y") < Gy,

onde R = 4v/tnlog(n).

Controlando o primeiro termo da equacao acima, temos que

R3mlog(m) < R3mlog(m)
SY") = o2
3/2,3/21 3
< 64t%/*n log: (n){mlog(m) (8-6)
m3/243/27,3/2
_ 12810g4(n)_
= 12

A equivaléncia entre log(n) e log(m) deriva da condigao t > 1/n, que implica
log(m) < 2log(n).

Similarmente, para o terceiro termo obtemos

R 2§L< 4v/tnlog(n) i1
s(Y*) -

tn3/2

e (8-7)
< (4 log(n)) e ‘
= | Tz

Por ultimo, nos resta encontrar uma cota superior para o termo do meio.
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Pela Proposicao 8.4, temos que

Crt/2,/log(n)

‘V2(Y*) — 1‘ < YD

+ 4K 0t 4,

onde P(A) < n~". Portanto,

VY - 1F7 = E[[r2y) -1

EKZCNM\/Myc . (852714)"7]114

_1
2k+1

IN

tn1/2 )

pois (a+b)* < 2Fa* 4+ 28b* para todo a,b > 0. Assim, para r > 10k, temos que

E[(8k2n1)"1 471 < (n~"k2knt*) 251 < 1/n. Logo, por concavidade,

1/2

(8-8)

log(n)\ = 1
) 42
n

) e (O
VAY) - 11F < (4
Finalmente, de 8-5, 8-6, 8-7 e 8-8 obtemos que

D(Y") < Cy,,

ml/2 tnl/2 + n + ml/2

—log4(n) N (C'TI/Q 10%(”))%’11 1 <log(n)>2z§i1]

log(n)\ =
< 0y, | (L2500 ]

tn1/2

pois, para n suficientemente grande,

tnl/2 ml/2 tnl/2

<1"g<”))+ - {log“(n) ( 1og(n))2,;;17 ! (1(;%2))1

Conforme elucidado nos capitulos anteriores, o Teorema Central do Limite
evidencia que um martingal, apos uma padronizacgao, ird convergir em distri-
buigao para uma funcao de distribuicao Normal. Além disso, essa convergéncia

ocorre a uma determinada velocidade, como vimos no Capitulo 6.

Deste modo, o exposto no Teorema 1.2 nos mostra que a variavel aleatéria
Dy (G,,), que representa o desvio na contagem de subgrafos H livres de

tridangulos em G, converge em distribuicao para Normal a uma certa taxa. Em

—1/246

particular, para qualquer densidade ¢t > n , para algum ¢ > 0, a taxa de
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convergéncia de Dy (G,,) para uma Normal é mais rapida que 1/(tn'/?)01=)/2

para qualquer € > 0.
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