PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

PONT[FTCIA UNIVERSIDADE CATéLlCA )
DO RIO DE JANEIRO @
e

Mariana Barros dos Santos Dias

Flambagem e Vibracao de Anéis e Tubulacdes
Esbeltas em uma Fundacéao Elastica

Dissertacao de Mestrado

Dissertacao apresentada como requisito parcial
para obtencdo do grau de Mestre pelo
Programa de Pés-graduacdo em Engenharia
Civil do Departamento de Engenharia Civil e
Ambiental da PUC-Rio.

Orientador: Prof. Paulo Batista Goncalves

Rio de Janeiro
Setembro de 2020


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

PONTIFTCIA UNIVERS[DADE CATéLlCA
DO RIO DE JANEIRO s
=lE

Mariana Barros dos Santos Dias

Flambagem e Vibracdo de Anéis e Tubulagcbes
Esbeltas em uma Fundacao Elastica

Dissertacao apresentada como requisito parcial para
obtencédo do grau de Mestre pelo Programa de Pos-
Graduacdo em Engenharia Civil da PUC-RiIo.
Aprovada pela Comissdo Examinadora abaixo.

Prof. Paulo Batista Goncalves
Orientador
Departamento de Engenharia Civil e Ambiental — PUC-Rio

Prof. Raul Rosas e Silva
Departamento de Engenharia Civil e Ambiental — PUC-Rio

Prof. Eliane Maria Lopes Carvalho
Universidade Federal Fluminense — UFF

Rio de Janeiro, 29 de Setembro de 2020


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


Todos os direitos reservados. E proibida a reproducio
total ou parcial do trabalho sem a autorizacdo da
universidade, da autora e do orientador.

Mariana Barros dos Santos Dias

Graduou-se em Engenharia Civil pela Universidade
Federal Fluminense (UFF), em abril de 2017.

Ingressou no mestrado em Engenharia Civil da PUC-
Rio em agosto de 2017, atuando na area de
Instabilidade e Dindmica das Estruturas.

Ficha Catalogréafica

PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

Mariana Barros dos Santos Dias

Flambagem e Vibracdo de Anéis e Tubulacdes
Esbeltas em uma Fundagdo Elastica / Mariana
Barros dos Santos Dias; orientador: Paulo Batista
Gongalves. — Rio de Janeiro PUC,

Departamento de Engenharia Civil e Ambiental,
2020.

v.,166 f.;il. ; 30 cm

Dissertacdo (mestrado) — Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro, Departamento de
Engenharia Civil e Ambiental.

Inclui referéncias bibliogréficas.

1. Engenharia civil — Teses. 2. Anéis. 3.
Tubulacdes. 4. Frequéncias naturais. 5.
Instabilidade estrutural. 1. Gongalves, Paulo
Batista. Il. Pontificia Universidade Catolica do
Rio de Janeiro. Departamento de Engenharia
Civil. Ill. Titulo.



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

Agradecimentos

Agradeco a Deus por me dar saude e por poder realizar este trabalho.
Agradeco a minha familia pelo incentivo e por toda a assisténcia investida em

minha educacao.

Agradeco ao Professor Paulo pela orientagdo, que foi de imensa
contribuicdo na realizagdo deste trabalho. Agradeco pela dedicagéo, paciéncia e

incentivo e apoio.

Agradeco ao colega Filipe Fonseca pela ajuda na realizacdo do gréafico
tridimensional que é a solucdo do sistema de equacOes nao lineares obtidas através
do método de Galerkin, do capitulo 7.

Agradeco aos professores e colegas da Universidade Federal Flumenense,

onde eu comecei 0s meus estudos em engenharia civil.

Agradeco aos professores da PUC-RJ por transmitirem conhecimento
através das aulas e por tirarem davidas sempre que possivel. Agradeco também

aos monitores das disciplinas e aos colegas pelo estudo compartilhado.

Agradeco as secretarias do curso Rita e Luana, ao auxiliar administrativo
Jardel e ao coordenador do curso professor Raul Rosas por estarem sempre
prontos para a ajudar quando preciso em assuntos da secretaria.

Agradeco a CAPES por financiar este trabalho. "O presente trabalho foi
realizado com apoio da Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de Financiamento 001”


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

Resumo

Dias, Mariana Barros dos Santos, Goncalves, Paulo Batista (Orientador).
Flambagem e vibracao de anéis e tubulagdes esbeltas em uma fundacgéo
elastica. Rio de Janeiro, 2020. 165p. Dissertacdo de Mestrado -
Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro.

Sabe-se que os anéis e tubulacdes elasticas de paredes finas estdo sujeitos
a instabilidades quando sob tensdes compressivas. Um exemplo particularmente
interessante € a flambagem de um anel elastico sob uma presséo hidrostatica. A
carga de flambagem é fortemente influenciada pela natureza seguidora da forca
devida a pressdo hidrostéatica e, se esse efeito for desprezado, a previsdo da carga
de flambagem critica pode ser de até 50% para anéis esbeltos. Este trabalho
estuda, usando uma formulacdo variacional ndo linear, as caracteristicas de
flambagem e vibracdo de anéis e tubula¢Ges apoiados em uma fundacdo eléstica
de Pasternak, sendo a fundacédo de Winkler considerada como um caso particular.
Primeiro, a equacdo de movimento do anel pré-carregado é derivada e a solugédo
analitica dos problemas de autovalor é obtida. A analise paramétrica mostra a
influéncia dos parametros geométricos e fisicos do anel e da fundacdo na carga
critica, frequéncias naturais e relacdo nao linear carga-frequéncia, considerando o
efeito da forca seguidora da pressdo hidrostatica. Adicionalmente, o efeito da
fundacdo nas deformacdes pré-criticas é estudado. Finalmente, o efeito de uma
imperfeicdo geométrica inicial € avaliado usando o método de Galerkin. Os
resultados mostram que os parametros da fundacdo de Pasternak tém um efeito

consideravel na carga e modo critico, na frequéncia fundamental do anel.

Palavras-chave
Instabilidade  estrutural, frequéncias naturais, anéis, tubulagdes,

sensibilidade a imperfeicdes.
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Abstract

Dias, Mariana Barros dos Santos, Gongalves, Paulo Batista (Advisor).
Buckling and vibration of slender rings and pipes on an elastic
foundation. Rio de Janeiro, 2020. 165p. Dissertacdo de Mestrado -
Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro.

It is known that thin-walled elastic rings and pipes are subject to instability
when under a state of compressive stresses. A particularly interesting example is
the buckling of an elastic ring under hydrostatic pressure. The buckling load is
strongly influenced by the following nature of the force due to the hydrostatic
pressure and, if this effect is neglected, the forecast of the critical buckling load
can be up to 50% for slender rings. This work studies, using a non-linear
variational formulation, the buckling and vibration characteristics of rings and
pipes supported by a Pasternak elastic foundation, the Winkler foundation being
considered as a particular case. First, the equation of motion of the preloaded ring
is derived and the analytical solution of the eigenvalue problems is obtained.
Parametric analysis shows the influence of the geometric and physical parameters
of the ring and the foundation on the critical load, natural frequencies and non-
linear load-frequency relationship, considering the force following effect of the
hydrostatic pressure. Additionally, the effect of the foundation on pre-critical
deformations is studied. Finally, the effect of an initial geometric imperfection is
assessed using the Galerkin method. The results show that the parameters of the
Pasternak foundation have a considerable effect on the critical load and mode as

well as on the natural frequencies of the ring.

Keywords
Structural instability, natural frequencies, rings, pipes, imperfection

sensitivity.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

Sumario

1 Introducéo

1.1. Reviséo bibliogréafica

1.1.1. Andlise da estabilidade

1.1.2. Andlise de vibracdes

1.1.3. Fundacéo elastica tipo Pasternak

1.1.4. Exemplos do uso de tubulacdes e anéis em engenharia
1.2. Justificativa do tema dentro da linha de pesquisa

1.3. Descricéo da tese

2 Formulacéo de Energia

2.1. Energia interna de deformacéao

2.1.1. Geometria

2.1.2. Campo de deslocamentos

2.1.3. Deformacéo especifica

2.1.4. Mudanca de curvatura

2.1.5. Energia interna de deformacgao

2.2. Potencial gravitacional do carregamento externo
2.2.1. Pressao hidrostatica

2.2.2. Carga de pressao centralmente direcionada

2.3. Energia de deformacéo da fundacéo tipo Pasternak
2.4. Energia cinética

2.5. Funcéao de Lagrange e equac¢des nédo lineares de movimento
2.5.1. Equacdes de equilibrio estéatico

2.5.2. Equacgdes de movimento

3 Determinacao da carga critica

3.1. Aplicacéo do critério do equilibrio adjacente

3.2. Determinacao da solugéao fundamental de membrana

3.3. Determinacao da solu¢do do caminho poés-critico

3.3.1. Anel com carregamento de pressao hidrostatica sem fundacgéo

19
19
19
23
24
26
35
36

38
38
39
40
42
44
46
46
47
48
50
51
52
52
54

56
56
56
57
57


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

3.3.2. Anel com carregamento de pressao hidrostatica e fundacgéo 61

3.3.3. Carga de pressao centralmente direcionada 63
3.4. Efeito da fundacédo na solucao pré-critica 64
3.5. Aplicacéo do principio da energia potencial minima 65

4 Frequéncias naturais da estrutura carregada e modos de vibracéo 67

4.1. Equacbes nao lineares de movimento 67
4.1.1. Anel com carregamento de pressao hidrostética 68
4.1.2. Anel com carregamento de pressao hidrostatica e fundacao 71
5 Analise paramétrica da carga critica 74
5.1. Influéncia da fundag&o na carga critica e modo critico 74

5.2. Consideracéao da influéncia da fundacao na solucéo fundamental na

carga e modo critico 82
5.3. Hipérbole de Euler 85
6 Analise paramétrica para as frequéncias naturais 87

6.1. Frequéncias naturais adimensionais w1 e w2 do anel sem fundagcéo87

6.2. Efeito dos parametros da fundacao nas frequéncias naturais

adimensionais w1 e w2 92
7 Efeito das imperfeicdes 106
7.1. Sensibilidade a imperfeicbes de uma tubulacéo 111
8 Conclusbes e sugestdes 114
9 Referéncias bibliogréaficas 119

APENDICE | — DEDUCAO DAS EQUACOES NAO LINEARES DE
MOVIMENTO 126

APENDICE Il - COMO CONVERTER EXPRESSOES MATEMATICAS
ENTRE OS SOFTWARES MAPLE E WORD 144


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

Lista de Figuras

Figura 1.1: Tanque cilindrico enrijecido com anéis. Karcher et al. (2009).26
Figura 1.2: Tanque de armazenamento de combustivel usado
originalmente no projeto Titan da NASA com um volume de 33.000
galbes. Swanger et al. (2015). 27
Figura 1.3: Investigagdo experimental dos modos de falha de cilindros

enrijecidos com anéis sob pressdo hidrostética externa. Cho et al.

(2018). 27
Figura 1.4: Um segmento exposto do tubo de vacuo do LIGO Livingston.
Fonte: LIGO. 28

Figura 1.5: Exemplo de tubulagdo subterranea. Fonte: TUV Rheinland 28
Figura 1.6: Exemplo de tunel e modelagem de tunel 29
Figura 1.7: Tubula¢cdes com revestimento interno em material polimérico.
30

Figura 1.8: Projeto de estrutura sanduiche para aplicacbes em absorcao
de energia como protecdo contra explosao e resisténcia a choques.
Tarlochan et al. (2012). 31
Figura 1.9: Casca cilindrica enrijecida preenchidas internamente por
fundacdes elasticas Vuong e Dung. (2017). 31
Figura 1.10: Investigacdo de colunas tubulares aco de ultra-alta
resisténcia preenchidas com concreto Hsiao et al. (2015). 32
Figura 1.11: Exemplos de estruturas offshore para exploracdo de 6leo e
gas onde se observam vérias tubulacdes submetidas a presséo
hidrostatica 33
Figura 1.12: Propagacéao-flambagem-de-dutos submarinos 33
Figura 1.13: Experimentos sobre a de flambagem de dutos reforgados
com anel sob presséao hidrostatica. Showkati e Shahandeh (2010). 34
Figura 1.14: Um par de anéis ap0s a inser¢ao na cornea 34
Figura 2.1: Anel circular esbelto sujeito a pressdo externa uniforme.
Geometria e sistema de coordenadas. 39
Figura 2.2: Sistema de coordenadas. Brush e Almroth (1975). 39


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

10

Figura 2.3: Elemento infinitesimal circunferencial antes e depois da
deformacgéo. 41

Figura 2.4: Linha circunferencial antes e depois da deformacéo. Brush e

Almroth (1975). 43
Figura 2.5: Normal a superficie média antes e apds a deformacéo. Brush
e Almroth (1975). 45
Figura 2.6: Carregamento de pressao direcionado centralmente. Brush e
Almroth (1975). 49
Figura 2.7: Modelos de fundacdo de Winkler e Pasternak 50

Figura 3.1: Experimentos de colapso e analises de confiabilidade de tubos
corroidos para aplicacdes offshore. Oliveira e Netto (2020) 61
Figura 5.1: Variacdo da carga critica com o numero de ondas
circunferéncias n para valores selecionados da rigidez da fundacéo
Kr paraKg =0 75
Figura 5.2: Variacdo da carga critica com a rigidez da fundacdo Kr para
valores selecionados do numero de ondas circunferenciais n 77
Figura 5.3: Caminho nao linear de equilibrio de um anel esbelto em
contato unilateral com uma fundagéo. Silveira et al. (2013). 77
Figura 5.4: Variacdo da carga de bifurcacdo com o numero de ondas
circunferenciais n para valores selecionados da rigidez da fundagéo
Kg e Kr. 80
Figura 5.5: Variacdo da carga critica com a rigidez da fundacdo Kr para
valores selecionados do numero de ondas circunferenciais n e da
rigidez da fundacéao Kg 81
Figura 5.6: Variacdo da carga critica com a rigidez da fundacdo Kr para
valores selecionados de ridigez da fundacdo Kg para o numero de
ondas circunferenciais n 82
Figura 5.7: Variagdo da carga critca com 0 numero de ondas
circunferenciais n para valores selecionados da rigidez da fundacgéo
Kg para Kr = 0,10,100 e 1000 83
Figura 5.8: Comparagdo entre as curvas para cada Kr nas duas
formulacdes. Legenda: considerando a solucdo fundamental,

- Oesconsiderando a solug&o fundamental. 84


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

11

Figura 5.9: Hipérbole de Euler 86
Figura 6.1: Variagdo da menor frequéncia natural adimensional do anel
com o nimero de ondas circunferenciais n para valores selecionados
do parametro a/h 90
Figura 6.2: Dois primeiros modos de vibracdo do anel. 90
Figura 6.3: Variacdo da maior frequéncia natural adimensional do anel
com o numero de ondas circunferenciais n para valores selecionados
do parametro a/h 91
Figura 6.4: Variagdo da menor frequéncia natural adimensional do anel
com fundac@o desconsiderando o efeito da inércia a rotacdo na
matriz de massa com o numero de ondas circunferenciais n para
a/h = 20,50,100 e 500 e valores selecionados da rigidez da
fundacéo Kr 95
Figura 6.5: Variagdo da menor frequéncia natural adimensional do anel
com fundacdo desconsiderando o efeito da inércia a rotacdo na
matriz de massa com a rigidez da fundagédo Kr para a/h =50 e
valores selecionados do numero de ondas circunferenciais n 96
Figura 6.6: Variacdo da maior frequéncia natural adimensional do anel
com fundacdo desconsiderando o efeito da inércia a rotacdo na
matriz de massa com a rigidez da fundacdo Kr para a/h =50 e
valores selecionados do numero de ondas circunferenciais n 97
Figura 6.7: Variacdo da menor frequéncia natural adimensional w1l do
anel com a carga q para valores selecionados da rigidez da fundacgao
e Kr,sendo Kg = 0 paran = 2 99
Figura 6.8: Variagdo da menor frequéncia natural adimensional w1 do
anel desconsiderando o efeito da inércia a rotagdo na matriz de
massa com a carga q para valores selecionados de ondas
circunferenciaisn com rigidezes de fundagdo Kr = 10,100,500 e
1000 e Kg = 0 paraa/h =50 100
Figura 6.9: Variagdo da maior frequéncia natural adimensional w2 do anel
desconsiderando o efeito da inércia a rotagdo na matriz de massa

com a carga q para valores selecionados de ondas circunferenciais n


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

12

com rigidezes de fundagdo Kr = 10,100,500 e 1000 e Kg = 0 para
a/h =50 101
Figura 6.10: Variagdo da menor frequéncia natural adimensional w1 do
anel desconsiderando o efeito da inércia a rotacdo na matriz de
massa com a carga q para valores selecionados de ondas
circunferenciaisn com rigidezes de fundagdo Kr = 10,100,500 e
1000 e Kg = 0 para a/h = 100 102
Figura 6.11: Variagdo da maior frequéncia natural adimensional w2 do
anel desconsiderando o efeito da inércia a rotacdo na matriz de
massa com a carga q para valores selecionados de ondas
circunferenciais n com rigidezes de fundagdo Kr = 10,100,500 e
1000 e Kg = 0 paraa/h = 100 103
Figura 6.12: Variacdo da menor frequéncia natural adimensional w1l do
anel desconsiderando o efeito da inércia a rotacdo na matriz de
massa com fundacdo com a rigidez da fundacéo Kg = 0,50,100,500
e 1000 para valores selecionados de ondas circunferenciais n 104
Figura 6.12: Variagdo da menor frequéncia natural adimensional w1l do
anel com fundacdo com a rigidez da fundagdo de Winkler Kr para
para valores selecionados de rigidez da fundacdo ao cisalhamento
Kg para os numeros de ondas circunferenciaisn = 2,3,4 e 5. 105
Figura 7.1: Variacdo da carga q com a amplitude de deslocamento (B e C)
nas direcdes vf e wo respectivamente para valores selecionados da
amplitude de imperfeicdo H para um anel de liga de aluminio 6061.
E =68.95 GPa, a =0.203 m, A=155-10—-4 m?, [ =3.33-10—-10
m* 110
Figura 7.2: Variagao da carga g com a amplitude de deslocamento (B e C)
nas direcdes vf e wo respectivamente para valores selecionados da
amplitude de imperfeicdo H para um anel de liga de aluminio 6061
com fundagcdo de rigidez linear Kr =699 MPa e rigidez de
cisalhamento Kg = 666.875 kN. E =6895 GPa, a=0.203 m,
A=1.55-10—4m2,1=3.33-10—10m4 110
Figura 7.3: Respostas de deslocamento maximo-pressdo para um tubo

imperfeito. Resultados da analise elastica linear e pelo programa


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

13

BEPTICO para material elastico-plastico. Kyriakides e Corona (2007).
112

Lista de Tabelas

Tabela 5.1: Valores de Kr onde ocorre mudanga do modo critico para

valores Crescentes de K g. .......ccoovveiieieieieiseee e 81


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

14

Lista de Simbolos

dA
dP
dap*

dP;

dpP,

ds

ds*

raio da superficie média ndo deformada do anel

area da secdo transversal

area delimitada pela superficie média do anel ap6s a deformacao
largura do anel

amplitude do deslocamento na direcdo 6

amplitude modal do enésimo modo de vibracéo na direcdo 6
amplitude do deslocamento na dire¢do z

amplitude modal do enésimo modo de vibracao na dire¢do z
parametro de rigidez a flexdo de uma casca cilindrica

vetor das amplitudes de deslocamento

elemento da area de secéo transversal

forca direcionada para o centro original do anel antes da deformag&o
forca direcionada para o centro original do anel apds a deformacao

componente da for¢a direcionada para o centro original do anel apos a
deformacdo na diregéo z

componente da for¢a direcionada para o centro original do anel ap6s a
deformacdo na direcédo 6

comprimento de um elemento curvo referente as coordenadas cartesianas
retangulares

comprimento de um elemento curvo referente as coordenadas cartesianas
retangulares ap6s a deformacgéo

modulo de elasticidade do material
funcional de energia

funcional de energia de deformacdo do anel acoplado a fundacdo Pasternak-
Winkler

amplitude de imperfeicédo


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

qCT
Ger

ar

espessura do anel

momento de inércia da se¢do do anel com relagdo ao eixo neutro

raiz quadrada do valor associado ao menor autovalor do problema de estabilidade

raio de giracdo da sec¢do transversal do anel

matriz de rigidez do anel

rigidez devida ao cisalhnamento no modelo de Pasternak

rigidez devida ao cisalhamento no modelo de Pasternak parametrizada
matriz de rigidez geométrica

matriz de massa desconsidera o efeito da inércia a rotagdo

parcela linear do modelo de Winkler, responsavel pela rigidez transversal da
fundacéo

parcela linear do modelo de Winkler parametrizada
funcional de Lagrange

matriz de massa

massa por unidade de comprimento

forca normal

nUmero inteiro positivo

namero de ondas circunferenciais

numero de ondas circunferenciais associado a carga critica
carga por unidade de area

carga por unidade de comprimento

pardmetro de carga de pressdo adimensional

carga critica

carga critica adimensional

pressao de um meio elastico no qual o anel esta completamente envolvido
coordenada polar radial de um ponto localizado no anel
energia cinética

tempo


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

|

U

Vo

Vtotal

gl

=(

=

16

energia de deformacéo do anel

energia de deformacéo do anel imperfeito
energia de deformacéo da fundagéo
energia potencial total

velocidade

componente do vetor de deslocamento de um ponto na superficie média ao longo
do anel na direcéo 6

componente do vetor de deslocamento de um ponto qualquer ao longo do anel na
direcéo 6

deslocamento adicional (imperfei¢do) na diregéo 6
representacdo da configurag&o circular na direcéo 6
incremento infinitesimal na direcéo 8

deslocamento de um ponto na superficie média ao longo do anel na dire¢éo 6
com imperfeic¢do

componente do vetor de deslocamento de um ponto na superficie média ao longo
do anel na direcéo z

componente do vetor de deslocamento de um ponto qualquer ao longo do anel na
direcédo z

deslocamento adicional (imperfei¢éo) na diregéo z
representacdo da configurag&o circular na dire¢éo z
incremento infinitesimal na direcéo z

deslocamento de um ponto na superficie média ao longo do anel na dire¢do z com
imperfeicdo

coordenada cartesiana retangular horizontal

coordenada cartesiana retangular horizontal ap6s a deformacao

coordenada cartesiana retangular vertical

coordenada cartesiana retangular vertical ap6s a deformacéo

variavel adicional medida positiva externamente a partir da superficie média
rotacdo em um ponto na superficie média

rotacdes entre os elementos da linha circunferencial antes e ap6s a deformacgéo

variavel adimensional que expressa a esbeltez do anel


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

M)

17

deformacdo normal de um elemento de linha circunferencial na superficie média
deformacdo normal do elemento circunferencial

coordenada polar

mudanca de curvatura

frequéncia natural ao quadrado

frequéncia natural ao quadrado associada a um nimero de ondas circunferenciais
n

menor frequéncia natural ao quadrado associada a um nimero de ondas
circunferenciais n

maior frequéncia natural ao quadrado associada a um numero de ondas
circunferenciais n

indice de esbeltez do anel

indice de esbeltez limite do anel

coeficiente de Poisson

energia potencial total

massa especifica

tensdo normal

tensdo normal na direcéo 6

tensdo critica

tensdo de escoamento

energia potencial gravitacional do carregamento externo

energia potencial gravitacional do carregamento externo para a estrutura
imperfeita

frequéncia natural
frequéncia natural associada a um nimero de ondas circunferenciais n
menor frequéncia natural associada a um nimero de ondas circunferenciais n

maior frequéncia natural associada a um nimero de ondas circunferenciais n
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Simbolos usados no item 7.1

amplitude de imperfeicdo

amplitude de deslocamento na diregdo radial
amplitude de deslocamento na direcdo circunferencial
momento fletor na direcdo 6

forca normal na direcdo 6

pressao externa

carga critica tedrica

raio da superficie média do cilindro (D —t)/2
espessura da parede do tubo

deslocamento na direcdo circunferencial
imperfeigéo na direcdo circunferencial
deslocamento na direcéo radial

imperfeigéo na direcdo radial

variavel de ovalizagdo inicial

deformacdo na diregédo 6

18
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1
Introducao

Neste capitulo, apresenta-se uma breve revisdo bibliografica sobre
estabilidade e vibragdes de tubulacdes e anéis esbeltos. Anéis e tubulacdes tém
uma ampla gama de aplicacbes em engenharia civil, engenharia mecéanica e

biomecanica e em muitas outras aplicagdes praticas.

1.1.
Revisao bibliografica

1.1.1.
Analise da estabilidade

A flambagem de anéis isotropicos esbeltos e tubulagdes longas sob pressédo
externa atraiu o interesse dos pesquisadores desde o final da década de 1940.
Carrier (1947) foi um dos primeiros pesquisadores a analisar este problema,
obtendo solucBes aproximadas para as equacgdes algébricas considerando
pequenas deformacdes. A seguir este problema foi analisado por Stevens (1952),
Boresi (1955), Timoshenko e Gere (1961) e Wasserman (1961). Wasserman
(1961) destaca trés tipos de carregamento: (a) pressao hidrostatica externa onde a
carga estad sempre perpendicular ao anel, (b) carregamento radial uniforme onde a
carga permanece com a direcéo original radial e (c) pressdo direcionada sempre ao
centro do anel indeformado, com cada tipo de carga levado a um valor diferente

de carga critica.

A seguir, Smith e Simitses (1969) estudaram o efeito do cisalhamento e
comportamento da carga na estabilidade do anel. O efeito da modelagem do

carregamento na carga critica foi discutido por Singer e Babcock (1970).

Brush e Almroth (1975) apresentam uma formulacdo ndo linear para analise

do equilibrio estatico e estabilidade de anéis circulares sob carga de pressdo de
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fluido em duas situac6es: a pressao aplicada permanecendo normal a superficie do
anel durante a deformacéo incremental e também quando a carga de pressdo esta
direcionada ao centro do anel. Primeiramente, desenvolveram a formulacdo da
energia interna de deformacdo e da energia potencial gravitacional do
carregamento externo. A seguir, aplicando o principio da energia potencial
minima, obtiveram as equag®es de Euler-Lagrange. As mesmas equacfes foram
obtidas aplicando o principio do equilibrio adjacente. Através dessas equagoes,
determinaram a carga critica. Também estenderam a analise de estabilidade para o
caso em que se acrescenta uma fundacdo elastica do tipo Winkler. Na mesma
publicacdo, o0s autores apresentaram a formulacdo n&o linear para cascas
cilindricas esbeltas, que pode ser aplicada a andlise de tubulacdes longas de

parede fina.

Schmidt (1980) discute as diferentes expressdes e valores da pressdo critica
de anéis esbeltos sob carregamento distribuido ao longo do anel. Ele entdo deduz
a carga critica para o caso de carga externa com direcional constante para anéis e

arcos circulares e o compara com os valores comumente citados na literatura.

Singer e Babcock (1970) e Schmidt (1980), dentre outros, mostraram que de

uma forma geral a carga critica de um anel pode ser escrita na forma
El

qchkZE (1-1)

onde q., € a carga critica por unidade de comprimento da linha do centroide; E €
0 moédulo de elasticidade do material; I € o momento de inércia da secdo
transversal; a é o raio do anel e k? estd associado ao menor autovalor do
problema de estabilidade em consideragdo. Eles mostram que o valor de k?

encontrado na literatura varia entre 0.701 e 5.6.

Tadjbakhsh e Odeh (1967) estudaram os possiveis estados de equilibrio pds-
flambagem de anéis elésticos sob presséo, usando a teoria ndo linear baseada na
teoria da elastica de Euler-Bernoulli. Eles consideraram o equilibrio de um anel
circular elastico inextensivel submetido a uma pressdo externa uniforme constante
em magnitude e na dire¢do da normal ao anel deformado. Rehfield (1972) estudou
0 comportamento pos-critico inicial de um anel esbelto, com base na teoria de

Koiter, sequindo a metodologia proposta por Budiansky (1974).
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O comportamento pos-critico foi também estudado por El Naschie (1975),
Sills e Budiansky (1978) e Fu e Waas (1995). O comportamento de anéis
fabricados com materiais compostos também foi estudado por Varios

pesquisadores dentre estes Pavlovic et al. (1999), Huang et al. (2017).

Gumbel (2001) descreveu o0s mecanismos basicos de flambagem sob
pressdo hidrostatica de revestimentos circulares de tubulagdes e explicou a origem
e limitagdes das formulas de projeto atuais baseadas na teoria linear de flex&o
simples de anéis. Como base de uma nova abordagem prética para dimensionar o
revestimento de tubulacdes, apresentou uma teoria ndo linear totalmente
consistente e desenvolveu tabelas e formulas algébricas para projeto, refletindo a
influéncia das tensdes de compresséo devidas a pressao na flambagem do anel de
revestimento e das imperfeicdes “caracteristicas” relacionadas a técnicas de
renovacdo e relacionadas a tubulacdo hospedeira. Mostrou como a incorporacao
desses topicos permite que a teoria seja aplicada com muito mais confianca a uma
ampla gama de técnicas de renovacao e dimensdes de tubulacdes de revestimento.
Finalmente, comparou as previsdes de teorias de projeto antigas e novas,

circunstancias em que divergéncias significativas foram identificadas.

Segundo Rasheed et al. (2001), a flambagem de anéis isotropicos sob
pressao externa atraiu o interesse dos pesquisadores desde o final da década de
1950. A formula para a pressdo critica de flambagem de anéis esbeltos sob
pressdo externa € bem conhecida. Essa férmula foi por eles adaptada para levar
em consideracdo anéis ortotropicos homogéneos. A flambagem de cascas
cilindricas ortotrépicas também era um assunto de interesse desde a década de
1960. No entanto, as formulacbes desenvolvidas até 0 momento exigem solugdes
numéricas para obter a pressdo critica. No trabalho desses autores, foi
desenvolvida uma formula analitica de forma fechada para a carga de flambagem
de anéis laminados ortotropicos e cilindros longos. A formulacdo padréo baseada
em energia foi usada para se obter as equagdes de equilibrio. A teoria cléssica da
laminacdo foi adotada para as equacgOes constitutivas de cascas finas. Essas
equac0es sdo condensadas estaticamente, em termos das condic¢des de contorno do
anel, coeficientes de rigidez para os casos de anéis e cilindros longos sdo obtidos e

usados para se obter a pressdo critica de flambagem. Comparagdes com alguns
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resultados existentes e normas de projeto sdo apresentadas. Varias orientacdes de

fibra e sequéncias de laminas séo consideradas na anélise paramétrica.

Segundo Toscano e Dvorkin (2002), a produgéo de petroleo e gas a partir de
campos de petroleo offshore é hoje em dia cada vez mais importante. Como
resultado da crescente demanda de petroleo e, como as reservas de aguas rasas
ndo sdo suficientes, a industria é impulsionada para desenvolver e explorar
campos em &guas mais profundas. Na pesquisa desenvolvida pelos autores, uma
metodologia para o uso do método dos elementos finitos como uma ferramenta
robusta de engenharia para analisar o efeito da tolerancia de fabricacdo no
comportamento de colapso e po6s-colapso de tubulagdes de aco foi discutida e
ilustrada com exemplos praticos. Embora usando uma formulacdo de pequena
deformacdo, a correspondéncia entre os resultados numéricos e 0s experimentais
foi considerada excelente. Para isto, desenvolveram um novo elemento de casca,

denominado MITC4-3D, incorporando deformagdes finitas elasto-plasticas.

Na &rea de estruturas offshore, Kyriakides e Corona (2007) analisaram em
seu livro “Mechanics of offshore pipelines: buckling and collapse” a flambagem e
colapso de tubulacBes longas sob pressdo externa. Determinaram a pressdo
classica de flambagem elastica seguida pela deducdo da férmula de projeto de
Timoshenko para o inicio do colapso de uma tubulacdo inicialmente ovalizada.
Determinaram também as equacdes de flambagem no regime plastico e a
influéncia de fatores que afetam o colapso foi tratada numericamente. Tais fatores
incluem imperfeigdes iniciais, como ovalizacéo, variages na espessura da parede,
tensdes residuais, anisotropia de escoamento, dentre outros. Um estudo
paramétrico de flambagem e colapso de uma tubulacdo no regime eléstico-plastico
sob pressdo externa também foi feito. Apresentaram como as imperfeicGes reais
das tubulacdes podem ser medidas e relataram as imperfeicdes tipicas de forma e
espessura da parede em tubulacGes sem costura, sendo estas usadas nos calculos

de colapso.

Segundo Showkati e Shahandeh (2010), tubulagbes submarinas séo
consideradas estruturas de paredes finas nas quais a pressao externa é maior que a
pressdo interna em alguns casos de transporte de fluidos, levando a flambagem

local e sua propagacéo ao longo de comprimento consideravel da tubulacdo. No
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estudo feito pelos autores, foi realizado um programa experimental, no qual é
investigada a influéncia de anéis enrijecedores na resisténcia a flambagem dos
dutos. Nos testes, apenas a pressdo hidrostatica é considerada. O modo de
flambagem inicial, a propagacdo da flambagem, o comportamento pds-
flambagem, o desenvolvimento de escoamento da tubulacdo e o colapso final do
oleoduto foram avaliados. Verifica-se que a carga de flambagem cresce muito
quando sdo considerados alguns anéis esbeltos de reforco. Ao diminuir o
espacamento estre anéis, a diferenca entre as cargas de flambagem e colapso

diminui.

Segundo Azzuni e Guzey (2018), anéis circulares elasticos esbeltos sdo
frequentemente usados para enrijecer tubulagdes longas ou tanques de
armazenamento cilindricos. Estas estruturas tém sido analisadas usando
carregamentos uniformemente distribuidos, mas em muitos casos, perfis de carga
ndo uniformes e tém sido utilizados por alguns pesquisadores em analises tedricas.
No entanto, os padrGes de carregamento reais podem divergir ligeiramente da
aproximacdo tedrica, sobretudo quando se considera a sensibilidade dos anéis as
imperfeicdes iniciais. Azzuni e Guzey (2018) investigam o efeito de pequenas
imperfei¢es e uma carga ndo uniforme da forma de cosseno no comportamento
do anel. Uma equacéo diferencial ndo linear do tipo Duffing foi obtida e resolvida
usando uma técnica de perturbacdo para descrever os efeitos de uma carga

seguidora normal a um anel com grandes deformacdes.

1.1.2.
Andlise de vibracbes

O estudo de vibragdes é importante na analise de estruturas que podem estar
sujeitas a algum movimento oscilatério. No caso de anéis, dependendo do tipo de
aplicacdo, seja em maquinas ou tubulagbes que podem conter liquido em
movimento, carga movel de transito ferroviario em tuneis, carga movel em tunel
submerso flutuante, dentre outros, podem alcancar grandes oscilaces a ponto de
causar ressonancia e um consequente colapso ou problema estrutural, caso o

estudo de dindmica ndo seja levado em consideracao.
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O trabalho de Wasserman (1961) foi um dos primeiros a abordar a vibragdes
de anéis, determinando as frequéncias naturais e modos de vibragdo. Blevins
(1979) em seu livro “Formulas for natural frequency and mode shape” apresenta
expressdes analiticas para os modos de vibracdo extensionais, torcionais e de
flexdo no plano e fora do plano, com base nos trabalhos de Sato (1975), Rao
(1971), Kirkhope (1976), Kirkhope (1977) e Mallik e Mead (1977). Este problema
também foi estudado por Suzuki (1984), Bickford e Reddy (1985) e Celep (1990).

Rao (2007) estudou a vibracdo de anéis circulares a fim de encontrar as
frequéncias naturais e modos de vibracéo e estudar resposta dindmica da estrutura.
Foram analisados quatro tipos de vibracdo, sendo o primeiro tipo, as de flex&o,
que ocorrem no plano do anel sem sofrer qualquer extensdo da linha central do
anel (teoria inextensional). No segundo tipo, ocorrem vibracdes de flexdo,
envolvendo tanto o deslocamento em angulo reto com o plano do anel quanto a
tor¢do. No terceiro tipo, a haste curva ou anel vibram em modos semelhantes as
vibracOes de torcdo de uma haste reta. No quarto tipo, o anel possui modos de
vibracdo semelhantes a vibracdo extensional de uma haste reta. Supde-se que a
linha central ndo deformada do anel tenha um raio R, a se¢éo transversal do anel
seja uniforme e as dimensdes da secdo transversal do anel sejam pequenas (para

um anel fino) em comparagéo com o raio da linha central do anel.

Mais recentemente, Virgin et al. (2018) estudaram a deformacéo e vibragéo
de anéis elasticos comprimidos em base rigida e Lu et al. (2020) propuseram um

mecanismo nao linear para isolamento de vibracdo por meio de um anel circular.

1.1.3.
Fundacéo elastica tipo Pasternak

Em varias aplicacdes, anéis e tubulacdos estdo envolvidos por um meio
elastico. A fundacéo elastica do tipo Pasternak leva em consideragdo o efeito do
cisalhamento. Para tal consideracdo, adota-se que a fundacao € composta de molas
conectadas a uma camada imcompressivel de espessura unitaria que so se deforma

por cisalhamento, tal como sera explicado no Capitulo 2 (Figura 2.7).
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Paliwal e Bhalla (1993) apresentaram a andlise estatica ndo linear de uma
casca cilindrica em uma fundacdo de Pasternak, que foi realizada usando uma
nova abordagem segundo Sinharay e Banerjee. Essa abordagem envolve o uso de
principios variacionais e técnicas de Galerkin. O efeito dos parametros
geométricos, materiais e de fundacdo nas caracteristicas de deflexdo da carga é

investigado para condic¢des de contorno simplesmente apoiadas.

Duc e Thang (2014) apresentaram uma abordagem analitica para investigar
a flambagem estatica ndo-linear e pds-flambagem para cascas cilindricas finas
circulares imperfeitas, envolvidas por uma base elastica com camadas de
cerdmica-metal-ceramica (S-FGM) e sujeitas a compressdo axial. Aplica-se a
técnica de reforco de Lekhnitsky com base elastica tipo Pasternak, funcdo de
tensdo e método de Bubnov-Galerkin. Resultados numéricos sdo fornecidos para
avaliar os efeitos das propriedades geométricas e materiais, fundaces elasticas e
reforcos externos na flambagem e po6s flambagem das cascas S-FGM. Os
resultados obtidos sdo validados comparando com os da literatura.

Bakhtiari-nejad e Bideleh (2012) examinaram a vibracdo livre ndo linear de
cascas cilindricas circulares protendidas dispostas em uma fundacdo
Winkler/Pasternak. A ndo linearidade é considerada devida a grandes deflexdes.
Os efeitos simultaneos da protensdo e da fundacdo elastica nas frequéncias
naturais das cascas sob véarias condicdes de contorno sdo examinados
extensivamente no estudo. A teoria ndo linear de Sanders-Koiter é empregada
para deduzir as relacbes deformacdo-deslocamento. A teoria classica de casca fina
ndo linear de Love também € aplicada em alguns casos especificos devido ao
contraste dos resultados. As fun¢bes modais de viga sdo usadas para aproximar o
campo de deslocamento espacial. As equacgdes que governam no estado linear séo
resolvidas pelo procedimento de Rayleigh—Ritz. Métodos de perturbacdo séo
usados para encontrar a relacdo entre amplitude a de vibragédo e frequéncia nédo
linear. Os resultados sdo comparados com dados tedricos e experimentais

publicados para alguns casos especificos.
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1.1.4.
Exemplos do uso de tubulagfes e anéis em engenharia

O uso de anéis enrijecedores em tubulagdes, tanques e vasos de pressdes é
comum em varias aplicagbes préaticas, aumentando a capacidade de carga e
diminuindo a ocorréncia de flambagem. Karcher et al. (2009) realizaram um teste
de flambagem em escala real, Figura 1.1, para tanques de transporte de materiais
perigosos, construidos de acordo com as regras do codigo ASME, Secédo XII, com
0 objetivo de avaliar as cargas maximas permitidas e os detalhes de projeto, ja que
estes critérios e a base para projetar esses tanques tinham sido questionados.
Observa-se no tanque a presenca dos enrijecedores circunferenciais constituidos
por anéis esbeltos. A Figura 1.2 mostra outro exemplo de um tanque de
armazenamento de combustivel, enrijecido com anéis, e usado originalmente no
projeto Titan da NASA, com um volume de 33.000 galGes, estudado por Swanger
et al. (2015). Em estruturas espaciais, onde o peso da estrutura € um item
relevante, empregam-se em geral estruturas leves e esbeltas onde aumenta a
probabilidade de perda de estabilidade dos elementos estruturais. A Figura 1.3
ilustra a investigagdo experimental dos modos de falha de cilindros enrijecidos

com anéis sob pressdo hidrostatica externa conduzida por Cho et al. (2018).

Test Tank Driver Side

NPS 20 Manhole

E . BRI RER | e

Figura 1.1: Tanque cilindrico enrijecido com anéis. Karcher et al. (2009).
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Figura 1.2: Tanque de armazenamento de combustivel usado originalmente no projeto
Titan da NASA com um volume de 33.000 galdes. Swanger et al. (2015).

Overall
R buckling
-
- -
! T
1
/
S-| Local Ring-stiffener
bucklin; tripping

(a) (b)
Figura 1.3: Investigacdo experimental dos modos de falha de cilindros enrijecidos com
anéis sob pressao hidrostatica externa. Cho et al. (2018).

Em muitos casos, a flambagem pode ocorrer devida a uma pressao negativa,
como em tubos de véacuo ou em tubulacbes que sofrem uma répida
despressurizacdo. A Figura 1.4 mostra segmentos do tubo de vicuo do LIGO
(Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory) operado por Caltech e
MIT, onde residem o0s componentes Oticos do observatério de ondas
gravitacionais com uma pressdo interna de ar de 10-9 torr, ou seja, um
trilionésimo de atmosfera. Criar e manter esse vacuo € absolutamente essencial
para a operacdo do LIGO, pois impede que ondas sonoras causem vibragdes nos
espelhos. Além disso, operar no vacuo evita que variacbes de temperatura


https://www.ligo.caltech.edu/
https://www.ligo.caltech.edu/
https://www.ligo.caltech.edu/
https://www.ligo.caltech.edu/
https://www.ligo.caltech.edu/
https://www.ligo.caltech.edu/
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ocorram dentro dos tubos, o que alteraria a forma 6tica do LIGO o suficiente para
destruir a qualidade do feixe de laser (Ref. 9.62). Observa-se na figura uma série

de anéis paralelos que funcionam como enrijecedores.

a) Vista de um trecho do LIGO-Livingston b) Interior do LVEA em LIGO-Livingston,
. Lousiana, fotografado no verao de 2001.

Figura 1.4: Um segmento exposto do tubo de vacuo do LIGO Livingston. Fonte: LIGO.

Tubulagdes enterradas sdo usadas em diversas aplicagdes de engenharia
como tubulacBes de agua e esgoto e tubulaces para transporte de combustivel
como gasodutos e oleodutos, dentre outras. Neste caso, tem-se a tubulacdo em
uma fundagédo que pode ser modelada como uma fundagéo elastica, como ilustra a
Figura 1.5. A Figura 1.6 (a) mostra o revestimento de um tanel de metrd com
secdo circular, enquanto a Figura 1.6 (b) ilustra a modelagem de um tanel circular
com diametro de 10 metros, em profundidades de 10, 25 e 35 metros, estudado

por Hasanlouyi e Hosseinitoudeshki (2016).

Figura 1.5: Exemplo de tubulac&o subterranea. Fonte: TUV Rheinland?

! Disponivel em: <https://www.ligo.caltech.edu/page/what-is-ligo> Acesso em set. 2020.
? Disponivel em: <https://www.tuv.com/world/en/sewers-and-underground-piping.html> Acesso
em set. 2020.
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b) modelagem do tdnel circular com
didmetro de 10 metros, em
profundidades de 10, 25 e 35
metros. Hasanlouyi e
Hosseinitoudeshki (2016).

a) Revestimento de um tlnel de metrd (tunel de

Sao Gotardo, Suica) com secao circular®.

Figura 1.6: Exemplo de tinel e modelagem de tunel

Em muitas aplicagdes, a tubulagdo possui internamente um revestimento de
outro material (pipe lining), que pode ser usado, por exemplo, para proteger a
tubulacdo de fluidos agressivos, minimizando, por exemplo, a corrosdo do tubo,
ou para evitar vazamentos em tubulacfes avariadas ou mesmo impedir a invasao
de raizes em tubulagdes subterraneas (Mogielski et al., 2017). Em alguns casos, 0
comportamento mecanico do revestimento pode ser analisado como uma
tubulacdo envolvida por uma fundacéo eléstica. A Figura 1.7 ilustra exemplos
tubulacdo com revestimento interno. Em virtude da esbeltez do revestimento, este
pode sofrer perda de estabilidade na presenca de vacuo ou pressdo externa e o

tubo externo pode ser modelado como uma fundagdo elastica.

3 Disponivel em: <https://civildigital.com/road-tunnels-vehicular-tunnels-types-shapes-
components-advantages-considerations/circular-metro-tunnel/> Acesso em set. 2020.
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b) tubo HDPE com revestimento de nylon -
6"x 40'°

a) Tubo com revestimento de epoxy”.

Figura 1.7: TubulagBes com revestimento interno em material polimérico.

Em alguns casos, principalmente em estruturas sanduiche, tém-se elementos
estruturais tubulares metalicos preenchidos com um material deformavel que pode
ser também modelado como uma fundacao eléstica. Um exemplo s&o as colunas
tubulares preenchidas com um material polimérico ou concreto, como ilustra a
Figura 1.8, onde uma estrutura sanduiche constituida de tubos preenchidos com
espuma € proposta por Tarlochan et al. (2012) para serem aplicados em absorcao
de energia em casos de explosdo e choques. Nesta mesma &rea de pesquisa,
Vuong e Dung (2017) estudaram uma casca cilindrica enrijecida preenchidas
internamente por fundacges elasticas, como ilustra na Figura 1.9. Colunas de aco
preenchidas por concreto tém sido cada vez mais empregadas em edificaces.
Hsiao et al. (2015), Figura 1.10, investigaram colunas tubulares ago de ultra-alta

resisténcia preenchidas com concreto.

* Disponivel em: <https://pipelt.com/pipelining/epoxy-pipe-lining-benefits> Acesso em set. 2020.

> Disponivel em: <https://www.repurposedmaterialsinc.com/hdpe-pipe/hdpe-pipe-with-nylon-
liner-6-x-40> Acesso em set. 2020.
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Figura 1.8: Projeto de estrutura sanduiche para aplicac6es em absorcao de energia

como prote¢do contra exploséo e resisténcia a choques. Tarlochan et al. (2012).
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Figura 1.9: Casca cilindrica enrijecida preenchidas internamente por fundacdes elasticas

Vuong e Dung. (2017)°.

® Disponivel em: <https://www.scielo.br/scielo.php?pid=S1679-
78252017000500950&script=sci_arttext > Acesso em set. 2020.
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Figura 1.10: Investigacdo de colunas tubulares ago de ultra-alta resisténcia preenchidas

com concreto Hsiao et al. (2015).

As tubulagdes de &guas profundas e ultraprofundas sdo vulneraveis a
propagacdo de flambagem devida as altas pressdes externas. A Figura 1.11 mostra
diversos exemplos de estruturas offshore para exploracdo de 6leo e gas, onde se
observam varias tubulagdes submetidas a pressao hidrostatica. A tubulacdo pode
entrar em colapso devido a imperfeicbes geométricas e ovalizagGes da parede da
tubulacdo. Este é um problema bastante complexo e grave em estruturas offshore,
onde a flambagem pode levar a danos irreversiveis e prejuizos elevados. O
colapso muda a secdo transversal da tubulacdo, como ilustrado na Figura 1.12, de
Karampour e Alrsai (2019). A Figura 1.13 ilustra 0os experimentos sobre a
flambagem de dutos reforcados com anel sob pressdo hidrostatica conduzidos por
Showkati e Shahandeh (2010).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

33

Figura 1.11: Exemplos de estruturas offshore para exploracdo de 6leo e gas onde se

observam varias tubulagdes submetidas a pressao hidrostatica !

P
External
Pressure

x
{Propagation buckling

Change in volume 4V/Vo

Figura 1.12: Propagacao-flambagem-de-dutos submarinos®

’ Disponivel em: <https://oilstates.com/offshore/subsea-pipeline-products/> Acesso em set.
2020.

® Disponivel em: <https://www.intechopen.com/books/new-innovations-in-engineering-
education-and-naval-engineering/propagation-buckling-of-subsea-pipelines-and-pipe-in-pipe-
systems> Acesso em set. 2020.
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Figura 1.13: Experimentos sobre a de flambagem de dutos reforcados com anel sob
presséo hidrostatica. Showkati e Shahandeh (2010).

Anéis sdo também usados em varias aplicacdes cirurgicas. A Figura 1.14
mostra um par de anéis apOs sua insercdo na cornea. Neste procedimento
cirtrgico, um segmento de anel conhecido como anel intraestromal da cornea,
implante ou insercdo da cornea, é implantado no olho para corrigir a visdao. O
procedimento envolve uma pequena incisdo na cérnea do olho, onde se insere o
anel em forma de crescente ou semicircular entre as camadas do estroma da
cérnea, um de cada lado da pupila. A incorporacdo dos dois anéis na cornea tem
como objetivo achatar a cérnea e mudar a refragcdo da luz que passa pela cérnea
em seu caminho para o olho. Os segmentos de anel intraestromal tém muitos tipos
diferentes, incluindo Intacs (EUA), Keraring (Brasil), anel Ferrara (Brasil),

Myoring (Austria) e Intraseg (Reino Unido) (Ref. 9.23).

Figura 1.14: Um par de anéis ap0s a insercédo na cornea’

® Disponivel em: <https://en.wikipedia.org/wiki/Intrastromal_corneal_ring_segment> Acesso em
set. 2020.
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1.2.
Justificativa do tema dentro da linha de pesquisa

O objetivo desta dissertacdo € estudar a estabilidade e vibracdes de anéis e
tubulacBes de paredes finas em uma base elastica de Pasternak. A importancia
deste tema se deve a ampla utilizacdo de estruturas enterradas em engenharia.
Cabe ressaltar que nenhum trabalho foi encontrado na literatura sobre o efeito da

fundacdo de Pasternak na estabilidade e vibracdes destas estruturas.

Esta dissertacdo faz parte da linha de pesquisa em instabilidade e dindmica
de estruturas do Departamento de Engenharia Civil e Ambiental da PUC-Rio.
Sabe-se que anéis e tubulacBes de paredes finas sdo propensos a instabilidades de
flambagem quando sob cargas compressivas. Um exemplo particularmente
interessante é a flambagem de um anel elastico fino sob pressdo hidrostatica
externa. A carga de flambagem é fortemente influenciada pela natureza seguidora
da pressdo e, se esse efeito for negligenciado, a previsdo da carga critica de
flambagem pode ser de até 50% para anéis muito finos. Anéis e tubulacdes tém
uma ampla gama de aplicagbes em engenharia civil, mecanica e biomecanica e,
em muitas aplicagdes, estdo envolvidos por um meio elastico. Este trabalho
estuda, utilizando uma formulacdo ndo linear variacional, as caracteristicas de
flambagem e vibracdo de anéis e tubulacdes apoiados em uma fundacdo elastica
de Pasternak. Para uma tubulacdo longa, a equacdo de flambagem pode ser
deduzida utilizando a teoria de cascas cilindricas. A analise paramétrica mostra a
influéncia dos pardmetros geométricos e fisicos na relacdo carga critica,
frequéncias naturais e relacdo ndo linear de carga-frequéncia, considerando o
efeito da forca seguidora da pressdo hidrostatica. O efeito de imperfeicdes

geomeétricas também é considerado na anélise.
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1.3.
Descricao datese

O presente Capitulo 1 apresenta a revisdo bibliogréafica, justificativa do tema

e descricéo da tese.

No Capitulo 2, apresentam-se os funcionais de energia interna de
deformacéo, como base na teoria ndo linear descrita em Brush e Almroth (1975),
energia potencial das cargas externas, energia interna de deformacéo da fundacéo
de Pasternak e energia cinética. Com base da funcéo de Lagrange e no principio
de Hamilton, sdo obtidas as equagdes ndo lineares de movimento do anel.

No Capitulo 3, obtém-se a solucdo fundamental de equilibrio do anel sob
pressdo externa e sdo deduzidas as equacdes de equilibrio critico com base no
critério do equilibrio adjacente e da energia potencial minima. A seguir,
apresentam-se as expressfes analiticas para o célculo da carga critica do anel.
Como parte deste estudo, o efeito diferentes hipdteses na obtencdo das matrizes de

rigidez e rigidez geométrica € investigado.

No Capitulo 4, apresentam-se, com base nas equacfes de movimento
linearizadas, as expressdes analiticas para o célculo das frequéncias naturais e

modos de vibracao.

No Capitulo 5, apresentam-se as expressdes da carga critica em forma
adimensional e estuda-se, através de uma analise paramétrica, a influéncia dos
parametros da fundacgdo eléstica na carga e modo critico do anel. Apresenta-se
também um estudo da influéncia das imperfeicdes geométricas iniciais no

comportamento do anel.

No Capitulo 6, estuda-se, através de uma analise paramétrica, a influéncia
dos parametros geometricos e fisicos do anel, dos parametros da fundacéo elastica

e da carga externa nas frequéncias naturais e modos de vibrag&o.

No Capitulo 7, estuda-se a sensibilidade da estrutura a imperfeicdes

geomeétricas iniciais.
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Finalmente, no Capitulo 8, apresentam-se as conclusdes e sugestdes para

trabalhos futuros.
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2
Formulagao de Energia

As equacdes ndo lineares de equilibrio e movimento de um anel esbelto
podem ser deduzidas através da aplicacdo, respectivamente, do principio da
energia potencial estacionaria e do principio de Hamilton. A energia potencial
total, I1, € a soma da energia interna de deformacdo U e da energia potencial 2 da
carga externa. A fungdo de Lagrange é a diferenca entre a energia cinética T e a

energia potencial total, IT.

Para a obtencdo da energia potencial total, aplica-se a expressdo ( 2.1).

21
V=f Fde (2.1)
0

onde F é a soma dos funcionais de energia, que sdo descritos ao longo do capitulo.
A integral de cada parcela de funcional resulta nas respectivas parcelas de energia.
Pode-se também calcular a energia de cada parcela e soma-las em vez de somar as

parcelas dos funcionais para integréa-los adiante.

Pelo principio da energia potencial estacionaria, em um ponto estacionario,
a energia potencial € minima e tem equilibrio estavel. Para que isso ocorra, é

preciso aplicar as equacOes de Euler-Lagrange no funcional de energia.

2.1.
Energia interna de deformacao

A seguir, apresenta-se a formulagéo geometricamente nédo linear de um anel
esbelto com base no trabalho de Brush e Almroth (1975).
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2.1.1.
Geometria

Antes de iniciar uma andlise das equacGes de equilibrio e movimento para
anéis circulares esbeltos, as relacbes cinematicas para um anel esbelto como

mostrado na Figura 2.1 sdo determinadas.

Figura 2.1: Anel circular esbelto sujeito a pressao externa uniforme. Geometria e sistema
de coordenadas.

Considera-se que o anel tem uma secdo transversal com base b e altura h.
Em virtude da simetria, apenas a flexdo no plano é considerada. A constante a
representa o raio da superficie média ndo deformada do anel e admite-se que

h « a, de modo que o anel pode ser considerado esbelto.

Os pontos no anel sdo referidos as coordenadas polares r e 8, como mostra

a Figura 2.2.

! )

Figura 2.2: Sistema de coordenadas. Brush e Almroth (1975).
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Por conveniéncia, uma variavel adicional é definida pela rela¢éo z = r — a.

Assim, z € medida a partir da superficie média do anel.

2.1.2.
Campo de deslocamentos

Foi considerado um elemento curvo de comprimento indeformado dS, a
uma distdncia z do eixo neutro, cuja posicdo é definida pelas coordenadas
cartesianas x, y, conforme ilustra a Figura 2.3. Ap6s a deformacdo, o
comprimento do elemento é dado por dS* e sua posicdo € definida as novas

coordenadas x*, y*.

(a) Kyriakides e Corona (2007) adaptado pela autora.
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(b) Brush e Almroth (1975).

Figura 2.3: Elemento infinitesimal circunferencial antes e depois da deformagéo.

Sejam v, w as componentes do vetor deslocamento de um ponto qualquer ao
longo do anel nas direcOes 6 e z, respectivamente. Entdo, da Figura 2.3, obtém-se

as seguintes relacdes entre os dois sistemas de coordenadas:

x =r1rcosf

y =rsenf
x*=rcosf —vsenf + wcos b
y*=rsenf —vcosf + wsenb

(2.2)
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2.1.3.
Deformacéao especifica

Tendo em vista que v e w s@o funcBes continuas de 6, obtém-se as seguintes

derivadas:

dx*
do
dy*

Ezrcos@+17’c056—175en6+W’cos€+v_vcost9

=—rsenf —v'sen@ —vcosf +w’'senf —wsenb

(2.3)

d 5 = L t
onde v _dH’eC'

Tem-se que o comprimento de arco circunferencial na posi¢do indeformada
e deformada é dado em coordenadas polares respectivamente por:
(dS)? = (rdo)? (2.4)
e
(ds™)? = (dx)? + (dy")?
=[r?+2r@ +w)+ @ +w)? + (7 — w')?](dh)? (2.5)

Portanto, tem-se que:

(ds*)2 LA 17’+VT/2+1 7—w"\" (2.6)
das - r 2\ r 2\ r '

gue € uma expressdo exata para a medida de deformacéo.

Agora, a deformacdo especifica de um elemento circunferencial a uma
distancia z do eixo neutro, denotada por £, é definida pela relacdo ( 2.7 ):
dSs* —dS

ET:T (27)

Rearranjando e elevando ao quadrado resulta em:

SRR
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Para & pequeno comparado com a unidade, a equagdo pode ser aproximada

pela relacao:
_ 1[dsH
S_El(dS) _1l (2.9

Introduzindo a Equacdo (2.6) na Equacdo (2.9), obtém-se para a

deformacéo especifica a expressdo nao linear:

v +w 17 +w\ 1/o-w'\
£= += += (2.10)

T 2 T 2 T

Para uma classe intermediaria de deformagcdes, a rotacio § mostrada na
Figura 2.3 é pequena. As pequenas rotacdes do elemento infinitesimal sdo vistas
como compostas por duas partes, uma componente no sentido horario devida a
rotagdo dw/dS =dw/(rdf) e uma no sentido anti-horério devida ao

deslocamento circunferencial do elemento e dada aproximadamente por v /r.

Figura 2.4: Linha circunferencial antes e depois da deformacédo. Brush e Almroth (1975).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

44

Da combinagéo das duas partes, tem-se que:

7w

g = (2.11)

r

A rotagdo 3 é positiva no sentido anti-horario.

Para £ e 8 pequenos, o quadrado do termo (¥’ + w)/r pode ser desprezado

na Eq. (2.10) resultando em:

P+w 1(T—w\
£= 4= (2.12)
T 2 T

A Equacdo ( 2.12) ¢ a relacdo ndo linear deformacédo-deslocamemto para a
classe intermediaria de deformacgBes em termos de coordenadas polares a ser

usada neste trabalho.

2.1.4.
Mudanca de curvatura

A teoria da flexdo de anéis € baseada na aproximacao simplificadora de que
as normais a superficie média ndo deformada permanecem retas e normais apés a
deformacdo. Portanto, da Figura 2.5, as componentes de deslocamento v, w
podem ser expressas em termos dos deslocamentos correspondentes v e w de um

ponto na superficie média pelas relacGes:

v+2zf
w (2.13)

SN
Il
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2|

X

Figura 2.5: Normal & superficie média antes e apds a deformacao. Brush e Almroth
(1975).

B = (2.14)

representa a rotacdo na superficie média.

Com a introducdo da Eq. (2.14) na Eq. (2.12) e considerando que para

um anel esbelto r = a, tem-se que:

+—[32+z; (2.15)

onde o Ultimo termo representa a mudanca de curvatura x que pode ser definida

como a taxa de variagdo da rotacdo S na direcédo circunferencial, sendo dada por

K= ——— (2.16)

e os dois primeiros termos representam a deformacdo especifica da superficie

neutra na direcédo circunferencial, €.

Assim pode-se escrever de forma concisa que a deformacdo a uma distancia

z da superficie neutra é dada por:
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E=¢e+zK (2.17)

Considera-se a seguir que o material ¢ elastico, isotrépico e linear, sendo a

relacdo tensdo-deformacéo dada, seguindo a lei de Hooke, por:
G=E&§=E(e+zKk) (2.18)

onde & € a tensdo normal circunferencial a uma distancia z da superficie

neutra.

2.1.5.
Energia interna de deformacéo

A energia de deformacdo do anel pode ser escrita como:

U=§ff&e‘dAdS*=§ff§2dA(rd9) (2.19)

onde dA é um elemento da area de secdo transversal. Introduzindo a Eq. (2.17 ) e

observando que r = a para um anel esbelto, torna-se:

U=%ff(e+zx)2dAd6 (2.20)

As variaveis ¢ e k sdo funcdes somente de 6, e a coordenada z é medida a
partir do eixo centroide. Portanto, a integracdo fornece, para a energia de
deformacéo, a expressdo:

T EAa 5 It Ela )
U=] (—s)d9+j (—K)d9 (2.21)
0 2 0 2

onde o primeiro termo corresponde a energia de membrana e 0 segundo, a energia

de deformacéo por flexao.

2.2.
Potencial gravitacional do carregamento externo

O potencial gravitacional do carregamento externo foi deduzido por Brush
e Almroth (1975), tanto para a pressdao hidrostatica (item 2.2.1) quanto para a

carga de pressao centralmente direcionada (item 2.2.2).
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2.2.1.
Pressao hidrostatica

Seja um anel sujeito a pressdo externa de fluido. Seguindo a notacdo usual,
seja p a carga por unidade de area e g, a carga por unidade de comprimento

circunferencial. Entdo, para um anel de largura b, tem-se que |q| = |bp]|.

Conforme Bodner (1958) apud Brush e Almroth (1975) (Ref. 9.6), um anel
submetido a pressdo externa uniforme é um sistema conservativo. Para um
sistema conservativo, a variagdo da energia potencial das cargas aplicadas, a
medida que a estrutura se deforma, é o negativo do trabalho das cargas durante a
deformacéo. Para o carregamento de pressdo de fluido, a presséo em cada ponto
da superficie do anel permanece normal a superficie a medida que o anel se
deforma. Assim, a energia potencial da pressdo aplicada pode ser expressa em
termos do produto da carga q vezes a mudanca na area delimitada pela superficie
externa do anel. Uma vez que a espessura do anel h ndo muda significativamente
durante a deformacdo, a mudanca na area delimitada pela superficie externa é
aproximadamente igual & mudanca na area delimitada pela superficie média.

Consequentemente, a expressao para a energia potencial 2 é dada por
N = —q(ma? — A%) (2.22)

onde A* € a area delimitada pela superficie média do anel apos a deformacéo, e g

é considerada positiva apontando para o interior do anel.

Das equacdes ( 2.2 ), as coordenadas de um ponto na superficie média, ap6s

deformacéo, sdo dadas por:

a+w)cosf —vsend

x*=(
y*=(a+w)senf —vcosf (2.23)

A area delimitada pela superficie média é convenientemente expressa em

termos da integral de linha ao redor do contorno, como segue (veja, por exemplo,
a, Kaplan (1952, p. 242 da referéncia 9.24) apud Brush e Almroth (1975):

1
A" = Efﬁ (=y*dx* +x"dy") (2.24)
c
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Portanto, pode-se escrever que

. 17 Jdx* dy”
A :—f (—y E'{'X E)d@ (225)
0

Incluindo as equagdes ( 2.23 ) e manipulando algebricamente, obtém-se:

1 21
A*=§f (a® + av’ + 2aw + v? —vw' + v'w + w?) d (2.26)
0
mas
1 21
EJ. a?df = ma* (2.27)
0

¢ a area inicial do anel e, devido a periodicidade do campo de deslocamentos na

direcéo circunferencial, tem-se que

2T
f v'do =0 (2.28)
0
Assim pode-se reescrever a Equagdo ( 2.26 ) na forma:
1 21
A*=na2+z Qaw +v?2 —vw' +v'w + w?) do (2.29)
0

Inserindo (2.29) na Equacdo (2.22), resulta na expressdo da energia

potencial gravitacional da pressdo hidrostatica ( 2.30 ).

2

1

quaf [W+%(U2—UW'+U’W+W2) do (2.30)
0

2.2.2.
Carga de pressdao centralmente direcionada

Na analise do item anterior (2.2.1), presumiu-se que a pressdo aplicada
permanecesse normal a superficie do anel durante a deformacéo. Considerando
que o anel submetido a pressdo dirigida sempre ao centro do mesmo, tem-se
novamente que o carregamento também é conservativo. Um esbo¢o de um

elemento do anel antes e depois da deformacdo é mostrado na Figura 2.6.
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%dp‘/
\0/
dP z

Y

X

Figura 2.6: Carregamento de pressédo direcionado centralmente. Brush e Almroth (1975).

Considere que a forca dP ap6s a deformacdo, dP*, é direcionada para o
centro original do anel. Neste caso, o angulo entre dP* e a dire¢do z €
aproximadamente v/a. Pressupde-se que a magnitude da forca total permaneca
constante durante a deformacéo; isto é, a alteragdo no comprimento do elemento
do anel durante a deformacdo é desprezada. Assim, as componentes dP* nas

direcdes z e 6 sdo dadas aproximadamente pelas expressoes:
dP; = qad6f dPy = qud6b (2.31)

e a energia potencial gravitacional pode ser escrita como:

27 1
qua.f <W+—U2)d9 (2.32)
0 2a

Um outra aproximacdo que tem sido usada na analise da estabilidade de
cascas cilindricas é considerar que a carga g realiza trabalho s6 em relacdo ao

deslocamento transversal, reduzindo a Equacgdo ( 2.32) a:
2T

[2=an wdo (2.33)
0

Schmidt (1980) discute as diferentes descris¢es do potencial gravitacional

encontradas na literature e chama a atengdo sobre o seu efeito na carga critica.
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2.3.
Energia de deformacéo da fundacdao tipo Pasternak

Existem diversas formulacdes para fundacOes elasticas na literatura: Kerr,
(1964), Zhaohua e Cook (1983). Dentre estes, os modelos propostos por Winkler
(1867) e Pasternak (1954), estdo entre os mais utilizados na anélise de vigas,
placas e cascas sobre base elastica. O modelo de fundacao proposto por Winkler
tem sido usado por mais de um século. Ele assume que a fundacéo aplica apenas
uma reacdo gy normal a estrutura, e que g, € diretamente proporcional a deflexéo
da estrutura. Efetivamente, esta fundacdo € um conjunto de molas lineares
perpendiculares a estrutura, como ilustra a Figura 2.7. Assim, existe apenas um
parametro para caracterizar de base na fundacdo de Winkler. Dieversos estudos
sdo encontrados na literatura para o calculo de K,- com base nas caracteristicas do
solo da fundacdo — Poulos e Davis (1980), Daloglu e Vallabhan (2000). Para
melhorar o modelo de Winkler, alguns autores consideraram interacGes entre as
molas e adicionaram um segundo pardmetro ao modelo de fundagdo. Pasternak
estudou o efeito do cisalhamento no material da fundagdo e introduziu no modelo
de Winkler interacdes de entre as molas. Ele assumiu que as extremidades
superiores das molas estdo conectadas a uma camada incompressivel que resiste
apenas a deformacdo por cisalhamento transversal, como ilustra a Figura 2.7.
Outros modelos com dois parametros incluem o modelo de Filonenko-Borodic e 0
modelo de Vlasov (Zhaohua e Cook, 1983).

Fundacdo tipo Winkler

EESREEAls

EEEEEEEN

Fundacdo tipo Pasternak

Figura 2.7: Modelos de fundacéo de Winkler e Pasternak
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O efeito da fundacéo elastica do tipo Pasternak foi empregado por Paliwal e
Bhalla (1993), Duc e Thang (2014) e Bakhtiari-nejad e Bideleh (2012), entre
outros, na andlise de cascas cilindricas. Para o modelo de fundagdo de Pasternak, a

expressao da energia interna de deformacao para um anel esbelto é dada por:
1 21 5 1 21 WZH
Uf=§krf0 w2a db +§Kgf0 —=do (2.34)

onde K, é a parcela linear do modelo de Winkler, responsavel pela rigidez
transversal ao anel e K, representa a rigidez devida ao cisalhamento no modelo de

Pasternak.

2.4.
Energia cinética

A energia cinética de uma particula de massa m com uma velocidade v é
dada por definicéo por:

1
T=Emi'2 (235)

Para 0 anel, a energia cinética é dada por:

T = p] ]( )dAadB (2.36)

onde p é a massa por unidade de volume, o ponto representa a derivada com

relagdo ao tempo (9()/dt), logo, ¥ e w sdo as derivadas do campo de

deslocamentos com relagdo ao tempo, ou seja, 0 campo de velocidades.

Derivando a Equacéo ( 2.13 ) com relacéo ao tempo, tem-se:

<
II

v+ 2f
W

S
Sl

(2.37)

=-
Il

a
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Substituindo ( 2.37 ) em ( 2.36), e realizando a integral ao longo da area da

secdo transversal, obtém-se:

1 2n 1 2 (i — W'\
T =—pAa.f (1';2+v'v2)d9+—p1af < > de (2.38)
2 0 2 0 a

onde A = bh ¢ a éarea da secdo transversal e I = (bh3)/12, 0 seu momento de
inércia. A primeira integral é a energia cinética associada a inércia a translacéo e a

segunda integral é a energia cinética associada a inércia a rotacao.

2.5.
Funcéo de Lagrange e equacdes néo lineares de movimento

2.5.1.
Equacgdes de equilibrio estético

Pelo principio da energia potencial minima, para que haja equilibrio estavel,
a energia potencial deve ser minima. Analogamente a Equacdo (2.1), para
extremizar a energia potencial total, obtém-se as equacGes de Euler-Lagrange

relativas ao funcional:

V= ] 7TF[G, v(0),w(6),v'(6),w'(6),w'(0)]do (2.39)
0

onde F é o funcional considerado.

As equacOes de Euler-Lagrange, para um integrando da forma da Equagéo
(2.39), sdo da forma:

0F _doF _ ) 40
ov doav (2.40)
0F _d oF d® oF _ (2.41)
ow doow' doZow'" '
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O funcional do anel carregado com a fundagcdo consiste na soma do
funcional da energia de deformacdo do anel mais o funcional da presséo
hidrostatica mais o funcional da fundagéo, sendo dado por:

F,r=—EA
af ol 2  a? 2 a*

1 vV+w 1(17—w')22 Ela (v' —w'")?
: += +

N +1v2—vw'+v'w+W2 +1K 5
qa(w+- " 5 Kew?a
1 K,(w)?

L LK W) (2.42)
2 a

Obtendo as parcelas da Equacdo (2.40), obtém-se, considerando o

funcional ( 2.42 ), a primeira equacédo ndo linear de equilibrio do anel:

S W) 4 2o (0= W)+ g (0= W) )] = e (0 4 w)
s v w s v w a2 v w w w P v w

+qv—-w')=0 (2.43)

onde se observa a presenca de termos lineares, termos ndo lineares quadraticos,
resultantes da curvatura do anel, e termos ndo lineares cubicos, que sdo dados

respectivamente por:

e Termos lineares

EI 12} n EA 12} ! !
—E(v -w )—7(17 +w')+qlv—-w') (2.44)

e Termos ndo lineares quadraticos

EA A n

?[(v—w)(w+w)] (2.45)
e Termos ndo lineares cubicos

1EA s

E?(U_W) (2.46)

A segunda equacdo ndo linear de equilibrio ( 2.41 ), com base no funcional
(2.42), é dada por:
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El 3EA
_E(Ul —w)" + 3 [((v—w)2(' —w")]
1EA ! n ! n ! n !
+§?[2(v —wHWw +w)+vw+2v") —w' v +w')]
EA Kw'
+7(v’+w)— . +(@+Kwa+qv +w)=0 (2.47)

onde novamente se observa a presenca de termos lineares, quadraticos e cubicos,

que sao dados respectivamente por:

e Termos lineares

1

El

NI EA r KQW
W) = w) -
a a

+(@+Kw)a+q@' +w) (2.48)

e Termos ndo lineares quadraticos

1EA

el [2(v; —wi) (1 + wy) + v (vy + 2v7) —wi vy + wy)] (2.49)
e Termos ndo lineares cubicos

3EA N2 12 1)

E?[(v—w)(v —w'] (2.50)

2.5.2.

Equacdes de movimento

As equacOes de movimento sdo obtidas a partir da fungédo de Lagrange e o
principio de Hamilton. A funcdo de Lagrange € definida pela diferenca entre a

energia cinética e a energia potencial total, ou seja:

L=T-1 (2.51)

Assim tem-se um funcional da forma

F[6,t,v(6,t),w(8,t),v'(8,1), v(6,t), w' (8, t), (8, t), w' (8, ), w" (6, )]( 2.52)
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cujas equacOes de Euler-Lagrange séo dadas por:

OF d OF doF

30 690 datas ° (2.53)

OF d OF dOF d*> OF d d OF _

ow _doow _dtow  doZow” dtddow

(2.54)

Com base na Equacdo ( 2.53 ) e na funcdo de Lagrange ( 2.51 ), obtém-se a

seguinte equacdo ndo linear de movimento do anel na direcédo circunferencial
EA , EA
Ca?

1
S W) = (- w)

EA
e [((v=—w)Ww+w")]+ - @ +w')

I
—f(ﬁ—w')—q(v—w')—Apﬁazo (2.55)

Com base na Equacdo (2.54), obtém-se a equacdo ndo linear de

movimento na direcao radial:

EI AN AV ! "
5(171—W1) _EE[(U_W) ' —-w")]
1EA ! n ! n ! n !
—E?[Z(v—w)(v +w)+vw+2v") —w'2v" +w')]
EA | Kw" Ip . ., .
—7(1) +w) + —;(v —w'") —(q + K,w+ Apw)a
—qv'+w)=0 (2.56)
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3
Determinacao da carga critica

Neste capitulo, deriva-se analiticamente a carga critica do anel com uma
fundacdo elastica. A carga critica q.,- € a menor carga para a qual o anel pode ser
mantido em equilibrio estdvel em sua configuracdo original circular. Brush e
Almroth (1975), na deducdo da carga critica de barras, placas e cascas (incluindo
0s anéis), usa tanto o método do equilibrio adjacente quanto o principio da energia

potencial minima (critério de Trefftz) para obter as equacgdes de equilibrio critico.

3.1.
Aplicacéo do critério do equilibrio adjacente

Segundo o critério do equilibrio adjacente, hd duas configuracbes de
equilibrio infinitesimalmente adjacentes em q = q.,, a circular e a ligeiramente
ndo circular. Ambas as configuracbes sdo governadas pelas equacBes de
equilibrio. Sejam v,, w, 0s campo de deslocamentos da solu¢cdo fundamental
axissimétrica de equilibrio e vy + v, wy+w; 0 campo de deslocamentos
incremental descrevendo a configuragdo ndo circular adjacente, onde v;, w; sdo
perturbacdes infinitesimais. Sendo o campo de deslocamentos fundamental

axissimétrica, tem-se que v, = 0.

3.2.
Determinacgao da solugcéao fundamental de membrana

No estado fundamental, o anel permanece circular e o deslocamento v, e
suas derivadas e as derivadas de w, com relacdo a 6 sdo iguais a zero (anel
permanece circular). Assim a primeira equacdo de equilibrio é satisfeita

identicamente, e a segunda equacdo se reduz a:
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EAw, w
0 I Kwe =0 (3.1)
a a

Isolando w, na expressao ( 3.2 ), tem-se:

—q —q —qa’

Bz EA .,  EA+K,a?
+i+k =Z+K +Kra

IR

Wy (3.2)

onde, segundo Brush e Almroth (1975), supondo que a presséo hidrostatica tenha,
durante a fase de deformacdo pré-critica, dire¢cdo constante, o termo q/a no

denominador pode ser desprezado em wy.

Para o caso do anel sem fundagdo, usa-se normalmente a expresséo:

_qa’

= (3.3)

Wy

que é a mesma adotada por Brush e Almroth (1975) quando considera uma
fundagéo tipo Winkler.

3.3.
Determinacao da solucdao do caminho pdés-critico

Seja, portanto:

Vo

W = wy + wy (3.4)

Substituindo ( 3.4 ) nas duas equagdes ndo lineares de equilibrio (2.43) e
(2.47), omitindo os termos que contém apenas q ou wy; pois a soma de tais
termos representa a configuracdo fundamental de equilibrio e desprezando os
termos ndo lineares quadraticos ou cubicos em v; e w;, obtém-se as duas

equac0es de equilibrio critico.

3.3.1.
Anel com carregamento de presséo hidrostatica sem fundacgéo

Aplicando o critério do equilibrio adjacente, as equacbes de equilibrio

critico séo dadas por:
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EI 1A 144 A 1A EA r ! !
_E(Ul_wl) +?[(U1_W1)Wo]— 7(”1 +wp) +q(vy —wy)

=0 (3.5)

EI s A 1A 144 EA 1A !
_E(Ul —-wy)'" + ?WO(vl -wy) + 7(171 +wy) + q(v; +wy)

=0 (3.6)

Substituindo nas equacbes (3.5) e (3.6) a solucdo fundamental wy,
Equacdo ( 3.4 ) resulta em
(vi +w))EAa? + (vy + w;)'EI =0

" ' . 3.7
(w1 +wy)qa® + (v + wy)EAa? — (v —w,)""EI =0 (3.7)

A solucdo analitica do sistema de equacdes diferenciais sdo funcles

periddicas em 6 sendo dadas por:

v = B sen(nf)

w = C cos(nf) (3.8)

onde B e C sdo as amplitudes modais e n € um nUmero inteiro positivo.
Introduzindo (3.8) as equacbes (3.7 ) e simplificando, leva ao sistema de
equacbes homogéneo, que representa o problema de autovalor que fornece os

autovalores e autovetores:

1 1
n2<1+—>B+n(1+n2—>C=O

Aa? Aa?
n(1+n2L)B+[(1+n4L)—(n2—1)ﬂ]C=O (39)
Aa? Aa? EA
Paran = 1, a primeira equacéo se torna:
I
(B+C)(1+—2)=O (3.10)
Aa

Portanto, B = —C e tem-se que v; = Csenf e w; = C cos 8. Esse modo de
deslocamento representa uma translacdo de corpo rigido do anel. Postula-se,
portanto, que o anel € restrito contra essa translagéo e consideramos apenas modos
para 0s quais n é maior que a unidade. O sistema ( 3.9 ) tem sempre solucdo
trivial (B = C = 0).
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Matricialmente, como em qualquer problema estrutural, o problema de

autovalor pode ser escrito na forma:

n2<1+L) n<1+n2L>

Aa? Aa’ (B1={% (3.11)
n(1+n2L) (1+n4L)—(n2—1)ﬂ ¢ 0

Aa? Aa? EA

A matriz de rigidez contém os termos da matriz de (3.11) com excessdo

dos termos multiplicados pela carga.
[Ke — qK¢ 1Dp = 0; D, =[B,C]" (3.12)

onde

2 I 2 I
n (”m) ”(“" m)

(1+ ZL) (1+ 4L)
n n Aa? n Aa?

é a matriz de rigidez do anel e a matriz de rigidez geométrica contém somente 0s

K, = (3.13)

termos da matriz de ( 3.11 ) multiplicados pela carga.

0 0
K; = [ 2 a l (3.14)
0 —(n*-1)—
(n* -1~
K, é a matriz de rigidez geométrica.

Para que o sistema (3.11) tenha solugdo nao trivial, o determinante dos

coeficientes das equacbes ( 3.9 ) deve ser igual a zero, ou seja:

2(1+ 1) (1+ 2 1)
n Aa? n n Aa? _
. p sal =0 (3.15)
2 4 _ 2 _ =
n(1+n AaZ) (1+n Aa2> =D

Calculando o determinante ( 3.15) e isolando g, resulta na expressao:

n?—1 (EI
q= _I(a_g) n=234.. (3.16)

1+1W
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que representa as infinitas cargas de bifurcacéo do anel.

Conforme Brush e Almroth (1975), o termo 1/Aa? pode ser desprezado para

anéis esbeltos por ser muito menor que a unidade, resultando em:
El
q=(n2—1)g n=234.. (3.17)

Para o0 caso de cascas cilindricas, considera-se um anel com base b unitaria
e a rigidez a flexdo EI é substituido na expressao acima pela rigidez a flexao da
casca dada por (Brush e Almroth, 1975)

Eh3

D=———
12(1 —v2)

(3.18)

onde v € o coeficiente de Poisson do material e a carga de bifurcacao é dada por

q=n*- 1)L(h)3 n=234.. (3.19)

12(1-v?) \a
O valor da carga critica do anel € o menor autovalor que corresponde a

n = 2, que corresponde a uma ovalizacdo do anel, ou seja:

El

= (3.20)

Qer =3

Para o caso de cascas cilindricas, a rigidez a flexdo EI € substituida na
expressao acima, e em toda a formulacdo que se segue, pela rigidez a flexdo da

casca dada por (comprimento b unitario) (Kyriakides e Corona, 2007):

Eh3

D=—1—
12(1 —v?)

(3.21)

onde v é o coeficiente de Poisson do material.

Para o caso de uma casca cilindrica longa (tubulacdo), tem-se (Kyriakides e
Corona, 2007):

o= g () (3.22)
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A Figura 3.1 mostra 0 modo de flambagem de um duto sob pressédo
hidrostatica por ovalizacdo (n.,. = 2) e estagios avancados de deformacéo de uma
tubulacédo, onde se observa o fenébmeno de propagacdo da flambagem no modelo
experimental da figura (b), que se constitui em um fendémeno bastante perigoso
em tubulagdes submarinas, gerando grandes prejuizos, que condiz com o resultado
numérico obtido pelo programa ABAQUS como ilutrado na figura (a) (Oliveira e
Netto, 2020).

(a) (b) (©)

Figura 3.1: Experimentos de colapso e analises de confiabilidade de tubos corroidos
para aplicacdes offshore. Oliveira e Netto (2020)

3.3.2.
Anel com carregamento de presséao hidrostatica e fundacéao

Aplicando-se novamente o critério do equilibrio adjacente, tem-se, com base

nas equacbes de equilibrio (2.43) e (2.47), o seguinte sistema de equacdes

linearizado
EI nr 144 EA ! EA 144 ! !
E(Wl -vy)+ ?[WO(Ul —wy)] — 7(”1 +wy) + q(v; —wy)
=0 (3.23)
El INIIT ’ " EA ’ KgW{,
_E(Ul - wy) +?W0(U1 —wy') +7(U1 +wo +wy) —
+ Kra(wg +wy) +q(vy +wy+w; +a) =0 (3.24)

Brush e Almroth (1975), ao considerarem o efeito de uma fundagdo tipo
Winkler na carga critica, desconsideram o efeito da reagcdo da fundacdo no

deslocamento pré-critico — ver pg. 143, Eq. (4.32). Neste caso, a substitui¢do de
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w, dado pela Equagdo (3.3) nas equagbes (3.23) e (3.24) resulta nas
seguintes equacdes de equilibrio critico:

(vy +w,)EAa? + (vy + w))'EI = 0

" ’ " r (3'25 )
K.a*wy + (w1 +wy)qa® + [(vy + w,)EA — K wy|a* — (vy —w,)""EI = 0
Introduzindo ( 3.8 ) nas equac0es ( 3.24 ) leva a:
I I
Ean? (1 +—)B+Ean<1 +n2—>C =0
I 4 [ 2 qa 1 2 2 '
n(1+n2A—az)B+[<1+n A—az)—(n —1)ﬁ+ﬁ(l(ra +Kg7’l )]CZO

Para uma solucdo nao trivial, o determinante da matriz dos coeficientes 0s

nas equacdes ( 3.26 ) deve ser igual a zero, ou seja:

2 I 2 1
w(1452) n(1+n5z) _
—0  (3.27)
n<1+n2L) (1+n4’L)—(n2—1)ﬂ+i(Ka2+Knz)
Aa? Aa? EA EAVT 9

Neste caso, muda apenas a matriz de rigidez que passa a ser dada por:

1 I
Ea n? <1 + A_a2> Ean (1 + n? A_a2>
Kp = ! ; 1 (3.28)
2 4 2 2
n<1+n A_a2> <1+Tl A—a2>+ﬁ(Kra +Kgn)
Isolando g na expressdo ( 3.27 ) resulta em:
EI[n*(n®*-2)+1 K.a? + K ,n?
Lt )+1 | (K o) n=234.. (3.29)

q =
a3 (1 + ﬁ) (n2-1) a(n? —1)

De forma analoga ao item 3.3.1, desprezando o termo I/Aa? por ser muito

menor que a unidade, tem-se:

El[n*(n® — 2) + 1] + a*(K,a? + K,;n?)
1= a3(n?—-1)

(3.30)

Anélogo a uma coluna com uma fundag&o tipo Winkler, o nimero de ondas
circunferéncias n associado ao modo critico depende dos parametros de rigidez da

fundacdo, como sera mostrado através da analise paramétrica no Capitulo 5.
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3.3.3.
Carga de pressdao centralmente direcionada

Singer e Babcock (1970), Brush e Almroth (1975) e Schmidt (1980), dentre
outros, mostram que a carga critica de um anel varia bastante em funcdo da
expressdo adotada para o trabalho da carga distribuida e da energia potencial
gravitacional. Em particular, Schmidt (1980) discute as diferentes expressdes e
valores da pressao critica de anéis esbeltos sob carregamento distribuido ao longo
do anel. Ele entdo deduz a carga critica para o caso de carga externa com dire¢do
constante para anéis e arcos circulares e compara com os valores comumente

citados na literatura.

Considerando, como formulado no Capitulo 2, que carga € sempre
direcionada ao centro do anel, as equacdes de equilibrio critico tomam a forma

EAa?(vy + wy) + EI(v; —wy)" —qa3w; =0

3.31
EAa?(vi + wy) — EI(v; —wy)" +qa®(vy +w))' =0 ( )

Considerando a solucdo analitica ( 3.8 ), obtém-se o determinante:
1 I qa
2 2
) (e
" ( VPR " TEa

I qa I qa
2_ - 1= 4~ Y _ 21T
n(1+n Aa? EA) <1+" AaZ) " EA

=0 (3.32)

que leva ao seguinte polinémio quadratico em g:

I qa qa>2
2 _ 2 —_pn2) 1 _ [ =
(n? = 12— + (2 n)EA+(EA) 0 (3.33)

Para anéis esbeltos, [I/(4a?)] « 1, ignorando o terceiro termo em ( 3.33),

obtém-se a aproximacao para as cargas de bifurcacdo do anel sem fundacéo:

_(n?—-1)?

EI
—— ( ) n=234.. (3.34)

a3

Como no caso da pressao hidrostatica, 0 menor autovalor ocorre para n = 2,

sendo igual a:
El
q=45 = (3.35)

Este resultado é 50% maior que a pressdo critica considerando a pressao

hidrostatica. Cabe ressaltar que isto se deve ao pequeno valor de n critico. Para
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cascas cilindricas longas, também se observa uma grande diferenca entre as cargas
criticas para pequenos valores de n quando diferentes teorias de cascas Sao
empregadas e quando se usa diferentes aproximagfes para 0 potencial
gravitacional da carga externa (ver, por exemplo, Brush e Almroth (1975), Cap. 5,
pg. 166).

Verificou-se que os autovalores encontrados da carga de pressédo-fluido e da

carga de pressao direcionada centralmente, séo respectivamente

.= (n? — 1)? (EI)

g=m-Da e =
a3 n2—2 \a3

(3.36)
Em ambos os casos, a carga critica corresponde a n = 2, e a magnitude da
carga critica para o anel circular é extremamente sensivel ao comportamento da

carga aplicada durante a deformacéo do anel.

Por outro lado, se n fosse muito maior que a unidade, como pode ocorrer,
digamos, para um anel em uma fundacao elastica, as cargas criticas dadas pelas
duas equagdes sdo aproximadamente as mesmas, e a distingdo entre diferentes

modelagens de carregamento sdo em geral de pouca importancia.

Para o caso do anel com fundacéo elastica, considerando a hipétese de carga
externa com direcdo constante, tem-se 0 seguinte determinante caracteristico:
1 I a
n2(1+—) n(1+n2F—Z—A)
a a =0 (3.37)
EA EA

3.4.
Efeito da fundacado na solucéo pré-critica

Considerando o efeito da fundacao na solucédo pré-critica, Equacdes ( 3.38)
e (3.39), tem-se, com base nas equacdes de equilibrio (2.43) e (2.47), 0

seguinte sistema de equacdes linearizado:
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E rnr 14 qEA 1A EA 14 ! !
3 (wy _vl)_EA+K az(v1_W1)—7(U1 +wi) + q(vy —wy)
T
= (3.38)
E1 NI qEA r 17 EA r KQW{,
3 vy —wy)" = FA+ K. (vi —wi) + Py (vi +wy) — + Kra(w,)
+qwi+wy) =0 (3.39)

Neste caso do anel com fundacao elastica, tem-se a seguinte matriz de

rigidez geometrica:

| qA qAn I
1+A 1+A
K, = (q:An) wa A+ 1)12 (3.40)
(1+A)EA ﬁ( _(1+A)>

onde A = K,a?/EA.

3.5.
Aplicacdo do principio da energia potencial minima

Os mesmos resultados podem ser obtidos usando-se o principio da energia
potencial minima. Neste caso, calcula-se a variacdo da energia potencial total
entre as configuracdes fundamental e a configuracdo perturbada, ou seja:

All = [TI(vy + vy, Wy + wy) — (v, wy) (3.41)

A Equacéo ( 3.41 ) pode ser reescrita como:

1 1
All = 6AI1 +§ 52411 + 3 53411

1 4
+; 8%l (3.42)

onde §™AII ¢é a enésima variagcdo do funcional All.

Sendo (vy, wy) a configuracdo original de equilibrio, §AIT = 0 e, seguindo
o critério de Trefftz, tem-se que:
8(824I1) =0 (3.43)
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cujas equacdes de Euler-Lagrange sdo as equac6es de equilibrio critico do anel, as
mesmas obtidas anteriormente pelo critério do equilibrio adjacente.

Considerando todos os termos em AIl, obtém-se as equacgdes ndo lineares do

caminho poés-critico.
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4
Frequéncias naturais da estrutura carregada e modos de
vibragao

Neste capitulo, sdo obtidas as expressdes analiticas para as frequéncias
naturais e modos de vibragdo considerando o efeito de um pré-carregamento

estatico e da fundacéo.

4.1.
Equacdes nao lineares de movimento

Com base nas equagdes de movimento obtidas no Capitulo 2 e aplicando o
critério do equilibrio adjacente, obtém-se as seguintes equacdes de movimento:

nr EA

r ! EA 143 !
E(vl —wy)— 55(771 —wy)?® — pe [(Wo + wy +wi) (v —wy)]

EA 172 12 Ip . . 1 .
+ 7(171 +wy) — ;(Ul —wy) —q(vy —wy) — Apia
=0 (4.1)

El 3EA

E(W -wy)'" — 243 [(vy — W{)Z(U{ —w;')]

EAT1 2 12 " l; 1 "
“Z _(U1 —wi%) + vy (v, —wy) +vi(wp +wy —wy)

7] 12 EA ’ 7]
_W1 (W0+W1)+v1 ]—7(171+W0+W1—K9W1

Ip .. .., ,
—Z(V1_W1) —q(v1 +wo +wy)

— [K(wo + wy) + Apwy — qla =0 (4.2)
Para o calculo das frequéncias naturais e modos de vibragéo, linearizam-se

as equacOes em torno de uma configuracao de equilibrio estatico dada por w, (ver
item 3.2).
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4.1.1.
Anel com carregamento de presséao hidrostatica

Inicialmente as equacdes de equilibrio estatico linearizadas s@o obtidas

considerando somente o efeito da pressdo hidrostatica. Neste caso, tem-se:

El EA Ip . .
;(171 —wy)" — =z [(v1 — wy Iwe] + 7(17{' +wy) — ;(1& —wy)
—q(vy —wy) —Apiha=0 (4.3)
El EA Ip . .
= W —w)" ——awo (v —wy) = — (W + wo +wy) —— (U — W)
—q(v; +wy+wy) —qa—Apw,a =0 (4.4)

A substituicdo de wy (3.3) em (4.3) e (4.4 ) resultaem:
—Apva* + (v + wy) EAa? — (¥, —w))Ipa? + (v; —wy)'EI =0  (4.5)
—Apwya* — (wy + wi')qa® — (v; + wy)EAa? — (¥, — wy)'Ipa’
+ (v, —w)"EI =0 (4.6)

A solucdo analitica do problema de valor de contorno, em termos das

funcbes em 6 e t, tem a forma:

v, = B, sen(w,t)sen(nb)

w, = C, sen(w,t) cos(nh) (4.7)

onde B,, e C, sdo as amplitudes modais do enésimo modo de vibracdo, w, é a
frequéncia natural em rad/s e n é o nimero de ondas circunferenciais do enésimo

modo de vibracéo.

Substituindo (4.7 ) em (4.5) e (4.6), obtém-se o seguinte sistema de

equacdes algébricas homogéneas:
—BApw?a* — I(pw?a? + En?)(B + Cn) + EAa’*n(Bn+C) =0 (4.8)

—CApw?a* — In(pw?a®? — En?)(B + Cn)(B + Cn) + EAa?(Bn + C)
—Cqa®(n®*-1)=0 (4.9)

que, em forma matricial, pode ser escrito como
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[Kg — wzM ] D, = 0; D, = [By, C,]" (4.10)

onde Ky é matriz de rigidez para o anel com carregamento de pressdo hidrostatica

En?(l + Aa?) En(In? + Aa?)
E = 2 2 4 2Y _ 3 (m2 _ (4.11)
En(In® + Aa®) E(In*+ Aa®) —qa*(n 1)
e M € a matriz de massa
2
pu-a In In? + Aa? ( )

Se ndo for considerado o efeito da inércia a rotacdo, a matriz de massa se

reduz a:

—Apw?a* 0

Ky =
M 0 —Apw?a*

(4.13)

Para que o problema de autovalor tenha solucéo ndo trivial, o determinante
da matriz dos coeficientes |Kr — w2M| deve ser igual a zero . Calculando-se o

determinante e igualando o mesmo a zero, obtém-se a equacéo:

A?p?2%2a8 + pAa®(IApA — EA?)(n? + 1) + qa®[pA(I + Aa?) — EAn?](n® — 1)
— ElApAa*n?(2n? — 1) + EIAa?(En? — pAa®)(n* —n? + 1)
=0 (4.14)

onde 1 = w? sdo os autovalores do polinémio caracteristico.

Para cada valor de n, obtém-se duas raizes onde a menor delas (1,,;) esta
associada ao modo de vibracdo de flexdo no plano do anel e a maior (4,,), ao
modo de vibracdo circunferencial. A raiz quadrada de A,, resulta na frequéncia

natural (w,,) em rad/s, sendo as duas frequéncias dadas por ( 4.15) e (4.16).
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El 2nt 2+1+MZ(2+1)
2pa2(Aa? + 2+ 1)) T 7

qa
(EI )(2 D

{ZAa2 4qa®

Win =

(Gn* —2n%2+1) + 1 2n*-3n2+1)

2qa
+ %(Sn“ —4n? 4+ 1) + (9n* —6n* + 1)
qa (qa 2qa®\ qa®[(24a* qa® . "
+[EA<EA+ El >+ El < )| D
v,
1/,
(n*+2n% + 1)} (4.15)

24

El 2n* 2+1+Aaz(2+1)
2pa2(Aa? + 2 + 1)) <" T "

qa -
- (S E)or-

24a? 4qa®
{ (5n* —2n%+1) + Z?I

Wop =

(2n* —3n%2 +1)

2qa
+%(3n4—4n2 +1) + (9n* — 6n% + 1)

qa (qa 2qa®\ qa® (2Aa? qa
—-2n%+1
+lEA<EA+ E1>+E1< I (" —2n*+1)
1/2
7,
(n*+2n% + 1)} (4.16)

24



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

71

4.1.2.
Anel com carregamento de presséao hidrostatica e fundacao

No caso de se considerar adicionalmente o efeito da fundacdo elastica, as

equacOes de movimento linearizadas tomam a forma:
—Apiya* + [(v; + w)'EA — (H; —wy)Ipla? + (v —w))"EI =0  (4.17)

—(Apw, + Kwy)a* — (wy +wi)qa’
— [y + w)EA+ (i, —wy)'Ip — Kywy'|a? + (v, — wy)"'El
=0 (4.18)

Como no caso anterior, a solucdo exata das equac@es diferenciais parciais €

dada por (4.7 ), e chega-se novamente a um problema de autovalor da forma:
[Ky — w2M ] D, = 0; D, = [B,,C,]" (4.19)

onde a matriz de massa continua a ser dada por ( 4.12 ) ou, ndo considerando a

inércia a rotacdo, por ( 4.13 ) e a matriz de rigidez ( 4.20 ) é da forma

Kg
| En? (1 + Aaz) En (1n2 + Aaz)

— (4.20)
En? (In2 + Aaz) E(In*+ Aa®) —qa’(n®* — 1) + az(l('ra2 + Kgnz)

Assim tem-se 0 polinbmio caracteristico:

A%p22%2a8 + Apra®(IpA — EA)(n? + 1) + E?1Aa*n?(n* — 2n2 + 1)
— ElApAa*(2n* —n? + 1)
+ a?(En? — pAa®)(I + Aa®)[—qa(n® — 1) + (K,a? + K;n?)]
=0 (4.21)

onde 2 = w? sdo os autovalores do polindmio caracteristico.

As frequéncias naturais para cada valor de n (w,,) sdo as raizes quadradas de
Ain € A2y, Sendo estas as raizes de ( 4.21). Os resultados sdo w4, (4.22) € way
(4.23).
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(

El A*q?
= 4 _ 2 2
W1 {ZApaz(Aaz oy A(2nt*—n?+ 1)+ 7 (n?+1)

- (M L) 2 - ) + (4 ) o+ )

{A‘* a* 24302

(n*+2n%4+1)+

(5n* —2n% +1)

+ A%(9n* — 6n2 + 1)

AZ 5 2 2
+ |5 QEA + qa) + L (1 + 2402) | (n* — 202 +1)
E?l E2I
4A%qa’®
+ 2 (ant - 307 + 1) + 2 (30 — 4n? + 1)

_ [2a%4® , ,
7 (EA+ a)+—(1+2Aa) (Kya* + Kyn?)(n* - 1)

4A Jn2)(2n? — 1) — 22 (K,a? + K n?)(30% — 1)
1
/
1 2 |
0+ Aa?)’(K,a? + K yn?) 2} (4.22)
)
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(

El A*q?
= 4 _ 2 2
W, {ZApaz(Aaz oy A(2nt*—n?+ 1)+ 7 (n?+1)

- (M L) 2 - ) + (4 ) o+ )

Ata* 24%a?
+{ (n*+2n2+1)+ Ia (5n* —2n% +1)

+ A%(9n* — 6n2 + 1)

AZ 5 2 2
+ |5 QEA + qa) + L (1 + 2402) | (n* — 202 +1)
E?l E2I
4A%qa’®
+ 2 (ant - 307 + 1) + 2 (30 — 4n? + 1)

_ [2a%4® , ,
7 (EA+ a)+—(1+2Aa) (Kya* + Kyn?)(n* - 1)

4A Jn2)(2n? — 1) — 22 (K,a? + K n?)(30% — 1)
1
/
1 2 |
0+ Aa?)’(K,a? + K yn?) 2} (4.23)
)
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5
Analise paramétrica da carga critica

Neste capitulo, apresenta-se uma analise paramétrica da influéncia da
geometria do anel e das caracteristicas fisicas do anel e da fundagdo na carga e
modo critico. Para generalizar os resultados, as expressdes deduzidas no Capitulo

3 sdo reescritas em uma forma adimensional.

5.1.
Influéncia da fundacao na carga critica e modo critico

Inicialmente, estuda-se a influéncia da fundacdo nas cargas de bifurcacéo
desconsiderando o efeito da fundagdo na solugdo fundamental, Equacdo ( 3.3 ),
seguindo o procedimento apresentado por Brush e Almroth (1975). A equacdo das
cargas de bifurcacdo do anel submetido ao carregamento de pressdo hidrostatica
em funcdo do nimero de ondas circunferenciais e caracteristicas geométricas do

anel e do material do anel e fundacéo é dada pela Equacéo ( 3.29 ):

Elln*(n* —2)+1]  K.a*+K;n?

q= ; - n=234.. (3.29)
3 L 2 _ a(n?-1)
a (1 +Aa2) (n 1)
Considerando as variaveis adimensionais:
3 4 2
_ qa°> _ K.a* _  Kja
9= "= % T Ty (5.1)

e substituindo (5.1) em (3.29), obém-se a expressdo da carga critica

adimensional:

nz(n2—2)+1+l?r+1?gn2
nz—1 nz—1

g= n=234.. (5.2)
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que é fungdo apenas do nimero de ondas circunferenciais n e dos parametros da
fundagéo K, e K. Cabe ressaltar que estes parametros adimensionais expressam a

relacdo entre a rigidez da fundagdo e a rigidez a flexdo do anel, EI.

Inicialmente, analisa-se o efeito da fundacdo de Winkler na carga e modo
critico do anel. A Figura 5.1 mostra a variacdo das cargas de bifurcagdo em
funcdo do nimero de ondas circunferenciais n para valores selecionados de K,
com base na Equacdo (5.2). A variavel n é aqui tratada como uma variavel
continua. Na Figura 5.1, verifica-se que para cada valor da rigidez da fundagéo
K,, a carga atinge um minimo em um certo valor de n,, que corresponde a carga
critica do anel. Observa-se que, a medida que a rigidez da fundagdo cresce,
aumenta o nimero de ondas circunferenciais n associado ao modo critico. Por
exemplo, para K, = 100, percebe-se que n. = 3, enquanto para o anel sem
fundacdo, como visto no capitulo 3, n. = 2. Observa-se também o aumento
significativo da carga critica com a da rigidez da fundagdo K,, ja que esta
contribui para 0 aumento da rigidez efetiva do conjunto anel-fundacao.

q

300
200 Rigidez da fundagdo
K, =
—K,=10
K,=100
— Kk ,=1000
100 = K . =10000

n

Figura 5.1: Variacéo da carga critica com o nimero de ondas circunferéncias n para
valores selecionados da rigidez da fundagdo K, para K; = 0
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Entretanto, n é uma variavel inteira. Conforme observado na Figura 2.1, a
medida que a rigidez da fundacdo cresce, vai crescendo o valor de n critico e,
portanto, a carga critica. A Figura 5.2 mostra a variacdo da carga critica com o
parametro de rigidez da fundagdo de Winkler K, para valores selecionados da n.
Observa-se inicialmente (curva em azul) que, para K, < 96, 0 modo critico tem
duas ondas circunferenciais (n.. = 2), como ocorre para o anel sem fundacao,
como mostrado no Capitulo 3. Para K, < 1, praticamente néo se tem efeito da
fundacdo sobre a carga critica, sendo g., = 3. No intervalo 96 < K, < 166, 0
modo critico passa a ter trés ondas circunferenciais (curva em vermelho, n., = 3).
No intervalo 166 < K, < 438, 0 modo critico passa a ter quatro ondas
circunferenciais (curva em verde, n., = 4). A seguir, no intervalo 438 < K, <
958, 0 modo critico passa a ter cinco ondas circunferenciais (curva em marrom,
ng = 5). Portanto, onde as curvas se interceptam, o anel apresenta duas cargas de
bifurcacdo coincidentes, o que pode dar origem ao fendbmeno de acoplamento
modal segundo Gioncu (1994). Observa-se, pois, que, a medida que K, aumenta,
vai aumentando o nimero de ondas associado ao modo critico, o que ja foi visto
também na Figura 5.1. O mesmo fendmeno € observado em vigas sobre base
elastica, como mostra Bazant e Cedolin (1991). Cabe observar que o parametro
K, = K,.a*/EI é a razdo da rigidez da fundacdo de Winkler pela rigidez a flexéo
do anel. Assim valores elevados de K, significam que a rigidez da fundagéo é bem
superior a rigidez a flexdo do anel. Quando K, — oo tem-se uma fundacéo rigida,
0 que leva a uma carga critica infinita. Quando as forgas de contato entre o anel e
a fundacdo se tornam elevadas, pode ocorrer em certas fundacfes o descolamento
do anel e tem-se entdo um problema de contato unilateral, onde o anel, ao perder a
estabilidade, descola da fundagdo em uma regido definida pelo angulo ¢, como

ilustrado na Figura 5.3, de Silveira et al., (2013).
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=

100
80
60 Numero de ondas circunferenciais (n)
n=2
n=3
n=4
40
n=5
— n=6
20
0
1 10 100 1000 10000
K

r

Figura 5.2: Variag&o da carga critica com a rigidez da fundacgéo K, para valores
selecionados do niumero de ondas circunferenciais n

100
4 Stein and Wriggers (1984)
Present work

9 | < >
1  =24.6°
80 — .
70
¢ =239
60 6 =30.1°
—
A 50 4 M‘J 7 A =pRAJ/EL:

.00
16

19.56
h

3497
50.06

60.23
| 7122 P a

1 s0.30 ¢
] /

7 16.90
10 / =

B |:|/ 3361
04—

0.000 0.025 0.050 0.075 0.100 0.125
VIR

40

$=32.9°
30

Figura 5.3: Caminho néo linear de equilibrio de um anel esbelto em contato unilateral
com uma fundacéo. Silveira et al. (2013).

Estuda-se agora o efeito do coeficiente de fundacgédo de Pasternak associado
ao cisalhamento, I?g, na carga critica do anel. A Figura 5.4 (pp 78 a 80) mostra,
para valores selecionados de K, e I?g, a variacdo da carga de bifurcacdo com o

namero de ondas circunferenciais n. Observa-se, como esperado, um aumento na
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carga critica a medida que K, cresce. A Figura 5.5 mostra a variagdo da carga
critica com a rigidez da fundagio K, para valores selecionados de I?g e do numero
de ondas circunferenciais n. A Figura 5.5 ilustra o efeito de I?g na carga critica e
modo critico. Observa-se que, a medida que I?Q cresce, a faixa de K, associado a
cada valor de nimero de ondas critico varia, como mostra a Tabela 5.1, onde se
apresentam os valores de K,. onde o modo critico muda de n para n + 1. Observa-
se que a faixa de valores de K, associada ao modo critico com duas ondas
circunferenciais cresce e a zona de transicdo onde o numero de ondas critico
aumenta vai se tornando cada vez menor e para K, = 1000, os pontos de
transicdo se acumulam no intervalo 1046 < K, < 1958, ou seja, em uma
pequena faixa de variacdo de K,, o nimero de ondas critico cresce rapidamente.
Complementando esta analise, a Figura 5.6 ilustra, para cada valor de n, a
influéncia do parametro de rigidez da fundacdo I?g na carga critica. Como
observado na equacdo da carga critica adimensional, a carga critica aumenta com
I?g e n2. Para um dado valor de n, a diferenca entre as sucessivas cargas de

bifurcacio decresce a medida que K, aumenta.

<
< |

1200 1200

800 800
K 4= 100
400 — 400 .
—K 4=1000 — K 4=1000
— -
0 0
2 4 6 8 10 12 2 4 6 8 10 12
n n
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1000
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e) K. = 10000

Figura 5.4: Variagao da carga de bifurcacéo com o nimero de ondas circunferenciais n
para valores selecionados da rigidez da fundagao K, € K.
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< |

1400

1200

1000

800
10 100 1000 10000

K,
e) K, = 1000

Figura 5.5: Variag&o da carga critica com a rigidez da fundagéo K, para valores
selecionados do nimero de ondas circunferenciais n e da rigidez da fundagéo K,

Tabela 5.1: Valores de K, onde ocorre mudanga do modo critico para valores

crescentes de K.

= |

_ K,
K,
2-3 3-4 4-5 5-6
0 46 166 438 958
50 96 216 488 1008
100 146 266 538 1058
500 546 666 938 1458
1000 1046 1166 1438 1958
q
4000 4000
_ﬁg =0
3000 3000 —K,4=50
—K 4=100
2000 2000
— K 4=1000
1000 1000
0 0
10 100 1000 10 1000 B
Kr K,
ayn=2 byn=3
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4000 4000

3000 3000
2000 2000
1000 1000
0 0
10 100 1000 10000 100000 10 100 1000 10000 10000047
K, K,
c)n=4 dn=5
q
4000
3000
2000
1000

10 100 1000 10000 100000
K,

e)yn==6

Figura 5.6: Variag&o da carga critica com a rigidez da fundacéo K, para valores
selecionados de ridigez da fundacao I?g para o nimero de ondas circunferenciais n

Consideracédo da influéncia da fundacdo na solucao fundamental na
carga e modo critico

Considera-se agora o efeito da fundacdo de Pasternak na solucédo

fundamental do anel. Neste caso, o deslocamento radial que descreve a solucdo

fundamental passa a ser dado, como deduzido no Capitulo 3, por:

—q —q —qa’

EA " EA+K,a?

7 (5.3)
+ a + K, Z + K,

IR

~EA
a?
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onde se observa que, como esperado, a contracdo radial é inversamente
proporcional a K,., ou seja, quanto maior K,., menor a contracao radial w,, 0 que

necessariamente leva a um aumento da carga critica.

A Figura 5.7 mostra a variacdo das cargas de bifurcacdo para valores
selecionados de K, em fungdo de n considerando as duas hipoteses quanto a
solucdo fundamental (Equacdo ( 3.2 ) ou Equacédo ( 3.3)), enquanto a Figura 5.8
compara as curvas para cada K,.. Observa-se que as curvas apresentam o mesmo
tipo de comportamento. Para pequenos valores de K,, os resultados obtidos pelas
duas formulacdes sdo préximos, tendo pouca influéncia na carga e modo critico.
Entretanto, a medida que K, aumenta, observa-se uma gradativa diferenca entre os
resultados. Os resultados mostram que € imprescindivel considerar o efeito da
fundacéo na solucéo fundamental. Cabe ressaltar, como visto no Capitulo 3, que a
solugdo fundamental independe do coeficiente de fundagcdo de Pasternak

associado ao cisalhamento, I?g.

q q
400 400
_ir=0 v
300 o 300 —K,=10
—Kr: 10 -
_ K ,=100
K =100
200 r 200 — K. =1000
— K ,=1000 -
— K ,= 10000

100 —K,=10000 100

0 0
4 8 12 16 4 8 12 16
n n
a) Desconsiderando K, na solugdo b) Considerando K, na solucdo
fundamental fundamental

Figura 5.7: Variacéo da carga critica com o nimero de ondas circunferenciais n para
valores selecionados da rigidez da fundagéo K, para K, = 0,10,100 e 1000
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q
300
200
100
0
4 8 12 16
c)K,. =103
q
60000
40000
20000 k_/

20 40 60

e)K, = 10°
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d) K, = 10*

-~

400000

300000

200000

100000

20 40 60

fyK, = 10°

Figura 5.8: Comparac&o entre as curvas para cada K, nas duas formulacées. Legenda:
e=s CONSiderando a solucdo fundamental; «==me desconsiderando a solucéo

fundamental.
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5.3.
Hipérbole de Euler

Nas normas de projeto de estruturas suscetiveis a flambagem, sempre se
apresenta, para cada material, a variacdo da tensdo critica com um indice de

esbeltez caracteristico da geometria do elemento estrutural.

Para um anel de raio a sob pressdo radial g, tem-se que o esforco normal
circunferencial é dado por N = ga. Assim tem-se que a tensdo normal na secdo

transversal é dada por

o=— (5.4)

onde A é é&rea da secédo do anel.

Assim tem-se que a tensdo critica é dada por:
3

qcra El E (h)
— — . 5.5
P =74 T %40 T 4 \a (5.5)
Para o anel sem fundacédo, tem-se portanto:
-\ 2
qcra EIl k 3E
= =3— =3E(—-) = 5.6
Ocr A Aa? <a> (a/k)z ( )

onde k = ,/I/A é o raio de giracio da secéo transversal do anel.

Observa-se que a tensédo critica depende apenas do mddulo de elasticidade
do material e do coeficiente (k/a)? associado & geometria do anel. Para um anel

de secdo retangular, tem-se que:

UCT=E(%)2=£ (5.7)

onde 1, = (2a/h) é o indice de esbeltez do anel
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Considerando um material com tensdo de escoamento o, enquanto
o < 0, a flambagem ocorre no regime elastico. O caso limite entre o

comportamento elastico e plastico ocorre quando

Ocr = 73 = 0y (5.8)

elim

PN

Assim, o indice de esbeltez limite é funcdo das caracteristicas do material,
sendo dado por:

A = |— (5.9)

Considerando, por exemplo, uma tubulacdo em aco com E = 200 GPa e

g, = 250 MPa, tem-se o indice de esbeltez limite do anel:

E
Reym = | =128.28 (5.10)

elim

Logo, para 4, < A,,._, 0 anel escoa antes de perder a estabilidade e para

elim

Ae > A, 0 anel perde a estabilidade no regime elastico.
e €lim

0 &

Escoamento do material

Flambagem elistica

Figura 5.9: Hipérbole de Euler
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6
Anadlise paramétrica para as frequéncias naturais

Neste capitulo, estuda-se a influéncia dos parametros geométricos e fisicos
do sistema anel-fundagdo nas frequéncias naturais, em particular na primeira
frequéncia natural (frequéncia fundamental) associada ao modo de vibracdo de

flex&o no plano do anel.

6.1.
Frequéncias naturais adimensionais w, € w, do anel sem fundacéao

A primeira frequéncia natural (frequéncia fundamental) para o anel
submetido ao carregamento de pressdo hidrostatica, desconsiderando o efeito da
inércia a rotacdo na matriz de massa é dada, como apresentado no Capitulo 4, por:
EI <Aa2 qa

— - 2 2 _ = 2 __
Al”_—ZApa“ ] +n )(n +1) I (n°-1)

quaf’ 2Aqa® 2qa®n?

4 o2
E212+ 7 I )(n 2n“+1)

A?a*
+< 2 +n4)(n4+2n2+1)

2Aa’*n?
1

1
(n4—6n2+1)l (6.1)

Considerando as variaveis adimensionais
Aa? qad

=T A= ()

tem-se a frequéncia fundamental adimensional:
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_ a’l
@12 3-1:'0 Eln

= %{(6 +n*)(n*+ 1) —qg(n*-1)
—[g@@+256 -2n)(n*—2n2+ 1)+ (2 +nH(n* + 2n% + 1)

—26n2(n* — 6n2 + 1)]1/2} (6.3)

que é funcdo do parametro de carga adimensional g, do pardmetro geométrico & e
do nimero de ondas circunferenciais n. Para um anel com se¢do retangular, tem-
se que § = 12(a/h), que expressa a esbeltez do anel. Quanto maior (a/h), mais

esbelto é o anel.
Considerando g = 0, a Equacdo ( 6.3 ) se reduz para o anel descarregado a:
@, = l{(5 +n2)(n? + 1)
1726
—[(62 +nH)(n* +2n%2 + 1)
—26n*(n* — 6n? + 1)]1/2}} /2 (6.4)

A segunda frequéncia natural adimensional foi obtida de forma analoga a

primeira, sendo dada por
1
— ) 2 2
@, = {25{(8+n )2 + 1)
+[(62 +nH)(n* +2n%2 + 1)
— 26n2(n* — 6n® + 1)]1/2}} 2 (6.5)

Esta frequéncia, associada ao modo de vibracdo circunferencial, € bem

superior a frequéncia fundamental do anel e tem menor importancia pratica.

Considerando o efeito da inércia a rotagdo na matriz de massa, tem-se para a

menor frequéncia:
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’pazlln

{2(6+n2+1)

§|

1
=

1

{(Zn“' —n2+1)+6(n%+1)

q
—g 5+1)(Tl —1)

- {62(714 +2n2+1)+255n*-2n2+1)+ OOn*—6n2+1)

[6( +2q)+q(26+q)](n —-2n*+1)

+4q(2n* —3n%+1)
1,

— 1
+%q(3n4—4n2+1)} 2} (6.6)

Na analise paramétrica apresentada a seguir, observou-se que a influéncia da
inércia a rotacdo na matriz de massa & desprezivel para anéis esbeltos com
a/h = 50, ja que todos os resultados sdo praticamente coincidentes com aqueles
obtidos desconsiderando a inércia a rotacdo. Assim os resultados considerando a

inércia a rotacdo ndo sao apresentados.

A Figura 6.1 mostra a variagdo da menor frequéncia natural adimensional do
anel com o nimero de ondas circunferenciais n para valores selecionados do
parametro do parametro de esbeltez a/h, dentro da faixa de valores encontrados
em aplicagdes praticas. Conforme observado na Figura 6.1, para um dado valor
a/h, a frequéncia natural de flexdo no plano do anel cresce com o numero de
ondas circunferenciais n, sendo a menor frequéncia natural associada ao numero
de ondas circunferenciais n = 2 (para n = 1, tem-se um deslocamento de corpo
rigido com frequéncia nula). Observa-se que a medida que a esbeltez do anel a/h
cresce, hd uma queda acentuada das frequéncia naturais, principalmente para
valores elevados de n. A Figura 6.2 ilustra os dois primeiros modos de flexdo do

anel.
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w1
1
Legenda
0.8
a
h = 50
a
— };= 100
a
06 7, =500
a
— h_= 1000
0.4
0.2

Figura 6.1: Variacdo da menor frequéncia natural adimensional do anel com o nimero de
ondas circunferenciais n para valores selecionados do parametro a/h

1N

=)

E?

<\(\M
T

. 4 lm L\,,_}/?

&
5
Nl

Nuinie

Figura 6.2: Dois primeiros modos de vibrag&o do anel.
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A Figura 6.3 mostra a variagdo da maior frequéncia natural adimensional do
anel com o numero de ondas circunferenciais n para valores selecionados do
parametro a/h. Observa-se que todas as curvas estdo sobrepostas, indicando que
esta frequéncia, associada ao modo circunferencial de vibragdo, independe do
valor de a/h na faixa de valores analisada. Observa-se um crescimento linear da

frequéncia w, com n.

12

Legenda

a _

h =50
a

8 F:IUO

a

h =500

— G
= 1000

Figura 6.3: Variacdo da maior frequéncia natural adimensional do anel com o

numero de ondas circunferenciais n para valores selecionados do parametro a/h
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6.2.
Efeito dos parametros da fundacdo nas frequéncias naturais
adimensionais w; € @,

A equacdo da primeira frequéncia natural para o anel com fundacao
submetido ao carregamento de pressao hidrostatica desconsiderando o efeito da

inércia a rotagcdo na matriz de massa:

)L—Elanz(+1) ( 1) +—— (K 2+ K,n?)
= o0at |\ 1 n’ EIA™" EIANT? "

n* a*
— [(F + I_2> (Tl4 +2n% + 1)

3 /3 2 2
qa’ (qa 2a* 2n 4 )
EIA<E1A+ I A>(n e+ 1)
2a’*n?
~ (n*—6n2+1)
2a®? (qa® a? n?
et B ST L 2 2\ (2 _
EIA<E1A+ ] A)(Kra + Kgn )(n 1)
4-
E212A2(Ka +Kn2)l (6.7)

Colocando 1/A4 em evidéncia, a Equacdo ( 6.7 ) resultaem ( 6.8).

El Aa?
I

= 2hoat —+n>(n +1)——(n —1)+—(Kn +Ka)

A%a*
+l<n4+ > )(n4+2n2+1)

I
qad (qa 2Aa?
— 2n? 4+ _2n?+1
+EI<EI n+1)(n n“+1)
24a°’n?
- (n*—6n2+1)
2a?

3 2
qa ,  Aa 2 2 2
(-2 )2 - D(K, K
EI(EI ne + I)(n )(gn+ ra)

4

EZI2

1,
(K n? +Ka2)l (6.8)
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Considerando as variaveis adimensionais ( 6.9 ) e substituindo em (6.8) e
reorganizando, resulta na Equagdo ( 6.10 ).
_ Aa? qa® _  K.a* _ Kja?

_._=_; ’Kz .9
O=— =3 &= Kg=—p (6.9)

_ a?
a‘)l=\/;1=/pE”

A
1 _
= {%{(nz +8)(n*+1) —q(n* -1 + (K, + Kyn?)

— (@2 +nH(* + 202 + 1) + 3(q - 2% + 28)(n* — 2n? + 1)

—26n*(n* —6n% + 1) — 2(q — n® + 8)(n? — (K, + K,;n?)

N
+(Kr+1<gn2)] }} (6.10)

Considerando g = 0, a Equacédo ( 6.10 ) sereduz a ( 6.11 ).

_ /A a?

= { ! {(6 +n?)(n? + 1) + (K, + K;n?)

26
- [(n4 +6%)(n*+2n?+1) - 26n*(n* —6n2 + 1)

—2(6 = n»)(n?* - 1)(K, + K,;n?)

+ (K, + Egnz)z]%}} 2 (6.11)

A segunda frequéncia natural adimensional foi obtida de forma anéloga a da

primeira.
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_ ’/’1 a?

= {%{(6 +n?)(n?+ 1) + (K, + Kyn?)

+|(n*+ 8> (n* + 2n% + 1) — 26n*(n* — 6n% + 1)

—2(6 —n®)(n® — 1)(K, + K;n?)

1
+ (K, + Kyn?)’| / 2}} Y2 (6.12)

A Figura 6.4 mostra a variagdo da frequéncia natural adimensional de
flexdo w, com o numero de ondas circunferenciais n para quatro valores de a/h
(a/h = 20,50,100 e 500) e valores selecionados da rigidez da fundacio K,
(K, = 100,500, 1000). Conforme mostra a Figura 6.4, quanto maior o niimero de
ondas circunferenciais n, maior a frequéncia natural. Quanto maior a razéo a/h,
ou seja, quanto mais esbelto o anel, menores os valores de frequéncias naturais
para 0S mesmos numeros de ondas circunferenciais n. Como esperado, as
frequéncias naturais aumentam a medida que a rigidez da fundacdo aumenta. Para
um dado valor de a/h, a diferenca entre as frequéncias naturais diminui a medida
que n aumenta.

w4
1.6

12
038

0.4

a)a/h =20 b) a/h =50
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w4 w
0.3 0.06
0.2 0.04
0.1 0.02
0 0
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
n n
c)a/h =100 d) a/h =500

Figura 6.4: Variacéo da menor frequéncia natural adimensional do anel com fundagéo
desconsiderando o efeito da inércia a rotagdo na matriz de massa com o nimero de
ondas circunferenciais n para a/h = 20,50,100 e 500 e valores selecionados da rigidez
da fundagéo K,

A Figura 6.5 apresenta a variacdo da frequéncia natural de flexdo com a
rigidez da fundacdo K, para a/h = 50 e valores selecionados do nimero de
ondas circunferenciais n. A Figura 6.5 mostra que, quanto maior o numero de
ondas circunferenciais n, maior a frequéncia natural de flexdo, crescendo a
diferenca entre os resultados com o aumento de K,.. Ndo ha diferenca visivel entre
os graficos conforme aumenta a/h. Para K, proximo a 10°, cada frequéncia tende

a um determinado valor constante.
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Numero de ondas circunferenciais (n)
—F) = 2
— ) = 3

n=4

n=5

10 100 1000 10000 100000 1000000

K,

Figura 6.5: Variacéo da menor frequéncia natural adimensional do anel com fundagéo
desconsiderando o efeito da inércia a rotagdo na matriz de massa com a rigidez da
fundacéo K, para a/h = 50 e valores selecionados do nimero de ondas circunferenciais
n

A Figura 6.6 mostra a variacdo da segunda frequéncia natural @, com o
pardmetro de rigidez da fundagdo K,. Obtém-se um comportamento bastante
distinto daquele obtido para w,. Observa-se uma grande influéncia do nimero de
ondas circunferenciais n para pequenos valores de K,, sendo a frequéncia
adimensional praticamente constante nesta regido. A medida que K, cresce acima
de 108, as frequéncias passam a crescer e todas as curvas convergem para a

mesma frequéncia para valores elevados de K., para todos os valores de n.
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Numero de ondas circunferenciais (n)
—F) = 2
— ) = 3

n=4

n=5

10000 100000 1000000
K,

Figura 6.6: Variacéo da maior frequéncia natural adimensional do anel com fundagéo
desconsiderando o efeito da inércia a rotagdo na matriz de massa com a rigidez da
fundacéo K, para a/h = 50 e valores selecionados do nimero de ondas circunferenciais
n

Para um anel em uma fundacdo tipo Pasternak e submetido a uma pressdo

hidrostatica, as frequéncias naturais adimensionais sdo dadas por:

_ /az
51=\/;= pEln

A
B {%{W + 8+ 1) — g(n? — 1) + (K, + Kgn?)

— [@2 +nH(n* + 202 + 1) + 3(q — 2% + 28)(n* — 2n? + 1)

—26n*(n* —6n% + 1) — 2(q — n® + 8)(n® — (K, + K,;n?)

+ (K. + z?gnZ)Z]l/ 2} } Y2 (6.10)
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_ ’azl
522\/22 pEZn
1

- {ﬁ{(nz +8)(* + 1) —g(n* - 1) + (K, + Kgn?)

+[(@2 +nH (" + 2n2 + 1) + 3(q — 2% + 28)(n* — 2n? + 1)

—26n%(n* —6n% + 1) — 2(q — n* + 8)(n* — D(K, + K,;n?)

+ (K. + z?gnZ)Z]l/ 2} } Y2 (6.13)

A Figura 6.7 mostra a frequéncia fundamental @,; (n=2) com a
magnitude da pressdo hidrostatica, g, para valores selecionados do parametro de
esbeltez a/h, ndo considerando o efeito da fundacéo (K, = I?g = 0). Verifica-se
que para todos os valores do parametro de esbeltez a/h, a frequéncia fundamental
decresce até se anular em g = g, = 3, que corresponde a carga critica do anel,
como Visto anteriormente. Quanto maior o parametro a/h, maior é a variacao da
frequéncia com a carga. Caso se considere uma pressao interna, que induz tensdes
de tragdo no anel, verifica-se um aumento gradativo da frequéncia com a carga
(continuacdo das curvas apresentadas para valores negativos de do parametro de
esbeltez a/h, a frequéncia fundamental decresce até se anular em g). A diferenca

entre as frequéncias decresce quando g se aproxima do valor critico.
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Figura 6.7: Variacdo da menor frequéncia natural adimensional w; do anel com a carga g
para valores selecionados da rigidez da fundacéo e K., sendo K, = 0 paran = 2

A Figura 6.8 ilustra a influéncia do parametro de rigidez K, na relacédo
carga-frequéncia para K, = 0 e a/h = 50. Para cada valor de K., apresentam-se
as quatro menores frequéncias naturais de flex&o (n = 2 a 5) com a carga g. Para
K, = 10, observa-se que a medida que o valor da carga de compressdo aumenta,
os valores das frequéncias diminuem até chegar a carga de bifurcacdo em cada
modo. Nota-se que ha uma grande influéncia do carregamento nas frequéncias de
vibracdo. Para efeito pratico, quando se atinge a primeira carga critica, um dos
autovalores se torna negativo e ocorre a flambagem, passando a estrutura a vibrar
em torno de uma configuracdo de equilibrio pds-critica. Para K, = 100, ja se
observa um comportamento distinto com a curva relativa a n = 2 cruzando as
outras 3 curvas. Neste caso, a primeira frequéncia a se tornar nula é aquela
associada a n = 3. Este resultado concorda com os resultados obtidos para a carga
critica no Capitulo 5, onde se observa que, para este valor, o anel flamba com trés
ondas circunferenciais. Para K, = 500, como se observa na Figura 6.8 (c), o

nimero de semiondas associado a frequéncia fundamental cresce com a carga
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axial compressiva, sendo que a frequéncia associada a n =5 é a primeira a se
tornar nula, concordando com o modo critico para este valor de K,.. Nota-se, neste
caso, varias intercessdes das curvas em torno de K, = 30, o que pode levar a
diversos problemas de ressonancia, incluindo ressonancia interna e interacéo
modal. Entretanto, estes fendmenos s6 podem ser estudados através de uma
formulacdo dinamica ndo linear. Para K, = 1000, este problema se torna mais
evidente, com o numero de ondas associado a menor frequéncia crescendo

rapidamente em um pequeno intervalo de q.

@y
0.16 0.16
0.12 0.12
0.08 0.08
0.04 0.04

q q
b) I?r =100
iy
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05
0
40 80 120 160 100 200 300 B
q q
C) I?r =500 d) I?r = 1000

Figura 6.8: Variacdo da menor frequéncia natural adimensional w, do anel
desconsiderando o efeito da inércia a rotagdo na matriz de massa com a carga g para
valores selecionados de ondas circunferenciais n com rigidezes de fundacéo K, =
10,100,500 e 1000 e I?g =0 paraa/h =50
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A Figura 6.9 mostra a influéncia do pardmetro de rigidez K, na relacéo

carga-frequéncia para I?g =0 e a/h =50 nas quatro menores frequéncias

naturais de vibracdo circunferenciais, @s,.

pequeno para os valores analisados.

w3

6

5
—n=2

4 T n=3
—n=4
—n=5

3

2

100000 300000 500000
q
a)K, =10
w3

6

5
—n=2

p T n=3
—n=4
—n=5

3

\.._._;

200000 400000 600000
q
c)K, =500

Observa-se que o efeito é muito

W3
6
5
—n=2
4 n=3
—n=4
—n=5
3
2
200000 400000 600000
q
b) K. = 100
@3
6
5
—n=2
4 — n=3
—n=4
—n=5
3
2
200000 400000 600000
q
d)K, = 1000

Figura 6.9: Variacdo da maior frequéncia natural adimensional @, do anel
desconsiderando o efeito da inércia a rotagdo na matriz de massa com a carga g para
valores selecionados de ondas circunferenciais n com rigidezes de fundacéo K, =

10,100,500 e 1000 e I?g =0 paraa/h =50

Resultados semelhantes podem ser observados na Figura 6.10 e na Figura

6.11 paraa/h = 100.
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@,
0.16 0.16
0.12 0.12
0.08 0.08
0.04 0.04
0 0
q q
a)K. =10 b) K. = 100
W, w,
0.2 0.25
0.16 0.2
0.12 0.15
0.08 0.1
0.04 0.05
0 0
40 80 120 160 100 200 300 N
q q
c) K, =500 d) K, = 1000

Figura 6.10: Variacdo da menor frequéncia natural adimensional w; do anel
desconsiderando o efeito da inércia a rotagdo na matriz de massa com a carga g para
valores selecionados de ondas circunferenciais n com rigidezes de fundacgéo K, =
10,100,500 e 1000 e I?g =0 paraa/h =100

(()2 wz
6 6
5 5
—n=2 —n=2
4 —n=3 4T —n=3
—n=4 —n=4
—n=5 —n=5
3 3
200000 400000 600000 B 200000 600000 B
q q

a) K, =10 b) K, = 100
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(Uz w 2
6 6
5 5
—_n=2 —n=2
4 T n=3 4 n=3
—n=4 —n=4
—n=5 —n=5
3 3
200000 600000 _ 200000 600000
q q
¢) K, = 500 d) K, = 1000

Figura 6.11: Variagdo da maior frequéncia natural adimensional @, do anel
desconsiderando o efeito da inércia a rotagdo na matriz de massa com a carga g para
valores selecionados de ondas circunferenciais n com rigidezes de fundacdo K, =
10,100,500 e 1000 e I?g =0 paraa/h =100

A influéncia do parametro de rigidez da fundacdo K, na frequéncia natural

adimensional &, é estudada a seguir.

A Figura 6.12 mostra a variagdo das quatro menores frequéncias naturais de
flexdo em funcdo da rigidez da fundagdo, K,, para valores selecionados de I?g.
Verifica-se 0 mesmo tipo de comportamento para todos os quatro valores de n as

frequéncias naturais crescendo com n e I?g.

w9

5

10 1000 100000 10 1000 100000

a) K, =0 b) K, = 50
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10 1000 100000 10 1000 100000
K, K,
c) K, = 500 d) K, = 1000
@y
5

10 1000 100000

al

c) K, = 1000

Figura 6.12: Variacdo da menor frequéncia natural adimensional w; do anel
desconsiderando o efeito da inércia a rotagdo na matriz de massa com fundagédo com a
rigidez da fundagéo K, = 0,50, 100,500 e 1000 para valores selecionados de ondas
circunferenciais n

A Figura 6.13 ilustra a influéncia dos parametros da fundacéo Pasternak K,
e K, nas frequéncias naturais para os quatro primeiros valores de n. A frequéncia
fundamental aumenta com K, para um determinado valor de K,, sendo sua
influéncia particularmente importante para K, < 10°. A influéncia de K, diminui

a medida que K, aumenta e desaparece para grandes valores de K, (fundacéo

rigida).
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10 1000 100000 10 1000 100000

ayn=2 byn=3

10 1000 100000 10 1000 100000

K. K,
c)n=4 dn=5

Figura 6.13: Variagdo da menor frequéncia natural adimensional w, do anel com
fundacgdo com a rigidez da fundacao de Winkler K, para para valores selecionados de
rigidez da fundacéo ao cisalhamento K, para os nameros de ondas circunferenciais
n=234e5.
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7
Efeito das imperfeigoes

Na formulagéo n&o linear do anel imperfeito, considerando como referéncia
a posicdo do anel indeformado, adota-se que os deslocamentos totais com relacéo

a esta configuracdo sdo dados por:

Viotal =V + U
Wiotal = W + W

(7.1)

onde v e w sdo os deslocamentos devidos ao carregamento e ¥ e w descrevem a

imperfeicdo geométrica inicial.

A deformacdo especifica considerando a imperfeicdo é dada por:

a 2

v +w 1<v—w’ 2
g:

) W) — W) (7.2)
a

e a mudanca de curvatura por
v =w"

o= (7.3)

Assim tem-se para a energia interna de deformacao:

U= ]mlEAa{l W+ W)+ — [0 — w)? + (v — w') (¥ — w’)]}2
), 2 a a?
1EI(v' — w'")?

b (7.4)

A energia potencial gravitacional do carregamento externo para o anel

considerando imperfeicdo toma a forma:

2T
fzzqaj W+§[v2+wz+v(217—vT1’)+w(17’+2W)+v’(w+vT/)
0

—w'(v+ )] d6 (7.5)
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A energia interna de deformacao da fundacéo ¢é dada por:
1 21 1 21 Wz@
Up= 5K [ wiado +5K, [ “2de (7.6)
0 0

Assim tem-se o funcional:

1 v +w' 1701 z
F =-EAa{ +—[—(v—w’)2 + (v—w’)(fz—vT/’)]}
2 a a? 12
Ela (v —w')?
4 ( )
2 at
+q[v2+W2+v’(w+W)—w’(v+17)+17’W—vW’

2
1 Kyw'

1
+ 2(v¥ + ww + wa)] + EKrWZa +§

(7.7)

Empregando o célculo variacional, obtém-se o seguinte sistema de equacgdes

ndo lineares de equilibrio da estrutura imperfeita:

EI EA[1 , _ o
S S @-w) S - w) @+ 2T - w = 2+ 5w = )]
a a> 12

EA
+ o [(W+wDw+o—-w -w)—-(wv-w)F@ —w)]

EA
—— @ W)+ T w — W) =0 (7.8)

EI -
_E(U_W)

EA ! ! !
+${3[(v W)@ = W)W —w')
_ UW,(U, +5 —w' — W”)]
3
[ + W) 5 — (7 4w 5]
EA .
+?[(v’ F W T —w =)+ 0+ ) — )

144
ng

" / 1 2 12 EA /
+v (v—w)+§(v -w )]+7(v +w) —

+qv' +7" +w+w)+(@+Kw)a=0 (7.9)
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Linearizando o sistema de equacdes, tem-se:

El A7 EA N (= — N2
- = W)+ [ = W) - WY
EA A ~/ ~ Il r ~ ~ | EA 144 !
—E[(v—w)(v —-w)-(w+w )(v—w)]—;(v +w')
+tqw+7-w' —Ww) (7.10)
El

~ S —w)" + 200 =W - W)@ W) + @ —w) (= W]

a3
EA ! ~ ~ Il 144 ~ ~/ EA !
+?[(v +w) @' —-w')+ W+ )(v—w)]+7(v + w)

144
ng

+qv+v+w +Ww)+ (g +Kw)a (7.11)

Os sistemas de equacbes considerando as imperfeicdes ndo podem ser
resolvidos da mesma forma em que foram resolvidos os que n&o tinham
imperfei¢do, pois ndo ha solugdo analitica para o sistema de equagdes, mesmo
quando linearizadas, pois tem-se um sistema de equacOes diferenciais parciais
com coeficientes variaveis. Por isso, serd utilizado o método de Galerkin, que é
uma forma aproximada de se resolver esses sistemas de equacdes. Tal método é
um caso particular do método dos residuos ponderados. O método consiste em
substituir nas equacdes de equilibrio uma solucdo aproximada que atenda as
condicdes de continuidade dos deslocamentos e esforcos na direcdo
circunferencial, multiplicar as duas equacfes de Euler-Lagrange por funcGes de

ponderacdo e integrar no dominio do problema (neste caso, de 0 a 27), ou seja

]:ZLi[Ajfi(e)] 9i(6)do =0 i=12 (7.12)
1

onde L;[A;f;(6)] (residuo) é a equacdo obtida através da aplicacdo da equacdo de
Euler-Lagrange ao funcional, cujas funcdes sdo aqui substituidas por funcdes de
aproximacdo trigonométricas. O residuo nunca € nulo, pois a funcdo €
aproximada, mas o método busca minimiza-lo utilizando uma funcdo ortogonal
como a func¢do de ponderacgdo. As funcbes g,(6) = sen(m@) e g,(0) = cos(m8b)

sdo as funcOes de ponderacdo aqui utilizadas.
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Para o anel com carregamento de presséo hidrostatica e fundagdo, o0 método

de Galerkin é aplicado as equacdes linearizadas.

As funcgdes de aproximacdo utilizadas mais adequadas para o problema sé&o
as seguintes fungdes trigonométricas baseadas na solucdo do problema perfeito,
onde assume-se que a imperfeicdo geométrica inicial tem a forma do modo de

flambagem:

B
v= Esen(ZG)
w = —C cos(20)
H
U= fsen(ZG)
w = —H cos(26)

(7.13)

Aplicando o método de Galerkin, obtém-se o sistema ndo homogéneo, cuja

solucdo fornece os caminhos ndo lineares de equilibrio da estrutura imperfeita:

T 27m
2nBEAa® + EBqa3 —2nCqa® — HBHZEA + 2nBEI — 8nCEI

27T

3n
5 CHZEA—7an3—ZCEAa27T=O (7.14)

+

— 4 _ 2 _ 3 _ 3 @ 2
nCa*K, —4nCa*Ky; + 4nBEI — 16nCEl + nBqa® — nCqa” + 2 CH"EA

27w
— nCEAad? — EBHZEA + nBEAa? =0 (7.15)

Na analise numérica, adota-se um anel de liga de aluminio 6061 com
E = 68.95 GPa, a = 0.203 m, A = 1.55-10* m2, I = 3.331071° m* e adota-se
niveis crescentes de imperfei¢do. A Figura 7.1 mostra a variacdo da carga g com
as amplitudes de deslocamento B e C, dos deslocamentos v(6) e w(8)
respectivamente para valores selecionados da amplitude de imperfeicdo H. Sé&o
mostrados os resultados para valores positivos de H. Para valores negativos,
obtém-se as mesmas curvas nos outros dois quadrantes. Observa-se que o anel
apresenta inicialmente pequenas deflexdes, mas estas passam a crescer quando a
carga aplicada se aproxima do valor critico. A medida que a imperfeicéo cresce,
diminui a capacidade de carga do anel. Adicionalmente, crescem as tensdes de

flexo-compresséo e, a partir de um certo nivel de deflexdo, o material deve iniciar
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0 escoamento (Kyriakides e Corona, 2007). A Figura 7.2 mostra a solucéo do anel

imperfeito para um anel com fundagdo tendo K, = 69.9 MPa e K, = 666.875

kN.
q (kN)
10 —'//
8
6
4 — H=0mm
H=0.001 mm
5 — H=0.005mm
— H=0.01 mm
0
-0.12 -0.04 0.04 0.12
B (mm)
a)B xq

q (kN)

10 -//

4 —H=0mm

H=0.001 mm
2 — H=0.005mm

—H=0.01mm
0
-0.12 -0.04 0.04 0.12
B (mm)
b)Cxgq

Figura 7.1: Variacdo da carga q com a amplitude de deslocamento (B e C) nas dire¢cdes
v(0) e w(0) respectivamente para valores selecionados da amplitude de imperfeicdo H
para um anel de liga de aluminio 6061. E = 68.95 GPa, a = 0.203 m, A = 1.55 - 10™* m2,

[=333-10"1m*

q (kN)
12000 ‘//
8000
— H=0mm
4000 H=0.001 mm
— H=0.005mm
— H=0.01 mm
0
-0.12 -0.04 0.04 0.12
B (mm)
a)B xq

q (kN)
12000

\

8000
— H=0mm
4000 H=0.001 mm
— H=0.005mm
— H=0.01 mm
0
-0.08 0 0.08
C (mm)
b)Cxq

Figura 7.2: Variacdo da carga q com a amplitude de deslocamento (B e C) nas dire¢cdes
v(6) e w(0) respectivamente para valores selecionados da amplitude de imperfeicdo H
para um anel de liga de aluminio 6061 com fundacgédo de rigidez linear K,. = 69.9 MPa e
rigidez de cisalhamento K; = 666.875 kN. E = 68.95 GPa, a = 0.203m, A = 1.55-107*

m2, [ =3.33-10"1°m*
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7.1
Sensibilidade a imperfeicdes de uma tubulacao

Kyriakides e Corona (2007) apresentam uma formulacdo simplificada para
andlise da sensibilidade a imperfeicGes com base na teoria de cascas cilindricas
esbeltas. Consideramos uma casca longa como um tubo com uma imperfeicéo
geométrica axialmente uniforme definida por (7, w), as equacGes de equilibrio da

casca imperfeita linearizadas tomam a forma:

RNég + Még
vi—-w" v -w" 7.16
M,;’G—RN99+PR2< —-— )—PR(v’+w—17’—v_v)=0( )
com
o v +w v —w"
= = 7.17
€9g R e Koo 72 ( )

onde v e w sdo medidos a partir da geometria de referéncia circular. A
imperfeicdo foi adotada na forma do modo de flambagem (ovalizagdo uniforme),
sendo descrita por:

—sen 260 (7.18)

<Y
Il

W = —acos 20 e

Por inspecdo, a solucdo do sistema ( 7.16 ) é da forma

B
w = —Acos 260 e v=Esen29 (7.19)

0 que resulta nas seguintes equacdes para A e B:

2(1+4p) 41+p) (A _( O
[(1+16P)—3y 2(1 + 4p) {B} _{—Bay} (7.20)
onde
1 hy? Pa(1 — v?
p:‘E(E> ¢ F% (7.21)

Como p « 1, Kyriakides e Corona (2007) desprezaram os termos contendo
p em comparagdo com a unidade e chegaram a seguinte solugdo para a casca

imperfeita:
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_ aP
~ 2(P;—P)

w= cos 26 e v sen 26 (7.22)

“P.—P

onde P, é a carga critica tedrica.

A Figura 7.3 mostra a relagdo pressdo-deslocamento maximo para valores
crescentes de amplitude da imperfeicdo (a variavel de ovalizagdo inicial é dada

por Ap= a/R). A ovalizagdo da casca cresce com a pressao e se torna singular a

medida que se aproxima da pressdo critica da estrutura perfeita. Junto com a
ovalizacdo, as tensdes de flexdo crescem e o material inicia 0 processo de

escoamento levando a uma solugdo elastoplastica, como mostrado na Figura 7.3.

1.2

P

p 1
P ]
T 0.8 1

064/

0.4 1l

0.2 1

0 T T T T I I T T T T
0 1 2 3 4 5

—> w__/R{(%)
max

Figura 7.3: Respostas de deslocamento maximo-pressao para um tubo imperfeito.
Resultados da andlise elastica linear e pelo programa BEPTICO para material elastico-
plastico. Kyriakides e Corona (2007).

Seguindo o raciocinio de Kyriakides e Corona (2007), para o anel com
fundacdo tendo um modo critico com n ondas circunferenciais, assume-se a

imperfeicdo geométrica inicial na forma do modo de flambagem, sendo dada por
a

w = —acosnf e 17=Esenn0 (7.23)

e a solugdo aproximada das equacdes por

B
w = —A cosnb e vzisenne (7.24)
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0 que resulta nas seguintes equacOes para A e B

2 I 2 I
Ean (1+m) Ean(1+n m)
142 |4t +L(K 2+ K,n?)
T g2 " 4az) TEaA VY T A

- {—3an}

A

113

(7.25)
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8
Conclusoées e sugestoes

Nesta dissertacdo, estudou-se a estabilidade e vibracbes de anéis e

tubulacdes de paredes finas em uma base elastica de Pasternak.

O estudo comegou com a apresentacdo dos funcionais de energia interna de
deformacéo, como base na teoria ndo linear descrita em Brush e Almroth (1975),
energia potencial das cargas externas, energia interna de deformacéo da fundacéo

de Pasternak e energia cinética.

Com base na fungdo de Lagrange e no principio de Hamilton, foram obtidas
as equacOes ndo lineares de movimento do anel, que, posteriormente, quando
linearizadas, deram origem as expressdes analiticas para o calculo das frequéncias
naturais e modos de vibracdo. Através do critério do equilibrio adjacente e da

energia potencial minima, foram deduzidas as equac6es de equilibrio critico.

Com as expressOes de carga critica deduzidas, foi possivel torna-las
adimensionais para estudar, através de uma analise paramétrica, a influéncia dos
parametros da fundacéo elastica na carga e modo critico do anel. Como referéncia,
foi deduzida a carga critica do anel sem fundagdo, considerando uma pressao
hidrostatica e uma carga distribuida sempre apontando para o centro do anel
indeformado. Foi ressaltada a importancia da modelagem do carregamento na
obtencdo da carga critica, tendo sido adotada na dissertacdo a modelagem da
pressdo hidrostatica que considera o carater seguidor da pressdo. Quando se
considera uma tubulacdo longa, em vez de um anel, usa-se a teoria de cascas
cilindricas e a carga critica passa a depender do coeficiente de Poisson do

material.

Primeiramente, estudou-se a influéncia da fundacdo nas cargas de

bifurcacdo desconsiderando o efeito da fundagdo na solugéo fundamental.
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Inicialmente, o efeito da fundagdo de Winkler na carga e modo critico do anel foi
analisado. A andlise permitiu concluir que para cada valor da rigidez da fundacgéo
K,, a carga de bifurcacdo atinge um minimo em um certo nimero de ondas
circunferenciais, n.,, que corresponde a carga critica do anel. Verifica-se que, a
medida que a rigidez da fundagdo cresce, aumenta o nUumero de ondas

circunferenciais n associado ao modo critico.

Ao se analisar a variacdo da carga critica com o parametro de rigidez da
fundacéo de Winkler K, para valores selecionados da n, foi possivel determinar a
faixa de valores de K, associados a cada valor do nimero de ondas
circunferenciais critico, n.,.. A medida que K, aumenta, vai aumentando o nimero
de ondas associado ao modo critico. Quando K, — oo, tem-se uma fundag&o

rigida, o que leva a uma carga critica infinita.

Em seguida, foi analisado o efeito do coeficiente de fundagéo de Pasternak

associado ao cisalhamento, K, na carga critica do anel através de gréaficos com
valores selecionados de K, e K;. Foi observado um aumento na carga critica &
medida que K, aumentava. Analisando separadamente, para cada valor de n, a

diferenca entre as sucessivas cargas de bifurcacdo decresce a medida que K,

aumenta.

A seguir, estudou-se o efeito da consideracdo da fundacdo na solucgéo
fundamental do anel. Verifica-se que o coeficiente de Winkler K, modifica a
solucdo fundamental, diminuindo a contracdo radial devida a pressdo hidrostéatica.
Concluiu-se, a partir dos resultados, que é imprescindivel considerar o efeito da
fundac&o na solucdo fundamental, visto que, a medida que K, aumenta, ha uma

gradativa diferenca entre os resultados obtidos pelas duas hipoteses.

A seguir, estudou-se a influéncia dos parametros geomeétricos e fisicos do
sistema anel-fundagdo nas frequéncias naturais, em particular na primeira
frequéncia natural (frequéncia fundamental) associada ao modo de vibracdo de
flexdo no plano do anel. Observou-se que a influéncia da inércia a rotacdo é
desprezivel para anéis esbeltos com a/h > 50, j& que todos os resultados foram
praticamente coincidentes com aqueles obtidos desconsiderando a inércia a

rotacéo.
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Em seguida, foi analisada a variacdo da menor frequéncia natural
adimensional de flexdo w,; com o numero de ondas circunferenciais n para valores
selecionados de a/he K,. Concluiu-se que quanto maior o nimero de ondas
circunferenciais n, maior a frequéncia natural. As frequéncias naturais aumentam
a medida que a rigidez da fundacdo aumenta e decrescem com a razédo
raio/espessura (a/h), que representa a esbeltez do anel ou tubulacdo. Para um
dado valor de a/h, a diferenca entre as frequéncias naturais para os valores

selecionados de K, diminui a medida que n aumenta.

A seguir, analisou-se a influéncia dos parametros K, e I?g na variacao das

frequéncias naturais. Para um determinado valor de K., conforme I?g aumenta, sua

influéncia é particularmente importante para K, < 10°. A influéncia de K,

«Q

diminui a medida que K, aumenta e desaparece para grandes valores de K,

(fundacdo rigida).

Em seguida, analisou-se a influéncia do parametro de rigidez K, na relagdo
carga-frequéncia. Para um anel sem fundacéo, as frequéncias decrescem a medida
que as tensdes de compressdo devidas a pressdo hidrostatica g aumentam e a
menor frequéncia se torna nula quando a pressdo atinge o valor critico.
Dependendo do valor da rigidez da fundacdo K,., pode ocorrer uma variagdo no
namero de ondas circunferenciais associadas a frequéncia minima a medida que as
tensbes de compressdo devidas a pressdo hidrostatica g aumentam. Isto esta
associado a mudanca do numero de ondas associado ao modo critico com o valor
da rigidez da fundagdo K,, como mencionado anteriormente. Para a maior
frequéncia, o efeito de K, € muito pequeno para os valores analisados. Resultados

semelhantes foram obtidos conforme aumentava o parametro a/h.

Por fim, foi realizado o estudo da sensibilidade da estrutura a imperfeigdes
geomeétricas iniciais. Primeiramente, foram adicionadas as imperfei¢Ges iniciais
no funcional de energia, e depois foi feita a dedugdo das equacdes da estrutura
com imperfei¢do, resultando em um sistema de equagdes nédo lineares. Foram
analisados dois casos, sendo o primeiro desconsiderando os termos da fundagéo e
0 segundo, considerando a fundacdo. Os sistemas de equacOes foi discretizado
pelo método de Galerkin. Para cada valor e sinal de imperfeicdo geométrica
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inicial, considerada na forma do modo critico, obtém-se um caminho néo linear de
equilibrio onde os deslocamentos crescem com a carga bem como o caminho
complementar de equilibrio. Os resultados obtidos para os caminhos de equilibrio
da estrutura imperfeita estdo compativeis com os resultados esperados para anéis e
tubulacbes esbeltas. Cabe destacar que estruturas reais sdo sempre imperfeitas,
sendo o efeito da imperfeicdo no caminho n&do linear de equilibrio da estrutura
imprescindivel para o projeto estrutural. A resposta da estrutura imperfeita
converge assintoticamente por baixo para o valor da carga critica. Diminuida a

magnitude da imperfeicdo, o caminho se aproxima do caso perfeito.

Explorando a formulagdo aqui apresentada, alguns trabalhos podem ser

desenvolvidos como continuidade deste. As sugestfes sao apresentadas a segulir.

e desenvolver a analise tedrica e experimental de anéis e tubulacdes
esbeltas, caracterizando seu comportamento ndo linear dindmico,

diante de a¢des de natureza ciclica;

e analisar anéis e tubulacdes de materiais compostos como 0s
polimeros reforcados com fibra, desenvolvendo uma formulagdo que
represente 0 comportamento desses materiais, que podem exibir
diferentes regimes, ndo lineares e lineares de deformacéo,

explorando suas aplicagdes;

e estudar os caminhos ndo lineares de equilibrio do anel, considerando
0 acoplamento e as interacbes modais devidas as ndo linearidades
quadréticas e cuUbicas observadas nas equacfes nao lineares
deduzidas no Capitulo 2 considerando adicionalmente o efeito de
imperfeicbes geométricas iniciais e de carregamento (ndo

uniformidade de carregamento).

e estudar a dindmica nao linear do anel, considerando o acoplamento e
as interagcbes modais devidas as ndo linearidades quadraticas e

cubicas
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e tendo em vista que em muitas aplicagbes a estrutura esta
continuamente vibrando, recomenda-se estudar a fadiga das

tubulagoes.

e estudar o efeito de imperfeicbes localizadas na estabilidade e

vibragoes.
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APENDICE | - DEDUGAO DAS EQUAGOES NAO LINEARES
DE MOVIMENTO

:> restart;

| > with(Student[Calculusl]):
[> with(linalg):

[> with(plots):

| > with (PDEtools):

| Variaveis que representam o deslocamento no tempo
> declare(v(theta,t), prime = theta);

v(0, t) will now be displayed as v
derivatives with respect to 8 of functions of one variable will now be displayed with ' 1)
=> declare (w(theta,t), prime = theta);
w(6, 1) will now be displayed as w

derivatives with respect to 0 of functions of one variable will now be displayed with ' )

| Variaveis da energia de deformagio
> declare(epsilon(theta,t), prime = theta);
£(0, 1) will now be displayed as €
derivatives with respect to 0 of functions of one variable will now be displayed with ' 3)
[> declare (kappa (theta, t) , prime = theta);
k(0, t) will now be displayed as x
derivatives with respect to 8 of functions of one variable will now be displayed with ' )

| Varidveis do critério do equilibrio adjacente
> declare(w__1(theta,t), prime = theta);

wj( 8, t) will now be displayed as w,

i derivatives with respect to 0 of functions of one variable will now be displayed with ' 3
> declare (v__1(theta,t), prime = theta);
v[( 0, t) will now be displayed as v,

i derivatives with respect to 0 of functions of one variable will now be displayed with ' (6)
[> declare (w__0O(theta), prime = theta);
w,(0) will now be displayed as w,

derivatives with respect to 0 of functions of one variable will now be displayed with ' (7
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> v__bt:= diff(v(theta,t),t) + z*diff (beta(theta,t),t);
Vp =V, +z[3,

127

(1.1)

[> v bt2:= diff(v(theta,t),t)*2 + z*~2*diff (beta(theta,t),t)*2;

_ .2, 22
Vi =V, 2 B{

[> w_bt:= diff (w(theta,t), t);

| Primeira integragéo (em 6)
> T1ll:= expand((rho/2)*int (r*( (v__ bt*2)+(w__bt*2)),theta));

Till = % pr (J(zz B, +2v,Bz+v) +w]) de)

> T11:

= expand (rho*int (r* (((v__bt"2) /2)) ,theta)) ;
1 2 24n2
Tl := S Pr (J(v! +2v,Bz+2B, ) de)
[> T12:= expand(rho*int (r*(((w_ bt*2)/2)),theta));

712 ::% pr (fwf de)
[> T1:= expand(T11l + T12);
Tl := % pr (Jv,zdej +prz (Jv, B!dﬁ) + % pre (Jﬁ,z d(-)) + % pr (J.W;Z dB)

;Segunda integracdo (na area)
> T2:= int((int(T1, z = (-h/2)..(h/2))), x = (-b/2)..(b/2));

T2:=% pr(fvfde) hb—i—i pr(jﬁfde) h3b+%pr (wadﬁ) hb

| Colocando a 4rea e 0 momento de inércia em evidéncia
| > with (student) :

[> T21:= powsubs ((b*h) = A,op(l,T2));
-1 2

] T20:= 5 pr(Jv{ dB)A

> T22:= powsubs ( ( (b* (h*3) /12)) = J, op(2,T2));
1 2

] 122:= - pr(JB! dB)J

[> T23:= powsubs ((b*h) = A, op(3,T2));

T23:=%pr”wt2d6)fl

> T:= T21 + T22 + T23;

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(1.11)

(1.12)
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T:=% or vade) y +% or Uﬁfde) J+ % or (wade) y (1.12)

;Substituindo as expressdes
> beta_t(theta,t):= diff(((v(theta,t) - diff(w(theta,t), theta))
/xr),t);

v, — W
B(0,7) = =2 (1.13)
L r
> subs (diff (beta (theta,t),t) = beta_ t(theta,t), T);
2
1 2 1 (M) 1 J 2
5 pr[J‘vt de)A+ 5 pr“ 2 do | J+ 3 pr( W, de)A (1.14)
=> T:= %;
(%~ "e0)”
1 2 1 t Lo 1 J 2
T:=— oA+ —pr|| a0 |J+ — de) 4 1.15
o (i) ador[ | L Lor(jeia)a a9
[> T:= subs(r = a,%);
1 1 [(vi—w )2 ]
2 ! 0 2
T=— o) 4+ — UL LA — A 1.16
: pa(JvI 6) 4+ pa[ > dGJJ+ ) pa(JW, o) (1.16)
> int ((diff (v(theta, t), t))*2, theta);
jvf‘de (1.17)
=> T := (1/2)*rh0*a*(int((diff(v(theta, t), t))*2, theta))*A +

(1/2) *rho*a* (int ( (diff (v(theta, t), t) - (diff(w(theta, t),
theta, t)))”*2/a”2, theta))*J + (1/2)*rho*a* (int((diff (w(theta,
t), t))*2, theta))*A;

2
1 1 (vi=w,6) |
= pa vade) A+ pa [JT’ de] J+ - pa Uwfde) A (1.18)

VY Funcionais

Y 17 parcela
>F_T11l:= op(1,T);
_ 1 2
Fryj=~ pa dv, de) Y (1.1.1.1)
[> F_T12:= op(4,%);
Fpp, = j v’ de (1.1.1.2)
> F__T13:= op(1,F_T12);
Fpp=v] (1.1.1.3)
=> F_Tl:= op(l1,F_Tll)*op(2,F_ T11)*op(3,F T11)*F T13*op
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Fpyi= Jw, de

[> F_T33:= op(1,F_T32);

2
Frpgg=w,

(5,F T31);
_ 1 2
FT3.*7pawt A

[Juntando as parcelas
>F T:=F Tl +F T2+ F_T3;

2
1 2 1 p(vt_wr,e J
FT::?pav A+——)

1 2
, 5 P +2paw‘,A

129

(1.1.1.4)

(1.1.2.1)

(1.1.2.2)

(1.1.2.3)

(1.1.2.4)

(1.1.3.1)

(5,F__T11);
1 2
Fr = S5 pav, 4
\ 4 2" parcela
>F_ T21:= op(2,T);
(")’
1 1 10
e o[22,
a
> F_T22:= op(4,%);
2
(" "ie)
Fon J— ®
a
> F__T23:= op(1,F_ T22);
2
(vt—wr,e)
Fpyy= 2
| a
> F_T2:= op(l,F__T21)*op(2,F _T21)*op(3,F T21)*F T23*op
(5,F__T21);
2
1 p(vt—wt!ﬁ) J
Fp=g = o
\ 4 3 parcela
> F__T31:= op(3,T);
_ 1 2
Fry = 5 Ppa UW’ de) A
[> F__T32:= op(4,%);

(1.1.3.2)

(1.1.3.3)

=> F_T3:= op(l,F__T31)*op(2,F T31)*op(3,F T31)*F T33*op

(1.1.3.4)

(1.1.1)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1721400/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

130

V Energia de Deformacio
[> epsilon_ b:= epsilon(theta,t) + z*kappa(theta,t);
g =€tzK (2.1)
[> epsilon b2:= (epsilon(theta,t))*2 + (z*kappa (theta,t))*2;
£, =€ +2K 2.2)

;Primeira integragao (em 0)
> Ul:= expand(((E*a)/2)*int (epsilon b2, theta));

1 2 Lo 2([2
] Ul=+ Ea Us dB) + Eaz (JK de) 2.3)
| Segunda integragio (na area)
> U2:= int((int(Ul, z = (-h/2)..(h/2))), x = (-b/2)..(b/2));
1

V2= Ea (Jazde) hb+ﬁEa UszB) Wb 2.4)

| Colocando a area e 0 momento de inércia em evidéncia
| > with (student) :

> U21:= powsubs((b*h) = A, op(1,U2));

1 2
] U21:= Ea Ue de]A (2.5)
[> U22:= powsubs (((b* (h*3)/12)) = J,op(2,U2));

_ 1 2
] U22:= Ea UK de) J (2.6)
> U:= U21 + U22;

_ 1 2 1 2
U= Ea (fe @) A+ Ea (Jx a0) 7 @.7)

;Substiruindo as expressoes
> beta:= (v(theta,t) - diff(w(theta,t), theta))/a;

V=W,
= 2.8
i p p (2.8)
> kappa (theta, t) := (diff (beta,theta)) /a;
v, — W
K= w 2.9)
a

> epsilon (theta,t):= ((diff (v (theta,t), theta) + w(theta,t))/a) +
(1/2) *beta”2;
2
B ve+w 1 (v—we)
€= + —
a 2 e

(2.10)

> U;
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4

242 2
v, +w vV—Ww vV, — W
o & (V7 %) ]de A—I—;EaU(SB’B)dB]J @2.11)
a

Y Energia Potencial Total
i 2n

V:aJ Fdo

0
onde
_EA2  El: L (2 v 4
F ) € + 2K+q[w+2a(v vw+vw+w)
e

v+ w 1 v—w' > v -w"
et (s o2

a 2 a a

=> F:= ((E*A)/2)*epsilon(theta,t)”2 + ((E*J)/2)*kappa(theta,t)”2 +
g* (w(theta,t) + (1/(2*a))* (v(theta,t)”2 - v(theta,t)*diff(w
(theta,t) ,theta) + diff (v (theta,t),h theta)*w(theta,t) + w(theta,

]

t)*2));
2 2
V=W
2 a 2 e

el EJ (vg=w, 9)2
2 r

v, +w

2 2
V vwe+vew+w ]

1
+ 2 a

Y Equacoes de Equilibrio do Anel

| Funcional do anel
> F a:= a*F;

_ 1 V6+W l(V_We)
Fa.—a[zEA( — 4

Vz—vwe-i-vew+w2

1
2 a

+

| >
| Funcional da inércia do anel
>F _T;
2
) 1P (vt— w, e) J

?pav!A+E++%paw,2A (3.1.2)

g |w @3.1)

+qg|w (3.1.1)
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;Funcinnal do anel + inércia do anel
F[0,6v(0,7),w(0,1),v'(6,2),w'(0,2),v(06,1), w(0,2), w"(0,7) ]

F16,6,v(8,1), w(6,1), vg(8, 1), wy(6, 1), (6, 1), w,(8, 1), wg (6, 7) ]

L=T- TI ( funcao de Euler — Lagrange = energia cinética - energia potencial total )

F ,=F; - F, — funcional de Euler-Lagrange = funcional da energia cinética - funcional da
energia potencial total do anel + fundagéo)

=> F_at:=-F a+ F_T;
2 2
- 1 ve-i-w 1 (v—we) 1 EJ(VB_WG 9)
F,=-a [E EA{ p +E 2 -I—E 3 +q|w (3.1.3)
1 vz—vwe-i-vew+w2 1 5 1 p(vr—wt 6)2.]
_ _ A _ 2
+ > P + ) pav, A+ ) p
1 2
-l-Epaw[ A

Equacﬁes de Euler-Lagrange
OF, 4 OF d 0F, B

_ at _a =0
ov de o' dt dv

aFar d aFat l aFat d2 aFat d d aFm‘

dw  de Ow' dt 0w + e dw" ot de ow'

¥V Primeira Equacio (em funcio de v)

A 4 Barcelas
oF

at

L ov
> Eql Parcl:= Physics[diff] (F__at, v(theta,t));
2
) 1 (v W)
E A p + ) az (v we)

Primeira Parcela :

v, +w

Eqgl Parcl:=-a (3.1.1.1.1)

q(Zv—we)

1
+_
2 a
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oF
Segunda Parcela : 4 ‘ft
de adv
[ oF,
| 0
> Physics[diff] (F__at, diff(v(theta,t), theta));
2
Vo T W 1 (v—we)
EA + = > EJ(v —
a 2 a (Ve we,e) 1 gw
-a + 2 + = (3.1.1.1.2)
a a 2 a
4 9F,
| do 0V
[> Eql_Parc2:= diff (%, theta);
Voo tw vV—w v, — W
EA( e,ea o L ( e) 29 e,e)
Eql_Parc2 = -a £ (3.1.1.1.3)
a
EJ(Vee~Wees) , 1 9%
+ ; +—
a 2 a
i aF,,
Terceira Parcela: — :
ov
[ orF,
| dv
> Physics[diff] (F__at, diff(v(theta,t),t)):
p(v,—w )J
pav,A+ % (3.1.1.1.4)
d OFy
[ dt 0w
> Eql Parc3:= diff(%,t);
p(v,,—w J
Eql_Parc3:==pav, A+ (e - 10) (3.1.1.1.5)
Juntando as parcelas :
=> Eqgl:= Eql_Parcl - Eql_Parc2 - Eql_Parc3 = 0;
2
v, +w v—w
o 1 (V=)
£d ty 2 (V=) 1 (2v—wy)
Eql = -a 5 + - (3.1.1.1)
a 2 a
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EA -+
a 2 EJ (v, ,—w
+a a + (6,94 9,9,9)
a a
1 9% p(v!,f_wt,z.ﬁ)‘]
+5 p —pav, ,A— P =0
[>
\ 4 Expandindo a equa¢io
> Eql__exp:= expand(Eql) ;
EAww 3 EAV'w
_ _Edwy 6 1 EAv 3 6
Eq]expf' 5 + 5 -5 ;T ) 3 (3.1.1.2.1)
a a a a
3
EAvw EAw EAv EAw
3 0 1 (] 0,0 0
—5 a3 5 a3 —qv+qw9+ + P
EAvw EAw, w EJv EJw
6, 0 06,0 0,0 0,6,0
- 5 + 5 + 3 - 3 —pavUA
a a a a
_ pJVr,z p‘]wr (] -0
| a a

\ 4 Termos de 2° grau (quadraticos)
> Eql 2g:= op(l,lhs(Eql exp)) + op(2,lhs(Egql exp)) +
op(11,1hs(Eql__exp)) + op(12,lhs(Eql_ exp));
EAwv EAww EAvw EAw, w

0 6, 0 066
- - + :
a

Eql 2g:=- (3.1.1.2.1.1)

2 2

2
a a a

\ 4 Termos de 3° grau (cibicos)
> Eql _3g:= op(3,1lhs(Eql__exp)) + op(4,lhs(Eql_ exp)) +
op(5,1lhs(Eql__exp)) + op(6,lhs(Eql__exp));

Eql 3g:=

|

2 7 2 & 2 @ 2 &
\ Termos de 1° grau (lineares)
> Eql_1g:= lhs(Eql__exp) - (Eql_2g + Eql_3qg);

EAv EAw EJvy EJw
Eql_Ig:=-pav, A+ ae‘e +— 20 - — 200 @23
a a
p‘]v!t pJWfIB
J— kd _I_ kit _I_ —
a a qWB qv

¥V Critério do Equilibrio Adjacente
> Eql_ad:= subs(v(theta,t) = v__1(theta,t), (w(theta,t) =
w_0 + w_1(theta,t)),Eql_ exp);
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EA (wyt+w))v,  EAMTw) (otw) o Bav)
Eql ad:= - 2 + 5 - = 5 (3.1.13.1)
a a 2 4
2 2
+i EAv, (1/12()-{-1/1/‘,)9 3 EAv, (w0+w1)e
2 e 2 &
3
1 EA (wg-l-wj)6 E/;lvl,&6
+ 5 —a3 —qv1+q(w0+w1)e+ p
EA
(wotwr), EAv,(w,,+w,(e,;f))&e
* B 2
a a
EA (WO—I—WI)B(WU-I-w‘,(e,t))&e EJVIB,G
+ 2 + 3
a a
EJ +w, (6,1
B (WO wi( ))B,B,G w4 pJV,r“
& Pavi, a
pJ(1:1/0+\fv,(9,1‘))fze
+ P = =0

\ 4 Expandindo a Equacio

> Eql__ad exp:= expand(Eql_ad);
Edv,w, Edv,w, EAw wy Edw, w,
Eq]aa' expt 2 - 5 + 5 + 3 (3.1.1.3.1.1)
- a a a a
2 3
| EAv,?’ 3 EAv/ w, 3 EAvjwle | EAw‘,9
2P 2 JE 2 JE 2 B
EAv, EAw, EAdv,w,
—av.dtaw. + 66 L 6,8
VT a a a2
EAw, w, EJv, EJw,
) 6.6 0,60 4
+ 2 + 3 3 pav,
a a a A
pJv, pJw,
o + Lt 0 =0
| a a

Termos de 2° grau (quadraticos)
> Eql_ad 2g:= op(2,lhs(Egl__ad exp)) + op(4,lhs
(Egql ad exp)) + op(l3,lhs(Eql ad exp)) + op(l4,lhs
(Eql__ad _exp)); T

(3.1.1.3.1.1.1)
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EAv1w1 EAW]BWI EAvlwl

Eql ad 2g:= - > + 2 - 2
a a a

0,6

EAw, w
1 1
+ 0 '6,0

2
a

\ 4 Termos de 3° grau (ciibicos)

(Eql_ad _exp)); T
EAv3 EAVIZWI EAvjwl,2
L3 o 3 1My

2 a3 2 a-”

Eql ad 3g:= -

1
2
EdAw,’
L1 T
2 F

\ 4 Termos de 1° grau (lineares)
> Eql_ad 1g:= lhs(Eql__ad exp) - (Eql_ad 2g +

Eql_ad 3q);
Edv,w, EAWJBWO EAw‘,e
Eql ad 1g:= - > + 3 +
a a a

EJw, pJw, EAv, EJv,
36, 0, 0 + 10 + 6, 0 +
a a a a
J
Povi,

3

6,0

3

—~ A— —gqv,+
pavim qv‘, qW]B

V¥ Equacdo Linearizada
> Eql_ad _1g;
EAdw, w EAw EJw
Edv,w, g0 ‘g '6, 6,0
B 2 2 + N 3 +
a a a a a

EAv EJv J
X X PV,

pJw
]t,t,ﬂ

- -

—pav, A- —gv,+
P e p "lm qv; qwle

| Multiplicando por @

> simplify (%* (a”3));

-pa'y, A—EAv;wya +EAw,ea2+Eijew0a +EAv16002
J P—pJv, @ —qv,d S—EJ

+p wir,z,ea p vj,t,fa qv,a +qw‘,9a wie,ee

]

+EJv,
0,0

136

(3.1.1.3.1.1.1)

> Eql_ad _3g:= op(5,1lhs(Egql__ad exp)) + op(6,1lhs
(Eql__ad exp)) + op(7,lhs(Eql__ad exp)) + op(8,lhs

(3.1.1.3.1.2.1)

(3.1.1.3.1.3.1)

(3.1.1.3.2.1)

(3.1.1.3.2.2)
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| Fatorando
> collect(%, E);

2 2
-Av,aw,+Aw, a+Aw, aw,+Av a —Jw +Jv EF3.1.1.3.23
( e lo lg™ 70 ' o To. 0.6 ’e,e) ¢ )

4 2 2 3 3
—pav, A+pJw a—pJv, a—qgv,a +qgw, a
P II, t P [z, (AL P "t, t 7Y 9 ‘,9

[> collect(%, J);

2 2

_ 4+ /- + E\J+ (-4 3.1.1.3.2.4
(pw"r,r,ea pvlwa (WIS,S,G VIB,B) ) ( Y14 % ( )

2 2 3 4

+Aw, a +Aw, aw,+Av a\E—qgv,a —pa v, A

lg lg™ 0 lo. 0 ) 1Y Pav,

3

+qgw, a

[> collect(%, A);
((—v,awo—l—wl az—l—w] aw,+v, azj E—pa4v‘, )A (3.1.1.3.2.5)
0 0 0,0 Lt

2 2 3
+ w a—pv, a+{-w +v E\J—qgv, a
(p ! PV (M0 Vo) ) 1V

L0
+ 3
qw',ea

> collect(%, a);

-pd* v, AT (-q v, +q wje) a+ ((er v, e) EA+ (—p v, (11326
+pwlme) J) at + (-v,wﬂ+wlew0) EAda+ (—w]e’e,e
+v‘,9,9) EJ

[> collect(%, w_ 0);

(—v[ + wje) Edaw,—p a vy tA + (—q v, +gq w"a) @ + ((W"e (3.1.1.3.2.7)

Ty ) A (—p v]t”erw]U,e) J) a + (Mg g0t o) EY
=> collect(%, q);
(—vi +w!9) a3q + (-v, +wle) EAa wo—pa4 v": zA + ((WIB (3.1.1.3.2.8)
+ V’a,e) EA+ (—p v, TP 9) J) at + (—wjes \ e+v19,e) EJ
[> subs(w_ 0 = -(a*2)*q/(E*A), %);
-pd* v, A+ ((w,e—O—v]e, ) EA+ (—p Vi TPV Le) J) a + ( G11329
I —wle!e!e+vle,e) EJ
> Eql ad 1g simp L:= % = 0;
Eql ad 1g simp L:=-p at v, ( w, + 'u‘,9 EA + (—p v, (3.1.1.3.2.10)

+ P, 1’9) J) a + (—w,& e!e+v,e!e) EJ=0
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¥ Equacio Nio Linear

> Eql__ad _exp;
EdAv,w, Edvw, Edwgw, Edw w,
- — + + J—

2 2
a a a a

2 2
3 EAv! WIG EAv‘,wIe

3 1
+5 3 ) 3 +E 3 —qv1+qwle

EAVI EAW.,9 EAVIW"BG EAw‘,ewj7

0,0
+ - 5 + 5
a a a a

(3.1.1.3.3.1)

+

EJv EJw Jv Jw
N oo loae A_P 1!,t+p h
a3 a3 pav}!,f

=0

| Multiplicando por a
> simplify(lhs (%)) *(a*3);
4 1 3,3 2 3 2
-pa v‘,mA ) EAdAv; + S EAv, wle—EA v, w,a— B} EAv, er (3.1.1.3.3.2)

1 3
—EAVIWIG,Ba—EAv]woa +EAwlew1a+5EAw‘,9
+EAw, w, a+EAw, @ +EAw, woa+EAv, d
0 0,0 0 0 0,0

—pJy, az-l-pr,. az—qv1a3+qw! a3—|—EJv,

ft L0 0 0,0

—EJw,
B 6,0,0
| Fatorando
> collect(%, E);

3 2, 1 3

(Aw]eawa—?Av‘,w‘,9 +?Aw]9 —Av,aw,—Av,w,a (3.1.1.3.3.3)

+A4v, a2+Aw1 az—Av]w]7 at+Adw, w, a+Jy

0,0 0 0,0 0 '6,6 0,0

1 3,3 2 ) 4
—Jw +Aw, woa— — Av;, + —Av, w, |E—pa v, A
Io 6.0 1" 2 i 2 A p I

2 2 3 3
—pJv, a+pJw a—qgv,a +qgw, a
i P Ity P Iiva TV g 1y
[> collect (s, J);

2 2
- + (- 4+ E\J+ 1|4 3.1.1.3.34
(pwlt, I,Ga pvi{,fa ( WIB, 0,0 v]G, B) ) ( wleawo ( )
3 2, 1 3 2
—EAV‘,W‘,B +5Aw1e —Avlawa—Av1w1a+AvIeea

3
+Aw, aZfAv‘,wl at+Aw; w,; a+—Av12wI
) 6,0 6 ‘0.0 2 0
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1
2
> collect(%, A);

+Aw19w1a— Avf)E—qv1a3—pa4v1ttA+qw]9a3

2

3 2, 1 3
((WIGGWU_EVIWIG +5 wl,9 —v]awo—v‘,wfa—}—v‘,e’ea (3.1.1.3.3.5)
2 3 2
+w19a —v]wleiea —I—wlewle,ea—l- 5 v, wl,e—l—wlewl,a
1 3 4 2 2
- — E— A+ — + (-
) v,j pa vJ,U) (pw]:,r,ea pv,t!fa ( w‘,e’&B
3 3
+v E\J—qv,a+tgw, a
i 19‘9) ) av q Iy
[> collect (%, a);
4 3
- A - EA - 3.1.1.3.3.6
pav; +( qv,+qw,9)a +((w"e+vle,e) —0—( PV, ( )
2
+pwime) J)a +(wlewl+w[ew!e,e+w19w0—vlw1
-V, W —v,w,\EAda+ -ivwz+iw3—iv3
119,910) 2 ViV Ty W T
3 2
+=v,w, |EA+[(-w +v EJ
i 2 ! 19} ( ‘b00 Ie,e)
> collect(%, w_ 0);
- EAaw,—pd'v, A+ (- 3 3.1.1.3.3.7
( v1+w1,6) aw,—pa vjm +( qv1+qw19)a +((WIB ( )
2
+v EA+(-pv, +pw SNa+(w, w+w, w
’e,e) ( PYi, TP 1:,:,9) ) ( lg 17 Ty g g
3 2, 1 3 3
_v]w"_v"w"e,e)EAa—i_(_?vlwle+?W“e_EV]
3 2 J
+=—v,w, |EA+(-w +v EJ
] 2 1 Ty ( lo.0,0 ’e,e)
B collect (%, q);
3 4
(—v‘,+wle)a q+(-v1+wle) Edaw,—pa v]“A+ (—w‘,&e’e (3.1.1.3.3.8)
2
+v EJ+ ((w, +v EA+{(-pv, +pw J)a
’e,e) (( Ty ’e,e) ( Pvy,, P ’:,z,e) )
3 2
+(wfew"+wfewle,e_vlw1_v"wle,e)EAa+(_Ev"wfe
+ i34 3,2, VE4
2 Ie 2 1 2 1 ]B
[> subs (w0 = -(a*2)*q/ (E*A), %);
4
-pav, A+ (-w +v EJ+{((w, +v EA+{-pv 3.1.1.3.3.9
Pavi, ( lo.0.0 19,9) (( Iy Ie,e) (p"r,t( )
2
+pw JSYa +(w, w,+w, w -V, W, =V, W EAa
p 1“9) ) ( 1V 1"l g~ V1M1 TV ]e,e)
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3 2 1 3 1 3. 3 2
+(—E vl,w‘,9 +5w1,9 _Ev" +EV1 w‘,eJ EA

=> Eql ad 1g simp NL:= % = 0;

3 2, 1 3 1 3
—v‘,w]—v‘,w]ee)EAa+(—EVIWIG+Ewle—5v1

3

+%v‘,2wlej EA=0

V¥ Segunda Equacio (em funcio de w)
aFaf d aFm d aFaI d2 aFat d d aFat

dw  dg ow' dt aw +d29 aw" dt 4dg ow'

¥ Parcelas
oF,
Primeira Parcela :
| ow
> Eq2 Parcl:= Physics[diff] (F_ at,w(theta,t));
2
v, +w vV—w
pa| e 1 (M)
a 2 &
Eq2 Parcl = -a +q |1
a
Ly
| 2 a
oF,
Segunda Parcela: — .
- de Ow
oF,
| 0w’
> Physics[diff] (F__at, diff(w(theta,t), theta));
2
v, +w V=W
EA 0 + L ( ) e) (v — we)
iy @ 2 a4 _1gv
e 2 a
4 %
| do Ow'
[> Eq2 Parc2:= diff (%,theta);

+v‘,9,9) EA+ (fp v]t’t+pw11’t’e) J) a2+ (W"BWI +w19w"e,e

140

Eql ad lg simp NL:==-pa® A+ (- + EJ+ 3.1.1.3.3.10
ql_ad 1g simp pa vjt,r ( wie, 06 vle‘e) ((WJB( )

(3.1.2.1.1)

(3.1.2.1.2)
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Vo o T W v—w v, — W
EA{ GBa 0 + ( 9) (20 9,9) (V_WB)
Eq2 Parc2:=-a | - — (3.1.2.1.3)
a
v, +w 1 (v — W )2
0 0
EA P +? J ](ve—wave) L av,
a4 2 a
i OF
Terceira Parcela: % a—vz[
[ oF,
[ Ow
> Physics[diff] (F__at, diff(w(theta,t),t));
paw,A (3.1.2.1.4)
d O
[ dt Ow
> Eg2 Parc3:= diff(%,t);
Eq2_Parc3:=paw, A (3.1.2.1.5)
2 9F
Quarta Parcela : (i cff
d’e Ow
[oF,
R a w!l
> Physics[diff] (F__at, diff (w(theta,t),theta$2));
EJ(v,—w
0 6, 0
% (3.1.2.1.6)
| a
@ 0F,
e Ow"
[> Eq2_Parcd:= diff(%,theta$2);
EJ (v —w
Eq2 Parcd = (o0 T o) (3.1.2.1.7)
a
[ OF
Quinta Parcela: % dd—G p v.:f
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> Physics[diff] (F__at, diff(w(theta,t), theta,t));
p(v,—w, ,)J
P(iTe) (3.1.2.1.8)
| a
d d
| dt dg o'
> Eg2_Parc5:= diff (%, theta,t);
p(v, ~—Ww J
Eq2 Parcs:= - (o™ "asr0) (3.1.2.1.9)
a

Juntando as parcelas :

> Eqg2:= Eq2 Parcl - Eq2 Parc2 - Eg2 Parc3 + Eg2 Parcd +
Eg2 Parc5 = 0;

2
i ve+w +L (v—we)
a 2 e 1 v9+2w
Eq2:=-a p +q 1+5 . +a| (3.1.2.1)
v, ,t+w V—w v, — W,
EA[ 6o Mo ( 9) (Ze e,e) ] (V_We)
a a
- 2
a
v, +w (v—w )2
0 1 0
EA{ P +?7a2 J(ve—weve) T
— az —3 P —pawHA
EJ(Vooo "ae60) P(Yiie Yarie))
+ 3 - =0
a
i a
Y Expandindo a Equacio
> Egq2__exp:= expand(Eg2) ;
2
EAv 2 EAw
_ 6 EAw 1 EAv 1 9
Echxp.——paw[,tA—ia Q3 2 + 2 2 (3.1.2.2.1)
2
Edv, EJvoao E%a600 PIViie PIWo, .0
-t 3 - 3 - T
a a a a a
SEAvvewB 3EAva,Bw EAveﬂev
+ 3 - 3 B A RCEE 2
a a a
2 2
N EAva’aw8 3 EAv Ve _|_i EAv Wo. 0 3 EAW9 Vo
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Y Termos de 2° grau (quadraticos)

> Eq2 2g := -E*A*(diff (v(theta, t), theta$2))*v(theta,
t) /a*2+E*A* (diff (v (theta, t), theta$2))* (diff (w(theta,
t), theta))/a*2 - (1/2)*E*A*v(theta, t)”*2/a”2 + (1/2)*
E*A* (diff (w(theta, t), theta))*2/a*2 - E*A* (diff (v
(theta, t), theta))”~2/a”2 + E*A* (diff (v(theta, t),
theta) ) * (diff (w(theta, t), theta$2))/a*2 - E*A*w
(theta, t)*(diff(v(theta, t), theta))/a"2 + E*A*w
(theta, t)*(diff(w(theta, t), theta$2))/a"2;

2
EAv&ev EAve,ewe 1 EAv2 1 EAW9

Eq2 2g:= - T+ 5 -2 2 5 5 (3.1.2.2.1.1)
a a a a
2
EAVe EAvew&9 EAWVB EAwwaB
- > T 2 - 2 + 2
a a a a

\ 4 Termos de 3° grau (ciibicos)

> Eg2 3g := - (3/2) *E*A*v (theta, t)*2*(diff (v(theta, t),
theta)) /a*3+(3/2) *E*A*v (theta, t)*2*(diff(w(theta, t),
theta$2))/a”3 + 3*E*A*v (theta, t)*(diff(v(theta, t),
theta) ) * (diff (w(theta, t), theta))/a”3 - 3*E*A*y
(theta, t)*(diff(w(theta, t), theta$2))*(diff (w(theta,
t), theta))/a*3 - (3/2)*E*A* (diff (w(theta, t), theta))
~A2% (diff (v(theta, t), theta))/a*3 + (3/2)*E*A*(diff(w
(theta, t), theta))”*2*(diff (w(theta, t), theta$2))

/a*3;
2
Fo2 3o -3 EAv Ve iEAv w9’9+3EAvvewe 612221
g2 3g: 5 —a3 5 E 5 G1222
2 2
3EAVWG,9W9 3 EAW9 Vg 3 EAWe 0.0
- 3 Ty 3 +5 3
2 2
a a a

Y Termos de 1° grau (lineares)
> Eqg2 1g:= (lhs(Eg2_exp) - (Eg2 2g + Eg2 3qg));

EAv EJv EJw
Eq2_lg=-paw, A — —0 - EAw T 8080 2082 312230
a a a a
p']v!,!,ﬁ pJWe,:,t,e
- + —aq—qvg—qw

a a
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APENDIQE I — COMO CONVERTER EXPRESSOES
MATEMATICAS ENTRE OS SOFTWARES MAPLE E WORD

Para que a cOpia para o0 Word (2010) das expressdes matematicas seja
possivel, o software MathType 7 (2020) (ou versdes superiores) precisa ja estar
instalado. O software Maple 17 (2017) estd no idioma Portugués (BR). Somente
da versdo 15 em diante desse software, ha essa opc¢do de idioma disponivel para

escolha.
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1
Através da cépia em linguagem MathML

1.1.
Do Maple para o Word

Uma das formas de se converter uma expressao matematica do Maple para o
Word é através do seguinte procedimento:

1) Selecionar a expressao matematica desejada.
2) Clicar com o botdo direito sobre a selecéo.
3) Posicionar o cursor em “Coépia Especial”.

4) Clicar em “Copiar como MathML” ou digitar Ctrl+Shift+M.

=> M, b := GenerateMatrix(sys, var);
—En[A aln+Jn:] —En[A al+Jn1] @n
PSPPI Recortar (T) Cirl+X
=> DetM:= evalf (Determinant (M)) = 0; Eopayls) St
DetM = -1.4 .EJ'J'GP RIS +AEQ; m4q+ 2.AE‘1'JL£' V34 1.4 Copia Especial 3 Copiar com maxima precisao (F)
M qi= solve (DetM,q) ; Colar (P) Ctrl+V Copiar como MathML % Ctrl+Shift+M
(nl _ Fomatagdo Numérica... (U)
q-= 1 Explorar (X) 29
a(Ao
[ .. . . Aplicar um Comando
Explicitando o termo na equago anterior
L A-al Avaliar em um Ponto
> g:= ((n*2 - 1) /(1 + (I/(B*a"2)))) * (E*T/a"3); Mapear Comande Em
2
n — Produto Matricial
g= ( roduto Matricia (30)
1+ — Selecionar Elemento L4
L 4 Simplificar L4 il
2
I Conversies 4 I [EJ L
O termo & muito menor que a unidade. Por exemplo, para um anel isurah, —=- = 4 Portanto, |
Ad Create Task A 12
|pode ser desprezado. B

5) Abrir um documento Word.
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6) Na aba do MathType, clique em “Inline”.
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w9 -6|+ - B cumen oL Microsort Word Leo nan comercraT
Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina Referéncias Correspondéncias Revisdo Exibicdo MathType Acrobat Foxit Reader PDF
¥ Inlin z Display S Math (), Insert Number ~ * Previous ZI Equation Preferences 2y Export Equations @ MatnType Help ~
E Left&mbered E Right-numbered = §2 Other » | 1, Insert Reference O  Equations - & Format Equations @ Publish to MathPage | VB2 MathType on the Web ~
i3 Open Math Input Panel i= Chapters & Sections ~ ¥ Mext ):_4 Convert Equations T§ Toggle TeX Vb Future MathType
Insert Equations symbals Equation Numbers Browse Format Publish MathType £l
Insert Inline Equation (Ctrl+Alt+Q) v X E iloloZenoil I-E-l 11:30103 14105 [N R RN R I SO SN E

Insert an inline MathType
equation,

@ MathType Commands 2010
Pressione F1 para obter mais
ajuda. 5.

7)

2o

Entdo, a janela do software MathType serd aberta. Clique em

“Preferences” e, em seguida, em “Cut and Copy Preferences...”.

£ -

= . -

-
J V¥~ MathType - Equation in Documentol

B _

=E—)

File Edit View Format Style Size |Preferences | Help

iab ¥EE| £+@®

s o [m]-[e]e

Cut and Copy Preferences... % ACE
‘Web and GIF Preferences... =
E B
Functions Recognized...
‘Workspace Preferences...
Tab g

Customize Keybeoard...
Object Editing Preferences...

Equation Preferences 3

T

2

I

Set the type of data MathType will place on the Clipboard
\

8) Entdo, a janela do software MathType

.—n—_

serd aberta. Clique

em

“Preferences” e, em seguida, em “Cut and Copy Preferences...”.

o .

o
¥~ MathType - Equation in Documentol = B %
File Edit View Format Style Size Preferences Help
tém il <zz| jab FEE| £e® a=~L| .-.valenclamel)\mBlAQG)
= 1 | { Pr— 1
agdo, EVED | = 43 Inzu| s fr . = -
L b Cut and Copy Pref -]
|0 oo|e|—|d|=]|+]|£|E) -
Algebra Derive | [Stotatios] [ Matioes. Please choose the type of data that will be placed

| Im | o | e
a +b e 5 - dac =

on the Clipboard by the Cut and Copy commands:

() Equation object (Windows OLE araphic)

Z|x |F |s |m|m|—o|®|®|<1
[ [x]

@ MathML or TeX:

[MathtL 3.0 {no namespace) ~|

AMSLaTeX

AMSTeX

Duxbury LaTeX

LaTeX 2,00 and later

MathML 2.0 {m namespace)
() EMathML 2.0 (namespace attr)
~ MathML 2.0 (no namespace)

MathML 3.0 (m namespace)

MathML 3.0 (namespace attr’

MathML 3.0 (no namespace

4

S Plain Tl

Texve {LaTeX delimiters)

| Style: Math | Size: Full

| Zoom: 200%

[Colo. R

g |
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9) Clique em “OK”.

147

L — — | '%

Cut and Copy Prefere

il e

Please choose the type of data that will be placed
on the Clipboard by the Cut and Copy commands:

(7 Equation object (Windows OLE graphic)

e |

@ MathML or TeX:

4 | MathML 3.0 (ne namespace) 7]

[] tndude translator name in translation
Indude MathType data in translation

(7 Equation for application or website:

Accord LMS -

d

Cancel

Help

PRI

10) Clique em “Edit” e, em seguida, em “Paste” ou digite Ctrl+V.

-
¥~ MathType - Equation in Documentol _

= 5 |

File | Edit | View Format Style Size Preferences Help

=

5]

l_n

Can't Undo Ctrl+Z grncl| dgect| Awd | an®
Can't Redo Ctrl+Y amz, =

[ (B
Cut Ctrl+X
Copy Ctrl+C
Paste % Ctrl+V

Clear

Insert Symbol...

Open Math Input Panel... Ctrl+ Shift+ M =
n n

Custom Speech Text...

Remove Speech Text

Select All Crl+A

4

Inzert the Clipboard contents at the insertion point
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11) A expressao sera colada.

o lle

148

-
¥~ MathType - Equation in Documentol B

File Edit View Format Style Size Preferences Help

2= | Lab

§EE| 2e®@ | 2=l| w3 Enc

G| 24z

gL || k| |==

Derivs

nll|ee|]|—=la] == L@ 4 |3e 7

Statistics] [ Watrices. Sets. i [Geometr

n! 1

1 = b T g
| | | e |

2T [ [= [s [=]=[e[o <[ [=[=] ]

| N

M,b:=

4

—En (Aazn +Jn)

AE@*n+ EJn®  EJn* —a'n’q + AEa* +a’q | L0

| Style: Math | Gize: Full |Zoom: 200% [Color  HEE
{

—En (Aa2 + an)

0

12) Caso seja preciso passar a expressdo matematica para a linguagem
OMML (Office Math Markup Language), clique em “Edit”, ¢ em
seguida, em “Select All” ou digite Ctrl+A.

) GADISSERTAGAO DE MESTRADO\MAPLE\2020-05-10\Carga critica.mw - [Server 2] - Maple 17 = =2 |
CAS 9 P!
Arquivo (F) Editar (E) Visualizar (V) Inserir () Formatar (R) Tabela (&) Desenho (D) Grafico (P) Planilha (5) Ferramentas (T) Janela (W) Ajuda (H)
DEBSS XBB ¢ BTPX E& €= NI OHo o WEX 7]
e T T o) s g -
- s BT Ocultar
ensuscessas | | oo *) (Tmestiewhonn_v) (2 v) B I U =
P Live Data Plots
- [> with(LinearAlgebra) : A
L)Vaﬂa’vm > svs := [eal.ea2l: .
(Pcagot ¥~ MatnType - Equation in Documentol . ' . .o = @3
Fil View Format Style Size Pref Hel
— [Fie few Format Sile Sie Preferences Help .
) Undo Paste Ctri+Z EﬂCl doal 20)
free [ra 2. Can't Redo CtrleY
: Cut Crl+X @n
: d [ Copy. Ctrl+C
“ ) ax Paste Ctrl+v
iy 7 Clear @8
Insert Symbol...
= Open MathInputPanel..  Ctrl+Shifts M : = : ; : = : : = : @9
_ Custom Speech Text. =
n R Remove Speech Text 2 2
— —EnlAa”+Jn 0
Ja e Select Al N Cirl+A.
Infa) log,,(a) {E B EJ 3 EJ 4 3.2 AE 2 30 0
log, @) sina) cosla) an+roJn h —angtdAba +ayq ©0
7 Mo, 3
‘ v
| [Select the entirs equation ~
-x x W I (2_rs =
- “ » -
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13)Com a expressdo selecionada, clique em “Edit” e, em seguida, em

“Copy” ou digite Ctrl+C.

p L le - -
J ¥~ MathType - Equation in Documentol n I EIM
File View Format Style Size Preferences Help
smt Undo Paste I erc | Aoal | Awh | An®
o, ( Can't Redo Ctrl+¥ 8 I El
1 Cut Ctrl+X
Copy % Ctrl+C
Paste Ctrl+V
Clear
z Insert Symbol...
Mo Open Math Input Panel... Ctrl+Shift+M . N 5 1
— Custom Speech Text... ™
Remove Speech Text 2 2
—En(A4a” +Jn 0
A Select All Ctrl+A
>
2 3 4 S 2 3
| AEa*n+EJn’  EJn'-a’n’q+ AEa® +a’q | [0
] b
Copy the selection and put it on the Cliphoard

14) Minimizando a janela do MatyType, indo para o Word, na aba

“Pégina Inicial”, clique em “Colar” ou digite Ctrl+V.
Wid9-06i=

Pagina Inicial Inserir Layout da Pag

- L Recortar

= gu hecortar Calibri (Corpe = 11
e %_ﬂ Copiar
Colar -

« | Pincel de Formatacdo e

Area de Transferéncia I f
Colar (Ctrl+\)

Colar o conteddo da area de
transferéncia.

ﬂ‘}} MathType Commands 2010

Pressione F1 para obter mais
ajuda.

5

Para criar guias de navegacdo, crie titulos em seu do
de Titulos,
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no ‘ Paginalnicial  Inserir
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15) A janela “MathType Paste” ira aparecer e clique em OK.

-~

MathType Paste

25|

Da you want to:

™ iCreate a MathType equation. ! ©*

[ Remember my choice

option.

Mathematical notation (MathML) has been detected on the dipboard.

IUse the Options control on the MathType ribbon tab to change this

Create an OMML eguation.

Help

QK 4 Cancel
2

16) A expressao matematica serd colada na linguagem OMML.

E M B —En{dan + n) —En{da” + jn~) ] [u]
T L AEe*n+ Ejn' Ent— aPnlg+ AEat +a¥ql'lo
D\f -

17)Para editar este tipo de expressdao matematica, basta clicar sobre

ela e ir a aba “Ferramentas de Equacao”.

Documentol - Microsoft Word uso ndo comercial

layout da Pagina  Referéncias  Corespondéncias  Revisdo  Exibicdo

= ) o (] [
T — T — =

MathType  Acobat  Foxit Reader PDF Design o @

4D €% profissional
O ghinear

Equacio
- abe Texto Mormal

Ferramentas

[£][=] =] D T [ <[] [=)[z]

y Lol [VI[#][¥] ][] [e][%][- |[*][<c][a][v][=][a]

Simbolos

X X J-x n . - . 16
ol 3 L 2 sin® lim A
=y e ax [, & {0pswe G Jm A [
— | Fragdo Subscrito-Sobrescrito Radical Integral Operador Colchete Fungdo Enfase  Limite ¢ Operador Matriz

Grande ~ - - Logaritmo ~
Estruturas

Navegaco

Pesquisar Documento

- X 5 T IO S SN S R RN S N Sy RIS TN T RN ¥ G ¥ K & T & SO O 0 (- s e |
IR | |

O
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1.2.
Do Word para o Maple

Também € possivel passar expressdo matematica, tanto na linguagem
OMML quanto para o software MathType do Word para o Maple. Por exemplo, a
expressdao agora digitada no Word pode ser copiada como uma expressao

matematica do Maple.

1) Se a equacdo estiver em OMML, é preciso passd-la para o
MathType. Basta selecionar toda a equagéo.

[ [—Eﬂ[ﬂa‘n +Jn) —Enf{Aa* + [n%) ] [u]
Tl AEa'n+ Ejn? Ejnt—aPnig+AEat+a¥ql’lo

2) e copiar indo na aba “Pagina Inicial” e clicar em Copiar ou

digitar Ctrl+C.
M d9-0i=s

m Pagina Inicial Inserir Layout

i

— Recortar
_3] ‘*’ Cambria Matl
= 53 Copiar
Colar % .
- F PinceWSe Formatagio LS
Area de Transferéncia ¥

Mavega Copiar (Ctrl+C)

Pesqui| Copiar a selecdo e coloca-la na
area de transferéncia.
=] O =]

2 | oo | =l

3) Na aba do MathType, clique em “Inline” para abrir o MathType.

-0 — T ——

Documentol - Microsoft Word uso ndo comercial

m Pagina Inicial Inserir Layout da Pagina Referéncias Correspondéncias Revisdo Exibicdo MathType Acrobat Foxit Reader PDF

¥ Inlin z Display S Math (), Insert Number ~ * Previous }:( Equation Preferences 2y Export Equations @ MatnType Help ~
E Left&mbered E Right-numbered = §2 Other = (1% Insert Reference @ Equations - F.‘Z Format Equations @ Publish to MathPage = Yiz MathType on the Web ~
i3 Open Math Input Panel i= Chapters & Sections = ¥ Mext }:_» Convert Equations T§ Togagle TeX Vb Future MathType
Insert Equations Symbals Equation Numbers Browse Format Publish MathType
Insert Inline Equation (Ctrl+Alt+Q) > X |[i] -l"'2"‘1"'5"'1:"2':'3“:4"'IE"'6:"-"':'5“:9"'1;3"'11:"11':'13
Insert an inline MathType 2o
equation.

G‘f:? MathType Commands 2010
Pressione F1 para obter mais

ajuda.
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4) Clique em “Edit” e, em seguida, em “Paste” ou digite Ctrl+V.

P

-
J ¥~ MathType - Equation in Documentol

=[5 e |

Flle View Format Style Size Preferences

1 Can't Undo Ctrl+Z ACE
k ( Can't Redo Ctrl+Y I
1 Cut Crl+X
Copy Ctrl+C
Paste % Crl+V
Clear
Z
Insert Symbol...
0 Open Math Input Panel... Ctrl+Shift+M P ; N A T L.
— Custom Speech Text...
L Remove Speech Text
Select All Ctrl+A
4 »
Insert the Clipboard contents at the insertion point
—
~ 7
5) A expressdo sera colada.
= -
's L - - y
J ¥~ MathType - Equation in Documentol . . =B g
File Edit View Format Style Size Preferences Help
m ti cz=| jab FiE| ze@| 2=l 73| enc| decf | AwbB | aO®
cio, (| 247 | & 2| Zuge| 2 de O o i | 2
B |co|la|—=|a| == £|E|E]| 7| =
g Dervs | [Statatics] [Matrices Sats 3b 8
E !
| lim | = i (L
was bt | o | —dae | =g An—r] o}
E2 P S 3 3 I T S
ol s B | &

| P |

—En (Aazn +Jn)

M,b:=
AEa*n+ EJn’

4

| Style: Math

| Gize: Full |Zoom: 200% [Color  HEE

—En(Aa2 +Jn2) 0
EJn'* —a’n’q+ AEa” +a’q L0
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6) Clique em “Edit”, e em seguida, em “Select All” ou digite Ctrl+A.

GADISSERTAGAO DE MESTRADO\MAPLE\2020-05-10\Carga critica.mw - [Server 2] - Maple 17

(=@ = |

Arquivo (F) Editar () Visualizar (V) Inserir () Formatar (R) Tabela (4) Desenho (D) Grafico (P) Planilha (S) Ferramentas (T) Janela (W) Ajuda (H)

D2BSS X@ER 5¢ HTPEX @ m

oo ¥ Bxx B F @

‘ | Texto @UULITEW Desenho  Grifico

(Cmoups ) (Tmestewromn_ ¥) (2. ¥) B I U

Animagio

Ocultar

I Live Data Plots.
‘[> with (Linearalgebra) :
I A 1:

[ - varigveis i

— ¥ MathType - Eguation in Documentol o . /o al® Be - 4w [E=Ee =) @3
File View Format Style Size Preferences Hel
= L T v .
- Undo Paste CtrleZ Eﬁc| 300l | AwB | L0 @26
froc [ras Y, Can't Redo ST
Cut Cirl+X @7
d a Copy Ctri+C
H," ! e Paste CtrleV
lim b a—h e ©@8)
o 2]
Insert Symbol..
b5 Open Math Input Panel..  Ctrl+Shift+M : B : ; : = : : K : )
o Custom Spesch Text... =
g va Remove Speech Text 2 2
e ow —En(Ada”+Jn 0
v Select Al N Ctri+A
a . " 5
E In{a) log,(a) 1& 2 3 4 32 2 3
T an+EJn EJn" —a'nq+ AEa” +a'q 0 <)
og, () sin(a) cos(a)
tan(a)
fla,b) f: - o
fi=(ab) =z f(x) kl 3
x =l Select the entire equation

(2 _wr

i

b

® Pronto

7) Com a expressao selecionada, clique em

“Copy” ou digite Ctrl+C.

(G:\DISSERTAGAO DE MESTRADO\MAPLE\2020-05-10 Memdria: 30.18M Hora: 4535 Modo Matematica

“Edit” e, em seguida, em

2 LIel
B

s
J ¥~ MathType - Equation in Documentol

File | Edit | View Format Style Size Preferences Help

imtl Undo Paste G2 enc| doel | Awb |an®
G, 0 Can't Redo Carl+Y == 00| e EE
A Cut Ctrl+X w
Copy % Crl+C ab &
Paste Crl+V
Clear
Z|
Insert Symbeal...
o Open Math Input Panel... Ctrl+ Shift+M T T T
— Customn Speech Text...
Remove Speech Text E A 2 + J 2 0
A Select All Ctrl+A ) (

| AEa*n+EJn’

4

Copy the selection and put it an the Clipboard

EJn* —a’n*q+ AEa® +a’q L0
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8) Abra o software Maple, clique em “Editar” e, em seguida, em

“Colar” ou digite Ctrl+V.

E{Z Sem titulo (3)* - [Server 3] - Maple 17
Arquive (F) EEd'ltar (E}| Visualizar (W) Inserir (I} Formatar (R} Tabela (&) Desenho

O & Desfazer1% Ctrl+ZL =
Refazer Chrl+ e
Recortar (T) Ctrl+X senho
Copiar (C) Ctrl+C rier e
Copiar como MathML Ctrl+Shift+ M
Colar (P) [} Crl+V
Excluir Elemento (DY) Ctrl+ Excluir

9) A janela “Colar MathML” aparecera. Clique em “Sim”.

’

Calar MathML | 25 |
A area de trabalho contém MathML,

Deseja converter MathML em matematica 207

£ Sim (1) %[ Naio (N)

10) A expressdo sera escrita no formato Matematica 2D do Maple.
Para verificar se a expressdo esta digitada corretamente, é preciso
passar para o formato Matematica 1D. Para isso, selecione a

expressao.

Texto Desenho Grafico Animagao
( C 2o Input V;l (Times IMew Roman V;l (12 V;l B E =

i
Il
i

[} resztart;

[>

Enlda” + )
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11)Clique em “Formatar”, em seguida, em “Converter em”, ¢ depois
em “Entrada Matematica 1D”.

Sem titulo (3)* - [Server 3] - Maple 17 (RN — |

Arquivo (F) Editar (E) Visualizar (V) Inserir () [Formatar UT}] Tabela (&) Desenho (D) Grafico (P) Planilha (5) Ferramentas (T} Janela (W} Ajuda (H)

b2BSsEd XBE S R 'y [mwx [B] F
2 Paragrafo (P) 4
| i | idm Fomatagdo Numérica... (U)
| B Muvem Maple (Desligads) | Estilos...(S) o e
] ] . ) ﬂ U === OhlR =iz
| P Live Data Plots | - Gerenciar Configuragdes de Estilo... (M)
| | Varigveis | Criar Bloco de Documento (E)
| P Caligrafia | Remover Bloco de Documento (R) ;GJ 4 Jl}'jl ]
¥ Express3o Recuo de Texto (Indent) (D) Ctrl+Ponto final b+ ,-{Ea‘j + a:"q i
b n Avango de Texto (Outdent) (O) Ctrl+Virgula
fdx dv '
J' ! L'J{ ,-ZJ b Legendas... (C)
p Rétules (L) 4
n;- i ! i I3 Composigdo de Tarefa (T) 4
i dx O Favoritos... (K)
l_li_r.naf' at+h a—bh Anotar Selecdo (E]
i a uj'r Converter em (V) r Matematica 2D (2)
b Auto-executar (A) Entrada Matematica 2D (M)
a a ﬁ Entrada Matematica 10 () b
n n
“J'? al la Hiperlink (H)
- Somente Texto (P)
e In(a) log,.(a) )
10 Referéncia de Rétulo (L)
log, («) sin{a) cos(a)
Forma Inerte (M)
tan(a) [':] fla) Identificador Atémico (A) Ctrl+Shift+A
o BY = —ar

12) A expressdo é convertida no formato 1D do Maple. Apertando o

botdo Enter do teclado, aparece o output do Maple em azul.

Texto Matematica Desenho Grafico Animagio Ocultal
( C Maple Input V/' (Courier Hew '/' { 12 V/' I u = % % i= 25
:}' restart;
| >
> M, b := Matrix(2, 2, {(1, 1) = -E*n(A*a®2*n+J*n), (1, 2) = -E*n(A*a*2+T*n"2), (2, 1) = B*E*a"2*
ntE*J*n*3, (2, 2) = E*J*n"4-a*3*n*2*g+A*E*a*2+a*3*ql), Vector(2, {(1) = 0, (2) = 0});
. ~Enlddn+n) —Enl4d + ) 0 o
| 4EFn+ENR ESM —digtAEL+dg)|
=> |
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13)No entanto, a expressdo ndo estd digitada de forma correta. Os
sinais de multiplicagdo, em alguns casos sdo omitidos,
geralmente, antes de multiplicar por algo que estd entre
parénteses, falta o simbolo de multiplicacdo *. E bom também
conferir as poténcias (simbolo ) antes dos parénteses se houver

(neste caso, ndo ha). Expressdo matematica corrigida:

> M, b = Matrix(2, 2, {{(1, 1) = —E*nﬂ[A*a‘?*n+J*n}, (1, 2) = —E*nﬂ(A*a“2+J*n“2], (2, 1) = A*E*
a*2*n+E*J*n"3, (2, 2) = E*J*n*d-a’*I*n"2*g+tA*E*at2+a*3*gl), Vector(2, {(1) = 0, (2) = 0});
" —En{,{a:n+.fn:l —En{,ia:+.j"n2] 0
M b= 5 3 . T 5 3 :
AEdn+END EJM —adwg+AdEd+aqg||0

1.3.
Desvantagens do método de cépia em linguagem MathML

Este método de transferéncia de expressdes matematicas € mais simples.
No entanto, apresenta alguns problemas, principalmente com o uso de letras
gregas, derivadas, expressdes matematicas muito grandes, dentre outros. Por

exemplo, para a equagao:

<
Q
S
o
<
~
o
N~
i
z
s alpha + beta = gamma;
2 _
a) o+ =y
]
(&Y
IS
L2
g Ao passar para 0 MathType:
e
x P N
§ ¥~ MathType - Equation in Documentol
File Edit WView Format 5Style Size Preferences Help
m ti <zz| jab | FEE| 2@ [ 2ol w3 gnc | decd | Awl | AD®
do, GHE| S| |Znzn| el od|==|00 ||
| n| B‘m| = —>| 3 1:‘;& i|(5353|[535]|{535}‘ - z|,.r| §| % §:| |
| Derive | [Statistics] [Matrices | | Sets | [ Trig | [Geometry] | Tab & | [ Tab 3 |
T 33 i || 1
a +0 ].;1_1}]1:\ b - dac | = 2:; HAn—r] 2
2o [ e [ [e e[S [e =]

1 | 1 ] 1 | I |1 1 | 1 | 1 | 1 |2

T T T T T

&alpha; + &beta; = &gamma]|
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Para expressdes com derivadas, 0 méetodo também nédo é recomendado.

Por exemplo, para copiar a equacdo do Maple:

EDl:= E*A*a*2* (diff (( (diff (v (theta) ,theta)) + witheta)),theta)) + E*JI*(diff((v(theta) - (diff(w
(theta) ,theta))) ,thetal2)) = 0;

EDI=EAd (v'+w') + EJ(v'—w") =0 (8)

Ao colar no MathType:
L2 le i

v~ MathType - Equation in Documentol

File Edit View Format Style Size Preferences Help

n ti sz jab | FEE| £+® | 2=l oF3| gnc| el | AwB | AQE
io, Sl g0 |z [ ds == I U | §E| [
\ | \wle al<|++®nle§tlar |
| Algebra | E=TEE [Sla[l:ll.,:] [Matrices | [ Set= | | Trng | [Geometry] | TabE | [ Tab3 |
Va7 | M| e | 22| %
22 [ [ e [n[[e[o[<[o]"
B (] (4 [ 2]
B oo nallanaflonallinallonallaonoalonalBinalonalanallans

EDI:= EAa’ (+)+EJ(=)=0

Expressbes muito grandes também apresentam erro. Por exemplo:

=> omega._3 := solve (subs (n = 3,DetM) ,omega) ;
@, = (30)
1

5 5 5 ]
b (4p(ud 100 (5 LEF -4 4L g+TTAET— 4 Jag
Adplde+10.J0)a

+ (5 AL+ A Elgr16 428 P +190 LB TP 1136 2ETL g+ 32. 404 ¢ + 169 42 B2 P
o) 5 9 2y bl L
+ 104 AEF ag+ 16. 74 ¢) )) .

1 5 5 5 ]
—1—[1 (4p(d4+100) (5.42EL —4. 4 g+ 77 4ET— 4. Jag
dplad+10.J)a
+ (5B + 02 A Elgr16 4287 +190 £E IR 1136 2ETL g+ 32. 404 ¢ + 169 42 B2 P
) 5 g 2y bl 1:\|
+ 104 AEF ag+ 1674 ¢) )) /.
1

2 3 3 ]
v (4p(udr100) (5 LPEF — 4 4G+ TTAET— 4 Jag
dp(dd+10.7)a

(5 A4S+ A ER g+ 16 428 + 194 LEIF + 136 L ETS g+32.40d ¢ + 169 A2 B2 F

5 0 a VY

+ 104 4EF ag+ 16.7d ¢") )) .

S S
a

Adpldd+10.J)a

—

1 (dp(dt+107) (5 42EL —4 4 g+ 77 AET— 4 Jag

(5 A+ ER g+ 16 428 + 194 LB IF + 136 £LEJS g+32.40d ¢ + 169 A2 B2 F

. 7 9 2y 12 L |
+ 104 AEF ag+ 16.7d ¢") )) ).
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Ao colar a expressdo no MathType, primeiramente, 0 cursor vai mudar

para®, demonstrando que a operagdo esta carregando. Apos algum tempo, o

software exibe a seguinte mensagem de erro:

2 - L

V¥~ MathType - Equation in Documentol

File Edit View Format Style Size Preferences Help

<z= ENC | decf | AwbB | AQ®

(3 [ ==|00 | m&
FEANEE i L .
MathType Error ‘“ ﬁ

3|k|F

s o |m[-|ofofa]>[w)]

[ [ E ]

]

Style: Math

[0] The Clipboard does not contain equation data.

|+

Size: Full Zoom: 200% | Calor:

=T

Para esses casos, recomenda-se passar as equacdes através da linguagem

TeX e, em seguida, utilizar um conversor de TeX para MathML (item

seguinte).
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2
Através de um cédigo de equagao na linguagem TeX

Para passar as expressdes matematicas do Maple para o Word, pode-se
primeiramente passar do Maple para a linguagem TeX e, em seguida, utilizar um
mecanismo de conversdo da linguagem TeX para MathML. As expressdes na
linguagem TeX sdo utilizadas em varios sites da internet, por exemplo, o site
Wikipedia. Qualquer expressdo matematica retirada deste site também pode ser
convertida para MathML através dos mesmos processos descritos a seguir.

Para passar a equacdo do Maple para a linguagem TeX, basta digitar a
funcdo latex () com a equacdo desejada no argumento (interior dos parénteses).
Por exemplo:

> alpha + beta = gamma;
o+ =y &)

> latex (%) ;
‘alpha+\beta=\gamma

Sendo, neste caso, % (Gltimo comando), o argumento da fungdo. Selecione o
cddigo resultante da funcéo.

> alpha + beta = gamma;

> latex (%) ;
“alphati\beta=‘\gamma

Copie (Ctrl+C). Em seguida, pode-se utilizar diferentes métodos de

o+ =7y

conversdo da linguagem TeX para MathML. Duas delas sao listadas a seguir.
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2.1
Atraveés do site Engenharia Livre
1) Digite, no navegador, o site Engenharia  Livre®:
http://engenharialivre.com/latex-para-word/?#
C A Nioseguro | engenharialivre.comy/latex-para-word/?# w

Engenharia Livre®

IAT'EX para Word

Escreva a matematica em FTREX e copie direto para o Word

Escreva aqui

Pré-visualizagdo

Copie o cadigo abaixo e cole em um arquivo do Word

P

Selecionar cédigo

Duvidas? Sugestdes? Comente no nosso forum &

! Disponivel em: <http://engenharialivre.com/latex-para-word/?#> Acesso em out. 2020.

T

= O
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2) Com a equacdo ja copiada, basta colar na caixa de texto abaixo de

“Escreva Aqui”.

Escreva aqui

Pré-visualizacdo

a+pf=xvy

3) Depois, selecione o codigo na caixa de texto abaixo de “Copie 0

codigo abaixo e cole em um arquivo do Word”.
Copie o codigo abaixo e cole em um arquivo do Word

<math xmlns="http://wew.w3.0rg/1998/Math/MathML" display="block™>
<mstyle displaystyle="true" scriptlevel="8">
<mrow class="MIX-TeXAtom-ORD":>
<mi>&Ex@3IBL;<!-- o --></mi>
<mox+</mox
<mi>&%#x@362;<!-- B --></mi>
<mo>=</mo>
<mi>&#x@3B3;<!-- y --></mi>
</ mrows -
</mstyle>

efmmnl P

Seleciona:rh codigo
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4) Com o codigo selecionado, clique com o botdo direito na selecéo

e, em seguida, em “Copiar” ou digite Ctrl+C.

Copie o cédigo abaixo e cole em um arquivo do Word

<math xmlns="http:/ weww.w3.0rg/1998/Math/MathML" displa
<mstyle displaystyle="true" scriptlevel=
<mrow class=" -TeXAtom-ORD™ >

-- a -->¢/mi>

B --></mi>

Pesquisar “<math xmins="http://www.w3.0rg/1998/Math/MathML"..." no Google

Imprimir..,

ﬁ Google Tradutor
T LaTex2Word-Equation

Inspecionar

Ctrl+C

Ctrl+P

Ctrl+Shift+]

ecionar codigo

5) No Word, na aba “Pagina Inicial”, clique em “Colar” ou digite

Ctrl+V.
W Ed9 o=

Pagina Inicial Inserir Layout da Pag
’-'f] Recortar
d Recorta Calibri (Corpe = 11
%ﬁ Copiar

Colar -
- # Pincel de Formatacio L B
Area de Transferéncia P I
Colar (Ctrl+\)

Colar o conteddo da area de
transferéncia.

i MathType Commands 2010
Pressione F1 para obter mais
ajuda. 5

Para criar guias de navegacdo, crie titulos em seu do
de Titulaos.
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6) Caso tenha definido a area de transferéncia padrdo do Word como
MathML 3.0 (no namespace) em MathML or TeX — passos (8) e
(9) do item 1.1 — a janela “MathType Paste” ira aparecer. Clique
em OK se desejar colar a equacdo em OMML. Caso deseje colar
em MathType, basta selecionar a opg¢ao “Create a MatyType

equation” no primeiro radio button.

MathType Paste ﬁ

Mathematical notation (MathML) has been detected on the dipboard.
Do you want to:

(" iCreate a MathType equation. | {* Create an OMML eguation.

[ Remember my choice

Use the Options cantral on the MathType ribbon tab to change this
option.

QK | Cancel Help
s

7) Clicando em OK, a equacdo sera colada na linguagem OMML.

le+f =¥

-
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2.2.
Através de um codigo conversor em JavaScript

H& um codigo em JavaScript que transforma a expressdo matematica
digitada na linguagem TeX para MathML em um arquivo html. O cddigo foi
encontrado em um férum de discusses no site Stack Exchange? sobre o assunto e
foi uma solucdo adotada por David Carlisle (Consultor Técnico Principal do
Grupo de Algoritmos Numéricos da Universidade de Oxford), 2013, que diz que
usou o MathJax em um navegador da web para a converséo inicial de TeX para
MathML, pois é o mais facil de configurar, existem outras alternativas. Além
disso, para simplificar, descreveu o processo em termos de recortar e colar, que

funciona bem para uma ou duas expressdes para esse tipo de conversao.

1) Com a equacdo copiada do Maple, crie uma pagina em html em
uma IDE que crie paginas web. H& varias IDEs simples como
Brackets, Notepad++, VisualStudio, dentre outras, ou até mesmo
no bloco de notas, mas precisa ser salvo com a extensdo .html.
Neste caso, foi utilizado o Brackets. Escreva o seguinte cddigo,
sendo a parte selecionada, a equacdo escrita na linguagem TeX
(sempre deve estar entre os simbolos $$) na tag <body>. Salve o
arquivo (Ctrl+S).

G:/DISSERTACAQ DE MESTRADO/MAPLE/, 2 ) 'equacac_2.html (trabalhol_2) - Brackets
Edit Find View MNavigate Debug Help

<!DOCTYPE html>

PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1721400/CA

ndex.html

aula2.html

c_1 cafe_da_manha.html
X textexample.ht

tex texample. html
equacao.html

equacao_2.html
‘\alpha+\beta=\gamma

trabalhol 2

$%

IMG

2 Disponivel em: < https://tex.stackexchange.com/questions/25223/embed-latex-math-
equations-into-microsoft-word> Acesso em out. 2020.
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2) Abra a pagina no navegador. Clique com o botdo direito sobre a
equacao, posicione o mouse em “Show Math as” e, em seguida,

clique em “MathML Code”.

f B E] =

tex texample x +
o

C @ Arquivo | Gi/DISSERTACAO%20DE%20MESTRADO/MAPLE/2... ¢ » 0

=1 Apps »

at+ =~

Show Math As MathML Code k

Math Settings a TeX Commands

Accessibility |
Language = Show TeX hints in MathML

Add original form as annotation

Annotation -

About Mathlax

—
Mathlax Help

3) Uma outra pagina sera aberta com o c6digo em MathML.

= 3] ®= |

@ tex texample b +

C @ Arquivo | Gy/DISSERTACAQ%20DE%20MESTRADO/MAPLE/Z.. ¥+ @ @ = = X O

I Apps OB seriesdefourierco.. {4 Free Software for St. KB Howto Download.. W evaluate total and...

a+ =7
.
& Mathlax Equation Source - Google Chrome Elﬂlg

(@ aboutblank

<math xmlns="http:// /www.w3.org/1998/Math/MathML" display="block">
<mix&#w@3BL;<!-- a --»</mi>
<mo>+</mo>
<mi>E&#x@3B2;<!-- B --></mi>
<mor=</mox
<mi>E#x@3B3;<!-- y --></mi>
</math>

|1
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4) Selecione tudo através do atalho Ctrl+A, cligue com o botdo

direito do mouse e, em seguida, em “Copiar” ou digite Ctrol+C.

= B Py
@ tex texample b +
C @ Arquivo | G/DISSERTAGAQO%20DE%20MESTRADO/MAPLE/2.. ¥ @ ® m = % O
HH Apps I series de fourier co.. A Free Software for 5t... [ How to Download... ‘ evaluate total and... »
atf=ry
rG Mathlax Equation Source - Google Chrome E@Q
@ aboutblank ‘l
[cmath xmlns="http://\yg gre/1998/Math /Mg A k
<mi>&Hx@3B1;<!-- q Copiar GhitE

Pesquisar "<math xmlins="http://www.w3.0rg/1998/Math/MathML"..." no Google

Imprimir... Ctrl+P

& Google Tradutor
S ¢ LaTexZWord-Equation

Inspecionar Ctrl+Shift=]

8) Caso tenha definido a area de transferéncia padrdo do Word como

MathML 3.0 (no namespace) em MathML or TeX — passos (8) e
(9) do item 1.1 — a janela “MathType Paste” ira aparecer. Clique
em OK se desejar colar a equacdo em OMML. Caso deseje colar
em MathType, basta selecionar a opcdo “Create a MatyType

equation” no primeiro radio button.

’
MathType Paste ﬁ

Mathematical notation (MathML) has been detected on the dipboard.
Do you want to:

& ECreate a MathType eguation. %' Create an OMML equation.

[~ Remember my choice

IUse the Options contral on the MathType ribbon tab to change this
option,

0K [ | Cancel Help

9) Clicando em OK, a equacéo sera colada na linguagem OMML.

I5|w+ﬁ=}f| |
- -
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