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Resumo

Fernández, Fabricio; Vargas, Eurípedes do Amaral; Müller, André
Luís. Modelagem Numérica de Problemas Geotécnicos de
Grandes Deformações Mediante o Método do Ponto Ma-
terial. Rio de Janeiro, 2020. 168p. Tese de Doutorado – Depar-
tamento de Engenharia Civil e Ambiental, Pontifícia Universidade
Católica do Rio de Janeiro.
Os problemas geotécnicos e geológicos envolvem a descrição do com-

portamento de materiais tais como solo e rocha e sua eventual interação com
fluidos e estruturas. Em geral, a evolução desses problemas é caracterizada
por grandes deformações e deslocamentos, descontinuidades, heterogenei-
dades e um comportamento constitutivo complexo. A abordagem deste tipo
de problemas requer técnicas numéricas que levem em conta essas carac-
terísticas, sem apresentar inconvenientes numéricos associados à distorção
dos elementos como acontece no método dos elementos finitos (FEM). A
presente tese desenvolve um algoritmo computacional baseado no método
do ponto material (MPM) para aproximar a solução das equações gover-
nantes dos fenômenos mencionados. O algoritmo é baseado numa formulação
dinâmica tridimensional do contínuo, considerando grandes deformações.
Os amortecimentos de Rayleigh e o local não viscoso são incorporados para
modelar problemas dinâmicos e quase-estáticos. A geração dinâmica das
poro-pressões é formulada assumindo o meio poroso saturado e um ponto
material para discretizar a mistura. Diversas técnicas de suavização das
pressões são avaliadas em problemas de impacto sobre meios saturados.
Diferentes modelos constitutivos são implementados para modelar tanto a
formação da superfície de ruptura e o processo de escoamento da massa de
solo durante as instabilidades, quanto a gênese, evolução e quantificação de
zona de falhas nos processos geológicos. Para a abordagem da discretização
de problemas de escala geológica de grande número de partículas usando
o MPM, uma metodologia é proposta e verificada com a discretização do
deslizamento do Daguangbao, na China. Visando à diminuição do tempo
computacional, o algoritmo é implementado segundo o paradigma de pro-
gramação paralela.

Palavras-chave
Fluxo de Detritos; Deslizamentos de Solo em Taludes; Método

do Ponto Material (MPM); Grandes Deformações; Acoplamento Fluido
Mecânico; Processos Geológicos;
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Abstract

Fernández, Fabricio; Vargas, Eurípedes do Amaral (Advisor);
Müller, André Luís (Co-Advisor). Numerical Modeling of
Geotechnical Problems of Large Deformations Using the
Material Point Method. Rio de Janeiro, 2020. 168p. Tese de
Doutorado – Departamento de Engenharia Civil e Ambiental, Pon-
tifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro.
Geotechnical and geological problems involve the description of the

behavior of materials such as soil and rock, and their eventual interaction
with fluids and structures. In general, the evolution of these problems is
characterized by large deformations and displacements, discontinuities, het-
erogeneities and complex constitutive behavior. Addressing these problems
requires numerical techniques that take these characteristics into account,
without numerical drawbacks associated with element distortion as occurs
in the finite element method (FEM). In this thesis is developed a computa-
tional algorithm based on the material point method (MPM) to approximate
the solution of the governing equations to the mentioned phenomena. The
algorithm is based on a three-dimensional dynamic formulation of the con-
tinuum considering large deformations. Rayleigh damping and non-viscous
local damping are incorporated to model dynamic and quasi-static pro-
blems. The dynamic generation of pore pressures is formulated assuming
the saturated porous medium and a single material point to discretize the
mixture. Different techniques are evaluated to mitigate spurious pressure in
impact problems on saturated media. Different constitutive models are im-
plemented to model the failure surface and the soil mass flow process during
slope instabilities, as well as the genesis, evolution and failure zone quan-
tification in geological processes. To address the discretization of large-scale
geological problems using MPM, a methodology is proposed and validated
with the discretization of the Daguangbao landslide, in China. In order to
decrease the computational time, the algorithm is implemented according
to the parallel programming paradigm.

Keywords
Debris Flow; Soil Displacements on Slopes; Material Point Method

(MPM); Large Strains; Hydromechanical Coupled Analysis; Geological
Processes;
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1
Introdução

As instabilidades de taludes, em particular os movimentos que envolvem
grandes massas de material geológico, constituem uma ação geomorfológica
constante sobre o ambiente natural [1] e um risco de desastre natural para
os centros urbanos, tanto para as pessoas (ver Tabela 1.1) quanto para as
infraestruturas (ver Figuras 1.1 e 1.2). O desafio que se apresenta para a
comunidade está relacionado com a redução deste risco mediante a previsão
do fenômeno, e principalmente mediante o entendimento dos mecanismos
envolvidos [2].

Dentro dos diferentes tipos de eventos de instabilidade de material
geológico, os movimentos classificados como tipo fluxo [3, 4, 5, 6] apresentam
algumas das seguintes características:

• Elevada quantidade de movimento devido às altas velocidades durante o
processo de escorregamento;

• Grandes distâncias de escorregamento em comparação com a escala da
massa envolvida;

• Elevada periculosidade e risco de catástrofe natural;

Do ponto de vista geotécnico, o fenômeno da ruptura da massa de solo
pode ser dividido em duas etapas: a) Etapa inicial de ruptura, onde a capaci-
dade de suporte é crítica e consequentemente as condições de estabilidade da
massa são comprometidas; b) Etapa pós-ruptura, onde grandes deformações
e deslocamentos são acompanhados de uma considerável liberação de energia.
Em relação às etapas mencionadas, se evidencia que a modelagem constitutiva
deste tipo de evento requerer modelos com mudanças de reologia, onde se leve
em conta um comportamento constitutivo diferencial para a massa em função
do nível de deformação. Neste sentido, uma primeira aproximação pode ser
assumir um material do tipo sólido na etapa anterior à ruptura e um material
do tipo fluido na etapa posterior à ruptura [7].

O entendimento dos mecanismos envolvidos durante a ruptura e no
escorregamento pós-ruptura requerem a identificação das principais variáveis
envolvidas, tais como: efeito da saturação em massas de solos não saturados
[8]; efeito da vegetação nas camadas superiores e sua influência na sucção [8];
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variação cíclica da pressão de poros nas características de cimentação [9]; ação
dinâmica de terremotos [10]; efeito do intemperismo sobre a poro pressão [11];
efeitos de mudanças climáticas [12]; entre outras.

Figura 1.1: Fluxo de detrito na vila La Conchita, California, após chuva intensa
onde 10 pessoas resultaram mortas [13].

Figura 1.2: Deslizamentos de terra em Rio de Janeiro, 2011, deixam 916
pessoas mortas. a) Imagem aérea da devastação em área de Nova Friburgo.
b) Deslizamento de terra em Nova Friburgo [14].

Com estas características, a ocorrência de movimentos de grandes mas-
sas constitui um fenômeno que apresenta um desafio ao tentar antecipá-lo
com exatidão. Em geral, os dados estão disponíveis depois da ocorrência do

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521880/CA



Capítulo 1. Introdução 24

escoamento; os materiais envolvidos resultam anisotrópicos, não lineares, não
homogêneos, com propriedades variáveis no tempo; os ensaios de laboratório
não representam os níveis de deformações envolvidas; ou se dispõe de pouca
ou nula informação antes da ocorrência do escoamento.

Tabela 1.1: Instabilidades e movimentos de grandes massas de terra com um
grande número de vítimas fatais (Modificado de De Blasio et al.[1]).

Lugar País Data Mortes Características
Gansu China 16/12/1920 180000 Fluxo de lama
Armero Colômbia 13/11/1985 25000 Fluxo de lama
Yungay Peru 31/05/1970 18000 Avalanche de rochas
Khait Tajikistan 1949 12000 Avalanche de rochas
Huaraz Peru 12/1941 5000 Fluxo de detritos
Kelud Indonésia 1919 5160 Drenagem cratera
Yungay Peru 10/01/1962 4500 Avalanche de rochas
Colima Honduras 20/09/1973 2800 –
Ranrahirca Peru 10/01/1962 4000 Avalanche/Fluxo detritos
Longarone Itália 09/10/1963 2000 Avalanche de rochas
Bihar, Bengal India 01/10/1968 1000 Terremoto
Villa Tina Colômbia 27/9/217 2000 Solos residuais
La Conchita USA 10/01/2005 2000 Fluxo de detritos

Os métodos clássicos de análises geotécnicos estão focados principalmente
na previsão da ruptura no início do escorregamento e na estimativa de um
fator de segurança para o projeto de estruturas de suporte [7]. Algumas das
principais características dos métodos clássicos de análise geotécnica são:

• Previsão de ruptura no início do escorregamento;

• Projeto de estruturas para suportar cargas em função de um fator de
segurança;

• Pouca ou nenhuma informação do comportamento pós-ruptura;

• Em geral, envolvem análise mecânica do solo submetido a forças extre-
mas;

• Em geral, são análises estáticas;

• Uso do conceito de equilíbrio limite;

• Uso de modelos rígidos perfeitamente plásticos;

• Uso de métodos clássicos:

� Método de gráficos de estabilidade mediante o número de estabili-
dade [15, 16];
� Método ordinário das fatias de Fellenius a partir do conceito de

trabalho virtual [17];
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� outros métodos clássicos [18];

Com estas características, os métodos tradicionais de análise geotécnicos
não permitem descrever adequadamente o comportamento pós-falha das mas-
sas de solo com grandes deformações e deslocamentos. Surge consequentemente
a necessidade de desenvolver novas metodologias para simular não somente o
início da ruptura, mas também o comportamento dinâmico pós-ruptura.

1.1
Revisão bibliográfica

Na sequência apresenta-se uma revisão bibliográfica dos métodos numé-
ricos atuais utilizados para modelagem de movimentos de grandes massas de
terra e problemas de estabilidade de taludes de grandes deformações. Os obje-
tivos particulares da presente revisão bibliográfica são: 1) Identificar as vanta-
gens e desvantagens de cada metodologia numérica; 2) Identificar a relevância
do Método do Ponto Material (MPM) na simulação de problemas de grandes
deformações; 3) Avaliar a necessidade de pesquisa no MPM.

1.1.1
Introdução à modelagem do sólido geomecânico

A modelagem dos materiais geomecânicos é o processo de idealização do
material limitando o número de variáveis envolvidas para seu uso em relações
constitutivas e equações governantes. Este processo de modelagem implica o
conhecimento prévio do material com o objetivo de estabelecer diferentes hipó-
teses de comportamento. Em função da escala e do tipo de fenômeno envolvido,
os materiais geomecânicos podem ser modelados segundo uma abordagem dis-
creta ou contínua (ver Figura 1.3). No enfoque discreto a modelagem é em
nível do grão de solo, ou de grupos de elementos individuais, a partir das inte-
rações ou contatos entre eles [19]. O enfoque discreto apresenta uma limitação
computacional relacionada à quantidade de partículas individuais que podem
ser simuladas para representar o comportamento macroscópico dos fenômenos
de deslocamentos de grandes massas de solo. O enfoque contínuo considera o
comportamento do solo mediante equações governantes e relações constitutivas
macroscópicas.

1.1.2
Revisão dos principais métodos numéricos disponíveis baseados no enfo-
que contínuo

A seguir apresenta-se uma revisão dos principais métodos numéricos
baseados no enfoque contínuo, em particular aqueles utilizados na modelagem
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Sólido
Geomecânico

Escala

Discreto Contínuo

Representação 
dos Modelos 
Numéricos

Mét. dos Elementos Discretos - DEM Mét. dos Elementos Finitos - FEM Mét. do Ponto Material - MPM

Com Malhas

Material Real

Sem Malhas

outros fatores

FDM, ALE, CEL., etc. SPH, PFEM, FEMLIP, EFG,  etc.XDEM, etc.outros 
métodos

Figura 1.3: Enfoque discreto e contínuo do sólido geomecânico.

de movimentos de grandes massas de solo. A revisão dos métodos contínuos
baseia-se no trabalho de Soga et al. (2015) [2]. Para cada método é feita uma
breve descrição e são comentadas as vantagens e desvantagens no contexto de
problemas de grandes deformações.

Em geral os métodos numéricos para problemas de grandes deformações
podem ser classificados conforme são baseados em malhas ou não.

• Métodos baseados em malhas

� Finite-Element Method - FEM
� Finite-Difference Method - FDM
� Arbitrary Lagrangian Eulerian - ALE
� Coupled Eulerian - Lagrangian - CEL

• Métodos sem malhas

� Material Point Method - MPM
� Smooth Particle Hydrodynamics - SPH
� Particle Finite-Element Method - PFEM
� FEM with Lagrangian Integration Points - FEMLIP
� Element-Free Galerkin - EFG

O método dos elementos finitos (FEM) [20] utiliza uma malha para a
discretização do modelo matemático em componentes de geometria simples
chamados de elementos finitos. A resposta de cada elemento é expressa em
termos de um número finito de graus de liberdade, caracterizada pelo valor de
funções nos pontos nodais. Em relação às análises de movimentos de massas de
solo, o FEM foi utilizado na modelagem hidromecânica de diferentes cenários
de falha de encosta de solo solto, submetido a infiltração vertical de água
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[21]; para a modelagem do início da ruptura de um talude induzida por
chuvas em encosta íngreme usando análise de acoplamento fluido mecânico [22];
entre outros. As principais desvantagens que o FEM apresenta neste tipo de
problemas estão relacionadas à distorção da malha em problemas de grandes
deformações, aos custos computacionais associados ao processo de refazer a
malha, e aos erros adicionais no remapeamento de variáveis.

No método das diferenças finitas (FDM), as derivadas da equação dife-
rencial parcial são aproximadas por combinações lineares dos valores da função
nos pontos de uma grade. O domínio é particionado no espaço e no tempo.
Estudos relevantes que usaram esta técnica na simulação de movimentos gravi-
tacionais de rocha superficial ao longo do tempo [23] e na modelagem de gran-
des deformações em taludes pelo rebaixamento do nível de água [24], mostram
a aplicabilidade do método para simular problemas de grandes deformações.
Durante as grandes deformações, as coordenadas da grade são atualizadas. As
desvantagens deste método estão relacionadas ao seu uso para domínios de
geometrias simples, ao fato da distorção da malha causar inconvenientes em
problemas de grande deformação e ao alto custo computacional [2].

No método Euleriano Lagrangeano Arbitrário (ALE) os nós da malha
computacional podem se movimentar com o contínuo conforme uma aborda-
gem Lagrangiana, ou serem mantidos fixos de forma Euleriana, ou ser movi-
mentados de alguma forma arbitrária [25]. Este método dá liberdade de movi-
mento à malha computacional, o que permite simular maiores distorções com
melhor resolução do que o oferecido por uma abordagem puramente Euleriana.
As desvantagens do método estão relacionadas à limitação da liberdade de mo-
vimento da malha, à necessidade de um passo convectivo para deslocar nós, e
ao efeito convectivo sobre as variáveis dependentes do histórico de deformação
[2].

No método Euleriano-Lagrangeano Acoplado (CEL), o enfoque Lagran-
geano é usado para modelar a estrutura em movimento, enquanto o enfoque
Euleriano é usado para o solo. O limite do domínio Lagrangiano é modelado
mediante uma interface entre os domínios. Diferentes modelos de interface
usam a velocidade do contorno do domínio Lagrangiano como uma condição
de contorno na malha Euleriana [26]. O método resulta efetivo para modelar
interações sólido-fluido [27]. Ele requer termos advectivos adicionais para as
variáveis que se movimentam com a malha e maior tempo computacional que
o ALE. A solução numérica depende da malha Euleriana [2].

O Método do Ponto Material (MPM) é um método híbrido Euleriano-
Lagrangiano que utiliza pontos materiais que se movimentam sobre uma malha
computacional de fundo [28]. O contínuo é representado por um conjunto de
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pontos materiais e as leis do movimento de Newton determinam os deslocamen-
tos. O MPM tem a capacidade de simular problemas de grandes deformações
sem os inconvenientes associados à distorção da malha [29], como também
permite a simulação da interação sólido-fluido [30]. O uso de funções de forma
lineares para problemas de grandes deformações provoca erros numéricos de-
vido aos pontos materiais que atravessam a grade, num fenômeno numérico
chamado de cell crossing noise. O uso de funções de forma de alta ordem re-
quer maior tempo computacional. O custo computacional é superior ao FEM
[2] em problemas de pequenas deformações.

No método SPH, o domínio é discretizado em partículas que têm uma
distância espacial chamada de comprimento de suavização (smoothing length),
sobre a qual as propriedades do material são aproximadas por uma função
chamada de kernel function [2, 31]. O SPH foi utilizado para simular proble-
mas de grandes deformações [32]. O método requer um tratamento especial
no contorno, tal como o uso de nós fantasmas, e apresenta instabilidades nu-
méricas devido à integração pontual. Um número insuficiente de partículas
vizinhas causam inconsistências nos resultados. O SPH é computacionalmente
custoso como resultado da busca das partículas vizinhas. O método sofre de
instabilidade de tração o que pode provocar fratura numérica [2].

O PFEM usa uma malha de elementos finitos para discretizar o sólido
e para integrar as equações diferenciais. Os nós da malha se movimentam
de acordo com as equações de movimento num enfoque Lagrangiano. Os
nós transportam todas as suas propriedades físicas, comportando-se como
partículas. No final de cada intervalo de tempo a malha é reconstruída mediante
triangulação para conectar as partículas na nova posição. A malha também é
usada para identificar contatos e superfícies livres [33, 2]. O contato entre os
nós sólido-sólido e fluido-sólido necessitam de tratamento especial. As grandes
deformações exigem refazer a malha [2].

O FEMLIP é derivado da formulação rápida implícita do MPM [34]. Os
pontos materiais são utilizados como pontos de integração em cada elemento.
Todas as propriedades do material são armazenadas nos pontos materiais.
O método tem a capacidade de simular grandes deformações [35], porém,
para deformações extremas se requer de tratamento especial sobre os volumes
nas partículas. Para manter o volume representativo de cada partícula, novas
partículas são criadas. O FEMLIP demanda alto custo de armazenamento e
computacional. A solução depende do espaçamento da malha computacional
[2].

No método EFG as funções de interpolação são obtidas mediante um
enfoque de mínimos quadrados em movimento, onde cada nó tem uma área de
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influência [36]. As funções de ponderação são frequentemente splines e funções
exponenciais contínuas. Desde que os subdomínios sejam superpostos cobrindo
o domínio total, se garante o equilíbrio global e as condições de contorno. O
método apresenta um custo computacional muito alto [2].

1.1.3
Uso do MPM na modelagem de processos de grandes deformações

Dos métodos numéricos utilizados para a modelagem de processos de
grandes deformações, se evidencia que aqueles que são baseados em malhas,
em geral, apresentam inconvenientes a ela associados. Em particular, incon-
venientes relacionados com a sua distorção (FEM, FDM e ALE), ou com a
sua dependência na solução (CEL). No entanto, os métodos sem malhas apre-
sentam um custo computacional mais elevado (MPM, SPH, PFEM, FEMLIP
e EFG). Alguns deles também apresentam inconvenientes de triangulação em
processos de deformação extrema (PFEM), problemas de fratura numérica em
sólidos (SPH), e problemas de interpolação ao utilizar funções lineares (MPM).

Em particular, o MPM apresenta-se como um método de grande inte-
resse na simulação de processos de grandes deformações, com um custo com-
putacional maior que o FEM em pequenas deformações, porém menor que
outros métodos sem malhas que precisam de busca de vizinhos (SPH) e de re-
triangulação (PFEM). Os inconvenientes associados ao uso de funções lineares
de interpolação no MPM podem ser contornados utilizando funções de ordem
superior [37]. Pelos motivos acima mencionados, o MPM é o método utilizado
e desenvolvido no presente trabalho para estudar o comportamento de massas
de solo que apresentam grandes deslocamentos e deformações.

1.2
Escopo e objetivos

O presente trabalho foca-se no estudo e no desenvolvimento de imple-
mentações computacionais para contribuir na resolução e no entendimento de
problemas geotécnicos, onde os métodos mais frequentemente utilizados para
sua abordagem, como o método dos elementos finitos (FEM), apresentam de-
ficiências ou limitações na sua aplicação. Exemplos desse tipo de problemas
são os que apresentam grandes deformações, onde a excessiva distorção dos
elementos da malha que se deforma com o sólido leva a imprecisões na solução
numérica, ou até à falha do processo de cálculo devido a valores negativos do
Jacobiano nos pontos de integração (Equação 4-35). Considere-se como exem-
plo um elemento bilinear isoparamétrico de quatro nós em coordenadas globais,
no qual a variação do determinante da matriz jacobiana da transformação de
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coordenadas |J| = |∂x/∂ξ| é calculada a medida que um dos nós é deslocado
simulando a distorção do elemento (ver Figura 1.4).

Figura 1.4: Deformação de elemento finito de 4 nós. Variação do Jacobiano
dentro do elemento.

Os objetivos da presente tese de doutorado são:

• Desenvolver um algoritmo computacional para aproximar a solução das
equações governantes do fenômeno de escoamento de massas de solo de
grandes deformações mediante o método do ponto material;

• Implementar diferentes modelos constitutivos para modelar de forma
adequada tanto a formação da superfície de ruptura, como o escoamento
da massa de solo;

• Incluir o efeito da presença da água nos poros do material mediante o
conceito de mistura;

• Otimizar o tempo computacional para modelos de grande número de
partículas segundo o paradigma de programação paralela.

1.3
Contribuição da tese

Uma revisão das 40 publicações mais relevantes do MPM, entre os
anos 1994 e 2018, releva uma tendência ao desenvolvimento do método para
problemas em duas dimensões e sem a consideração do acoplamento fluido
mecânico na sua formulação (ver Figura 1.5).

A Tabela 1.2 mostra os principais códigos MPM disponíveis e que são
usados para contextualizar a contribuição da presente tese, que se resume a
seguir:

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521880/CA



Capítulo 1. Introdução 31

Figura 1.5: Revisão de 40 publicações sobre o MPM entre os anos 1994 e 2018.

Tabela 1.2: Principais programas computacionais do MPM.

Programa Autor País Universidade
MPM3D-F90[38] Zhang, X. China Tsinghua
Anura3D[39] Anura3D-RC UE(PB) UE
NairnMPM[40] Nairn, J. USA U.Utah
CB-Geo[41] Kumar, K USA U.Texas
C-SAFE[42] ASC Center USA U.Utah
MPMsim[43] MPMsim Ltd. ENG –

• Desenvolvimento de um simulador MPM em 3D com acoplamento fluido
mecânico, cujas principais características em relação aos códigos atuais
são as seguintes:

� Dos códigos mencionados, somente o Nairn-MPM tem implemen-
tada a transição sólido-fluido na modelagem constitutiva, porém,
esta implementação tem um enfoque puramente térmico. No pro-
grama desenvolvido, a transição sólido-fluido é considerada segundo
o critério do trabalho de segunda ordem, adequado para modela-
gem de materiais do tipo solo conforme evidencias experimentais.
No modelo implementado, o sólido é caracterizado pelo modelo de
Mohr-Coulomb com amolecimento e o fluido é considerado viscoso.
� As condições de contorno não refletivas para análises dinâmicas não

foram implementadas de forma específica nos códigos mencionados.
No programa desenvolvido, as condições de contorno não refletivas
são incorporadas mediante partículas especiais. Estas partículas po-
dem ter qualquer orientação em relação ao contorno do domínio
computacional e podem ser aplicadas a diferentes corpos simulta-
neamente.
� Dos programas mostrados na Tabela 1.2, CB-Geo e Anura3D estão

orientados às análises geotécnicas. Dos quais, apenas o último in-
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corpora o acoplamento fluido mecânico usando um ponto material
para representar a mistura e sem aplicar nenhuma técnica de suavi-
zação das pressões espúrias. Na presente tese o acoplamento fluido
mecânico é implementado usando uma partícula para discretizar a
mistura e são incorporadas duas técnicas de suavização das pressões
espúrias.
� Dos códigos mencionados, somente Nairn-MPM e CB-Geo reportam

no seus manuais a implementação da paralelização computacional
das análises e permitem o seu controle explicitante. No programa
desenvolvido, as principais operações estão paralelizadas mediante o
paradigma de memoria compartilhada usando OpenMP e o número
de processadores é controlado explicitamente no arquivo de entrada
de dados.

• Desenvolvimento de um gerador de partículas adequado para geração de
modelos MPM de escala geológica de grande números de partículas e com
variabilidade espacial das heterogeneidades. Os programas mencionados
não possuem ferramentas específicas para este tipo de problemas (Ver
revisão no Capítulo 5).
• Estudo de casos que não foram analisados previamente em 3D, incor-

porando grandes deformações, com modelos de transição sólido-fluido e
com acoplamento fluido mecânico.

1.4
Estrutura do trabalho

A presente tese se organiza em sete capítulos, cujos conteúdos estão
descritos na sequência:

No Capítulo 1, introduz-se o tema da presente tese em conjunto a uma
revisão bibliográfica do MPM e dos diferentes métodos numéricos relevantes
no contexto da modelagem geomecânica de grandes deformações. Apresenta-
se o escopo e os objetivos do presente trabalho, em particular se detalha a
contribuição da tese.

O Capítulo 2 é dedicado ao método do ponto material. Apresenta-
se uma introdução ao método, junto com os conceitos e as características
fundamentais. Descreve-se em detalhe a formulação matemática e a obtenção
das equações de movimento em forma discreta. Apresentam-se os algoritmos
de integração explícita no tempo, os tipos de amortecimentos e as condições
de contorno não refletivas para análises dinâmicas.

No Capítulo 3 descrevem-se os modelos constitutivos implementados.
Define-se a convenção adotada, as taxas objetivas e a formulação incremental
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usada na integração das tensões. Para cada modelo constitutivo, apresenta-se
a formulação matemática e seu algoritmo de integração.

O Capítulo 4 é dedicado ao acoplamento fluido mecânico. É feita uma
revisão bibliográfica do acoplamento no contexto do MPM. Definem-se ele-
mentos conceituais como fases do meio poroso, princípio das tensões efetivas
e conservação de massa. São apresentadas em detalhe as equações governan-
tes, junto com sua discretização e o algoritmo computacional. Finalmente, o
método de suavização das pressões é apresentado junto com seu algoritmo de
implementação.

No Capítulo 5 apresenta-se uma metodologia para discretização de mode-
los MPM de escala geológica. É introduzido ao tema da discretização de mode-
los MPM de geometrias complexas e heterogeneidades espaciais. Apresenta-se
uma metodologia para a abordagem deste tipo de problemas, junto com um
exemplo de verificação e o algoritmo computacional correspondente.

O Capítulo 6 é dedicado à verificação dos algoritmos e aos resultados dos
problemas analisados. A primeira parte é dedicada à verificação dos algoritmos
mediante uma serie de exemplos. Alguns deles com solução teórica, e outros
verificados pela comparação com outros programas computacionais. A segunda
parte é dedicada ao estudo de cinco casos de interesse: a ruptura de um túnel
em 3D; a simulação de processos geológicos de grandes deformações; o estudo
da estabilidade do talude natural em Oregon (Estados Unidos); o impacto de
bloco de rocha sobre meio saturado e o deslizamento de Daguangbao (China).

O Capítulo 7 apresenta as conclusões da tese juntamente com as sugestões
para futuros trabalhos.
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2
Método do Ponto Material - MPM

O capítulo seguinte é dedicado ao Método do Ponto Material - MPM.
Apresenta-se uma introdução ao método, os conceitos e as características
fundamentais. Descrevem-se em detalhe a formulação matemática e a obtenção
das equações de movimento em forma discreta. Apresentam-se os algoritmos
de integração explícita no tempo, os tipos de amortecimentos e as condições
de contorno não refletivas para análises dinâmicas.

2.1
Introdução ao Método do Ponto Material

O MPM é um método numérico de partículas baseado na mecânica dos
meios contínuos [47], no qual são combinadas as vantagens dos métodos La-
grangiano e Euleriano para permitir abordar problemas de grandes deforma-
ções. No MPM, o domínio material Ω é discretizado num conjunto de pontos
p que representam sub-domínios Ωp, tal que Ω = ∑

p Ωp. Cada ponto p é cha-
mado de ponto material e nele são concentradas todas as variáveis de interesse
do meio: tensões, deformações, deslocamentos, poro pressão, temperatura, pa-
râmetros de modelos constitutivos, entre outras. Os pontos materiais podem se
deslocar livremente sobre uma malha computacional fixa, onde são resolvidas
as equações governantes (ver Figura 2.1). Os pontos materiais levam consigo
todas as informações atualizadas durante a simulação dando uma característica
Lagrangiana ao MPM. No entanto, a malha computacional de fundo perma-
nece fixa durante a simulação dando uma característica Euleriana ao MPM.

Em cada passo de tempo, todas as variáveis armazenadas nos pontos ma-
teriais são interpoladas para os nós da malha Euleriana, onde são resolvidas
as equações governantes (ver Figura 2.2). A solução obtida nos nós é interpo-
lada para os pontos materiais. Com todas as variáveis atualizadas, os pontos
materiais se deslocam para as novas posições e todas as variáveis da malha são
reiniciadas para sua configuração inicial (ver Figura 2.2).
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Figura 2.1: Esquema de discretização do domínio contínuo em pontos materiais.
Configuração geral do modelo numérico MPM.

Figura 2.2: Ciclo computacional no método do ponto material.

2.2
Formulação matemática

2.2.1
Discretização das equações de movimento

No MPM, o domínio contínuo a analisar é dividido em sub-domínios cujas
informações são concentradas em pontos (ou partículas). A formulação mate-
mática do MPM se baseia na mecânica dos meios contínuos para estabelecer a
lei de movimento dos pontos. A equação de movimento de um meio contínuo é
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dada pela equação de conservação da quantidade de movimento ou momentum
linear

∇ · σ + ρb = ρv̇ (2-1)

onde ∇ = ∂
∂x
i+ ∂

∂y
j+ ∂

∂z
k, σ é o tensor de tensões, ρ é a densidade, b é o vetor

das forças de corpo por unidade de massa atuando no contínuo e v̇ é o vetor
de acelerações. A Equação 2-1 é equivalente à segunda lei de Newton.

A formulação matemática do MPM se baseia na forma fraca da Equação
2-1 [28]. A forma fraca da Equação 2-1 é obtida aplicando o método de Galerkin
dos resíduos ponderados sobre o domínio material Ω e aplicando integração por
partes sobre o termo do tensor σ:

∫
Ω
ρüiδuidV +

∫
Ω
σijδui,jdV −

∫
Ω
ρbiδuidV −

∫
Γ
tiδuidA = 0 (2-2)

onde ui é o vetor de deslocamentos em notação de índices (i = x, y, z), δui
são deslocamentos arbitrários (funções de ponderação) tal que δu|Γ = 0 no
contorno Γ, ti é uma tensão aplicada no contorno Γ e δui,j são as derivadas j
dos deslocamentos virtuais.

Cada sub-domínio Ωp do meio contínuo é representado de forma pontual
com pontos materiais. A densidade do meio assim representado pode ser
expressa como

ρ(x) =
∑
p

mpδ (x− xp) (2-3)

onde mp é a massa da partícula1 p, δ é a função delta de Dirac e xp é a
coordenada espacial da partícula p. Dado que o número de partículas não
muda durante a simulação, a conservação de massa no domínio material é
automaticamente cumprida no MPM.

∫
Ωp
f(x)δ (x− xp) =

 f (xp) xp ∈ Ωp

0 xp /∈ Ωp

(2-4)

MΩ =
∫

Ω
ρ(x)dΩ (2-5)

MΩ =
∑
p

mp (2-6)

A Equação 2-6 mostra que a massa total do domínio materialMΩ resulta
igual à massa total nas partículas.

1No presente trabalho o termo partícula e ponto material são usados indistintamente.
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Os deslocamentos virtuais δui, os deslocamentos das partículas uip e
suas derivadas uip,j podem ser interpolados com os valores nodais da malha
Euleriana

δuip = NIpδuiI (2-7)

uip = NIpuiI (2-8)

uip,j = NIp,juiI (2-9)

onde I é um nó da malha e NIp = NI (xp) é a função de interpolação do nó I
avaliada na posição xp da partícula.

Substituindo a Equação 2-3 na Equação 2-2 e definindo a tensão específica
σ∗ij = σij/ρ, a forma fraca da equação da quantidade de movimento pode ser
escrita como

∑
p

mpüipδuip +
∑
p

mpσ
∗
ijpδuip,j −

∑
p

mpbipδuip −
∑
p

mpt
∗
ipδuip = 0 (2-10)

os deslocamentos virtuais e as acelerações da Equação 2-10 podem ser aproxi-
mados usando as Equações 2-7 e 2-8

∑
p

mpNIpNJpüiJ =
∑
p

mpNIpbip +
∑
p

NIptip
mp

ρp
−
∑
p

NIp,jσijp
mp

ρp
(2-11)

A Equação 2-11 é a forma discreta da equação de movimento expressada
nos nós da malha computacional. Ela pode ser escrita em forma compacta
como

ṗiI = f int
iI + f ext

iI (2-12)

onde i = x, y, z são os componentes do espaço e

ṗiI = mIJ üiJ (2-13)

f int
iI = −

∑
p

NIp,jσijp
mp

ρp
(2-14)

fext
iI =

∑
p

mpNIpbip +
∑
p

NIptip
mp

ρp
(2-15)

O termo mIJ representa a matriz de massa definida na Equação 2-11 como

mIJ =
∑
p

mpNIpNJp (2-16)
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Assumindo que não existe acoplamento cruzado entre os componentes da
matriz mIJ , ou seja, o valor de massa associado a um nó I fica determinado
somente pela distribuição de massa das partículas conforme sua posição, e ele
não depende do valor de massa de qualquer outro nó J . Resulta conveniente
do ponto de vista computacional expressar a matriz de massa na forma
concentrada [28] no nó I mediante um vetor mI definido na Equação 2-17.

mI =
∑
J

mIJ =
∑
p

mpNIp (2-17)

Usando o vetor de massas mI , a equação da quantidade de movimento
nos nós 2-13 pode ser reescrita como

ṗiI = mI üiI (2-18)

ou
mI üiI = f int

iI + f ext
iI (2-19)

A Equação 2-19 permite obter as velocidades e as posições de cada partícula

vLip = vip + ∆t
∑
I

NIpüiI (2-20)

e
xLip = xip + ∆t

∑
I

NIpu̇
L
iI (2-21)

onde L representa o estado das variáveis no final da etapa Lagrangiana (ver
Figura 2.2.c), NIp é a função de interpolação do nó I avaliada na posição da
partícula p, ou seja NIp = NI (xp).

Uma vez que as variáveis da malha computacional são reiniciadas (ver
Figura 2.2.d), o campo de velocidades pode ser novamente calculado a partir
das novas velocidades das partículas

viI = 1
mI

∑
p

NIpmpvip (2-22)

onde i = x, y, z são os componentes dimensionais, I = 1...ng são os nós da
malha Euleriana.

No MPM, as tensões e as deformações são concentradas e armazenadas
nas partículas. O incremento de deformação ∆εijp e de rotação ∆Ωijp, em cada
ponto material, são obtidos a partir das definições da mecânica do contínuo
[45] [46] usando os valores das velocidades nodais viI da Equação 2-22

∆εijp = 1
2 (NIp,jviI +NIp,ivjI) ∆t (2-23)

∆Ωijp = 1
2 (NIp,jviI −NIp,ivjI) ∆t (2-24)
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onde NIp,j representa o gradiente da função de interpolação do nó I avaliado
na posição da partícula p.

2.2.2
Integração no tempo

A Equação 2-12 representa um sistema de equações diferenciais ordinárias
de segunda ordem em relação ao tempo. A solução do sistema está dada pelos
valores de deslocamentos ui, velocidades u̇i e acelerações üi nos tempos tk =
t0, t1, t2, ..., tn. A solução do sistema pode ser aproximada de forma implícita ou
explícita. Os métodos explícitos permitem obter uma aproximação no tempo
tk+1 = tk + ∆t a partir do estado do sistema no tempo corrente δk+1 = F (δk).
Nos métodos implícitos se requer a solução do sistema G(δk+1, δk) = 0 para
obter δk+1 [28], onde o passo de tempo pode ser escolhido até várias centenas de
vezes maior do que o mínimo requerido no método explícito [44]. No entanto,
os métodos explícitos que usam uma matriz de massa diagonal (Equação 2-17)
não requerem a solução de um sistema de equações [48] e apresentam uma
restrição no passo de tempo mínimo requerido para a estabilidade da solução.

O MPM tem sido amplamente implementado com métodos explícitos [49]
[47] [50] tanto pela sua facilidade de implementação quanto pela sua aplicação
a problemas dinâmicos, onde o passo de tempo requerido para capturar o
fenômeno resulta menor que o passo de tempo crítico. Para problemas onde
a taxa de deformação do material resulta consideravelmente menor do que a
velocidade de propagação de uma onda elástica [51], os métodos implícitos
mostraram ser computacionalmente eficientes [51] [44] [52] [53].

2.2.2.1
Integração explícita

No presente trabalho se implementou um esquema explícito de integração
no tempo baseado em diferenças finitas centrais [54].

A partir da Figura 2.3, a velocidade u̇k+1/2
i no tempo tk+1/2 e a aceleração

üki no tempo tk, podem ser aproximadas mediante

u̇
k+1/2
iI = uk+1

iI − ukiI
∆t (2-25)

ükiI = u̇
k+1/2
iI − u̇k−1/2

iI

∆t (2-26)

Neste esquema de integração são utilizados valores intermediários do
passo de tempo para aproximar as variáveis. As equações 2-25 e 2-26 podem
ser reescritas como
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Figura 2.3: Esquema de diferenças finitas centrais usado na integração explícita
no tempo.

uk+1
iI = ukiI + ∆tu̇k+1/2

iI (2-27)

e
u̇
k+1/2
iI = u̇

k−1/2
iI + ∆tükiI (2-28)

As equações 2-27 e 2-28 permitem obter as posições uk+1
iI no tempo tk+1

usando as velocidades calculadas no passo intermédio tk+1/2, como é mostrado
no Algoritmo 1.

Algoritmo 1: integração explícita

1. Computar a aceleração ükiI no tempo tk a partir da Equação
2-19:

mk
I ü

k
iI = f int,k

iI + f ext,k
iI (2-29)

2. Computar a velocidade u̇
k+1/2
iI no tempo tk+1/2 usando a

Equação 2-28:

u̇
k+1/2
iI = u̇

k−1/2
iI + ∆tükiI (2-30)

3. Computar a posição uk+1
iI no tempo tk+1 usando a Equação

2-27:
uk+1
iI = ukiI + ∆tu̇k+1/2

iI (2-31)

4. Avançar no tempo tk+1 = ∆t+ tk.

5. Ir para 1.
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2.2.2.2
Estabilidade do algoritmo explícito

O método de integração explícito é condicionalmente estável em relação
ao passo de tempo [55]. De modo que o ∆t deve ser menor que um certo valor
chamado de passo de tempo crítico2

∆t ≤ ∆tcr (2-32)

O passo de tempo crítico para um elemento de malha de deformação
constante é dado por [56]

∆tcr = 2
ωmax

≤ min
e

2
ωe

= min
e

le
ce

(2-33)

onde ωmax é a máxima frequência do sistema, le é o comprimento característico
do elemento e e ce é a velocidade do som no elemento e.

O passo de tempo crítico ∆tcr no MPM é calculado usando a dimensão
da célula da malha Euleriana e a velocidade do som do material associado a
cada partícula do sistema

∆tcr = dc
maxp(cp)

(2-34)

onde dc é a dimensão de uma célula da malha Euleriana e cp a velocidade do
som na partícula, dada por

cp =

√√√√ Ep(1− νp)
(1 + νp)(1− 2νp)ρp

(2-35)

onde Ep é o módulo de Young, νp o coeficiente de Poisson e ρp a densidade da
partícula p.

A expressão final para o passo de tempo no MPM pode ser obtida
substituindo as Equações 2-35 e 2-34 na Equação 2-32

∆t ≤ dc

maxp
(√

Ep(1−νp)
(1+νp)(1−2νp)ρp

) (2-36)

onde maxp(f(p)) se refere ao valor máximo da função f avaliada em cada
partícula p.

2.2.3
Amortecimento

O amortecimento é uma forma de dissipação de energia associada a
sistemas dinâmicos. Diferentes mecanismos dão origem ao amortecimento, tais
como o atrito da estrutura interna do material, o comportamento plástico,

2Também chamado de passo de tempo estável [56].

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521880/CA



Capítulo 2. Método do Ponto Material - MPM 42

entre outros. Os mecanismos que produzem amortecimento são complexos e
sua consideração é feita de forma conjunta [57]. No MPM, o amortecimento é
considerado de forma conjunta em relação aos mecanismos que o produzem,
mediante diferentes enfoques abordados a seguir.

2.2.3.1
Amortecimento de Rayleigh

As análises numéricas da dinâmica estrutural que envolvem terremotos,
em geral, usam o amortecimento de Rayleigh [58], onde os parâmetros de
amortecimento são obtidos no laboratório para cada material.

No contexto do MPM, o amortecimento de Rayleigh é incorporado
mediante uma força adicional fdmp na Equação 2-19:

mI üiI = f int
iI + f ext

iI + fdmp
iI (2-37)

onde a força de amortecimento fdmp é dada por [59]

fdmp
iI = −α

∑
p

mpNIpvip − β
∑
p

mp

ρp
NIp,j

(
Cijkl

∆εkl,p
∆t

)
(2-38)

na qual, mp é a massa da partícula, NIp é a função de interpolação do nó I
avaliada na posição da partícula xip, ρp é a densidade de massa da partícula,
NIp,j o gradiente da função de interpolação, Cijkl é o tensor elástico (ver
Capítulo 3), ∆εkl,p é o incremento de deformação e α e β são os coeficientes
de amortecimento de Rayleigh, cujos valores dependem do material.
Este tipo de amortecimento resulta simples de implementar, porém os parâme-
tros α e β dependem da frequência de vibração do sistema [60], e pode não ser
adequado em modelos nos quais o amortecimento precise variar em diferentes
partes dele, como por exemplo na interação solo-estrutura [48].

2.2.3.2
Amortecimento local

O amortecimento local não viscoso apresentado por Cundall [19] é
definido mediate uma força de direção oposta à velocidade, e de magnitude
proporcional às forças não balanceadas da Equação 2-19 de movimento. A
força não balanceada é

fiI = f int
iI + f ext

iI (2-39)

A Equação 2-19 pode ser reescrita como

mI üiI = fiI + fdmp
iI (2-40)
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onde a força de amortecimento fdmp
iI é definida como

fdmp
iI = −αnv|fI |

(
viI
|vI |

)
(2-41)

sendo |fI | a magnitude do vetor de forças não balanceadas fiI no nó I, e αnv

o coeficiente de amortecimento local não viscoso.
Na Seção 6.1.2, verifica-se a implementação dos amortecimentos local e de

Rayleigh no MPM, na análise dos deslocamentos no pé de um talude elástico.

2.2.4
Condições de contorno não refletoras

Considere-se um pulso de tensões viajando num meio contínuo semi-
infinito desde um ponto A até o infinito, passando por um ponto B como
se mostra na Figura 2.4. A análise numérica do meio semi-infinito requer
a consideração de um domínio finito e de condições de contorno que não
aparecem no meio semi-infinito a ser modelado (ver Figura 2.4.b). As condições
de contorno introduzidas no modelo finito geram reflexão de ondas. Portanto,
a energia refletida interage com o meio modificando o seu estado tensional.

Figura 2.4: Condições de contorno não refletoras em meios semi-infinitos.
a) Pulso num meio contínuo semi-infinito. b) Reflexão de pulso devido às
condições de contorno do modelo numérico.

As condições de contorno não refletoras ou absorventes que permitem
absorver os pulsos compressionais e cisalhantes foram propostas por Lysmer e
Kuhlemeyer [61] mediante as seguintes relações

σ = −ρcdvn (2-42)

e
τ = −ρcsvt (2-43)

onde ρ é a densidade de massa do material, vn e vt são as velocidades normais
e tangenciais ao contorno considerado, cd =

√
λ+2G
ρ

e cs =
√
G/ρ são as
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velocidades das ondas compressionais e cisalhantes3.
No contexto do MPM, Shen e Chen [62] usaram as Equações 2-42 e 2-43
aplicando uma força externa nas partículas do contorno.

Para incluir a condição de contorno não reflexiva no MPM, a Equação
2-19 de movimento é modificada como

mI üiI = f int
iI + f ext

iI + f sb
iI (2-44)

onde a força viscosa não reflexiva no nó I é definida como f sb
iI = fσiI + f τiI e

seus componentes normal e tangencial são definidos por

fσiI =
∑
p

mpNIp
σ̂i

∆lσρ
(2-45)

f τiI =
∑
p

mpNIp
τ̂i

∆lτρ
(2-46)

As forças σ̂i e τ̂i são avaliadas nas partículas do contorno e seu valor numérico
é dado pelas Equações 2-42 e 2-43, respectivamente. ∆l é o comprimento da
célula na direção da onda.

2.2.5
Algoritmo explícito no MPM

Durante a simulação, os pontos materiais levam consigo todas as variáveis
de interesse como a massa, a velocidade, as deformações, as tensões, entre
outras. Em cada ciclo computacional todas as variáveis nas partículas são
interpoladas para os nós da malha computacional, onde são resolvidas as
equações governantes. A solução obtida nos nós é interpolada novamente para
os pontos materiais, onde as variáveis são atualizadas e os pontos materiais se
deslocam para novas posições.

Após resolver a equação de movimento nos nós da malha, as posições e
velocidades nas partículas são atualizadas. Com as novas posições e velocida-
des, as deformações e rotações requeridas para determinar os incrementos de
tensões são obtidas mediante o campo de velocidades nos nós da malha. Em
função do tempo do campo de velocidades utilizado para atualizar as tensões,
diferentes esquemas surgem dentro do MPM. Se as velocidades nodais no início
do passo de tempo, vk−1/2

iI , são utilizadas para atualizar as tensões, o esquema
é chamado USF[63]. Se as velocidades nodais usadas são aquelas obtidas no
final do passo de tempo vk+1/2

iI , o esquema é chamado de USL[40].
No presente trabalho é adotado o esquema de integração USL. O esquema

USF pode ser facilmente incorporado ao algoritmo de integração modificando
3λ e G são as constantes de Lamé, definidas na Seção 3.4
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o campo de velocidades usado na atualização das tensões. Na sequência
apresenta-se o algoritmo de integração implementado.

Algoritmo 2: USL - parte I

1. Computar a massa nodal mk
I utilizando a Equação 2-17:

mk
I =

∑
J

mk
IJ =

∑
p

mk
pN

k
Ip (2-47)

2. Computar a quantidade de movimento nodal pk−1/2
iI :

p
k−1/2
iI =

∑
p

mk
pu̇

k−1/2
ip Nk

Ip =
∑
p

p
k−1/2
ip Nk

Ip (2-48)

3. Calcular as forças nodais f int
iI e f ext

iI usando as Equações 2-14 e
2-15:

f int
iI = −

∑
p

Nk
Ip,jσ

k
ijp

mk
p

ρkp
(2-49)

fext
iI =

∑
p

mk
pN

k
Ipb

k
ip +

∑
p

Nk
Ipt

k
ip

mk
p

ρkp
(2-50)

4. Computar a aceleração nodal ükiI no tempo tk a partir da Equação
2-19:

mk
I ü

k
iI = f int,k

iI + f ext,k
iI (2-51)

5. Computar a velocidade nodal u̇k−1/2
iI no tempo tk:

u̇
k−1/2
iI = p

k−1/2
iI /mk

I (2-52)

6. Aplicar condições de contorno nas velocidades u̇
k−1/2
iI e nas

acelerações ükiI nós I do contorno Γ. (Continua na Página 46)
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Algoritmo 2: USL - parte II

7. Computar a velocidade u̇k+1/2
iI no tempo tk+1/2 usando a Equação

2-28:
u̇
k+1/2
iI = u̇

k−1/2
iI + ∆tükiI (2-53)

8. Computar o incremento de deformações nas partículas mediante
a Equação 2-23:

∆εk+1/2
ijp =

∑
I

1
2
(
Nk
Ip,jv

k+1/2
iI +Nk

Ip,iv
k+1/2
jI

)
∆t (2-54)

9. Computar o tensor de rotação usando a Equação 2-24:

∆Ωk+1/2
ijp =

∑
I

1
2
(
Nk
Ip,jv

k+1/2
iI −NIp,iv

k+1/2
jI

)
∆t (2-55)

10. Atualizar as posições uk−1
ip e as velocidades u̇k−1/2

ip das partículas
usando as Equações 2-21 e 2-20:

u̇
k+1/2
ip = u̇

k−1/2
ip + ∆t

∑
I

Nk
Ipü

k
iI (2-56)

uk+1
ip = uk−1

ip + ∆t
∑
I

Nk
Ipu̇

k+1/2
iI (2-57)

11. Atualizar as tensões σk+1
ijp mediante um modelo constitutivo

adequado usando ∆Ωk+1/2
ijp e ∆εk+1/2

ijp .

12. Avançar no tempo tk+1 = ∆t+ tk.

13. Ir para 1 (Página 45).

2.3
Implementação computacional do MPM

Nesta seção são apresentados aspectos fundamentais da implementação
computacional do MPM no programa MPM-PUCRio. O programa MPM-
PUCRio incorpora todos os algoritmos apresentados no presente trabalho. Ele
foi implementado na linguagem de programação C++, usando paralelização
das operações para reduzir o tempo computacional. O programa é multiplata-
forma e pode ser executado em diversos sistemas operacionais.

O funcionamento do programa pode ser entendido por três etapas:
entrada de dados, execução do modelo e visualização de resultados. Na Figura
2.5 mostram-se cada uma das etapas.
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Figura 2.5: Esquema de funcionamento e características do programa MPM-
PUCRio.

Os dados de entrada do programa são divididos em dois: (1) arquivo de
entrada, que contém as definições gerais do modelo, cuja extensão é *.mpm;
(2) arquivo de estado, com os valores das variáveis de interesse escritos durante
uma análise prévia, cuja extensão é *.state.

A execução do programa MPM-PUCRio é feita mediante um terminal de
linha de comandos4, especificando o nome do arquivo *.mpm a ser executado:

user@pc :~$ ./MPM - PUCRio ./ nome_do_arquivo

Durante a execução do programa algumas informações relevantes da si-
mulação são visualizadas no terminal de linha de comandos: tempo de simula-
ção, porcentagem da análise, energia cinética do sistema e outras informações
específicas da análise.

Os resultados da análise são escritos em arquivos de extensão *.vtk,
compatíveis com visualizadores científicos de alto desempenho como Paraview
[64]. Os resultados da análise são escritos de forma parcial durante a simulação.
O número de resultados a escrever é especificado no arquivo de entrada *.mpm.
No final da simulação, é escrito um arquivo de registro de extensão *.log, com
as informações da simulação executada.

2.3.1
Exemplo de arquivo de entrada de dados do programa MPM-PUCRio

O programa MPM-PUCRio requer a definição completa do modelo para
iniciar a simulação. Esta definição é feita mediante um arquivo de entrada de
dados baseado em palavras-chaves com extensão *.mpm.

No Apêndice B apresenta-se um exemplo completo de um arquivo de
entrada de dados para a simulação de um cubo de 1.0 m3 de volume discretizado

4Também chamada de interface de linha de comandos(ILC)
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por 64 partículas usando uma malha de suporte de 8 elementos. Na sequência
descreve-se cada uma das palavras-chaves usadas no arquivo do exemplo.

• LIMITS : limites da malha Euleriana xmin ymin zmin xmax ymax zmax.

• GRIDCELL: dimensão da célula da malha Euleriana em 3D ∆x ∆y ∆z.

• TIME : tempo total da simulação ttot.

• DT.FRACTION : define o passo de tempo como uma fração do passo de
tempo crítico ∆t/∆tcr.

• DAMPING.RAYLEIGH : amortecimento de Rayleigh α β.

• MATERIALS : número de materiais no modelo.

• MATERIAL.LINEAR: definição dos parâmetros do material linear: iden-
tificador id, módulo de Young E, coeficiente de Poisson ν e densidade de
massa ρ.

• BOUNDARY.FIXED: condições de contorno cinemáticas nos 6 planos
da malha Euleriana. Plano x0 xn y0 yn z0 zn. Onde o plano x0 passa pela
origem (ou mínimo valor definido em LIMITS) e tem a sua normal na
direção contrária ao eixo x. Os valores podem ser 0,1,2 para a condição
livre, fixa, ou fixa na direção perpendicular ao plano, respectivamente.

• NODE.COORDINATES : define as coordenadas de cada um dos nós da
malha. Na primeira linha se define o número total de nós. Na sequência
define-se cada nó segundo um identificador id e as coordenadas espaciais
x y z.

• ELEMENT.GMSH.BRICK8 : define as conectividades dos elementos da
malha n1 n2 n3 n4 n5 n6 n7 n8. Neste caso, uma malha criada com
o gerador de malhas 3D Gmsh [65] formada por elementos de 8 nós.
Com o objetivo de permitir a modelagem de geometrias complexas, o
programa MPM-PUCRio permite o uso de malhas em diversos formatos
e convenções definidas no arquivo *.mpm.

Existem outras palavras-chaves no programa MPM-PUCRio para ativar
características específicas e definir o modelo. Dado que não é a intenção da pre-
sente seção constituir um manual do programa, somente algumas delas foram
aqui apresentadas. O manual do programa MPM-PUCRio está atualmente em
processo de redação, nele encontra-se uma lista completa das palavras-chaves
disponíveis junto com sua especificação.
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3
Modelagem constitutiva

Quando um sistema de cargas (estáticas, dinâmicas, térmicas, outras)
atua sobre um corpo deformável, este responde a essas cargas em termos
cinemáticos mediante deslocamentos, rotações e deformações. A descrição
matemática da resposta do material frente a um sistema de cargas atuantes é
a modelagem constitutiva. A modelagem constitutiva fornece relações do tipo
tensão-deformação que, juntamente com as equações de conservação (massa,
movimento e energia) e as relações cinemáticas (condições de contorno e
condições iniciais), permitem formular as equações governantes do sistema [28].

A implementação de modelos constitutivos no contexto do MPM consiste
em computar o tensor de tensões σk+1

ijp no tempo tk+1, a partir do estado
corrente de tensões σkijp no tempo tk e dos incrementos de deformações ∆εk+1/2

ijp

e rotações ∆Ωk+1/2
ijp . O algoritmo computacional desenvolvido para integrar as

equações constitutivas expressas em termos de taxas é chamado de algoritmo
de integração constitutiva ou algoritmo de atualização das tensões [56].

No capítulo seguinte descrevem-se os modelos constitutivos implementa-
dos no presente trabalho. Define-se a convenção adotada, as taxas objetivas e
a formulação incremental da integração das tensões. Para cada modelo consti-
tutivo apresenta-se a formulação matemática e seu correspondente algoritmo
de integração.

3.1
Definições e convenções

Diferentes convenções podem ser adotadas na modelagem constitutiva
para definir o sinal das tensões e das deformações. Para estabelecer claramente
a convenção a ser usada no presente trabalho, considere-se a Figura 3.1. Um
plano é positivo se sua normal aponta na direção positiva do eixo. Um plano
é negativo se sua normal aponta na direção negativa do eixo. Na Figura 3.1
os vetores n̂1, n̂2 e n̂3 são vetores normais aos planos positivos em torno do
ponto A. Neste trabalho, os componentes tensoriais são considerados positivos
quando atuam num plano positivo e em direção positiva do eixo, e quando
atuam num plano negativo e em direção negativa do eixo. Assim, um estado
de compressão isotrópica no ponto A é dado por um tensor de tensões σij,
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Figura 3.1: Vetores normais aos planos positivos em torno ao ponto A.

cujos componentes não nulas são: −σ11, −σ22 e −σ33.

3.2
Taxas de tensões objetivas

Considere-se um corpo deformável cujo campo de tensões internas está
em equilíbrio com um sistema de cargas aplicado. Se as condições do sistema
não mudam no tempo, ou seja, o material, as condições de contorno e o
carregamento são contantes, então o campo de tensões internas independe do
sistema de referência usado.

Na Figura 3.2, o tensor de Cauchy é usado para representar as tensões
num ponto A. Inicialmente, as tensões estão dadas em resposta ao estado de
carregamento no ponto A (Figura 3.2.a). Após a rotação de corpo rígido de
π/2, o tensor de tensões muda de componentes (Figura 3.2.b), mostrando que
o tensor de tensões de Cauchy não é objetivo em relação à rotação de corpo
rígido. O tensor de tensões de Cauchy muda com a rotação de corpo rígido
porque sua derivada no tempo não é objetiva [66].

O MPM é um método numérico onde grandes deformações e rotações
podem acontecer, portanto o uso de taxas objetivas na modelagem constituti-
vas é necessário para capturar corretamente a resposta do material. Diferentes
taxas de tensões objetivas podem ser utilizadas para levar em consideração o
efeito das grandes deformações [67]. No presente trabalho, o tensor de Cauchy
é corrigido para levar em consideração rotações de corpo rígido através de um
tensor co-rotacional, cuja derivada no tempo é usualmente chamada de taxa
de tensões de Jaumann [28]. A taxa de tensões de Jaumann σ̇J

ij é definida em
função do tensor de tensões de Cauchy σij, de sua derivada temporal σ̇ij e do
tensor de rotação Ωij

σ̇J
ij = σ̇ij − Ωij · σij − σij · ΩT

ij (3-1)
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Figura 3.2: Tensor de tensões de Cauchy num ponto A. a) Tensor de tensões
para o estado inicial φ = 0 . b) Tensor de tensões sobre rotação do corpo rígido
de φ = π/2.

onde o tensor de rotação Ωij é definido na Equação 2-24.

3.3
Formulação incremental

A integração numérica de modelos não lineares usualmente é feita medi-
ante a forma incremental das equações constitutivas. Na forma incremental, as
tensões σk+1

ij no tempo tk+1 são atualizadas por intermédio da taxa de tensões
σ̇
k+1/2
ij

σk+1 = σk + σ̇k+1/2∆t (3-2)

Dado que o tensor de tensões de Cauchy não é objetivo, depende do sistema
de referência, a taxa de tensões da Equação 3-2 deve ser corrigida mediante a
Equação 3-1, que relaciona a taxa Jaumann e a taxa do tensor de Cauchy. A
taxa do tensor de Cauchy no tempo tk+1 pode ser escrita usando a Equação
3-1

σ̇k+1/2 = σ̇J(k+1/2) + σk · (Ωk+1/2)T + Ωk+1/2 · σk (3-3)

O tensor de tensões de Cauchy no tempo tk+1 pode ser obtido combinando as
Equações 3-2 e 3-3

σk+1 = σk + {σ̇J(k+1/2) + σk · (Ωk+1/2)T + Ωk+1/2 · σk}∆t (3-4)

ou

σk+1 = σk + σ̇J(k+1/2)∆t+ {σk · (Ωk+1/2)T + Ωk+1/2 · σk}∆t (3-5)
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A Equação 3-5 pode ser reescrita como

σk+1 = σ̃k + σ̇J(k+1/2)∆t (3-6)

onde
σ̃k = σk + {σk · (Ωk+1/2)T + Ωk+1/2 · σk}∆t (3-7)

representa o tensor de tensões de Cauchy modificado pelas rotações, dadas
pelo tensor de rotação Ωk+1/2

ij da Equação 2-24.

3.4
Modelo elástico linear

A relação entre as taxas de tensões e deformações no modelo elástico
linear está dada pela relação linear

σ̇ij = Cijklε̇kl (3-8)

onde Cijkl é o tensor elástico de quarta ordem definido por

Cijkl = λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk) (3-9)

onde λ e µ são as constantes de Lamé1. A relação constitutiva incremental
em função das constantes de Lamé é obtida substituindo a Equação 3-9 na
Equação 3-8

σ̇ij = λδij ε̇kk + 2µε̇ij (3-10)

Aplicando o somatório de Einstein [68] e fazendo o delta de Kronecker δij = 1
para i = j e δij = 0 para i 6= j, a Equação 3-10 pode ser escrita em forma
matricial como



σ̇xx

σ̇yy

σ̇zz

σ̇yz

σ̇xz

σ̇xy


=



2µ+ λ λ λ 0 0 0
λ 2µ+ λ λ 0 0 0
λ λ 2µ+ λ 0 0 0
0 0 0 2µ 0 0
0 0 0 0 2µ 0
0 0 0 0 0 2µ





ε̇xx

ε̇yy

ε̇zz

ε̇yz

ε̇xz

ε̇xy


(3-11)

As Equações 3-10 e 3-2 permitem atualizar o tensor de tensões no tempo
tk+1, porém, o efeito das rotações devem ser levadas em conta para tornar
a integração independente do sistema de referência (Seção 3.2). O tensor de
tensões de Cauchy σ pode ser escrito em termos do tensor desviador σdev e do
tensor médio ou hidrostático σm

1λ = Eν
(1+ν)(1−2ν) , µ = G = E

2(1+ν) .
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σ = σdev + σmI (3-12)

onde I é a matriz identidade e σm = (σ11 + σ22 + σ33)/3 é a tensão média.
Para incorporar o efeito das rotações, a Equação 3-8 é reescrita em termos da
taxa de tensões de Jaumann

σ̇J
ij = CJ

ijklε̇kl (3-13)

A Equação 3-13 pode ser descomposta numa parcela de tensão desviadora e
numa de tensão média [28]

σ̇dev = 2Gε̇dev (3-14)

σ̇m = Kε̇vol (3-15)

onde ε̇dev é a taxa do desviador da deformação e ε̇vol é a taxa de deformação
volumétrica.

As equações de integração do modelo elástico linear no tempo tk+1 são
obtidas substituindo a Equação 3-14 e 3-15 na Equação 3-6

σ̇k+1
dev = ˙̃σkdev + 2Gε̇k+1

dev ∆t (3-16)

σk+1
m = σkm +Kε̇k+1

vol ∆t (3-17)
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3.4.1
Implementação numérica do modelo elástico linear

A seguir apresenta-se o algoritmo de integração das tensões do modelo
elástico linear, seguindo o esquema de integração apresentado na Seção 2.2.2.1.

Algoritmo 3: integração do modelo elástico linear

1. Computar a taxa desviadora ε̇dev e volumétrica ε̇vol de defor-
mação ε̇ no tempo tk+1/2:

ε̇
k+1/2
vol = ε̇

k+1/2
11 + ε̇

k+1/2
22 + ε̇

k+1/2
33 (3-18)

ε̇
k+1/2
dev = ε̇k+1/2 − 1/3(ε̇k+1/2

vol )I (3-19)

2. Atualizar a parcela volumétrica do tensor de tensões mediante
a Equação 3-17:

σk+1
m = σkm +Kε̇

k+1/2
vol ∆t (3-20)

3. Computar o tensor desviador co-rotacional σ̃kdev usando a
Equação 3-7 e a Equação 2-55:

σ̃kdev = σkdev + {σkdev · (Ωk+1/2)T + Ωk+1/2 · σkdev}∆t (3-21)

4. Atualizar a parcela desviadora do tensor de tensões usando a
Equação 3-16:

σk+1
dev = σ̃kdev + 2Gε̇k+1/2

dev ∆t (3-22)

5. Compor o tensor de tensões de Cauchy usando a Equação
3-12:

σk+1 = σk+1
dev + σk+1

m I (3-23)
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3.5
Modelos elasto-plásticos

Os modelos elasto-plásticos são aqueles que sob determinadas condições
desenvolvem deformações permanentes. As deformações permanentes, ou plás-
ticas, não são recuperáveis uma vez retirado o carregamento. A Figura 3.3 mos-
tra uma curva de resposta tensão-deformação de um material elasto-plástico.
No início, no ponto O, o material tem tensão e deformação nulas. Durante o
processo inicial de carregamento, a relação entre a tensão e a deformação é
linear e está dada pelo segmento OA, cujo coeficiente angular é igual ao mó-
dulo de Young E. Neste nível de tensão, um descarregamento total do material
implica uma recuperação total das deformações. As deformações recuperáveis
são deformações elásticas. Se durante um novo carregamento o material ultra-
passar o nível de tensão dado pelo ponto A, o material começará a desenvolver
deformações permanentes, ou seja, deformações não recuperáveis após descar-
regamento. Na Figura 3.3 este nível de tensão é chamado de tensão de ruptura
ou de fluência σy do material. Após o ponto A a relação tensão-deformação
não segue uma linha reta. No ponto B a deformação total do material ε é com-
posta pelas deformações elásticas εe (recuperáveis) e as deformações plásticas
εp (permanentes)

ε = εe + εp (3-24)

Um descarregamento no ponto B produz uma resposta seguindo uma
linha reta da mesma inclinação do segmento OA, ou seja, a resposta de
descarregamento é linear. Um novo carregamento produz uma resposta linear
até o ponto B novamente, a partir do qual começam a ter lugar maiores
deformações plásticas. O processo do aumento do nível de tensão para o qual
as deformações plásticas tem lugar novamente é chamado de endurecimento
do material.

Para descrever completamente a resposta do material elasto-plástico são
necessárias as seguintes definições [56] [28]:

• Os incrementos de deformação se decompõem numa parcela elástica
(reversível) e outra plástica (permanente)

ε̇ = ε̇e + ε̇p (3-25)

• Um critério de ruptura f = (σ, q) determina, a partir do estado de
tensões σ e das variáveis internas q do material, o momento onde as
deformações plásticas podem acontecer.
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Figura 3.3: Curva de resposta tensão - deformação de material elasto-plástico.

• Uma regra de fluxo plástico determina os incrementos de deformações
plásticas ∆εp

ε̇p = λ̇
∂ψ

∂σ
(3-26)

onde λ̇ é um escalar, chamado de parâmetro de carga, tal que λ̇ > 0
representa um carregamento plástico e ψ é a função de potencial plástico
(se ψ ≡ f , o fluxo plástico é chamado de fluxo associado).

• Uma função de evolução q̇ = λ̇h(σ, q) determina as variáveis internas
do material.

As condições de Kuhn-Tucker [56] [66], ou condições de carga-descarga,
estabelecem as relações entre o parâmetro de carga λ e a função de fluência f

λ̇ ≥ 0, f ≤ 0, λ̇f = 0 (3-27)

A primeira condição λ̇ ≥ 0 indica que a taxa do parâmetro de carga é sempre
positiva; a segunda condição f ≤ 0 indica que o campo de tensões deve ser
admissível, ou seja, que deve estar representado por um ponto dentro, ou sobre
a superfície de ruptura; a terceira condição λ̇f = 0 estabelece que durante um
carregamento plástico (λ̇ > 0) as tensões permanecem sobre a superfície de
ruptura. Durante o carregamento plástico, f = 0 e, portanto, ḟ = 0. A última
condição pode ser reescrita usando taxas de f

λ̇ḟ = 0 (3-28)
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Figura 3.4: Passo preditor elástico e corretor plástico do algoritmo de retorno.

A Equação 3-28 é chamada de condição de consistência [56] [66], ou condição
de consistência plástica [28], a partir da qual o parâmetro de carga λ̇ pode ser
calculado.

3.5.1
Algoritmo de retorno

O algoritmo computacional para integrar as equações constitutivas ex-
pressas como taxas é chamado de algoritmo de integração constitutiva ou algo-
ritmo de atualização das tensões [56]. Dadas as deformações εk, as deformações
plásticas εkp e o estado das variáveis internas qk, no tempo tk, a integração do
modelo constitutivo se refere a obter as novas deformações plásticas εk+1

p , as
variáveis internas atualizadas qk+1, e o parâmetro de carga λ̇k+1, no tempo
tk+1, devido a um incremento na deformação total ∆εk+1 [28]. O algoritmo de
retorno, ou algoritmo de mapeamento de retorno, é um algoritmo que integra
modelos constitutivos elasto-plásticos em dois passos [69]:

1. Passo preditor elástico: o material é assumido com comportamento
elástico. As tensões2 σE(k+1) são calculadas mediante o incremento total
de deformação ∆εk+1.

2. Passo corretor plástico: se as tensões σE(k+1) estão no regime elástico
(isto é f(σE(k+1)) < 0), então as novas tensões são elásticas e σk+1 =
σE(k+1), se não, as tensões são projetadas sobre a superfície de fluência
no tempo tk+1 (ver Figura 3.4).

2Observe-se que σE(k+1) são as tensões obtidas no passo preditor elástico, no tempo tk+1.
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Figura 3.5: Modelo Drucker-Prager ajustado em diferentes pontos do modelo
Mohr-Coulomb.

3.5.2
Modelo Drucker-Prager

O modelo Drucker-Prager é um modelo elasto-plástico representado por
um cone no espaço das tensões principais σ1, σ2 e σ3. O modelo leva em
consideração a resistência ao cisalhamento e a tensão média conforme a
seguinte equação [28]:

f s = τ + qφσm − kφ (3-29)

onde τ =
√
J2, J2 é o segundo invariante do tensor desviador definido por

J2 = 1/2 (σdev : σdev) e σm é a tensão média definida na Equação 3-12. A
constante qφ controla a influência da tensão média no critério de ruptura e
kφ representa a tensão de ruptura para um estado de cisalhamento puro, com
tensão média nula. As constantes do modelo podem ser escritas em termos do
ângulo de atrito φ e a coesão do material c como:

qφ = 6 sinφ√
3(3∓ sinφ)

(3-30)

kφ = 6c cosφ√
3(3∓ sinφ)

(3-31)

Os sinais − e + determinam o tipo de ajuste com o modelo de Mohr-Coulomb.
O sinal − ajusta o modelo nos pontos exteriores, o sinal + ajusta o modelo
nos pontos interiores (ver Figura 3.5).
Os incrementos de deformações plásticas são descritos de forma geral a partir
da regra de fluxo não associado

ψs = τ + qψσm (3-32)
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Figura 3.6: Modelo Drucker-Prager composto com limitação à resistência
máxima de tração.

onde qψ é determinado pela Equação 3-30, usando o ângulo de dilatância ψ do
material.

O critério de ruptura dado pela Equação 3-29 representa uma linha reta
no plano τ -σm. A tensão média máxima σmax do critério está dada pelo ponto
da linha, onde τ = 0

σmax
m = kφ

qφ
(3-33)

A limitação da tensão média máxima (tração positiva) ou resistência de tração
do modelo pode ser feita mediante

f t = σm − σt (3-34)

onde σt é a resistência de tração do material. O fluxo plástico associado ao
critério de tração é

ψt = σm (3-35)

A Figura 3.6 mostra o critério de ruptura composto pelas duas superfícies f s

e f t.
A regra de fluxo plástico permite determinar os incrementos de deformações
plásticas mediante a Equação 3-26, que resulta num vetor normal à superfície
de ruptura. Na Figura 3.6 observa-se que o vetor normal ao critério de ruptura
no ponto de interseção entre f s e f t não está definido. Para determinar o vetor
normal, o critério é dividido em duas zonas: I e II (ver Figura 3.7).
A equação da reta de interseção h entre f t e f s é dada por [70]

h = τ − β − α
(
σm − σt

)
= 0 (3-36)

onde
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Figura 3.7: Modelo Drucker-Prager dividido em zonas para determinar a regra
do fluxo plástico na interseção entre f t e f s.

β = kφ − qφσt (3-37)

e
α =

√
1 + q2

φ − qφ (3-38)

3.5.2.1
Corretor plástico do modelo Drucker-Prager

O primeiro passo do algoritmo de retorno é o passo preditivo elástico,
onde são calculadas as tensões σE(k+1) no tempo tk+1 mediante o incremento
total de deformação ∆εk+1. Estas tensões são utilizadas para verificar a
condição de ruptura do critério composto por f s e f t. Se as tensões são tais
que f s(σE(k+1)) ≤ 0 e f t(σE(k+1)) ≤ 0, o material está no regime elástico e
as tensões no tempo tk+1 são elásticas σk+1 = σE(k+1). Caso o modelo não
cumpra com as duas condições anteriores, o regime plástico tem lugar e o
corretor plástico tem que ser aplicado. Em função da zona onde as tensões
estiverem na superfície de ruptura (ver Figura 3.7), o corretor plástico pode ser
de cisalhamento (zona I) ou de tração (zona II). A zona I está determinada pela
condição f s(σE(k+1)) > 0 e h(σE(k+1)) > 0, onde o fluxo plástico é dado pelo
potencial plástico ψs. A zona II está determinada pela condição f t(σE(k+1)) > 0
e h(σE(k+1)) < 0, onde o fluxo plástico é dado pelo potencial plástico ψt.
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3.5.2.2
Corretor plástico de cisalhamento do modelo Drucker-Prager

Se as tensões σE(k+1) obtidas com o preditor elástico estiverem na zona
I, o comportamento plástico é descrito mediante a função de potencial plástico
ψs e a equação do critério de ruptura f s. A taxa do tensor de tensões em termos
de deformação plástica pode ser obtida usando a decomposição de deformações
dada pela Equação 3-24, onde a taxa do tensor de tensões devido a deformações
elásticas são dadas pela Equação 3-1

σ̇Jij = CJ
ijkl(ε̇kl − ε̇

p
kl) (3-39)

Usando a Equação 3-2, a relação incremental das tensões a corrigir no tempo
tk+1 podem ser escritas como

σk+1
ij = σ̃kij + CJ

ijkl(∆εkl −∆εpkl) (3-40)

ou

σk+1
ij = σ̃kij + CJ

ijkl∆εkl − CJ
ijkl∆ε

p
kl (3-41)

agrupando as tensões elásticas, tem-se

σk+1
ij = σ̃

E(k)
ij − CJ

ijkl∆ε
p
kl (3-42)

ou

σk+1
ij = σ̃

E(k)
ij + ∆σk+1

ij (3-43)

onde

∆σk+1
ij = −CJ

ijkl∆ε
p
kl (3-44)

é o corretor plástico a determinar.
A tensão σk+1

ij deve estar sobre a superfície de ruptura, ou seja

f s(σk+1
ij ) = 0, (3-45)

a qual, pode ser reescrita usando as Equações 3-43 e 3-44 como

f s(σ̃E(k)
ij − CJ

ijkl∆ε
p
kl) = 0 (3-46)

Aproximando f s segundo a série de Taylor em torno ao ponto f s(σk+1
ij ), tem-se

f s(σk+1
ij ) = ∂f s

∂σij
|σk+1
ij
CJ
ijkl∆ε

p
kl (3-47)

O incremento de deformação plástica ∆εpij é determinado usando a regra do
fluxo plástico da Equação 3-26 e o potencial plástico de cisalhamento ψs

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521880/CA



Capítulo 3. Modelagem constitutiva 62

∆εpij = ∆λs ∂ψ
s

∂σij
(3-48)

Substituindo a Equação 3-48 na Equação 3-47 tem-se uma equação para o
parâmetro de carga ∆λs

∆λs =
f s
(
σ
E(n+1)
ij

)
∂fs

∂σij
CσJ
ijkl

∂ψs

∂σij

(3-49)

No modelo de Drucker Prager, a função f s está dada pela Equação 3-29 e
o potencial plástico ψs pela Equação 3-32. Usando estas duas definições na
Equação 3-49, o parâmetro de carga para o modelo Drucker Prager fica definido
como

∆λs =
f s
(
σ
E(n+1)
ij

)
G+Kqφqψ

(3-50)

Efetuando a derivação correspondente sobre o potencial plástico ψs (Equação
3-32) e substituindo os termos na Equação 3-48, os incrementos de deformação
plástica desviadora ∆εpdev e de deformação plástica média ∆εpm podem ser
escritos como

∆εpdev = ∆λsσdev2τ (3-51)

∆εpm = ∆λsqψ (3-52)

As Equações 3-16 e 3-15 permitem expressar as tensões σ no tempo tk+1 em
termos do tensor desviador σdev e da tensão média σm. Escrevendo a tensão
σk+1
ij da Equação 3-43 em termos do desviador e da tensão média, e usando os

incrementos plásticos ∆εpdev e ∆εpm das Equações 3-52 e 3-51 para computar
os incrementos plásticos, a tensão desviadora σk+1

dev e a tensão média σk+1
m no

tempo tk+1 resultam em

σk+1
dev = σ

E(k+1)
dev −G∆λsσ

k+1
dev

τ k+1 (3-53)

e

σk+1
m = σE(k+1)

m −Kqψ∆λs (3-54)

As Equações 3-53 e 3-54 permitem obter as tensões no tempo tk+1, corrigindo
o preditor elástico mediante o corretor plástico de cisalhamento do modelo
Drucker-Prager.
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3.5.2.3
Corretor plástico de tração do modelo Drucker-Prager

Se as tensões σE(k+1) obtidas com o preditor elástico estiverem na zona
II, o comportamento plástico é descrito mediante a função de potencial plástico
ψt e a função f t. Para obter o parâmetro de carga de tração ∆λt, a Equação
3-49 é particularizada usando as funções f t e ψt

∆λt = σE(k+1)
m − σt

K
(3-55)

O incremento de deformação plástica ∆εpkl é determinado usando a regra do
fluxo plástico da Equação 3-26 e o potencial plástico de tração ψt

∆εpij = 1
3∆λtδij (3-56)

Os incrementos de deformação plástica ∆εpij podem ser separados numa parcela
desviadora e numa parcela média

∆εpdev = 0 (3-57)

∆εpm = ∆λt (3-58)

Escrevendo a tensão σk+1 da Equação 3-43 em termos do desviador e da tensão
média, e usando os incrementos plásticos ∆εpdev e ∆εpm das Equações 3-58 e 3-57
para computar os incrementos plásticos, a tensão desviadora σk+1

dev e a tensão
média σk+1

m no tempo tk+1 resultam em

σk+1
dev = σ

E(k+1)
dev (3-59)

e
σk+1
m = σE(k+1)

m −K∆λt (3-60)

As Equações 3-59 e 3-60 permitem obter as tensões no tempo tk+1 corrigindo
o preditor elástico mediante o corretor plástico de tração do modelo Drucker-
Prager. Observe-se que durante o fluxo plástico de tração, a tensão desviadora
não é corrigida, permanecendo com o valor do passo preditor elástico.
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3.5.2.4
Implementação numérica do modelo Drucker-Prager

Na sequência apresenta-se o algoritmo de integração das tensões do
modelo Drucker-Prager, seguindo o esquema de integração apresentado na
Seção 2.2.2.1.

Algoritmo 4: integração do modelo Drucker-Prager

1. Utilizar o algoritmo elástico linear da Página 54 para com-
putar a tensão desviadora σE(k+1)

dev e a tensão média elástica
σE(k+1)
m .

2. Computar a tensão de cisalhamento efetiva elástica τE(k+1):

τE(k+1) =
√

1/2
(
σ
E(k+1)
dev : σE(k+1)

dev

)
(3-61)

3. Se f s(τE(k+1), σE(k+1)
m ) > 0 e h(τE(k+1), σE(k+1)

m ) > 0 (Zona
I), computar o parâmetro de carga λs usando a Equação 3-50
e atualizar as tensões σk+1

dev e σk+1
m usando as Equações 3-53

e 3-54:
σk+1
dev = σ

E(k+1)
dev −G∆λsσ

k+1
dev

τ k+1 (3-62)

σk+1
m = σE(k+1)

m −Kqψ∆λs (3-63)

4. Se f t(τE(k+1), σE(k+1)
m ) > 0 e h(τE(k+1), σE(k+1)

m ) ≤ 0 (Zona
II), computar o parâmetro de carga λt usando a Equação 3-
55 e atualizar as tensões σk+1

dev e σk+1
m usando as Equações

3-53 e 3-54:
σk+1
dev = σ

E(k+1)
dev (3-64)

σk+1
m = σE(k+1)

m −K∆λt (3-65)

5. Se as tensões do passo preditor elástico não cumprirem com
as condições 3 ou 4, o material estará no regime elástico. As
tensões do preditor elástico são as tensões do material no
tempo tk+1.
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Figura 3.8: Modelo de Mohr-Coulomb com limitação à resistência máxima de
tração.

3.5.3
Modelo Mohr-Coulomb

O modelo Mohr-Coulomb é um modelo elasto-plástico que permite
descrever a ruptura de materiais tais como solos e rochas. No espaço das
tensões principais σ1, σ2 e σ3, o modelo é definido por seis planos formando uma
superfície, como é mostrado na Figura 3.5. No presente trabalho, é adotada
a convenção de tensão de compressão negativa e as tensões principais são
assumidas como σ1 ≥ σ2 ≥ σ3. O modelo de Mohr-Coulomb pode ser escrito
no plano σ1 − σ3 como [70]

f s = −σ1 + σ3Nφ − 2c
√
Nφ (3-66)

onde φ é o ângulo de atrito interno do material, c é a coesão e

Nφ = 1 + sin(φ)
1− sin(φ) (3-67)

A resistência máxima de tração do modelo está dada pela interseção da
reta f s com a reta σ1 = σ3. A tensão máxima de tração é obtida fazendo
τ = c− σ tanφ = 0, ou seja

σtmax = c

tanφ (3-68)

A função de ruptura por tração f t permite limitar o valor de tração máxima
no material. f t é definida por

f t = σt − σ3 (3-69)

fazendo do modelo Mohr-Coulomb, um modelo composto definido por f s e f t.
A função f t representa uma reta tal que σt = σ3 (Ver Figura 3.8).
O fluxo plástico não associado de cisalhamento (ψs 6= f s) é definido pela função
de potencial
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Figura 3.9: Modelo Mohr-Coulomb dividido em zonas para determinar a regra
do fluxo plástico no ponto de interseção entre f t e f s.

ψs = σ1 − σ3Nψ (3-70)

O parâmetro Nψ é determinado pela Equação 3-67 usando o ângulo de
dilatância ψ do material. O fluxo plástico associado de tração (ψt = f t) é
definido pela função de potencial

ψt = σt − σ3 (3-71)

O modelo assim definido é composto por duas superfícies f t e f s. No plano
σ1−σ3 as funções f s e f t representam duas retas, cujas normais estão definidas
em todos os seus pontos. No ponto de intersecção entre as duas retas, a normal
não está definida (ponto A da Figura 3.9).
Para evitar o cálculo da normal no ponto A, duas zonas são definidas. Na
zona I: f s < 0, h < 0 e o fluxo plástico é dado pela função potencial de
cisalhamento ψs. Na zona II: f t < 0, h > 0 e o fluxo plástico é dado pela
função potencial de tração ψt. A reta de interseção h é dada por [70]

h = σ3 − σt + α(σ1 − β) (3-72)

onde α e β são contantes definidas por

α =
√

1 +N2
φ +Nφ (3-73)

e
β = σtNφ − 2c

√
Nφ (3-74)
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3.5.3.1
Corretor plástico do modelo Mohr-Coulomb

O primeiro passo do algoritmo de retorno é o preditivo elástico, onde
as tensões σE(k+1) no tempo tk+1 são obtidas usando o incremento total de
deformação ∆εk+1. Estas tensões são utilizadas para verificar a condição de
ruptura composto por f s e f t. Se as tensões são tais que f s(σE(k+1)) ≤ 0
e f t(σE(k+1)) < 0, então o material está no regime elástico e as tensões no
tempo tk+1 são elásticas: σk+1 = σE(k+1). Caso o modelo não cumpra com
as condições anteriores, o regime plástico tem lugar e o corretor plástico tem
que ser aplicado. Segundo a zona onde as tensões estiverem (ver Figura 3.9), o
corretor plástico é de cisalhamento (zona I) ou de tração (zona II). A zona I está
determinada pela condição f s(σE(k+1)) < 0 e h(σE(k+1)) < 0, e o fluxo plástico
correspondente é dado pelo potencial plástico ψs. A zona II está determinada
pela condição f t(σE(k+1)) < 0 e h(σE(k+1)) > 0, e o fluxo plástico é dado pelo
potencial plástico ψt.

3.5.3.2
Corretor plástico de cisalhamento do Modelo Mohr-Coulomb

Se as tensões obtidas com o preditor elástico estiverem na zona I, o
comportamento plástico é de cisalhamento e é descrito pela função de potencial
plástico ψs. Os incrementos elásticos, obtidos pela Equação 3-8, são reescritos
como

∆σ = Si
(
∆εE

)
(3-75)

onde Si são operadores lineares que relacionam as deformações elásticas εE

com os incrementos de tensão σ (Ver Equação 3-87). Conforme esta notação,
a Equação 3-39 é reescrita como

∆σ = Si (∆ε−∆εp) (3-76)

ou
∆σ = Si (∆ε)− Si (∆εp) (3-77)

Os incrementos de deformação plástica εp foram definidos na Equação 3-48.
Usando esta definição, os incrementos de tensão são escritos como

∆σ = Si (∆ε)− λSi
(
∂ψs

∂σ

)
(3-78)

O estado de tensão obtido a partir dos incrementos ∆σ deve permanecer sobre
a superfície de ruptura, ou seja

f s (σ + ∆σ) = 0 (3-79)
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Para o caso particular onde f s é uma função linear de σ

f s (σ) + f s (∆σ)− f s0 = 0 (3-80)

onde f s0 são os termos constantes de f s requeridos para não adicionar duas
vezes as constantes durante a separação linear3.
Agrupando o termo constante como f̃ s = f s − f s0 , a Equação 3-80 pode ser
reescrita como

f s (σ) + f̃ s (∆σ) = 0 (3-81)

Para um ponto σ sobre a superfície de ruptura f s (σ) = 0. Usando os
operadores lineares da Equação 3-75 na Equação 3-81 tem-se

f̃ s [Si (∆ε)]− λf̃ s
[
Si

(
∂ψ

∂σ

)]
= 0 (3-82)

Observe-se que Si(∆ε) são as tensões obtidas com o preditor elástico. A partir
da Equação 3-82, o parâmetro de carga do modelo pode ser calculado como

λ =
f s
(
σE

)
f s [Si (∂ψs/∂σ)]− f s0

(3-83)

Para determinar os operadores lineares Si, a lei de Hooke é escrita em termos
das tensões principais σ1, σ2 e σ3

∆σ1 = α1∆εE1 + α2
(
∆εE2 + ∆εE3

)
∆σ2 = α1∆εE2 + α2

(
∆εE1 + ∆εE3

)
∆σ3 = α1∆εE3 + α2

(
∆εE1 + ∆εE2

) (3-84)

onde α1 e α2 são constantes dependentes dos módulos K e G

α1 = K + 4
3G (3-85)

α2 = K − 2
3G (3-86)

A partir da Equação 3-84, os operadores lineares Si são

S1 = α1∆εE1 + α2
(
∆εE2 + ∆εE3

)
S2 = α1∆εE2 + α2

(
∆εE1 + ∆εE3

)
S3 = α1∆εE3 + α2

(
∆εE1 + ∆εE2

) (3-87)

Usando a definição dos operadores lineares Si (Equação 3-87), a função de
ruptura f s (Equação 3-66) e as derivadas da função do potencial plástico ψs

(Equação 3.9), o parâmetro de carga λs é finalmente definido por
3Observe-se que se f(x) = ax+ b e f(∆x) = a∆x+ b então f(x+ ∆x) = a(x+ ∆x) + 2b.
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λs =
f s
(
σE(k+1)

)
(α1 − α2Nψ)− (−α1Nψ + α2)Nφ

(3-88)

Usando a Equação 3-87 e as derivadas de ψs na Equação 3-78, os incrementos
de tensões resultam em

σk+1
1 = σ

E(k+1)
1 − λs (α1 − α2Nψ)

σk+1
2 = σ

E(k+1)
2 − λsα2 (1−Nψ)

σk+1
3 = σ

E(k+1)
3 − λs (−α1Nψ + α2)

(3-89)

Os incrementos de deformação plástica são obtidos usando o parâmetro de
carga λs na Equação 3-48

∆εp1 = λs

∆εp2 = 0
∆εp3 = −λsNψ

(3-90)

3.5.3.3
Corretor plástico de tração do modelo Mohr-Coulomb

Usando a definição dos operadores lineares Si (Equação 3-87), a função
de ruptura f t (Equação 3-69) e as derivadas da função do potencial plástico
ψt (Equação 3.9) na Equação 3-83, o parâmetro de carga λt de tração é

λt = σt − σ3

σt + α1 − σt
= σt − σ3

α1
(3-91)

Usando a Equação 3-87 e as derivadas de ψs na Equação 3-78, os incrementos
de tensões resultam em

σk+1
1 = σ

E(k+1)
1 + λtα2

σk+1
2 = σ

E(k+1)
2 + λtα2

σk+1
3 = σ

E(k+1)
3 + λtα1

(3-92)

Os incrementos de deformação plástica são obtidos usando o parâmetro de
carga de tração λt na Equação 3-48

∆εp1 = 0
∆εp2 = 0
∆εp3 = −λt

(3-93)
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3.5.3.4
Implementação numérica do Modelo Mohr-Coulomb

Na sequência apresenta-se o algoritmo de integração das tensões do
modelo Mohr-Coulomb, seguindo o esquema de integração apresentado na
Seção 2.2.2.1.

Algoritmo 5: integração do modelo Mohr-Coulomb

1. Utilizar o algoritmo elástico linear da Página 54 para obter a
predição elástica σE(k+1).

2. Computar as tensões principais σE(k+1)
1 , σ

E(k+1)
2 , σ

E(k+1)
3 , e as

direções principais ~a1, ~a2, ~a3 do tensor σE(k+1).

3. Se f s(σE(k+1)
i ) < 0 e h(σE(k+1)

i ) < 0 (Zona I), computar o
parâmetro de carga λs usando a Equação 3-88 e atualizar as
tensões σk+1

i usando as Equações 3-89:

σk+1
1 = σ

E(k+1)
1 − λs (α1 − α2Nψ)

σk+1
2 = σ

E(k+1)
2 − λsα2 (1−Nψ)

σk+1
3 = σ

E(k+1)
3 − λs (−α1Nψ + α2)

(3-94)

4. Se f t(σE(k+1)
i ) < 0 e h(σE(k+1)

i ) > 0 (Zona II), computar o
parâmetro de carga λt usando a Equação 3-91, e atualizar as
tensões σk+1

i usando as Equações 3-92:

σk+1
1 = σ

E(k+1)
1 + λtα2 = σ

E(k+1)
1 − (σE(k+1)

3 − σt)α2
α1

σk+1
2 = σ

E(k+1)
2 + λtα2 = σ

E(k+1)
2 − (σE(k+1)

3 − σt)α2
α1

σk+1
3 = σ

E(k+1)
3 + λtα1 = σt

(3-95)

5. Reconstruir o tensor σk+1 a partir das direções principais ~a1,
~a2 e ~a2:

σk+1 = [~a1, ~a2, ~a3]


σk+1

1 0 0
0 σk+1

2

0 0 σk+1
3

 [~a1, ~a2, ~a3]T (3-96)

6. Se as tensões σE(k+1)
i não satisfizerem as condições dos passos

3 ou 4, o material está no regime elástico. As tensões do
preditor elástico σE(k+1) são as tensões do material no tempo
tk+1.
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3.5.4
Modelo de transição sólido - fluido viscoso

O processo completo de falha de uma massa de solo, isto é, desde o início
da formação de um mecanismo pelo qual a massa se encontra num estado de
ruptura iminente, até a posterior evolução das deformações da massa no tempo,
não é um problema de simples solução. Neste contexto, Pastor et al. (2002) [71]
modelaram a falha de uma barragem de rejeitos usando ummodelo numérico de
elementos finitos com elasto-plasticidade para estimar a superfície de ruptura,
e posteriormente, um modelo de integração em altura junto com um modelo de
fluido viscoso para avaliar o escorregamento da massa. No trabalho de Nicot
et al. (2011) [72] verifica-se, numérica e experimentalmente, a relação entre o
trabalho de segunda ordem e uma liberação de energia em amostras de solo,
sugerindo uma transição entre um comportamento de sólido para fluido. Prime
e Dufour (2013) [35] apresentam um modelo que descreve a resposta elasto-
plástica do solo mediante o modelo de Perzyna usando o trabalho de segunda
ordem como critério de ativação do comportamento viscoso do material, em
particular, o modelo de Bingham é usado para modelar o fluido viscoso.

Na sequência desenvolve-se um modelo numérico elasto-plástico-viscoso
com transição, onde a plasticidade é dada pelo modelo de Mohr-Coulomb e a
parcela viscosa é dada pelo modelo de Bingham. O trabalho de segunda ordem
é usado como critério de transição.

Considere-se o sistema reológico da Figura 3.10. O modelo pode ser
entendido como um sistema em série de dois componentes: um componente
elasto-plástico, caracterizado pelo módulo de cisalhamento G e a tensão
desviadora de ruptura do modelo de Mohr-coulomb SMC

y , e um componente
viscoso caracterizado pela viscosidade η. Observe-se que o modelo viscoso
somente é ativado segundo a tensão de escorregamento de Bingham SBy e o
critério do trabalho de segunda ordem d2W , dado por

d2W = dσijdεij (3-97)

ou, pelo trabalho de segunda ordem normalizado

d2Ŵ = dσijdεij/(|dσij||dεij|) (3-98)

As parcelas desviadoras de tensão e de deformação são definidas conforme
Equação 3-12

σdev = σ − σmI (3-99)

εdev = ε− 1/3εvolI (3-100)
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Figura 3.10: Modelo numérico para solos de comportamento elasto-plástico-
viscoso com transição.

onde σm = σkk/3 e εvol = εkk são a tensão média e a deformação volumétrica,
respetivamente.

Conforme a Figura 3.10, o incremento de deformação total desviadora
∆εdev é a soma dos componentes do sistema em série:

∆εdev = ∆εEdev + ∆εPdev + ∆εVdev (3-101)

onde �E, �P �V se refere aos componentes elásticos, plásticos e viscosos,
respetivamente. A parcela elástica está dada pelas Equações 3-16 e 3-17:

∆εEdev = ∆σdev
2G (3-102)

A parcela plástica do modelo de Mohr-Coulomb é definida a partir da Equação
3-48

∆εPdev = ∆λs ∂ψ
∂σ
− 1/3∆εvolI (3-103)

A parcela viscosa é dada pelo modelo de Bingham [35]

∆εVdev =
J2 − SBy

2η
σdev
J2

∆t (3-104)

onde J2 é o segundo invariante do tensor desviador, definido por J2 =
1/2 (σdev : σdev), SBy é a tensão de escorregamento e η é a viscosidade.

Agrupando as parcelas elásticas e plásticas de deformação desviadora,
da Equação 3-101, e usando as definições dadas pelas Equações 3-104 e 3-102,
tem-se

∆εdev −∆εPdev = ∆σdev
2G +

J2 − SBy
2η

σdev
J2

∆t (3-105)

onde σdev = (σk+1
dev + σkdev)/2 é o valor da tensão desviadora média [103], e

∆σdev = σk+1
dev − σkdev é o incremento de tensão no intervalo ∆t. A Equação

3-105 pode ser reescrita como
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∆εdev −∆εPdev = σk+1
dev − σkdev

2G +
J2 − SBy

2η
(σk+1

dev + σkdev)/2
J2

∆t (3-106)

Trabalhando sobre a Equação 3-106, a tensão σk+1
dev pode ser calculada como

σk+1
dev = 2G(∆εdev −∆εPdev)

1 + a
− σkdev

1− a
1 + a

(3-107)

onde

a = G∆t
2η (J2 − SBy ) (3-108)

Observe-se que o modelo constitutivo proposto é baseado nos componen-
tes desviadores. A parcela volumétrica é assumida elasto-plástica. Usando a
Equação 3-17, a parcela hidrostática do tensor de tensões pode ser calculada
como

σk+1
m = σkm +K(∆εvol −∆εPvol) (3-109)
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3.5.4.1
Implementação numérica do modelo de transição

Na sequência apresenta-se o algoritmo de integração das tensões do
modelo de transição sólido fluido viscoso, seguindo o esquema de integração
apresentado na Seção 2.2.2.1.

Algoritmo 6: integração do modelo Elasto-Plástico Viscoso
com Transição

1. Utilizar o algoritmo elasto-plástico de Mohr-Coulomb da
Página 70 para obter os incrementos plásticos de deformação
∆εP (k+1) e o tensor de tensões elasto-plasticas σP (k+1).

2. Calcular o segundo invariante do tensor desviador como J2 =
1/2

(
σkdev : σkdev

)
.

3. Calcular a tensão de fluência da parcela viscosa usando a
tensão de Mohr-Coulomb

SBy ≡ SMC
y = (σP (k+1)

1 − σP (k+1)
3 )/2 cos(φ) (3-110)

e o trabalho de segunda ordem usando a Equação 3-97

d2W = (σkij − σk−1
ij ) : (ε̇kij∆t) (3-111)

4. Se J2 > SBy e d2W < 0, a parcela viscosa tem lugar e as novas
tensões são calculadas usando as Equações 3-107 e 3-109:

σk+1
dev = 2G(∆εk+1

dev −∆εP (k+1)
dev )

1 + a
− σkdev

1− a
1 + a

(3-112)

e
σk+1
m = σkm +K(∆εk+1

vol −∆εP (k+1)
vol ) (3-113)

onde o parâmetro a é dado pela Equação 3-108:

a = G∆t
2η (J2 − SBy ) (3-114)
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4
Acoplamento fluido mecânico

Os materiais porosos, como os solos e as rochas, podem ser estudados
assumindo que são formados por um esqueleto sólido e por vazios. O esqueleto
sólido são os grãos numa areia e os vazios são as redes de cavidades formadas
pelos espaços entre os grãos. Frequentemente, estes materiais estão em ambi-
entes com presença de fluidos, como água ou petróleo, e este ocupa os vazios
interconectados. Nesta condição, o meio poroso está saturado ou parcialmente
saturado se o fluido ocupa total ou parcialmente os vazios do meio. Quando
um meio poroso é submetido a um carregamento, a sua resposta em termos
de deformação depende da rigidez do esqueleto sólido e do comportamento do
fluido nos poros. Se um meio poroso possui baixa permeabilidade, a deforma-
ção do esqueleto é retardada em relação ao carregamento, e a resposta geral
depende do fluxo de fluido em seus poros. O estudo simultâneo da deformação
do esqueleto sólido e do fluxo de fluido em seus poros é o Acoplamento Fluido
Mecânico.

O capítulo seguinte é dedicado ao acoplamento fluido mecânico. É feita
uma revisão bibliográfica do acoplamento no contexto do MPM. Definem-se
elementos conceituais tais como: fases do meio poroso, princípio das tensões
efetivas e conservação de massa. São apresentadas em detalhe as equações
governantes junto com sua discretização e o algoritmo computacional. Final-
mente, é apresentado o método de suavização das pressões e seu algoritmo de
implementação.

4.1
Revisão do acoplamento fluido mecânico no MPM

O estudo do comportamento mecânico do material poroso contemplando
o fluxo do fluido nos vazios, abordado desde uma perspectiva acoplada pro-
priamente dita, começa com a teoria da consolidação no trabalho de Terzaghi
de 1925 [73], onde o problema foi abordado em 1D, assumindo incompressibi-
lidade do fluido e das partículas e com a hipótese de tensões totais constantes
durante o processo de carregamento.
A forma geral das equações governantes da dinâmica dos meios porosos satu-
rados foi apresentada por Biot em 1941 [74], e em 1956 [75]. O problema foi
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abordado de forma geral em 3D, considerando a compressibilidade das partí-
culas e do fluido. A resolução analítica destas equações de acoplamento fluido
mecânico não resulta trivial para geometrias relativamente complexas ou para
materiais não lineares. O desenvolvimento do método dos elementos finitos
permitiu uma abordagem numérica do problema acoplado e sua aplicação em
diversos casos de interesse. No contexto do FEM, diversas formulações do pro-
blema acoplado foram desenvolvidas [76], como as formulações v − p e v − w.
A formulação v−w considera a velocidade do sólido vs e a velocidade do fluido
vw como variáveis principais e resulta na formulação mais geral para modelar
numericamente o comportamento acoplado. No contexto do MPM, a formula-
ção v−w tem sido amplamente aplicada por diferentes autores para modelar o
comportamento dinâmico do solo e do fluido nos poros de forma geral [30, 77],
principalmente nos problemas que envolvem propagação de ondas.
A formulação v − p considera a velocidade do sólido vs e a pressão do fluido
p como variáveis principais. Nesta formulação, assume-se que a aceleração do
sólido é igual à aceleração do fluido v̇s = v̇w, de modo que as equações go-
vernantes resultam simplificadas. Van Esch et al. (2011) [78] mostram que a
formulação v − p incorpora uma restrição adicional ao passo de tempo na in-
tegração explícita. A formulação v − p foi principalmente aplicada no MPM
em problemas de taxas de deformação lentas e sem foco na propagação de
ondas [80, 29], dado que somente a formulação v −w captura adequadamente
a resposta dinâmica de propagação de ondas [79].
No MPM, o domínio é discretizado por um conjunto de pontos (ou partículas)
que representam sub-domínios e que podem se movimentar livremente den-
tro da malha computacional. O problema acoplado, em particular, pode ser
abordado a partir de diferentes opções de discretização. Uma primeira opção
é considerar ao meio como uma mistura representada por um único ponto
material [29, 81, 79, 82]. Uma segunda opção é considerar a discretização do
esqueleto e do fluido separadamente, usando um ponto material para o esque-
leto sólido e um outro ponto para o fluido [83, 30, 84, 77]. A última opção,
ainda não explorada no MPM, é representar ao meio de forma geral usando
um ponto material para cada fase.

No presente trabalho um ponto material é usado para discretizar as
equações governantes baseadas na formulação v − w, onde a velocidade do
esqueleto sólido vs e a velocidade do fluido vw são as variáveis principais.
A implementação computacional apresentada é uma extensão do algoritmo
desenvolvido no Capítulo 2.
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4.2
Fases do meio poroso

Na análise com acoplamento fluido mecânico, o meio poroso formado pelo
esqueleto sólido e os vazios é idealizado mediante uma representação por fases
como se mostra na Figura 4.1. O volume do meio poroso V é formado por o
volume de sólidos Vs, o volume de ar Va e o volume de água Vw

V = Vs + Vw + Va (4-1)

O volume de vazios Vv são as redes de cavidades que o fluido pode ocupar

Vv = Vw + Va (4-2)

A porosidade do meio poroso é a relação entre o volume de vazios Vv e o volume
do meio V

n = Vv
V

(4-3)

O índice de vazios do meio poroso é a relação entre o volume de vazios Vv e o
volume de sólidos Vs

e = Vv
Vs

(4-4)

Substituindo Vv da Equação 4-4, usando a Equação 4-3 e invocando a V =
Vs + Vv se tem que

n = e

1 + e
(4-5)

e
e = n

1− n (4-6)

Figura 4.1: Fases do meio poroso. a) Meio poroso real. b) Representação
numérica do meio poroso de diferentes fases.
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O meio poroso está saturado ou parcialmente saturado, se o fluido ocupar
total ou parcialmente os vazios do meio. O grau de saturação, ou simplesmente
a saturação, do fluido f no meio é definido por

Sf = Vf
Vv

(4-7)

Se Sf = 1 o meio está saturado e o fluido ocupa totalmente os vazios. Se
Sf = 0 o meio está seco e não contem fluido nos vazios. Se 0 < Sf < 1 o meio
está parcialmente saturado.

No presente trabalho, o meio é assumido saturado Sf = 1, onde o único
fluido nos vazios é a água f = w.

4.3
Princípio das tensões efetivas

O princípio das tensões efetivas [73] introduz o efeito da pressão do fluido
nos contatos que efetivamente tem lugar no esqueleto sólido, e que por sua vez
governam a deformação do meio. Este princípio pode ser expresso como

σij = σ′ij − pδij (4-8)

ou
σ′ij = σij + pδij (4-9)

onde δij é o delta de Kronecker (δij = 1 para i = j e δij = 0 para i 6= j), p é a
pressão do fluido nos poros, σ′ij é a tensão efetiva no esqueleto sólido e σij é a
tensão total.
No presente trabalho, as tensões de compressão e as pressões inferiores à
atmosférica são consideradas negativas. Considere-se um ponto embaixo do
critério de ruptura da Figura 3.6 tal que fs < 0. Conforme à convenção
mencionada, um incremento de pressão −∆p produz uma variação na tensão
efetiva de ∆σ′ij = −∆p (Equação 4-8) deslocando o ponto de tensão à esquerda,
afastando-se da superfície de ruptura.

4.4
Conservação de massa

Considere-se um elemento diferencial no interior de um meio poroso, onde
todas as fases presentes são contínuas dentro do elemento. A conservação de
massa da fase sólida no elemento é dada por

∂

∂t
[(1− n)ρs] + ∂

∂xi
[(1− n)ρsvsi ] = 0 (4-10)

onde n é a porosidade do meio, vsi a velocidade do sólido e ρs a densidade do
sólido. Da mesma forma, a conservação de massa do fluido resulta igual a

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521880/CA



Capítulo 4. Acoplamento fluido mecânico 79

∂

∂t
(nρw) + ∂

∂xi
(nρwvwi ) = 0 (4-11)

onde vwi é a velocidade do fluido e ρw é a densidade de massa do fluido.
Assumindo que os grãos são incompressíveis no tempo ∂ρs

∂t
= 0, que a

porosidade não varia no espaço ∂n
∂xi

= 0 e que a densidade do sólido não varia
no espaço ∂ρs

∂xi
= 0, a Equação 4-10 pode ser reescrita como

−ρs∂n
∂t

+ (1− n)ρs∂v
s
i

∂xi
= 0 (4-12)

ou, considerando que ρs 6= 0

−∂n
∂t

+ (1− n)∂v
s
i

∂xi
= 0 (4-13)

A partir da Equação 4-13, a variação da porosidade no tempo fica definida
como

∂n

∂t
= (1− n)∂v

s
i

∂xi
(4-14)

Entretanto, assumindo que a porosidade do meio e a densidade do fluido não
variam no espaço dentro do elemento ( ∂n

∂xi
= 0 e ∂ρw

∂xi
= 0), a Equação 4-11

pode ser reescrita como

n
∂ρw

∂t
+ ρw

∂n

∂t
+ nρw

∂vwi
∂xi

= 0 (4-15)

Substituindo a Equação 4-14 na Equação 4-15, tem-se que

n
∂ρw

∂t
+ ρw(1− n)∂v

s
i

∂xi
+ nρw

∂vwi
∂xi

= 0 (4-16)

A relação entre a pressão e a densidade do fluido é assumida segundo a seguinte
lei constitutiva linear

dρw
dp

= ρw
Kw

(4-17)

Aplicando a regra da cadeia tem-se

dρw
dt

= dp

dt

ρw
Kw

(4-18)

onde Kw é o módulo volumétrico do fluido.
Substituindo a Equação 4-18 na Equação 4-16, a variação da pressão no tempo
é dada por

dp

dt
= −Kw

n

[
(1− n)∂v

s
i

∂xi
+ n

∂vwi
∂xi

]
(4-19)
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A Equação 4-19 representa a conservação de massa da mistura, ou seja, do solo
saturado. Esta equação permite computar a variação no tempo da pressão do
fluido mediante os gradientes de velocidades.

4.5
Equações de movimento

Para descrever dinamicamente o comportamento acoplado do meio é
necessário considerar a conservação da quantidade de movimento da mistura
(Equação 2-1)

∂σij
∂xj

+ nρwbi + (1− n)ρsbi = (1− n)ρsv̇si + nρwv̇wi (4-20)

onde nρwbj representa a força de corpo por unidade de volume total V devido
à massa do fluido e (1 − n)ρsbj representa a força de corpo por unidade de
volume devido à massa do sólido. Observe-se que o equilibro é considerado
usando as tensões totais σij = σ′ij − pδij (Ver Seção 4.3).
A Equação da quantidade de movimento do fluido é dada por [60]

− ∂p

∂xi
+ ρwbi −

nρwg

kij
(vwj − vsj ) = ρwv̇wi (4-21)

onde kij é o tensor de permeabilidade, ou condutividade hidráulica do fluido
no meio poroso.

4.6
Discretização das equações governantes

A discretização das Equações 4-20 e 4-21 baseia-se na sua formulação
fraca, que é obtida usando o método de Galerkin dos resíduos ponderados
sobre o domínio material e a integração por partes dos termos gradientes.
A forma fraca da Equação 4-20 é

−
∫

Ω
ŵi,jσij +

∫
∂Ω
ŵit

σ(xi)dA +
∫

Ω
ŵinρ

wbi +
∫

Ω
ŵi(1− n)ρsbi =∫

Ω
ŵi(1− n)ρsv̇si +

∫
Ω
ŵinρ

wv̇wi

(4-22)

A forma fraca da Equação 4-21 resulta em

∫
Ω
ŵi,jp

w −
∫
∂Ω
ŵit

p(xi)dA +
∫

Ω
ŵiρ

wbi −
∫

Ω
ŵi
nρwg

kij
(vwj − vsj ) =∫

Ω
ŵiρ

wv̇wi

(4-23)
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onde ŵi são funções de ponderação, ŵi,j são os gradientes das funções de
ponderação, tσ(xi) são condições de contorno de tensões e tp(xi) são condições
de contorno de pressões. Observe-se que os termos gradientes foram reduzidos
usando integração por partes sobre as Equações 4-20 e 4-21.
Aplicando o mesmo procedimento que na Seção 2.2.1, as funções de ponderação
ŵi, suas derivadas ŵi,j, a velocidade do fluido nas partículas vwip e a velocidade
do sólido nas partículas vsip são interpoladas desde os valores nodais da malha
Euleriana mediante

ŵip = NIpwiI (4-24)

ŵip,j = NIp,jwiI (4-25)

vwip = NIpv
w
iI (4-26)

vsip = NIpv
s
iI (4-27)

Substituindo as Equações 4-24, 4-25, 4-26 e 4-27, nas Equações 4-22 e 4-23 da
forma fraca, tem-se a forma discreta das Equações governantes.
A forma discreta da Equação 4-22 de quantidade de movimento da mistura
resulta em

−
∑
p

σijVpNIp,i +
∫
∂Ω
tσ(xi)ŵidA + biI

∑
p

mw
pNIp

+biI
∑
p

ms
pNIp = v̇siI

∑
p

ms
pNIp + v̇wiI

∑
p

mw
pNIp

(4-28)

A forma discreta da Equação 4-23 de quantidade de movimento do fluido
resulta em ∑

p

npwVpNIp,i −
∫
∂Ω
tp(xi)ŵidA + biI

∑
p

mw
pNIp

−
∑
p

mw
p ng

kijp
(vwjp − vsjp)NIp = v̇wiI

∑
p

mw
pNIp

(4-29)

onde NIp,i representa o gradiente da função de interpolação do nó I avaliado
na posição da partícula p, n representa a porosidade do meio, Vp é o volume
da partícula e ms

p e mw
p as massas do sólido e do fluido nas partículas.

As Equações discretas podem ser escritas na seguinte forma compacta:

v̇siIm
s
I = F s,int

iI + F s,ext
iI − v̇wiImw

I (4-30)

v̇wiIm
w
I = Fw,int

iI + Fw,ext
iI (4-31)
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onde:

ms
I =

∑
p

ms
pNIp

F s,int
iI = −

∑
p

σ′ijVpNIp,i +
∑
p

pwVpNIp,i

F s,ext
iI =

∑
p

biIm
w
pNIp +

∑
p

biIm
s
pNIp +

∫
∂Ω
tσ(xi)NIdA

(4-32)

e
mw
I =

∑
p

ms
pNIp

Fw,int
iI =

∑
p

npwVpNIp,i

Fw,ext
iI = −

∫
∂Ω
tp(xi)Nk

I dA +
∑
p

mw
p biINIp−

∑
p

mw
p ng

kijp
(vwjp − vsjp)NIp

(4-33)

Observe-se que �s representa a fase sólida, �w o fluido, �p a partícula, p a
pressão, �I o nó da malha Euleriana, �,i o gradiente espacial, �i e �j os
componentes tensoriais e ∂Ω o contorno do domínio.

As acelerações nodais de cada fase são calculadas pelas Equações 4-
31 e 4-30. Após o cálculo das acelerações nodais, a atualização das variáveis
cinemáticas nas partículas é similar à metodologia apresentada na Seção 2.2.5.

No presente trabalho, um ponto material é usado para representar a
mistura, ou seja, o esqueleto sólido e o fluido nos poros. Os deslocamentos que
efetivamente deslocam as partículas são os deslocamentos do esqueleto sólido.

Uma vez computados os gradientes de deformação de cada fase, a
porosidade do meio e a pressão do fluido são atualizadas. A pressão do fluido
é computada usando a Equação 4-19. A porosidade na partícula é atualizada
a partir do gradiente de deformação F k+1 = (I + ∆t∇vk)F k

nk+1
p = 1− (1− n0

p)/J (4-34)

onde J é o determinante do gradiente de deformação, que relaciona o volume
corrente com o volume inicial

J = det(F k+1) = V k+1/V 0 (4-35)

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521880/CA



Capítulo 4. Acoplamento fluido mecânico 83

4.7
Implementação numérica do acoplamento fluido mecânico

Na sequência apresenta-se a implementação numérica do acoplamento
fluido mecânico.

Algoritmo 7: acoplamento fluido mecânico - parte I

1. Computar a massa nodal mα,k
I para cada fase α utilizando a

Equação 2-17:

mα,k
I =

∑
J

mα,k
IJ =

∑
p

mα,k
p Nk

Ip (4-36)

2. Computar a quantidade de movimento nodal pα,k−1/2
iI para cada

fase:

p
α,k−1/2
iI =

∑
p

mα,k
p u̇

α,k−1/2
ip Nk

Ip =
∑
p

p
α,k−1/2
ip Nk

Ip (4-37)

3. Calcular as forças nodais internas e externas usando as Equações
4-32 e 4-33:

F s,k,int
iI = −

∑
p

σkij
′
V k
p N

k
Ip,i +

∑
p

pw,kV k
p N

k
Ip,i (4-38)

F s,k,ext
iI =

∑
p

bkiIm
w
pN

k
Ip +

∑
p

bkiIm
s,k
p Nk

Ip +
∑
p

t̂σNI (4-39)

Fw,k,int
iI =

∑
p

nkpw,kV k
p N

k
Ip,i (4-40)

Fw,k,ext
iI = −

∑
p

t̂p,kNk
I +

∑
p

mw,k
p bkiIN

k
Ip−

∑
p

mw,k
p nkg

kkijp
(vw,kjp − v

s,k
jp )Nk

Ip

(4-41)

4. Computar a aceleração nodal de cada fase v̇α,kiI no tempo tk

mediante as Equações 4-31 e 4-30:

v̇s,kiI m
s,k
I = F s,k,int

iI + F s,k,ext
iI − v̇w,kiI mw,k

I (4-42)

v̇wiIm
w,k
I = Fw,k,int

iI + Fw,k,ext
iI (4-43)

5. Computar a velocidade nodal de cada fase u̇α,k−1/2
iI no tempo tk:

u̇
α,k−1/2
iI = p

α,k−1/2
iI /mα,k

I (4-44)
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Algoritmo 7: acoplamento fluido mecânico - parte II

6. Aplicar condições de contorno em termos de u̇α,k−1/2
iI e v̇α,kiI nos

nós I do contorno Γ.

7. Computar velocidades u̇α,k+1/2
iI no tempo tk+1/2 usando a Equação

2-28:
u̇
α,k+1/2
iI = u̇

α,k−1/2
iI + ∆tv̇α,kiI (4-45)

8. Computar os incrementos de deformação mediante a Equação
2-23:

∆εk+1/2
ijp =

∑
I

1
2
(
Nk
Ip,jv

k+1/2
iI +Nk

Ip,iv
k+1/2
jI

)
∆t (4-46)

9. Computar o tensor de rotação usando a Equação 2-24:

∆Ωα,k+1/2
ijp =

∑
I

1
2
(
Nk
Ip,jv

α,k+1/2
iI −NIp,iv

α,k+1/2
jI

)
∆t (4-47)

10. Atualizar as posições us,k−1
ip e as velocidades u̇α,k−1/2

ip nas partí-
culas usando as Equações 2-21 e 2-20:

u̇
α,k+1/2
ip = u̇

α,k−1/2
ip + ∆t

∑
I

Nk
Ipv̇

α,k
iI (4-48)

us,k+1
ip = us,k−1

ip + ∆t
∑
I

Nk
Ipu̇

s,k+1/2
iI (4-49)

11. Atualizar a porosidade do meio e a pressão do fluido usando as
Equações 4-34 e 4-19:

nk+1
p = 1− (1− n0

p)/J (4-50)

pw,k+1
p = pw,kp − ∆tKw

nk+1
p

[(1− nk+1
p )vsi,i + nk+1

p vwi,i] (4-51)

12. Aplicar condições de contorno em termos de pressões.

13. Atualizar as tensões σ
′k+1
ijp mediante um modelo constitutivo

adequado usando ∆Ωs,k+1/2
ijp e ∆εs,k+1/2

ijp .

14. Avançar no tempo tk+1 = ∆t+ tk.

15. Ir para 1 (Página 83).
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4.8
Procedimento de suavização das pressões espúrias

Na formulação acoplada no MPM que usa uma partícula para representar
a mistura podem ser observadas pressões espúrias, ou seja, pressões não físicas
que se devem propriamente à formulação. Em particular, estas pressões são
frequentemente observadas em problemas de impacto sobre meios saturados.
Zhang et al. (2009) [85] mostram que as formulações com duas partículas na
representação do esqueleto sólido e do fluido, não apresentam estas pressões
não físicas. Conforme Kafaji (2013) [79] um procedimento de suavização das
pressões pode estar baseado na modificação do cálculo do incremento de
pressão mediante o uso de um valor médio da deformação volumétrica.

Figura 4.2: Procedimento de suavização das pressões espúrias.

A Equação 4-51 pode ser reescrita como

pw,k+1
p = pw,kp − ∆tKw

nk+1
p

[(1− nk+1
p )ε̇svol + nk+1

p ε̇
w
vol] (4-52)

onde ε̇vol é a deformação volumétrica média na partícula, cujo cálculo é
detalhado na sequência:
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Algoritmo 8: suavização de pressões espúrias

1. Computar o incremento de deformação volumétrica em cada nó
(Figura 4.2.a):

ε̇Ivol =
∑
p

ε̇pvolNIp (4-53)

2. Para cada elemento, computar o incremento de deformação vo-
lumétrica média (Figura 4.2.b):

ε̇
e
vol =

∑
I ε̇

I
vol

neI
(4-54)

onde neI é o número total de nós no elemento.

3. Para cada nó, computar o valor médio do incremento de deforma-
ção volumétrica usando os elementos ao redor de cada nó (Figura
4.2.c):

ε̇
I
vol =

∑
e ε̇

e
vol

nIe
(4-55)

onde nIe é o número total de elementos no nó.

4. Interpolar os valores médios nodais para as partículas (Figura
4.2.d):

ε̇
p
vol =

∑
I

ε̇
I
volNIp (4-56)

5. Usar a Equação 4-52 para atualizar a pressão na partícula:

pw,k+1
p = pw,kp − ∆tKw

nk+1
p

[(1− nk+1
p )ε̇svol + nk+1

p ε̇
w
vol] (4-57)
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5
Discretização de modelos MPM de escala geológica

Neste capítulo são tratados conceitos relacionados ao processo de discre-
tização de domínios de escala geológica em modelos numéricos de partículas,
adequados para serem usados no MPM. Primeiramente, é feita uma introdução
ao problema da discretização de modelos de escala geológica com ênfase em
problemas que apresentam heterogeneidades de variação espacial. Em segundo
lugar, são revisados os métodos de discretização usados por diferentes códigos
MPM disponíveis. Em terceiro lugar, um procedimento de discretização é pro-
posto para abordar este tipo de problema. A metodologia proposta tem duas
características principais: não requer de malhas de suporte e as heterogenei-
dades são definidas a partir de dados digitais de elevação de cada material.
Finalmente, apresenta-se um exemplo de verificação, onde são comparados os
diferentes procedimentos de discretização com a metodologia proposta.

5.1
Introdução à discretização de modelos de escala geológica

A topografia do terreno em regiões montanhosas pode ser altamente va-
riável. A geometria da topografia é influenciada por processos geológicos, sís-
micos, climáticos, entre outros. A criação de modelos numéricos em 3D destas
topografias, incluindo uma definição adequada das variabilidades espaciais das
heterogeneidades, representa um desafio na modelagem numérica.

5.2
Revisão dos procedimentos de discretização usados no MPM

O processo de discretização de domínios em partículas para ser usado em
códigos MPM pode ser dividido em três grupos: aqueles que usam uma malha
computacional para distribuir partículas, onde a célula (ou elemento) pode
estar completa ou parcialmente cheia; aqueles que usam uma malha de suporte
para dispor as partículas; e aqueles onde as partículas e suas propriedades são
definidos individualmente.

No primeiro grupo, cada região do domínio é discretizada estabelecendo
o número de partículas e a posição dentro de cada célula (ver Figura 5.1.a).
Portanto, as propriedades são definidas mediante a distribuição de densidade
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e o número de partículas por célula. Não existe impedimento para usar células
parcialmente cheias para definir contornos e as propriedades das partículas
podem ser relacionadas diretamente com o número de pontos por célula [86, 87].

O segundo grupo define os pontos materiais usando uma malha de
suporte, onde as partículas são colocadas no centroide ou nos pontos de Gauss
dos elementos da malha (ver Figura 5.1.b). As propriedades da região são
definidas pelo número de pontos materiais dentro de cada elemento [88, 89].

No terceiro grupo, as partículas são definidas de maneira individual, sem
o uso da malha Euleriana ou de uma malha de suporte (ver Figura 5.1.c).
Neste grupo, todas as propriedades são especificadas para cada partícula que
representa um sub-domínio da região a discretizar.

Figura 5.1: Procedimentos de discretização normalmente usados no MPM.
a) Pontos materiais definidos por célula. b) Pontos materiais em malha
de elementos finitos de suporte. c) Pontos materiais definidos de maneira
individual.

Nos códigos MPM disponíveis, a geração de modelos numéricos de
partículas está dentro dos grupos mencionados, ou numa combinação deles.
O código aberto MPM3D-F90 [28, 38] discretiza o domínio de três formas
possíveis: por partículas, por blocos, ou por esferas. Na discretização por
partículas, os pontos materiais são definidos individualmente. Na discretização
por blocos e por esferas, as partículas são uniformemente distribuídas sobre
a região definida por eles. No código NairnMPM [90], o modelo discreto
é criado meditante regiões, usando definições individuais de partículas, ou
mediate interpretação de imagens digitais. A interpretação de imagens digitais
define regiões a partir da identificação digital das diferentes cores na imagem.
O código CB-Geo [41] cria modelos discretos MPM usando uma malha de
elementos finitos de suporte, onde as partículas são colocadas nos pontos de
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Gauss de cada elemento. Neste código, o número de pontos de Gauss pode
variar com o parâmetro de discretização.

No trabalho de Xu et al.(2019) [7], a simulação do deslizamento de
Hongshiyan, ocorrido na China em 2014, foi realizada com MPM e o programa
ArcGIS [91] foi usado para criar o modelo discreto 3D. Nesse trabalho, os dados
de elevação da topografia (DEM) e a elevação relativa da massa que rompeu
foram usados para colocar pontos materiais somente na massa envolvida na
ruptura, assumida como homogênea.

Na metodologia proposta, os dados de elevação da topografia e de cada
material são usados para criar modelos discretos MPM com variação espacial
da topografia e das heterogeneidades.

5.3
Procedimento para criação de modelos MPM de escala geológica

O objetivo da metodologia proposta é a criação de modelos numéricos
MPM em 3D, a partir dos dados de elevação (DEM) do terreno para modelos
homogêneos, e a partir dos dados de elevação de cada material para modelos
heterogêneos. A metodologia proposta é resumida na Figura 5.2. No caso geral
de um modelo heterogêneo em 3D, as informações iniciais requeridas são a
definição da topografia do terreno e dos materiais. Estas definições podem ser
curvas de níveis, pontos 3D no espaço, ou outro tipo de dado que permita
a completa descrição da característica no domínio de interesse. Com estas
definições são criados os modelos de elevação (DEM) usando programas de
informação geográfica como QGIS [92] ou ArcGIS [91]. A Figura 5.3.a mostra
os dados DEM do terreno P de cada material M i no modelo. Para construir o
modelo discreto MPM cada ponto de elevaçãoM i de cada material i é associado
a um ponto do terreno P . Na Figura 5.3.b o ponto p tem associado os pontos
M i e M i+1. Uma vez feito o mapeamento para todos os materiais i, o modelo
MPM é construído colocando partículas ao redor de cada ponto P desde a
base até o topo. Para fazer isto, os parâmetros de discretização ∆x, ∆y, ∆z e
o número de partículas por célula devem ser definidos. Assim, se a elevação da
partícula corrente resultar igual o maior à elevação do material M i

z, então o
material i é atribuído como material da partícula. O algoritmo completo para
geração de modelos MPM é dado no Algoritmo 9.
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Figura 5.2: Sequência para criação de modelos MPM heterogêneos em 3D de
escala geológica.

Algoritmo 9: geração de modelos MPM de escala geológica

1. Obter os dados DEM do terreno e de cada material.

2. Para cada ponto do terreno P determinar as elevações de
cada material M i

z.

3. Definir os parâmetros de discretização do modelo MPM: ∆x,
∆y, ∆z e ppc.

4. Estabelecer o material da base do modelo como material
corrente.

5. Para cada ponto P inserir partículas desde a base do modelo
até o topo considerando o número de partículas por célula
ppc.

6. Se a elevação da partícula resultar maior ou igual que a
elevação do material M i

z em P , então mudar o material
corrente para i.

7. Iniciar as partículas com o material corrente.

5.4
Exemplo de aplicação

Com o objetivo de comparar os procedimentos normalmente usados no
contexto do MPM com a metodologia proposta, a discretização de um cubo
heterogêneo de 1.0×1.0×1.0 m é considerada, para dois níveis de refinamento:
0.1 m e 0.05 m. O cubo é formado por dois materiais cuja interface é definida
por uma onda plana z(x, y) = α sin(ωy), como é mostrado na Figura 5.4.
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Figura 5.3: Sequência para criação de modelos MPM heterogêneos em 3D de
escala geológica. a) Dados digitais de elevação do terreno e de cada material.
b) Mapeamento de cada ponto DEM do terreno P com cada ponto DEM de
cada material Mi.

Figura 5.4: Cubo heterogêneo com onda plana de interface entre os materiais.

A Figura 5.5 mostra a discretização do cubo para um refinamento de
0.1 m. A Figura 5.5.a mostra 5270 partículas colocadas no centroide de cada
elemento finito de uma malha de suporte, cuja dimensão característica é de le ≈
0.1 m. A Figura 5.5.b mostra 8.0e+3 partículas distribuídas uniformemente em
cada célula da malha Euleriana de ∆x = ∆y = ∆z = 0.1 m, usando uma malha
de elementos finitos para identificar os materiais nas células (ver Figura 5.1.a).
A Figura 5.5.c mostra 8.0e+3 partículas distribuídas usando a metodologia
proposta, onde a equação da onda plana é considerada como dado de elevação
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do material 2. A Figura 5.6 mostra a discretização do cubo correspondente a
um nível de discretização de 0.05 m.

A comparação do número de pontos materiais incorretamente colocados
usando a malha de suporte e a metodologia proposta mostra-se na Tabela 5.1.
O erro é computado pela relação entre o número de partículas de material
2 embaixo da interfase e o numero total de partículas de material 2. A
metodologia proposta apresenta um erro ≈10 vezes menor que o obtido com a
malha de suporte, para o mesmo nível de refinamento.

Discretização Malha de suporte Metodologia proposta
Grade 0.1 0.05 0.1 0.05
Total de partículas 8000 64000 8000 64000
Material 2 (1) 4720 34400 4000 32000
Material 1 3280 29600 4000 32000
Material 2 embaixo α sin(ωy)(2) 640 2200 40 200
Erro ((2)/(1)%) 13.56% 6.40% 1.00% 0.63%

Tabela 5.1: Comparação do número de pontos materiais incorretamente colo-
cados usando a malha de suporte e a metodologia proposta.

5.5
Gerador de partículas

O Algoritmo 9 foi implementado computacionalmente usando a lingua-
gem de programação C++. O programa resultante foi o mpm-generator [93],
ele foi liberado publicamente no formato de código de acesso livre. O gerador
de partículas mpm-generator foi utilizado para criar o modelo discreto do des-
lizamento de Daguangbao (ver Seção 6.6), dando como resultado um total de
1787068 ≈ 1.7e+6 partículas descrevendo o domínio heterogêneo 3D do local de
interesse. O gerador demorou 17.8 segundos em criar o modelo de Daguangbao
num computador convencional (i7-5000U CPU @ 2.4 GHz x 2 processadores e
16.0 GB de memoria RAM), mostrando a eficiência do Algoritmo 9 em criar
modelos de grande número de partículas e com heterogeneidades de variação
espacial.
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Figura 5.5: Discretização de cubo heterogêneo com nível de refinamento de
0.1 m. a) 5270 partículas distribuídas usando o centroide de cada elemento
finito da malha de suporte. b) 8.0e+3 partículas distribuídas uniformemente
em cada célula de ∆x = ∆y = ∆z = 0.1 m usando uma malha de elementos
finitos para identificar os materiais. c) 8.0e+3 partículas distribuídas usando
uma onda plana como dado de elevação do material 2.
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Figura 5.6: Discretização de cubo heterogêneo com nível de refinamento de
0.05 m. a) 36253 partículas distribuídas usando o centroide de cada elemento
finito da malha de suporte. b) 64.0e+3 partículas distribuídas uniformemente
em cada célula de ∆x = ∆y = ∆z = 0.05 m usando uma malha de elementos
finitos para identificar os materiais. c) 64.0e+3 partículas distribuídas usando
uma onda plana como dado de elevação do material 2.
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6
Resultados

O capítulo seguinte é dedicado à verificação dos algoritmos implemen-
tados e aos resultados dos problemas analisados na presente tese. A primeira
parte é dedicada à verificação dos algoritmos mediante uma serie de exemplos.
Alguns deles com solução teórica e outros verificados pela comparação com
outros programas computacionais. A segunda parte é dedicada ao estudo de
cinco casos de interesse: a ruptura de um túnel em 3D; a simulação de proces-
sos geológicos de grandes deformações; o estudo da estabilidade de um talude
natural em Oregon; o impacto de bloco de rocha sobre meio saturado; e o
deslizamento de Daguangbao.

6.1
Verificações das implementações computacionais

6.1.1
Condição de contorno não refletora

As condições de contorno não refletoras foram apresentadas na Seção
2.2.4. Na sequência apresenta-se uma verificação da implementação compu-
tacional das Equações 2-46 e 2-45 para modelar condições de contorno não
refletoras no MPM.

Para esta verificação consideram-se uma coluna vertical de 1 m de
comprimento e um pulso de 4e−2 MPa de tração atuando no contorno (Figura
6.1.a). O ponto de controle A, a 0.25 m do contorno superior, é usado para
avaliar a evolução das tensões no tempo para três condições: domínio estendido,
contorno não refletor e contorno livre.

A Figura 6.1.b mostra a variação da tensão no tempo no ponto de controle
A, para os três casos analisados. Observa-se que ao usar as condições de
contorno não refletoras a energia refletida resulta amortecida. Os resultados
apresentam boa coincidência em relação ao caso de domínio estendido de
reflexão nula, verificando a implementação.
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Tabela 6.1: Parâmetros da coluna elástica com condição de contorno não
refletora.

Comprimento da coluna lc 1.00 m
Malha Euleriana ∆x,∆y,∆z 1e−2 m
Partículas np 3232 –
Passo de tempo ∆t 2e−6 s
Pulso externo σext 4e−2 MPa
Módulo de Young E 11.0 GPa
Módulo de Poisson ν 0.25 –

Figura 6.1: Verificação das condições de contorno não refletoras. a) Modelo
de coluna vertical com pulso externo e diferentes condições de contorno. b)
Variação das ondas longitudinais no tempo.

6.1.2
Talude elástico amortecido

No exemplo seguinte, a resposta dinâmica de um talude elástico subme-
tido a peso próprio é analisada usando MPM e o programa comercial PLAXIS
V.8 [94]. O exemplo tem como objetivo verificar a implementação do algoritmo
elástico linear (Seção 3.4), o amortecimento de Rayleigh (Equação 2-38) e o
amortecimento local não viscoso (Equação 2-41). Para isto, são comparados
os deslocamentos horizontais ux(t) no ponto de controle A, quando o talude
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se deforma por peso próprio (ver Figura 6.2). Os parâmetros específicos do
problema são apresentados na Tabela 6.2. Para o modelo MPM, foram usadas
1540 partículas uniformemente distribuídas numa malha Euleriana regular de
∆x = ∆y = 0.5 m. Para o modelo FEM, foram usados 435 elementos triangu-
lares com uma área média de 0.21 m2 (≈ 0.45 m × 0.45 m) por elemento.

Figura 6.2: Geometria e condições de contorno de talude elástico.

Figura 6.3: Deslocamentos horizontais ux do ponto de controle A do talude
elástico. Modelo MPM e FEM com amortecimento de Rayleigh αR = βR =
0.05.
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Figura 6.4: Deslocamentos horizontais ux do ponto de controle A do talude
elástico. Modelo MPM com amortecimento local não viscoso αnv = 0.075.
Modelo FEM com amortecimento de Rayleigh αR = βR = 0.05.

Tabela 6.2: Parâmetros do talude elástico amortecido.

Dimensão da base lB 17 m
Dimensão do topo lT 10 m
Altura h 7 m
Malha Euleriana ∆x,∆y 0.5 m
Partículas np 1540 –
Passo de tempo ∆t 3e−5 s
Gravidade gy −9.81 m/s
Módulo de Young E 50 MPa
Módulo de Poisson ν 0.3 –
Massa específica ρ 2500 kg/m3

A Figura 6.3 mostra que os deslocamentos horizontais ux usando o
amortecimento de Rayleigh αR = βR = 0.05 são coincidentes entre o MPM e
o FEM (PLAXIS). Para verificar o amortecimento local não viscoso se ajusta
o parâmetro αnv de modo de reproduzir o amortecimento de Rayleigh. Os
resultados da Figura 6.4 mostram que o parâmetro de amortecimento local
não viscoso αnv = 0.075 produz deslocamentos próximos dos obtidos com o
amortecimento de Rayleigh αR = βR = 0.05.
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6.1.3
Talude elasto-plástico

Na sequência apresenta-se um exemplo de verificação do algoritmo elasto-
plástico. A verificação consiste na modelagem numérica da ruptura de um ta-
lude elasto-plástico, que atinge a ruptura pela ação da gravidade. Os resultados
obtidos com o programa da presente tese são comparados com os obtidos pelo
código MPM3D-F90 [28, 38].

Na Figura 6.5 mostra-se a geometria do modelo. Os parâmetros específi-
cos do problema são apresentados na Tabela 6.3.

Figura 6.5: Geometria do talude elasto-plástico.

Tabela 6.3: Parâmetros do talude elasto-plástico.

Dimensão da base lB 110 m
Dimensão do topo lT 30 m
Altura maior H 35 m
Altura menor h 15 m
Malha Euleriana ∆x,∆y,∆z 1.0 m
Partículas np 19680 –
Passo de tempo ∆t 4e−4 s
Gravidade gy −9.81 m/s
Módulo de Young E 70 MPa
Módulo de Poisson ν 0.3 –
Massa específica ρ 2100 kg/m3
Ângulo de atrito interno φ 20.0 ◦

Coesão c 1.0 kPa
Resistência a tração σt 27.48 kPa
Parâmetro do modelo Drucker-Prager qφ 0.35 –
Parâmetro do modelo Drucker-Prager kφ 0.97 kPa
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Figura 6.6: Comparativa dos resultados com o código MPM3D-F90 [38].

Figura 6.7: Evolução da ruptura do talude elasto-plástico.

Os resultados apresentados na Figura 6.6 mostram boa coincidência,
verificando a implementação computacional do modelo constitutivo Drucker-
Prager [28].
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6.1.4
Talude elasto-plástico heterogêneo

No exemplo seguinte analisa-se o problema da estabilidade de um talude
heterogêneo composto por dois materiais. O fator de segurança do talude
frente à ruptura e o mecanismo de colapso são determinados usando MPM. Os
resultados do MPM são comparados com os resultados obtidos com Análise
Limite Numérica (NLA) e com o Método dos Elementos Finitos (FEM).

A NLA é uma metodologia numérica baseada no FEM e na programação
matemática, que permite determinar o fator de segurança e o mecanismo de
colapso do modelo. Em NLA, os teoremas da plasticidade são escritos como
um problema de otimização. Observa-se uma alta eficiência computacional em
modelos 3D [95, 96] para relaciones constitutivas cônicas. Contudo, o uso de
modelos não cônicos requer de técnicas especias; o método não permite fluxo
plástico não associado; e os modelos são formulados sem amolecimento. Para
uma leitura compreensiva sobre o NLA, o leitor é direcionado para os trabalhos
de Anderheggen (1972) [97], Bottero (1980) [98] e Lysmer (1970) [99].

A Figura 6.8 mostra a geometria do talude heterogêneo, a distribuição de
materiais e as condições de contorno. Para o talude heterogêneo, dois materiais
são considerados. O material inferior é mais resistente que o material superior.
A Tabela 6.4 apresenta os parâmetros do modelo. As condições de contorno
são de deslocamentos impedidos nas paredes laterais e na base do modelo. A
única forca externa considerada é o peso próprio.

Figura 6.8: Talude heterogêneo. Definição de geometria, distribuição de mate-
riais e condições de contorno.

A Figura 6.9 mostra a malha de elementos finitos usada nas análises NLA
e FEM e a distribuição de partículas usada na discretização do MPM. Para
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Tabela 6.4: Propriedades dos materiais do talude heterogêneo.

Material E ν γ c φ
id MPa – kN/m3 kPa ◦

1 150.0 0.3 18.0 20.0 30.0
2 150.0 0.3 17.0 15.0 25.0

a análise MPM, 30464 partículas foram distribuídas na malha de elementos
finitos usada na análise NLA (Figura 6.9.a), usando 8 partículas por elemento.

Figura 6.9: a) Malha de elementos finitos usada no método NLA. b) Distribui-
ção de pontos materiais usada no MPM.

O fator de segurança FS (ou SF) é determinado mediante a redução dos
parâmetros resistentes dos materiais usando um valor escalar SRF (strength
reduction factor). Nas análises convencionais de estabilidade de taludes, o fator
de segurança FS é o máximo valor de SRF para o qual a solução converge, nesse
caso F ≈ SRF [100]. Os parâmetros resistentes para cada valor de SRF são
definidos por

c∗ = c

SRF (6-1)

φ∗ = tan−1
(

tanφ
SRF

)
(6-2)

Na Figura 6.10 são apresentados os valores de SRF para cada método:
NLA, FEM (Abaqus) e MPM. Os resultados obtidos com FEM são expressados
em termos do deslocamento adimensional

δ = dmaxE/
(
γH2

)
(6-3)

onde dmax é o deslocamento máximo, E o módulo de Young, γ o peso específico
e H a altura do talude. O fator de segurança para NLA corresponde ao valor
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de λ = 1.0, onde λ é um parâmetro da otimização chamado de fator de colapso
(para maior detalhe sobre o fator de colapso veja [101]).

Figura 6.10: Fator de segurança obtido por diferentes métodos. a) SRF obtido
com NLA [102]. b) Deslocamentos adimensionais obtidos com FEM (Abaqus)
[102]. c) Deslocamentos máximos para cada SRF obtido com MPM. d) Taxa
de deslocamentos máximos obtida com MPM.

A Figura 6.11 mostra o mecanismo de colapso obtido por cada método.
Observa-se que os mecanismos de ruptura sugeridos por cada método resultam
muito similares entre eles. A ruptura do talude desenvolve-se sobre a interface
entre o material 1 e 2. Os deslocamentos obtidos com MPM e com FEM estão
concentrados na parte superior da frente do talude. A análise NLA permite
visualizar a distribuição de velocidades no talude, sugerindo que as máximas
velocidades estão no pé do talude e que a ruptura acontece pela interface entre
os materiais.
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Figura 6.11: Mecanismo de ruptura do talude heterogêneo. a) Distribuição
de velocidades obtidas com NLA para SF=1.11 [102]. b) Distribuição de
deslocamentos obtidos com FEM (Abaqus) para SRF=0.98 [102]. c) Campo
de deslocamentos obtidos com MPM para SF=1.19.

Na Tabela 6.5 são apresentados os fatores de segurança para cada método
e o tempo computacional requerido para cada análise. Os fatores de segurança
foram similares para os três métodos. Em particular, os fatores obtidos com
NLA e MPM resultam muito próximos entre eles, no entanto, o fator obtido
com FEM resulta menor. Os tempos computacionais requeridos por NLA e por
MPM são da mesma ordem de magnitude, no entanto, o tempo requerido por
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FEM foi da ordem de ≈ 600 vezes maior. O tempo computacional requerido
por FEM resulta extremadamente alto devido a que no colapso, o modelo
numérico FEM não converge.

Tabela 6.5: Fator de segurança e tempo computacional do talude heterogêneo.

Método Fator de segurança Tempo computacional
id FS s

NLA 1.11 16.0
MPM 1.19 20.0
FEM 0.98 12303.0

6.1.5
Acoplamento fluido mecânico

Na seção seguinte são apresentados três exemplos de verificação da im-
plementação computacional do algoritmo de acoplamento fluido mecânico de-
senvolvido no Capítulo 4.
O primeiro, é um exemplo de uma coluna poro-elástica, onde o processo de
adensamento acontece conforme um carregamento externo comprime o meio
poroso e os excessos de poro-pressão são dissipados no tempo.
O segundo exemplo é a análise de uma esfera poro-elástica, onde um carrega-
mento externo, radial, é aplicado no contorno permeável da esfera iniciando o
processo de dissipação no tempo.
No terceiro exemplo, é analisada a propagação de ondas no meio poroso satu-
rado. Para isso, um carregamento instantâneo é aplicado sobre uma coluna de
solo saturado, a partir do qual a propagação de ondas tem lugar.
Nos exemplos analisados as soluções analíticas permitem verificar a implemen-
tação do acoplamento fluido mecânico no MPM.
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6.1.5.1
Coluna poro-elástica: problema de Terzaghi

A implementação computacional do acoplamento fluido mecânico é veri-
ficada mediante a modelagem numérica do problema da coluna poro-elástica e
a comparação dos resultados numéricos com a solução analítica do problema.
O problema do adensamento 1D foi estudado por Terzaghi [73] considerando
somente deslocamentos verticais, tensão total constante e fluxo vertical. A
equação diferencial governante deste problema é dada por [60]

∂p

∂t
= cv

∂2p

∂z2 (6-4)

na qual, p é a pressão no interior da coluna e cv é o coeficiente de adensamento,
dado por

cv = kEedo

ρwg
(6-5)

onde Eedo = ∆σ′vol/∆εvol é o módulo de compressão confinada ou módulo
edométrico do esqueleto sólido.
Para o caso 1D, o coeficiente de adensamento pode ser escrito como

c1D
v = kE(1− ν)

ρwg(1− 2ν)(1 + ν) (6-6)

A solução analítica da Equação 6-4 é dada por [103]

p(z, t) = 4p0

π

∞∑
m=1

1
m

sin mπz2H e−
m2π2

4 Tv (6-7)

onde p0 é a pressão inicial, H a altura da coluna e Tv = cv/H
2t o fator de

tempo.
Para o modelo numérico MPM foram usadas 320 partículas distribuídas de
forma uniforme numa malha Euleriana de ∆x = ∆y = ∆z = 0.1 m, sobre a
altura total da coluna H = 1 m. Os parâmetros usados na simulação numérica
são apresentados na Tabela 6.6.

A condição inicial do problema é dada por uma pressão do fluido de
p0 = 10 kPa. As condições de contorno são: carregamento externo σz = −10.0
kPa no topo, contornos laterias e base impermeáveis e contorno superior
permeável (ver Figura 6.12).

Os resultados numéricos obtidos com o MPM são apresentados na Figura
6.12. A variação da pressão normalizada p/p0 na coluna obtida numericamente
apresenta boa coincidência com a solução analítica dada pela Equação 6-7.
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Tabela 6.6: Parâmetros da coluna poro-elástica.

Dimensão da base lx, ly 0.2 m
Altura H 1.0 m
Malha Euleriana ∆x,∆y,∆z 0.1 m
Partículas np 320 –
Passo de tempo ∆t 1.4e−4 s
Módulo de Young E 10 MPa
Coeficiente de Poisson ν 0.3 –
Módulo volumétrico do fluido Kw 100 MPa
Massa específica do sólido ρs 2650 kg/m3
Massa específica do fluido ρw 1000 kg/m3
Condutividade hidráulica k 1e−3 m/s
Porosidade n 0.3 –
Pressão inicial p0 10.0 kPa
Carga no contorno σz −10.0 kPa

Figura 6.12: Verificação da implementação do acoplamento fluido mecânico
com a coluna poro-elástica. a) Modelo da coluna poro-elástica com pressão
aplicada no extremo permeável, condições iniciais e de contorno. b) Compara-
ção de resultados numérico e analítico em termos de pressão no tempo.
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6.1.5.2
Esfera poro-elástica: problema de Cryer

No exemplo seguinte, a implementação computacional do acoplamento
fluido mecânico no MPM é verificada em 3D mediante a modelagem numérica
de uma esfera poro-elástica submetida a uma pressão radial constante.
Este problema foi estudado por Cryer [104] considerando o fluido e as partículas
de solo incompressíveis. As equações diferenciais governantes do problema são
formuladas em coordenadas esféricas. O problema é descrito completamente
por duas equações governantes: a equação de conservação de massa

αB
∂ε

∂t
+ Sp

∂p

∂t
= k

γw

(
∂2p

∂r2 + 2
r

∂p

∂r

)
(6-8)

e a equação de equilíbrio radial(
K + 4

3G
)
∂ε

∂r
= αB

∂p

∂r
(6-9)

na qual, ε é a deformação volumétrica em termos dos deslocamentos radiais ur

ε = ∂ur
∂r

+ 2ur
r

(6-10)

onde αB = 1−Km/Ks é o coeficiente de Biot e Sp = n/Kf + (αB + n)/Ks é o
coeficiente de armazenamento.
A solução do problema no centro da esfera (r = 0) é dada por [60]

p

p0
= 2m

∞∑
j=1

sin ξj − ξj
mξj cos ξj + (2m− 1) sin ξj

exp
(
−ξ2

j ct/βr
2
)

(6-11)

onde os coeficientes ξj são as raízes de(
1−mξ2

j

)
sin ξj − ξj cos ξj = 0 (6-12)

e os parâmetros c, β e m são definidos por

c =
k
(
K + 4

3G
)

γf
, β = α2

B +
(
K + 4

3G
)
Sp (6-13)

e
m =

(
K + 4

3G
)

(1 +KSp/α
2
B)

4G (6-14)

O modelo numérico MPM está formado por 268096 partículas distribuídas
numa malha Euleriana de ∆x = ∆y = ∆z = 0.05 m. Os parâmetros usados
na simulação numérica são apresentados na Tabela 6.7.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521880/CA



Capítulo 6. Resultados 109

Tabela 6.7: Parâmetros da esfera poro-elástica.

Diâmetro D 2.0 m
Malha Euleriana ∆x,∆y,∆z 0.05 m
Partículas np 268096 –
Passo de tempo ∆t 5.4e−5 s
Módulo de Young E 10 MPa
Coeficiente de Poisson ν 0.2 –
Módulo volumétrico do fluido Kw 100 MPa
Massa específica do sólido ρs 2650 kg/m3
Massa específica do fluido ρw 1000 kg/m3
Condutividade hidráulica k 1e−3 m/s
Porosidade n 0.3 –
Pressão inicial p0 10.0 kPa
Carga no contorno σz −10.0 kPa

A condição inicial do problema é dada por uma pressão do fluido de
p0 = 10 kPa. As condições de contorno são dadas por um carregamento radial
externo de σz = −10.0 kPa, aplicado no contorno permeável da esfera (ver
Figura 6.13).

Figura 6.13: Verificação da implementação do acoplamento fluido mecânico
com a esfera poro-elástica. a) Modelo da esfera poro-elástica com carregamento
radial aplicado no contorno permeável. b) Comparação de resultados numérico
e analítico em termos de pressão normalizada no centro da esfera.

Os resultados numéricos obtidos com o MPM são apresentados na Figura
6.13. A variação da pressão normalizada p/p0 obtida numericamente apresenta
boa coincidência com a solução analítica dada pela Equação 6-11. Observa-se
um incremento da pressão no centro da esfera antes de iniciar o processo de
dissipação, efeito conhecido como Mandel-Cryer.
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6.1.5.3
Propagação de ondas não drenadas

No exemplo seguinte, a propagação de ondas numa coluna de solo
saturado é analisada numericamente com o MPM, e a solução analítica do
problema é usada para comparar os resultados numéricos.

Durante a propagação de ondas num meio poroso, as partículas do fluido
podem se deslocar junto com o esqueleto sólido (vw = vs), no caso onde o meio
poroso é de baixa permeabilidade, ou podem se deslocar com direções opostas,
no caso onde a permeabilidade do meio é alta [60]. No primeiro caso, a onda é
chamada de onda não drenada. No segundo caso, o fluxo oposto à direção do
sólido gera interações adicionais, e portanto maior amortecimento: é por isto
que a segunda onda é chamada de onda amortecida.

A velocidade de propagação da onda não drenada é dada por [79]

c1 =

√√√√Eedo + Kw
n

ρsat
(6-15)

onde ρsat = nρw + (1− n)ρs é a massa específica do meio saturado.
A velocidade da onda amortecida é dada por

c2 = cw

√√√√√ nE
edo

Kw

1− n+ nE
edo

Kw

(6-16)

onde cw =
√
Kw/ρw é a velocidade da onda de compressão da água.

O valor teórico do acréscimo de poro-pressão relativo ∆p0 à tensão total
aplicada no topo da coluna σtot é dado por

∆p0/σtot =
1

Eedo
1

Eedo + n
Kw

(6-17)

Para analisar a propagação de ondas de pressão, uma coluna poro-elástica
de H = 2.5 m de altura é submetida a uma pressão instantânea de p = 10
kPa e a um carregamento de σtexttot = 10 kPa no contorno. A coluna é
discretizada usando 12800 partículas distribuídas numa malha Euleriana de
∆x = ∆y = ∆z = 0.025 m. As condições de contorno de fluxo são: bordas
laterais e base impermeáveis, topo permeável. Os deslocamentos do sólido
nos contornos laterais são permitidos somente na direção vertical. Na base
do modelo, os deslocamentos verticais são impedidos e são livres no topo do
modelo (ver Figura 6.14).
A Tabela 6.8 apresenta os parâmetros usados no modelo MPM. Conforme
estes parâmetros, a velocidade da onda não drenada (Equação 6-15) é de
c1 = 1961.35 m/s, e a velocidade da onda amortecida (Equação 6-16) é
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de c2 = 972.59 m/s. O acréscimo de poro-pressão relativo à tensão total
no contorno (Equação 6-17) é ∆p0/σtot = 0.65. No ponto de controle na
posição inicial z = 0.58125 m, as ondas chegam nos tempos t1 = 0.00098 s
e t2 = 0.00197 s.

Tabela 6.8: Parâmetros da propagação de ondas no meio saturado.

Dimensão da base lx, ly 0.1 m
Altura H 2.5 m
Malha Euleriana ∆x,∆y,∆z 0.025 m
Partículas np 12800 –
Passo de tempo ∆t 5e−6 s
Módulo de Young E 2000 MPa
Coeficiente de Poisson ν 0.3 –
Módulo volumétrico do fluido Kw 2000 MPa
Massa específica do sólido ρs 2666 kg/m3
Massa específica do fluido ρw 1000 kg/m3
Condutividade hidráulica k 1e−3 m/s
Porosidade n 0.4 –
Pressão inicial p0 0.0 kPa
Carga no contorno σtot −10.0 kPa
Pressão no contorno p 10.0 kPa

A Figura 6.14 mostra que o modelo numérico MPM consegue capturar a onda
não drenada e a onda amortecida. Os valores das chegadas das ondas e o
acréscimo de poro-pressão calculados analiticamente são reproduzidos pelo
modelo MPM.

Figura 6.14: Variação do acréscimo de poro-pressão relativo à tensão total no
contorno, num ponto de controle na posição z = 0.58 m.
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6.1.5.4
Verificação do procedimento de suavização de pressões espúrias

Na Seção 4.8 se apresentou um procedimento de suavização de pressões
espúrias. Em particular, estas pressões são observadas em modelos que usam
uma partícula para representar a mistura e que são submetidos a estados
de tensões complexos, como aqueles observados em problemas dinâmicos de
impacto [85].

Esta seção apresenta a análise numérica de um bloco sólido não poroso
que impacta sobre um meio poroso saturado. O impacto do bloco permite
observar pressões espúrias no campo de pressões. O algoritmo apresentado
na Seção 4.8 permite realizar o processo de suavização. Para permitir a
comparação, consideram-se três casos: (1) sem suavização; (2) suavização
simplificada usando somente os passos 1 e 4 do Algoritmo 8; (3) suavização
dada pelo Algoritmo 8.

A Figura 6.15 mostra a geometria do problema e as codições de contorno
consideradas na análise. Um bloco elástico não poroso de 1 m × 1 m × 1 m
de lado cai com velocidade inicial v0

z = 5 m/s desde uma altura h = 11 m. O
bloco impacta sobre um meio saturado de 10 × m 1 × m × 10 m de contornos
permeáveis e cuja pressão inicial no fluido é de p0

w = 0.0 MPa. Na tabela 6.9
detalham-se os parâmetros usados no exemplo.

O impacto do bloco no meio saturado gera neste uma variação do campo
de pressões no tempo. A evolução do campo de pressões para os três casos é
mostrada nas Figuras 6.16 e 6.17.

Figura 6.15: Geometria e condições de contorno do modelo de verificação do
algoritmo de suavização das pressões.
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Tabela 6.9: Parâmetros da verificação do algoritmo de suavização de pressões
espúrias.

Malha Euleriana ∆x,∆y,∆z 0.25 m
Partículas np 51712 –
Passo de tempo ∆t 1.0e−5 s
Dimensão da base L 10.0 m
Altura l 10.0 m
Distância de queda h 1.0 m
Dimensão do bloco lx, ly, lz 1.0 m
Material do bloco sólido

Módulo de Young Eb 200.0e+3 MPa
Coeficiente de Poisson νb 0.2 –
Massa específica ρb 2200.0 kg/m3
Velocidade inicial v0

z −5.0 m/s
Material poroso saturado

Módulo de Young Es 50.0 MPa
Coeficiente de Poisson νs 0.3 –
Massa específica ρs 2647.0 kg/m3
Permeabilidade k 1.0e−3 m/s
Módulo volumétrico da água Kw 505.5 MPa
Porosidade inicial n0 0.322 –
Pressão inicial p0

w 0.0 MPa

No Caso 1, em que não é usado o procedimento de suavização, observam-
se valores de pressões não físicas durante o avanço da onda de pressão. Os dois
procedimentos de suavização produzem um campo de pressões com valores
espúrios menores e uma frente de onda adiantada no tempo (ver Figura 6.18).

Figura 6.18: Evolução das pressões do fluido no ponto de controle na posição
z = 7.0 m (ver Figura 6.16).
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Figura 6.16: Evolução do campo de pressões durante o impacto do bloco sobre
o meio saturado. a) Caso 1: sem suavização, t = 0.152 s. b) Caso 2: suavização
simplificada, t = 0.152 s. c) Caso 3: com suavização, t = 0.152s. d) Caso 1:
sem suavização, t = 0.153 s. e) Caso 2: suavização simplificada, t = 0.153 s. f)
Caso 3: com suavização, t = 0.153 s. l ≡ ponto de controle em z = 7.0 m.

Figura 6.17: Evolução do campo de pressões durante o impacto do bloco sobre
o meio saturado. a) Caso 1: sem suavização, t = 0.157 s. b) Caso 2: suavização
simplificada, t = 0.157 s. c) Caso 3: com suavização, t = 0.157 . d) Caso 1:
sem suavização, t = 0.165 s. e) Caso 2: suavização simplificada, t = 0.165 s. f)
Caso 3: com suavização, t = 0.165 s. l ≡ ponto de controle em z = 7.0 m.
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Os procedimentos de suavização mostram ser adequados na redução dos
valores espúrios da pressão. O procedimento simplificado, onde são usados
somente os passos 1 e 4 do Algoritmo 8, resulta computacionalmente mais
eficiente quando comparado com o algoritmo completo. Observe-se que o
procedimento simplificado integra os incrementos de deformação volumétrica
nos nós, para interpolar novamente os valores nos pontos materiais.

6.2
Ruptura de túnel 3D

No exemplo seguinte, o MPM é usado para estudar a estabilidade da
parede e a previsão de deslocamentos que tem lugar durante a ruptura do
modelo físico de um túnel 3D. O experimento da ruptura do modelo físico do
túnel foi documentado e analisado numericamente usando o FEM nos trabalhos
de Sterpi et al. (1996, 2004) [105, 106]. Os principais objetivos do presente
exemplo são:

• Verificar os deslocamentos na parede do túnel mediante a comparação
dos valores numéricos do MPM com os valores do experimento.

• Avaliar a capacidade do MPM de simular processos de deformação pós-
ruptura, incluindo a eventual formação da cratera em superfície.

• Avaliar a capacidade do MPM para estimar a força mínima de ruptura
na face do túnel.

O modelo físico do experimento consiste numa areia depositada por gravidade
no interior de um container de aço de 3.85 m× 3.0 m× 3.5 m. Dentro do con-
tainer, uma tubulação de aço de 1.35 m de altura permite modelar as paredes
laterais do túnel e uma lâmina de plástico no interior da tubulação permite
aplicar uma pressão de suporte na face to túnel.
Depois de colocada a areia por gravidade no container, o experimento consiste
em reduzir a pressão da face do túnel até que a ruptura aconteça. Os desloca-
mentos são registrados nos transdutores h1-h6 posicionados na superfície do
modelo (ver Figura 6.19). A Figura 6.20 mostra os deslocamentos superficiais
conforme a pressão na face do túnel é reduzida.

O modelo MPM do experimento consiste em 139680 partículas distribuí-
das de forma uniforme numa malha Euleriana de ∆x = ∆y = ∆z = 0.1 m.
Partículas com diferentes comportamentos foram usadas para modelar o expe-
rimento. As partículas que representam a areia possuem um comportamento
elasto-plástico com amolecimento por deformação. As partículas que represen-
tam a lâmina de plástico usada para aplicar a pressão na face do túnel, podem
se deslocar livremente e são sujeitas a uma pressão externa. As partículas que
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representam a parede lateral do túnel são restritas aos deslocamentos, perma-
necendo fixas durante a simulação. Na Figura 6.21 observa-se o modelo MPM
com as diferentes partículas do modelo. Os parâmetros do modelo numérico
são apresentados na Tabela 6.10.

Figura 6.19: Geometria do modelo do túnel, condições de contorno, e posição
dos transdutores no topo do modelo.

Tabela 6.10: Parâmetros do modelo do túnel 3D.

Malha Euleriana ∆x,∆y,∆z 0.1 m
Partículas np 139680 –
Passo de tempo ∆t 2.5e−4 s
Módulo de Young E 8.2 MPa
Coeficiente de Poisson ν 0.35 –
Massa específica da areia ρ 1440 kg/m3
Ângulo de atrito interno de pico φp 32 ◦

Ângulo de atrito interno residual φr 24 ◦

Coesão c 0.0 kPa
Ângulo de dilatância de pico ψp 6.5 ◦

Ângulo de dilatância residual ψr 0 ◦

Deformação plástica de pico εpp 0.05 –
Deformação plástica residual εrp 0.2 –
Parâmetro do modelo Drucker-Prager qφ 0.52 –
Parâmetro do modelo Drucker-Prager kφ 0.00 kPa
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Figura 6.20: Registro dos deslocamentos superficiais nos transdutores h1-h6
durante a redução da pressão na face do túnel.

Os resultados experimentais [106] estão expressados em termos relativos
à pressão aplicada na face do túnel p e a pressão geostática p0. Para permitir a
comparação, duas pressões são consideradas: uma pressão geostática, calculada
a partir do coeficiente de empuxo lateral de terras K0 = 0.5, e uma pressão
geostática calculada com o MPM.
A pressão geostática pode ser obtida com o MPM fixando as partículas da
face do túnel (partículas de lâmina na Figura 6.21) e efetuando a integração
do campo de tensões na direção normal à face. Usando este enfoque, a pressão
média resulta em σMPM

geo = 13.72 kPa. A pressão obtida com K0 = 0.5 resulta
em σK0

geo = 13.63 kPa. A pressão geostática é a mínima pressão na face do túnel
requerida para o equilíbrio. O estado de equilíbrio é determinado mediante a
energia cinética do modelo, dada por

Ekin =
∑
p

1
2mp |vp|2 (6-18)

A pressão mínima de equilíbrio não produz liberação de energia cinética no
tempo. A pressão mínima de equilíbrio obtida com o MPM resulta em p = 2.34
kPa. A pressão relativa mínima de equilíbrio obtida com MPM resulta entre
17.1% e 17.2%. O valor experimental da pressão relativa foi reportado entre
15% e 20% [106]. Isto demostra a potencialidade do MPM para aproximar a
pressão mínima de equilíbrio na face do túnel 3D.
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Figura 6.21: Modelo MPM do túnel. Diferentes pontos materiais usados no
modelo para representar as partículas de areia, a lâmina de plástico onde é
aplicada a pressão e as partículas das paredes do túnel.
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Figura 6.22: Configuração final de colapso. Formação de cratera em superfície
como consequência das altas deformações pós-ruptura.

A Figura 6.24 mostra os deslocamentos no colapso, obtidos numerica-
mente com MPM e com FEM [106]. Os resultados numéricos são muito pró-
ximos entre eles. Em ambos os casos, os deslocamentos máximos estão con-
centrados na face do túnel (frente de escavação) e sua distribuição se estende
verticalmente sobre ela.

Os transdutores posicionados na superfície do modelo permitem a com-
paração entre os resultados experimentais e numéricos. A Figura 6.25 mostra
a similaridade na forma da zona de ruptura para cada método numérico e para
os resultados experimentais. Os resultados do modelo MPM correspondem ao
estado de colapso para t = 2.5 s e para uma pressão constante na face do túnel
de p = 2.34 kPa.

Os resultados obtidos com MPM apresentam uma boa coincidência com
os valores experimentais. Os valores registrados nos transdutores h1, h2 e h3
são muito próximos aos valores numéricos. Não obstante, uma leve diferença
observa-se nos transdutores h4, h5 e h6. Os resultados numéricos mostram
uma tendência semelhante na forma de ruptura quando comparados com os
resultados experimentais.
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Figura 6.23: Evolução dos deslocamentos pós-ruptura do modelo do túnel 3D.
A linha amarela representa a parede do túnel durante a ruptura.

A energia cinética do modelo MPM é mostrada na Figura 6.26. Durante
a evolução do processo de ruptura três estados característicos podem ser
identificados:

(a) Estado geostático inicial: caracterizado por um incremento linear da
energia cinética e uma posterior diminuição, com tendência para o estado
estático.

(b) Estado de colapso: caracterizado por uma grande liberação da energia.
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Figura 6.24: Magnitude dos deslocamentos totais no colapso |u|. a) Resultados
obtidos com MPM. b) Resultados obtidos com FEM por Sterpi et al. (2004)
[106].

Figura 6.25: Deslocamentos superficiais numéricos e experimentais. a) Valores
registrados nos transdutores h1, h2 e h3. b) Valores registrados nos transdu-
tores h4, h5 e h6 (ver Figura 6.19).

(c) Estado pós-ruptura: caracterizado por uma diminuição da energia e uma
redistribuição das tensões para os valores residuais de resistência (ver
Figuras 6.22 e 6.23).

A predição do mecanismo de ruptura obtido com MPM mostra boa
coincidência com o observado experimentalmente e com o obtido por FEM.
A predição da forma da ruptura no topo do modelo, segue a tendência
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Figura 6.26: Energia cinética do modelo MPM durante a evolução do processo
de ruptura.

dos resultados experimentais. Em particular, uma boa concordância com
os resultados experimentais foi obtida para o valor da pressão mínima de
equilíbrio.

Os resultados obtidos neste exemplo verificaram a potencialidade do
MPM para estimar a forma e o mecanismo de ruptura do túnel, a obtenção da
pressão mínima de equilíbrio na face do túnel e a evolução dos deslocamentos
de grandes deformações no tempo.

6.2.1
Estudo paramétrico e análise do escorregamento da massa do túnel

Na seção seguinte estuda-se a influência do ângulo de atrito residual
no escorregamento da massa na ruptura. A geometria original do túnel é
estendida na direção do escorregamento, e quatro ângulos de atrito residual
são considerados: φr = 24◦, 21.6◦, 20.4◦, 19.2◦. A força na parede do túnel é
mantida constante no valor da condição de ruptura.

A Figura 6.27 mostra as configurações finais da massa na ruptura para
os diferentes ângulos de atrito considerados, e a Figura 6.28, a comparação
entre todos os estados.

Observa-se que o ângulo de atrito residual afeta diretamente a confi-
guração final da massa na ruptura, com uma taxa de variação aproximada de
deslocamento máximo de ≈ −0.08 m/◦. Para os ângulos de atrito residual usa-
dos, não observa-se influência significativa na deformação superficial na cratera
no topo do modelo.
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Figura 6.27: Comparação da configuração deformada da massa de solo na
ruptura para diferentes ângulos de atrito residual.

Figura 6.28: Comparação da configuração deformada da massa de solo na
ruptura para diferentes ângulos de atrito residual.

6.3
Simulação de processos geológicos

O comportamento constitutivo complexo, as grandes deformações e
as descontinuidades nos sistemas geológicos representam um desafio na sua
modelagem numérica [107].

Na seção seguinte é apresentada uma aplicação do MPM num problema
de interesse em Geologia Estrutural, procurando avaliar e enfatizar o uso
do MPM para simular diversos processos envolvendo grandes deformações,
ruptura, e em particular, as possibilidades de representação da localização de
deformações e formação de falhas.

Para isto, é simulado numericamente o experimento de compressão por
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deformação de velocidade constante da caixa de areia, descrito no trabalho de
S. Buiter et al. (2006) [108]. Os resultados obtidos com o MPM são comparados
com diferentes modelos numéricos e com modelos físicos, ou análogos.

A Figura 6.29 mostra a configuração geral do modelo, a distribuição dos
materiais e as condições de contorno. Os parâmetros específicos do modelo
numérico são definidos na tabela 6.11.

Figura 6.29: Geometria do modelo de caixa de areia usado para simulação
de formação de falhas induzidas por deformação de compressão de velocidade
constante.

Figura 6.30: Evolução da formação de falhas e da deformação plástica acumu-
lada εp.
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Tabela 6.11: Parâmetros do modelo geológico compressional.

Malha Euleriana ∆x,∆y 2.5e−2 m
Dimensão da base L 40.0e−2 m
Dimensão segmento inclinado l 10.0e−2 m
Inclinação α 10.0 ◦

Altura maior H 3.5e−2 m
Altura menor h 0.5e−2 m
Velocidade v 0.01 m/s
Partículas np 9924 –
Passo de tempo ∆t 7.0e−6 s
Coeficiente de Poisson ν1,ν2 0.25 –
Coesão c1,c2 0.0 MPa
Deformação plástica de pico εpp1,εpp2 0.5 –
Deformação plástica residual εrp1,εrp2 1.0 –
Material 1

Módulo de Young E1 1.0 MPa
Massa específica ρ1 1560 kg/m3
Ângulo de atrito de pico φp1 36.0 ◦

Ângulo de atrito residual φr1 31.0 ◦

Material 2
Módulo de Young E2 0.5 MPa
Massa específica ρ2 1480 kg/m3
Ângulo de atrito de pico φp2 22.0 ◦

Ângulo de atrito residual φr2 20.0 ◦

Conforme a parede rígida de velocidade constante deforma os materiais
1 e 2, as deformações no modelo são desenvolvidas por zonas. A Figura 6.30
mostra a evolução da formação de falhas e da deformação plástica acumulada
εp, durante o processo de deformação. Observa-se que a formação das falhas
são coincidentes com zonas de elevada concentração de deformação plástica.

Conforme o modelo se deforma, o ângulo médio da superfície do modelo
varia. A Figura 6.31 mostra a comparação do ângulo da superfície do modelo
para diferentes deslocamentos compressionais.

A comparação qualitativa dos resultados revela semelhanças entre os re-
sultados numéricos apresentados (ver Figura 6.33). A comparação quantitativa
dos resultados numéricos indica uma grande variabilidade no número de falhas
e na inclinação da superfície do modelo. Os modelos análogos evidenciam uma
tendência geral em relação à evolução do sistema e à localização de zonas de
concentração de deformações cisalhantes.
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Figura 6.31: Comparação do ângulo da superfície do modelo para diferentes
deslocamentos compressionais. Resultados obtidos por diferentes modelos nu-
méricos e análogos [108].

Figura 6.32: Comparação do número de falhas formadas nos modelos para
diferentes deslocamentos compressionais. Resultados obtidos por diferentes
modelos numéricos e análogos (Modificado de S.Buiter et al.(2006) [108]).
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Figura 6.33: Estado de deformação para 14cm de deslocamento compressional.
a) Modelos numéricos I2ELVIS, LAPEX-2D, Microfem, PFC2D e Sopale
[108]. b) Modelos análogos Univ. Bern, Univ. Parma, Univ. Pavia, IFP Rueil-
Malmaison e Univ. Toronto [108]. c) Modelo MPM mostrando, à esquerda, o
estado de deformação e, à direita, as deformações plásticas acumuladas εp.

Este exemplo revela que a evolução estrutural e as principais característi-
cas do processo compressional foram capturados pelo MPM. Em particular, a
geração e propagação de zonas de concentração de deformações cisalhantes e a
influência da camada fraca na região inferior do modelo foram adequadamente
capturadas pelo MPM.
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6.4
Talude natural em Oregon, Estados Unidos

O caso seguinte em estudo é o talude natural em Oregon, Estados Unidos.
Esta área rompeu e colapsou como fluxo de detritos após um período de
intensas chuvas [118]. Os detalhes hidrogeológicos da área em questão estão
documentados nos trabalhos de Anderson (1997) [109], Ebel (2007) [110] e
Montgomery (2009) [111].

Nesta seção apresentam-se os resultados da análise do talude natural de
Oregon com o MPM. Primeiramente, o cálculo do fator de segurança obtido
com o MPM é comparado com o valor obtido com NLA e com os valores
publicados na literatura. Em segundo lugar, o mecanismo de colapso obtido
com MPM é comparado com o mecanismo sugerido por NLA e com a zona de
ruptura observada. Por fim, apresenta-se a evolução pós-ruptura da massa que
rompe, obtida com MPM, para 3, 6 e 9 segundos.

A Figura 6.34.a mostra as curvas de nível do terreno e a distribuição da
altura de água no talude. A distribuição da altura da camada de solo sobre a
rocha está definida na Figura 6.34.b. Com a elevação da superfície do terreno
e com a altura do solo é criada uma malha de elementos finitos da massa de
solo envolvida na ruptura, onde as partículas são distribuídas nos centroides
dos elementos1. O modelo numérico MPM é formado por 1130304 ≈ 1.1e+6
partículas dispostas numa malha Euleriana de ∆x = ∆y = ∆z = 3.0e−1 m.

Na Figura 6.35 detalha-se a geometria inicial e a definição dos materiais.
Os parâmetros do solo estão detalhados na Tabela 6.12. O material rochoso
é fixado durante a simulação, isto é u̇i(t) = 0 e üi(t) = 0 ∀t. A pressão
de água nos poros é considerada não acoplada do comportamento mecânico,
introduzindo seu efeito mediante as relações constitutivas.

Tabela 6.12: Parâmetros do talude natural em Oregon.

Malha Euleriana ∆x,∆y,∆z 3.0e−1 m
Partículas np 1130304 –
Passo de tempo ∆t 4.66e−4 s
Módulo de Young do solo E 70.0 MPa
Densidade do solo ρ 1373 kg/m3
Coeficiente de Poisson do solo ν 0.3 –
Ângulo de atrito do solo φ 40.0 ◦

Coesão do solo c 0.9 kPa

1Ver procedimento de discretização no Capítulo 5
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Figura 6.34: a) Curvas de nível do terreno e do nível de água. b) Altura da
camada de solo sobre a rocha (Adaptado de Camargo et al.(2016) [112]).

Figura 6.35: a) Geometria inicial e definição de materiais. b) Modelo MPM
formado por 1130304 ≈ 1.1e+6 partículas.

A comparação dos fatores de segurança do talude natural apresenta-se
na Tabela 6.13. Todos os valores comparados estão próximos de 1.0, indicando
que nas condições analisadas, o talude se encontra no colapso iminente.
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Tabela 6.13: Comparação dos fatores de segurança do talude natural em
Oregon.

Método Fator de segurança
NLA[112] 1.02
MD-STAB[113] 1.00
MPM 0.97

A zona de ruptura calculada pelo MPM resulta sensivelmente próxima à
obtida com NLA. As zonas de rupturas obtidas por ambos métodos numéricos
são consistentes com a zona de ruptura observada (ver Figura 6.36).

Figura 6.36: Comparação da zona de ruptura calculada com NLA [112] e MPM,
com a zona de ruptura observada. Evolução da zona de ruptura para 3, 6 e 9
segundos obtida com MPM.

A possibilidade do MPM de simular processos de grandes deformações
permite obter a evolução da zona de ruptura para 3, 6 e 9 segundos, como é
mostrada na Figura 6.37.
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A evolução da zona de ruptura sugere que a massa escorrega predominante-
mente na direção y em sentido da menor cota de elevação.

Figura 6.37: Evolução da zona de ruptura em termos da magnitude dos
deslocamentos |u|(m), para 3, 6 e 9 segundos.
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6.5
Impacto de bloco de rocha sobre meio saturado

No Rio de Janeiro, em 1988, um fluxo de detritos provocou a morte
de 53 pessoas. Os detalhes do evento, documentado por Barros [114, 115] e
Lacerda [116, 117], revelam que após 18 dias de intensa chuva, um bloco de
rocha impactou sobre uma camada saturada de colúvio, iniciando um processo
de falha e escorregamento da massa saturada. Este problema foi previamente
analisado por Müller e Vargas (2019) [119]. Neste estudo, os autores usaram
o MPM em 2D para resolver o problema acoplado de grandes deformações.
Na modelagem constitutiva usaram um modelo com mudanças reológicas para
descrever um comportamento sólido, antes da ruptura, e um comportamento
viscoso durante processo de escorregamento.

Nesta seção apresenta-se a análise em 3D do problema do bloco de
rocha impactando sobre um meio poroso saturado. Os principais objetivos
da análise são: (1) capturar a zona de influência do impacto do bloco no
meio saturado e descrever o mecanismo de falha provável de forma realista
em 3D; (2) verificar a habilidade do MPM na modelagem de massas de solo
que apresentam mudanças de reologia na sua modelagem constitutiva.

O comportamento do solo saturado como fluxo de detritos é considerado
mediante a modelagem constitutiva usando um modelo de transição, entre
um comportamento do tipo elasto-plástico e um do tipo fluido viscoso. O
critério de Mohr-Coulomb descreve o início da ruptura e o modelo viscoso
de Bingham descreve a resposta pós-ruptura. A transição entre os dois tipos
de comportamento é dado pelo critério do trabalho de segunda ordem (ver
modelo de transição na Seção 3.5.4).

A Figura 6.38 mostra a geometria do modelo, cuja extensão vertical e
horizontal é de 50 m e de 100 m × 30 m, respectivamente. Um talude de
45◦ é formado por uma camada de Hs = 2.5 m de solo saturado sobre uma
camada de rocha de Hr = 1.7 m. O impacto é produzido por um bloco de
rocha de 5 m × 5 m × 2 m que cai desde uma posição inicial u0

z = 44 m e
com velocidade inicial de v0

z = −10 m/s. A pressão inicial do fluido no material
poroso é p0

w = 0.0 MPa. A gravidade é considerada na análise e todos os planos
do modelo possuem condições de contornos fixas em termos de deslocamentos.
O modelo MPM consiste em 925968 ≈ 1.0e+6 partículas que se movimentam
numa malha Euleriana regular de ∆x = ∆y = ∆z = 0.5 m. As partículas que
representam a rocha são fixadas durante toda a simulação. Na Tabela 6.14 se
apresentam os parâmetros da simulação.
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Figura 6.38: Geometria do problema do bloco de rocha impactando sobre meio
poroso saturado. a) Plano X-Y, by = bx = 5 m; b) Plano Z-Y, bz = 2 m, hr = 2
m, hs = 1 m, Hr = 1.7 m, Hs = 2.5 m; c) Perspectiva tridimensional.

Tabela 6.14: Parâmetros do impacto de bloco sobre meio saturado.

Malha Euleriana ∆x,∆y,∆z 5.0e−1 m
Partículas np 925968 ≈ 1.0e + 6 –
Passo de tempo ∆t 2.0e−5 s
Velocidade inicial v0

z −10.0 m/s
Parâmetros do Solo

Módulo de Young E 20.0 MPa
Coeficiente de Poisson ν 0.40 –
Coesão c 0.02 MPa
Massa específica ρ 2000 kg/m3
Ângulo de atrito φ 36.0 ◦

Viscosidade η 1.0e− 3 MPa·s
Permeabilidade k 1.0e− 3 m/s
Módulo volumétrico da água Kw 505.5 MPa
Porosidade inicial n0 0.4 –
Pressão inicial p0

w 0.0 MPa
Parâmetros da Rocha

Módulo de Young E 1.0e + 3 MPa
Coeficiente de Poisson ν 0.25 –
Massa específica ρ 2500 kg/m3
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Figura 6.39: Evolução da energia cinética do sistema.

Figura 6.40: Evolução da pressão do fluido nos pontos de controle p1 e p2.

No tempo t = 0.6 s o bloco impacta sobre o solo saturado. A energia
cinética do sistema se reduz e as deformações induzidas causam um acréscimo
da pressão do fluido ao redor da zona de impacto, como é mostrado no ponto
p1 na Figura 6.40. O mecanismo generalizado de falha é ativado após a ruptura
da camada de solo. A energia cinética do sistema aumenta progressivamente
até atingir o valor máximo, no tempo t = 7 s, quando o bloco se posiciona no
pé do talude, em consequência disso, a pressão do fluido aumenta no ponto p2.
O bloco se detém após ter se deslocado ∆x ≈ 42 m.

O processo de escorregamento é inicializado após o impacto do bloco
de rocha, o qual produz um incremento progressivo da energia cinética do
sistema. A massa envolvida no escorregamento se incrementa progressivamente
na direção do bloco e a extensão lateral atinge os 30 m em t = 7.5 s. A massa
se detém na coordenada x = 80 m.
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Figura 6.41: Processo de falha durante o impacto do bloco de rocha sobre o
solo saturado. Evolução das zonas de falhas em termos da deformação efetiva
plástica εp =

√
(2/3εpijε

p
ij).
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Figura 6.42: Processo de falha durante o impacto do bloco de rocha sobre o
solo saturado. Evolução das zonas de falhas em termos da deformação efetiva
plástica εp =

√
(2/3εpijε

p
ij).
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6.6
Deslizamento de Daguangbao, China

Na seção seguinte apresenta-se a análise do deslizamento de Daguangbao
usando MPM. Em primeiro lugar, são definidas as características relevantes
do evento, a geometria e a topografia do local, as características geomorfoló-
gicas predominantes, a distribuição espacial dos materiais e o terremoto. Em
segundo lugar, apresenta-se o processo de discretização do domínio em mode-
los numéricos MPM. Em terceiro lugar, apresentam-se as análises em 2D e 3D
do evento. E finalmente, algumas considerações sobre os resultados obtidos.

O deslizamento de Daguangbao foi previamente analisado usando MPM
[121]. Nesse trabalho, os autores usaram um modelo MPM em 2D, os mate-
riais envolvidos na ruptura foram considerados elasto-plásticos perfeitos (sem
amolecimento) e sem resistência a tração. Na presente tese, a análise do evento
é feita em 2D e 3D. Os materiais são modelados com amolecimento, visando
capturar o escorregamento da massa, e a resistência a tração é incorporada
para capturar a formação de estruturas verticais, tais como as observadas no
local do evento. Os parâmetros resistentes de pico são considerados iguais aos
do trabalho acima mencionado. Os parâmetros de amolecimento são obtidos
mediante retro-análise.

6.6.1
Características do deslizamento de Daguangbao

O terremoto de Wenchuan, ocorrido na China em 2008, produz centenas
de deslizamentos [120]. O maior deles foi o deslizamento de Daguangbao, cuja
área coberta foi estimada em 7.8 km2 com uma extensão máxima de 2.2 km
e um volume estimado de 7.5e+8 m3 (ver Figura 6.43). A massa envolvida na
ruptura deslocou-se aproximadamente 4.0 km, bloqueando o vale Huangdongzi
e formando uma barragem de 600 m de altura [120] (ver Figura 6.44). Devido a
estas características, o deslizamento de Daguangbao é considerado um evento
de elevada energia cinética cujo mecanismo de ruptura apresenta grandes
deformações e fraturas [121].

O sistema litológico é formado principalmente pelo grupo Guanyinyan
(Zg) e pelo grupo Dengyin (Zd), os quais estão formados principalmente por
argilito, calcário e dolomita. Sobre o sistema rochoso encontra-se o grupo
Shawozi do sistema Devonian (D), caracterizado por rochas dolomíticas. Nas
cotas superiores, encontram-se os grupos P do sistema Permian, caracterizado
por rochas calcárias e bioclásticas (ver mapa geológico na Figura 6.43).

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521880/CA



Capítulo 6. Resultados 138

A topografia da região envolvida no evento apresenta uma extensão em
planta de 5400 m × 4500 m. Em altura, uma cota máxima de 3047 m no cerro
Daguangbao e uma cota mínima de 1080 m no vale Huangdongzi (ver Figura
6.45 e 6.44).

A variação espacial de cada grupo litológico é caracterizada a partir de
uma serie de secções: 1-1, 2-2, I-I, II-II, III-III e IV-IV, cujas posições em planta
são definidas na Figura 6.46. Estas secções são utilizadas para determinar as
características heterogêneas do domínio computacional em 3D.

Figura 6.43: Mapa geológico do deslizamento de Daguangbao [120].

Figura 6.44: Seção geológica pós-terremoto [122] definida como AB na Figura
6.43.
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Figura 6.45: Topografia da região do deslizamento de Daguangbao antes
do terremoto. a) Curvas de níveis e dimensões do domínio. b) Perspectiva
tridimensional da topografia.

Figura 6.46: Posições das seções utilizadas para definir heterogeneidades.

6.6.2
Discretização do domínio em modelo MPM

A partir da distribuição de materiais nas secções 1-1, 2-2, I-I, II-II, III-III
e IV-IV, são interpoladas três superfícies planas no espaço na forma de dados
digitais de elevação2, um para cada grupo litológico Z, D e P . Na Figura 6.47
mostram-se as três superfícies resultantes da interpolação usadas para definir
as heterogeneidades do modelo 3D.

A discretização do domínio 3D heterogêneo em pontos materiais é feita
seguindo o procedimento descrito no Capítulo 5. Uma grade de 50 m × 50 m é
definida na planta do domínio. Para cada célula do grid se determina a altura

2Ver procedimento de discretização de modelos MPM de escala geológica no Capítulo 5
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Figura 6.47: Dados digitais de elevação de cada material. a) Material 1 = grupo
Z. b) Material 2 = grupo D. c) Material 3 = grupo P .

máxima da topografia e as heterogeneidades, usando os dados de elevação de
cada material.

Figura 6.48: Modelo discreto MPM formado por 1.8e+6 partículas. a) Elevação
x0
z(m). b) Distribuição espacial de materiais.

Na Figura 6.49 mostra-se a seção característica do deslizamento de
Daguangbao obtida com o MPM. Três pontos de controle são definidos para
quantificar os deslocamentos durante o processo de escorregamento.
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Figura 6.49: Seção característica do deslizamento de Daguangbao. Seção A′B′
definida na Figura 6.47. a) Elevação x0

z(m). b) Distribuição espacial dos
materiais e posição dos pontos de controle p1, p2 e p3.

Nas tabelas 6.17 e 6.18 são apresentados os parâmetros da modelagem
do deslizamento de Daguangbao. A discretização adotada é de 1 partícula por
célula numa célula de 25 m de lado, dando um volume representativo de 25
× 25 × 25 m3 por partícula. Os parâmetros resistentes de referência para a
modelagem dos materiais foram os publicados no trabalho de de He e outros
[121]. Nesse trabalho, os materiais são assumidos sem amolecimento e sem
resistência a tração. Os estudos de caracterização geomecânica da área do
evento [120] revelam a presença de fraturas de tração e elevada deformação
da massa pós-ruptura. Para atender as evidências observadas, principalmente
na formação de um talude quase-vertical, são considerados o amolecimento e
a resistência a tração nas análises 2D e 3D.

A zona de ruptura reportada no mapa geológico e os dados de elevação do
terreno foram exportados para o programa Google Earth Pro, onde foi possível
identificar a zona de ruptura do evento. A zona identificada permite assumir
a hipótese de que a rocha fora da zona de ruptura permanece intacta durante
o evento. Os materiais do modelo MPM em 3D foram modificados para levar
em conta esta hipótese (ver Figura 6.50).
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Figura 6.50: Identificação de zona de ruptura. a) Zona de ruptura observada.
b) Zona de ruptura no modelo MPM.

6.6.3
Características do terremoto de Wenchuan, China

Em maio de 2008, o terremoto de Wenchuan (31.002°N., 103.322°E.)
de magnitude Mw = 7.9 aconteceu como resultado de uma falha inversa
oblíqua superficial ao noroeste (N.W.) da margem da bacia de Sichuan, a uma
profundidade de 19.0 km [123]. O terremoto foi o mais importante desde 1955
(29.981°N., 101.613°E.-Mw = 7.5) causando significantes perdas econômicas e
humanas: ao menos 69185 pessoas morreram, 45.5 milhões de pessoas foram
afetadas em 10 estados, e as perdas econômicas foram estimadas em 86 bilhões
de dólares.

A partir do processamento dos registros do terremoto da estação Qing-
ping é possível determinar as principais características do movimento, resumi-
das na Tabela 6.15.

O registro do terremoto contém acelerações em três direções: NS, EW
e vertical. Estas acelerações devem ser filtradas com o objetivo de eliminar
velocidades e deslocamentos residuais, produto do processo de integração [70].
A correção dos deslocamentos e velocidades residuais é chamada de correção
da linha de base. A correção da linha de base é realizada usando o programa
computacional SeismoSignal com os parâmetros dados na Tabela 6.16.

O terremoto corrigido é mostrado na Figura 6.51. O terremoto usado nas
análises incorpora um tempo adicional de 15.0 s no início e no final do registro.
Observe-se que durante o processo de filtragem a magnitude das acelerações
não muda, pois o objetivo principal é modificar os deslocamentos para que
sejam nulos após o terremoto [70].

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521880/CA



Capítulo 6. Resultados 143

Tabela 6.15: Características do terremoto de Wenchuan.

Característica NS EW Vertical
Aceleração máxima (g) 0.803 0.824 0.623
Tempo da aceleração máxima (s) 48.515 46.860 47.240
Velocidade máxima (cm/s) 73.010 127.345 37.154
Tempo da velocidade máxima (s) 38.055 38.105 46.585
Deslocamento máximo (cm) 836.281 389.138 107.229
Tempo do deslocamento máximo (s) 159.990 150.735 138.470
Período predominante (s) 0.040 0.040 0.080
Período médio (s) 0.277 0.323 0.241

Tabela 6.16: Parâmetros de correção do terremoto.

Tipo de polinômio Linear –
Tipo de Filtro Butterworth –
Configuração do Filtro Bandpass –
Ordem do Filtro 4.0 –
Frequência 1 0.1 Hz
Frequência 2 25.0 Hz

Para as análises em 2D o terremoto deve ser projetado conforme à direção
da seção a analisar. Conforme orientação do modelo em relação ao terremoto
(ver Figura 6.45), a correção é dada por

ü′x = üEW cosαEW + üNS cosαNS (6-19)

onde ü′x é a aceleração na direção x′ e αEW é o ângulo formado entre a seção
x′ e o eixo EW. As velocidades devem ser projetadas de forma similar e os
componentes verticais são mantidos sem modificações.

6.6.4
Resultados das análises do deslizamento de Daguangbao

Na seção seguinte apresentam-se os resultados das análises do desliza-
mento de Daguangbao. O evento foi analisado em 2D e em 3D. Em ambos
os casos, os parâmetros de resistência dos materiais incorporam resistência a
tração e amolecimento dos materiais para capturar as feições geomorfológicas
observadas [120]. As principais características geomorfológicas do evento são:
(1) formação de uma parede vertical na esquerda da seção característica de
análise, de uma altura aproximada de 380 m; (2) o enchimento do vale Hu-
angdongzi, formando uma barragem de aproximadamente 540 m de altura.
Devido a que os dados de amolecimento e resistência a tração dos materiais
não estão disponíveis, uma serie de análises paramétricas foram feitas em 2D e
3D para calibrar a resposta do modelo de acordo com os registros topográficos
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Figura 6.51: Terremoto considerado na análise. Deslocamentos u, velocidades
u̇ e acelerações ü no tempo, nas direções x, y e z.

pós-terremoto [122]. A seção AB definida na Figura 6.44 é usada como seção
de calibração.

6.6.4.1
Resultados da análise em 2D

Os resultados da análise em 2D são apresentados na sequência. Um estudo
paramétrico sobre a resistência a tração e o amolecimento dos materiais, usando
a seção AB para calibração, permite determinar que para capturar as principais
feições observadas no evento deve-se: (1) incorporar uma resistência a tração
no material 3 com um valor de σt = 1.0 MPa; (2) incorporar amolecimento nos
materiais 2 e 3. Os parâmetros da análise 2D são detalhados na Tabela 6.17.

A seção AB apresenta três características geomorfológicas relevantes: (1)
a superfície de falha apresenta um trecho quase-vertical formado principal-
mente pela presença de fraturas no material superior; (2) a superfície de rup-
tura é contínua e atinge quase o início do vale Huangdongzi (ver Figura 6.45 e
6.44); (3) a configuração da topografia pós-ruptura mostra que o vale é total-
mente coberto pelo material que escorregou e a forma final dela é praticamente
horizontal.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521880/CA



Capítulo 6. Resultados 145

Tabela 6.17: Parâmetros da análise 2D do deslizamento de Daguangbao.

Malha Euleriana ∆x,∆y,∆z 5.0e+1 m
Passo de tempo ∆t 2.5e−3 s
Partículas np 26136 –
Material 1

Módulo de Young E 12500.0 MPa
Coeficiente de Poisson ν 0.25 –
Massa específica ρ 2600 kg/m3

Material 2
Módulo de Young E 4000.0 MPa
Coeficiente de Poisson ν 0.25 –
Massa específica ρ 2250 kg/m3
Coesão c 4.0 MPa
Ângulo de atrito de pico φp 27.0 ◦

Ângulo de atrito residual φr 6.0 ◦

Deformação plástica de pico εpp 1.0e-3 –
Deformação plástica residual εrp 8.0e-3 –

Material 3
Módulo de Young E 5750.0 MPa
Coeficiente de Poisson ν 0.25 –
Massa específica ρ 2250 kg/m3
Coesão c 2.7 MPa
Ângulo de atrito de pico φp 25.5 ◦

Ângulo de atrito residual φr 10.0 ◦

Deformação plástica de pico εpp 1.0e-2 –
Deformação plástica residual εrp 8.0e-3 –
Resistência a tração σt 1.0 MPa

Na Figura 6.52 mostra-se a superfície de falha e a configuração final da
topografia pós-terremoto, obtidas com MPM em 2D e as observadas [122]. A
superfície de ruptura obtida com MPM mostra um trecho inicial quase-vertical
com uma leve inclinação para a frente, em relação à superfície observada, que
se estende continuamente até atingir o vale. A configuração final da topografia
obtida com o MPM é praticamente horizontal na zona do vale e o cobre
totalmente.

A evolução da superfície de falha, em termos da deformação efetiva
plástica εp =

√
(2/3εpijε

p
ij), do modelo 2D se mostra na Figura 6.53. Inicialmente

uma zona de plastificação é observada, coincidente com uma variação brusca
na altura do material rochoso de suporte (ver Figura 6.54). Conforme o
terremoto libera energia, as deformações plásticas são incrementadas e a
ruptura generalizada é atingida por volta dos 63 s. Observe-se que esse tempo
corresponde a 48 s no registro corrigido (ver Figura 6.51).
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Figura 6.52: Comparação da superfície de falha e da configuração da topografia
pós-terremoto. Resultados obtidos com MPM e valores reportados [122].
Modelo 2D.

Figura 6.53: Evolução da superfície de falha em termos de deformação efetiva
plástica εp =

√
(2/3εpijε

p
ij). Modelo 2D.

Três pontos de controle permitem capturar as características do evento
através da evolução dos deslocamentos durante a ruptura (ver Figura 6.54).
Os deslocamentos dos pontos de controle evidenciam a magnitude do evento,
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onde os deslocamentos estão na ordem de centenares de metros. O ponto p3,
na crista do talude, apresenta um deslocamento vertical de −800m no início da
ruptura generalizada. O registro vertical do ponto p2 permite ver que aos 100
s, o ponto registra ascensão pela presença do vale Huangdongzi. O registro de
deslocamentos horizontais revela que o ponto p2 apresenta um deslocamento
horizontal de 1600 m.

Figura 6.54: Evolução dos deslocamentos nos pontos de controle p1, p2 e p3. a)
Deslocamentos verticais uz (m). b) Deslocamentos horizontais ux (m). Modelo
2D.

6.6.4.2
Resultados da análise em 3D

Os resultados da análise em 3D são apresentados na sequência. Um estudo
paramétrico da resistência a tração e do amolecimento dos materiais 2 e 3,
usando a seção AB para calibração, permitiu estabelecer que para capturar as
principais feições observadas no evento deve-se: (1) incorporar uma resistência
a tração na modelagem constitutiva do material 3, com um valor de σt = 0.8
MPa; (2) incorporar amolecimento na modelagem constitutiva do material 2.
Os parâmetros usados na análise em 3D são detalhados na Tabela 6.18.

Na Figura 6.55 mostram-se a superfície de falha e a configuração final
da topografia pós-terremoto, obtidas numericamente com MPM em 3D e as
reportadas [122]. A superfície de ruptura obtida com MPM em 3D resulta, em
geral, coincidente com a reportada. Observa-se um trecho inicial quase-vertical,
com uma leve inclinação para a frente da superfície observada. A superfície de
ruptura obtida numericamente se estende continuamente até atingir o vale.
A configuração final da topografia obtida com o MPM em 3D apresenta boa
coincidência com a observada, tanto em relação à posição e à altura da parede
vertical, quanto ao material depositado sobre o vale.
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Tabela 6.18: Parâmetros da análise 3D do deslizamento de Daguangbao.

Malha Euleriana ∆x,∆y,∆z 2.5e+1 m
Passo de tempo ∆t 2.5e−3 s
Partículas np 1.8e+6 –
Material 1

Módulo de Young E 12500.0 MPa
Coeficiente de Poisson ν 0.25 –
Massa específica ρ 2600 kg/m3

Material 2
Módulo de Young E 4000.0 MPa
Coeficiente de Poisson ν 0.25 –
Massa específica ρ 2250 kg/m3
Coesão c 4.0 MPa
Ângulo de atrito de pico φp 27.0 ◦

Ângulo de atrito residual φr 4.0 ◦

Deformação plástica de pico εpp 1.0e-4 –
Deformação plástica residual εrp 2.0e-3 –

Material 3
Módulo de Young E 5750.0 MPa
Coeficiente de Poisson ν 0.25 –
Massa específica ρ 2250 kg/m3
Coesão c 2.7 MPa
Ângulo de atrito φp 25.5 ◦

Resistência a tração σt 0.8 MPa

A caracterização geológica pós-terremoto do local do evento, feita por
Huang (2012) [120], permite estimar a área total envolvida no escorregamento
e suas características geométricas, tais como largura e comprimento. Na
Tabela 6.19 são comparadas as áreas obtidas numericamente com MPM e as
reportadas.

Tabela 6.19: Área afetada pelo evento. Estado de equilíbrio pós-terremoto.
Reportado [120] MPM-3D

Área de influência (km2) 7.3 7.28
Comprimento da área afetada (km) 4.6 4.1
Largura da área afetada (km) 3.2 3.6

O reporte geológico sobre o evento, publicado pelo Instituto de Estudos
Geológicos do Estado de Sichuan [122], permite quantificar a altura da parede
vertical e o material depositado sobre o vale Huangdongzi. Na Tabela 6.20 são
comparados os valores numéricos obtidos com MPM e os reportados.
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Figura 6.55: Comparação da superfície de falha e da configuração final da
topografia pós-terremoto. Resultados numéricos obtidos com MPM em 3D e
valores reportados [122].

Figura 6.56: Evolução da superfície de falha em termos da deformação efetiva
plástica εp =

√
(2/3εpijε

p
ij). Modelo 3D.

Uma característica relevante da análise MPM em 3D de grandes defor-
mações é a possibilidade de estimar a área afetada pelo evento. Para estimar
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Figura 6.57: Comparação da superfície de falha e da configuração final da
topografia pós-terremoto. Resultados numéricos obtidos com MPM e valores
reportados [122].

Tabela 6.20: Altura da parede vertical e altura do material depositado sobre
o vale Huangdongzi. Configuração pós-terremoto. Comparação de resultados
numéricos com valores reportados.

Reportado [122] MPM-2D MPM-3D
Seção A-B A-B A-B
Altura parede (m) 639 638 601
Altura material sobre vale (m) 536 573 306

esta área, a magnitude dos deslocamentos na condição final de equilíbrio são
plotados no plano YX do modelo. A área afetada é determinada pelo contorno
de mínimos deslocamentos. A Figura 6.58.a mostra a magnitude dos desloca-
mentos do modelo numérico, na condição final de equilíbrio, e a Figura 6.58.b
mostra a comparação com a área reportada.

A Tabela 6.19 mostra que a área estimada pelo MPM apresenta boa
coincidência com a área reportada. O comprimento da área obtida com MPM
resulta similar à reportada, mostrando que o alcance da massa que escorregou
durante a ruptura foi estimado adequadamente. No entanto, a largura da
área afetada é levemente superestimada pelo modelo MPM, mostrando que
o espalhamento do material durante a ruptura foi estimado adequadamente.
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Figura 6.58: Área afetada pelo deslizamento de Daguangbao. a) Magnitude
dos deslocamentos na condição de equilíbrio pós-terremoto. b) Comparação
da área afetada obtida numericamente com a reportada.

Figura 6.59: Comparação da topografia na configuração final pós-ruptura. a)
Modelo numérico MPM em 3D. b) Parede vertical [120]. c) Zona de acumulação
[120].

A Figura 6.59 mostra a topografia pós-terremoto obtida com o modelo
MPM e duas imagens do local do evento. O modelo MPM capturou a formação
de uma parede vertical, formando uma estrutura curva do tipo anfiteatro, e o
enchimento do vale na zona de acumulação. Ambas características podem ser
observadas nas imagens do local. A Figura 6.59.b mostra a parede vertical e a
Figura 6.59.c mostra a zona de acumulação sobre o vale.
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6.6.4.3
Comentários finais e discussão dos resultados

O modelo MPM em 3D foi criado a partir de dados digitais de elevação,
correspondentes a um estado topográfico prévio ao evento. A distribuição dos
materiais no domínio foi estimada mediante a interpretação do mapa geológico
e seis secções transversais, interpolando os horizontes de cada material entre as
secções. A identificação de rocha intacta no local do evento permitiu delimitar
a zona do modelo MPM envolvido na ruptura.

Os resultados das análises MPM em 3D de grandes deformações cap-
turaram as principais características do evento com bastante aproximação: a
superfície de ruptura, a configuração final da topografia, a quantidade de mate-
rial sobre o vale e a formação de uma parede quase-vertical estável na condição
de equilíbrio.

• A superfície de ruptura, em geral, apresenta boa coincidência tanto
no trecho inicial quanto na sua extensão até o vale. Observa-se uma
leve diferença no trecho central mais pronunciada no modelo 3D do
que no modelo 2D. Esta diferença pode estar relacionada a eventuais
discrepâncias na definição geológica dos materiais, em particular, à
definição da rocha subjacente.

• Os dados reportados da topografia na configuração final podem ter sido
influenciados pelas condições próprias do local. Em particular, observa-se
uma leve depressão na zona do vale e uma marcada depressão na posição
X ≈ 2800 m da seção reportada.

• Ambos modelos, 2D e 3D, capturaram a formação de uma parede vertical
de ≈ 600 m. Isto deve-se principalmente à consideração da resistência a
tração na modelagem constitutiva do material envolvido na ruptura.
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Considerações finais

7.1
Conclusões

Os movimentos de grandes massas de material geológico, em particular
os relacionados com instabilidades de taludes, requerem ferramentas compu-
tacionais específicas para sua modelagem: desde o início do evento, onde são
evidenciados os principais mecanismos de ruptura, até o processo de escorre-
gamento e sua posterior evolução no tempo. A modelagem constitutiva usada
para representar o comportamento da massa que rompe, deve incluir modelos
de diversos comportamentos incluindo mudança de reologia e eventualmente
dano. Neste sentido, os método numéricos devem considerar as grandes defor-
mações em suas formulações.

A ferramenta computacional desenvolvida na presente tese foi a imple-
mentação do MPM para simular problemas de grandes deformações em 3D.
O programa MPM-PUCRio está desenvolvido na linguagem de programação
C++. Para reduzir o tempo computacional, as operações são paralelizadas
usando OpenMP. A compilação do código é multiplataforma, possibilitando a
sua execução em diversos sistemas operacionais. Um sistema de arquivos base-
ado em palavras-chaves é usado para carregar os modelos, e as análises prévias
podem ser carregadas a partir de arquivos de estado.

Diversos modelos constitutivos foram implementados: elástico linear,
Drucker-Prager, Mohr-Coulomb, cam-clay, fluidos Bingham e Newtoniano e
um modelo de transição elasto-plástico viscoso, onde a transição é considerada
mediante o critério do trabalho de segunda ordem.

Os modelos de escala geológica com feições heterogêneas de variação es-
pacial, que eventualmente envolvem grande número de partículas, requerem
procedimentos numéricos adequados para sua discretização. Na presente tese,
uma metodologia de discretização foi desenvolvida e implementada computaci-
onalmente num gerador de partículas para problemas com essas características.
O gerador foi usado para a criação do modelo numérico do deslizamento de
Daguangbao.

Os algoritmos implementados foram verificados com modelos de solução
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analítica e numérica. Após verificação do código, foram analisados cinco casos
de interesse: a ruptura de um túnel em 3D; a simulação de processos geológicos
de grandes deformações; o estudo da estabilidade do talude natural em Oregon;
o impacto de um bloco de rocha sobre meio saturado; e o deslizamento de
Daguangbao.

Os deslocamentos e a força na parede do modelo do túnel 3D estimados
com o MPM apresentam boa coincidência com os dados do ensaio, e com os
resultados numéricos publicados na literatura. Estes últimos, somente consi-
deram a etapa inicial da ruptura e com pequenas deformações. A modelagem
MPM com grandes deformações permitiu avaliar a evolução dos deslocamen-
tos pós-ruptura, em particular, a forma da parede e a formação da cratera no
topo do modelo durante o escorregamento. O estudo paramétrico dos valores
residuais do ângulo de atrito revela que os deslocamentos máximos da massa
envolvida na ruptura aumenta com a diminuição do ângulo residual.

A análise do talude natural em Oregon tem duas partes: o cálculo
do fator de segurança e a evolução da massa pós-ruptura. O cálculo do
fator de segurança com o MPM resulta menos eficiente que as técnicas
baseadas na programação cônica de segunda ordem usadas em NLA. As
técnicas de programação cônica de segunda ordem são altamente eficientes
para modelos 3D de grande número de elementos. Porém, elas não permitem
fluxo plástico não associado, amolecimento e o uso de modelos não cônicos
requerem técnicas específicas menos eficientes. O fator de segurança obtido
com o FEM requer da análise do modelo até que o algoritmo não converge:
isto tem um custo computacional elevado. Neste sentido o MPM se revela
como um método competente para este tipo de análises, onde diversos modelos
podem ser implementados e não existem problemas de convergência associados
ao fenômeno da ruptura ou às grandes deformações.

A influência da geração dinâmica de pressão do fluido nos poros do solo
foi estudada mediante o modelo do impacto de um bloco de rocha sobre um
meio poroso saturado. O modelo numérico considera grandes deformações,
acoplamento fluido mecânico e modelagem constitutiva com transição de
reologia. Os resultados mostraram que um aumento repentino da pressão
devida ao impacto gera a instabilidade do talude e sua ruptura progressiva.
O modelo de transição permitiu estimar o deslocamento total da massa pós-
ruptura na direção do escorregamento e na direção perpendicular a ele.

A escala do evento do deslizamento de Daguangbao demandou um mo-
delo de grande numero de partículas (≈ 2.0e+6). A distribuição das partículas
na malha Euleriana requereu do desenvolvimento de uma metodologia espe-
cífica para levar em conta a variabilidade espacial das heterogeneidades no
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domínio. A ação do terremoto foi considerada em três direções e condições
de contorno não refletoras foram usadas para dissipar a energia radiante. Os
parâmetros de resistência do material envolvido na ruptura foram obtidos de
trabalhos prévios, onde não foram considerados o amolecimento e a resistên-
cia à tração do material. Uma análise paramétrica dos parâmetros de amo-
lecimento permitiu capturar com bastante aproximação a configuração final
reportada. Nas análises 2D e 3D, a consideração da resistência a tração foi
fundamental para capturar a formação de uma parede quase-vertical no ta-
lude na configuração final. A configuração final na zona do vale é reproduzida
adequadamente por ambas análises, observando-se alguma diferença na zona
esquerda do talude em 2D e uma leve diferença na altura do material sobre o
vale no modelo 3D. O mecanismo de ruptura foi observado principalmente na
interfase com o material rochoso da base, característica foi reproduzida pelas
análises MPM. Na análise 3D se observam zonas no regime elástico dentro da
massa que escorrega. Em quanto a área envolvida no evento, a análise em 3D
capturou adequadamente o escorregamento do material, tanto em termos da
área total afetada quanto em seu alcance e espalhamento durante o evento.

7.2
Sugestões para futuros trabalhos

Conforme as conclusões, diversos processos de problemas geomecânicos
de grandes deformações e de acoplamento fluido mecânico foram capturados
mediante as análises numéricas com o código MPM-PUCRio. Os resultados das
análises permitem vislumbrar novas características a incorporar às formulações
apresentadas. Devido ao estudo feito, as sugestões para futuros trabalhos são
as seguintes:

• Algoritmo de Contato: Sugere-se implementar um algoritmo de contato
para considerar as forças devidas à interação das massas de solo durante
o escorregamento. Os algoritmos de contato são custosos computacio-
nalmente quando são abordados mediante a modificação do campo de
velocidades de cada corpo do modelo. Sendo assim, se propõe implemen-
tar um algoritmo de contato usando partículas especiais de contato, e
pesquisar sua aplicação em diversos problemas geotécnicos, visando não
aumentar consideravelmente o tempo de computacional.

• Fraturamento e Dano: Sugere-se pesquisar o uso do fraturamento numé-
rico inerente ao MPM para capturar o fraturamento em materiais geoló-
gicos, assim como avaliar a incorporação do dano a partir da modelagem
constitutiva e da remoção de partículas do domínio.
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• Múltiplas camadas de pontos materiais: os problemas de acoplamento
fluido mecânico abordados com a teoria da mistura, mediante um ponto
material na discretização do meio saturado, limitam a aplicabilidade do
algoritmo. Sugere-se implementar múltiplas camadas de pontos materiais
representando cada fase com uma partícula. Sugere-se pesquisar o uso
de múltiplas camadas de pontos materiais em problemas de estabilidade
de talude após chuvas intensas, estudo de enchimento de barragens e
produção de areia em poços de petróleo.

• Paralelização de memoria distribuída: Sugere-se pesquisar o uso da pa-
ralelização de memoria distribuída junto com a memoria compartilhada
implementada no presente trabalho. A combinação destas técnicas de
paralelização poderia aumentar drasticamente a eficiência computacio-
nal ao distribuir o domínio em clusters de computação e paralelizando
cada porção do domínio.
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B
Exemplo de Arquivo de Entrada de Dados

No anexo seguinte apresenta-se um arquivo de entrada de dados para
simulação de um exemplo simples usando o programa MPM-PUCRio. A Figura
B mostra um cubo de 1.0m3 de volume a ser discretizado por 64 partículas
usando uma malha de suporte de 8 elementos. A descrição de cada palavra-
chave é descrita na Seção 2.3 na Página 46.

Figura B.1: Exemplo de arquivo de entrada de dados do programa MPM-
PUCRio. a) Malha de cubo de 1mx1mx1m formada por 8 elementos de 8 nós.
b) Modelo MPM com 8 partículas por elemento.

1 !--------------------------------------------!
2 ! Exemplo de arquivo de entrada de dados !
3 ! do programa MPM - PUCRio . !
4 ! Unidades consistentes no SI: L=m M=kg T=s !
5 !--------------------------------------------!
6
7 * LIMITS
8 0.0 0.0 0.0 1.0 1.0 1.0
9
10 * GRIDCELL
11 0.5 0.5 0.5
12
13 *TIME
14 1.0
15
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16 *DT. FRACTION
17 0.1
18
19 *PRINT. RESULTS
20 10
21
22 * RESULTS .OUT
23 5
24 Ux Uy Uz Umagnitude Material
25
26 * NTHREADS
27 1
28
29 * GRAVITY
30 1
31
32 * DAMPING . RAYLEIGH
33 0.05 0.05
34
35 * MATERIALS
36 1
37
38 * MATERIAL . LINEAR
39 1
40 1 50e+6 0.3 2500.0
41
42 * BOUNDARY .FIXED
43 2 2 2 2 1 0
44
45 *NODE. COORDINATES
46 27
47 1 0 0 0
48 2 0 1 0
49 3 1 1 0
50 4 1 0 0
51 5 0 0 1
52 6 0 1 1
53 7 1 1 1
54 8 1 0 1
55 9 0.5 0 1
56 10 1 0 0.5
57 11 0.5 0 0
58 12 0 0 0.5
59 13 0 0.5 1
60 14 0 1 0.5
61 15 0 0.5 0
62 16 0.5 1 1
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63 17 1 1 0.5
64 18 0.5 1 0
65 19 1 0.5 1
66 20 1 0.5 0
67 21 0.5 1 0.5
68 22 1 0.5 0.5
69 23 0.5 0 0.5
70 24 0 0.5 0.5
71 25 0.5 0.5 1
72 26 0.5 0.5 0
73 27 0.5 0.5 0.5
74
75 * ELEMENT .GMSH. BRICK8
76 8
77 1 5 2 0 1 7 17 22 19 16 21 27 25
78 2 5 2 0 1 16 21 27 25 6 14 24 13
79 3 5 2 0 1 19 22 10 8 25 27 23 9
80 4 5 2 0 1 25 27 23 9 13 24 12 5
81 5 5 2 0 1 17 3 20 22 21 18 26 27
82 6 5 2 0 1 21 18 26 27 14 2 15 24
83 7 5 2 0 1 22 20 4 10 27 26 11 23
84 8 5 2 0 1 27 26 11 23 24 15 1 12
85 *END

B.1
Convenção da numeração dos nós do elementos do 8 nós

O exemplo do arquivo de entrada de dados do programa MPM-PUCRio
usa a convenção de nós do elemento de 8 nós conforme se mostra na Figura
B.2.

Figura B.2: Convenção de numeração do elemento de 8 nós.
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