PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0221015/CA

2
Modelagem Matematica

A modelagem selecionada no presente trabalho ¢ baseada na técnica do
“slug capturing” no qual, usando uma aproximagdo Euleriana, o escoamento em
padrdo slug é predito como um resultado mecéanico e automatico do crescimento
das instabilidades hidrodindmicas (Issa ¢ Woodburn, 1998; Issa e Kempf, 2003).
Os padrdes estratificado, slug e transientes sdo modelados com 0 mesmo conjunto
de equacdes governantes (o modelo de dois fluidos, transiente unidimensional), e
relacdes de fechamento em todas as posi¢des da tubulagao.

Na simulagdo, a fracdo volumétrica do liquido pode aumentar e
eventualmente atingir a unidade, dando inicio a formagao de um slug. Os slugs se
desenvolvem, crescem, se fundem e colapsam a partir somente da solugdo das
equacgdes de transporte de massa e quantidade de movimento para cada fase. A
unica informagao empirica requerida ¢ para as relagdes de fechamento das forcas
cisalhantes liquido—parede, gas—parede e interfacial (Vernier e Delhaye, 1968;
Bouré e Réocreux, 1972; Ishii, 1975; Ishii e Mishima, 1984).

O escoamento no padrdo slug é sempre transiente. Slugs com diferentes
comprimentos, freqiiéncias e velocidades de translagdo sdo continuamente criados
e destruidos. No entanto, pode-se definir o regime de escoamento no padrio slug
estatisticamente permanente quando as diferentes grandezas associadas ao slug
oscilam em torno de um valor médio. Para o escoamento no padrao slug no

regime estatisticamente permanente a condic¢ao inicial deixa de ser relevante.

2.1 Equacdes Governantes

A base do modelo de dois fluidos ¢ a formulagao de dois conjuntos de
equacdes de conservagdo para o balango de massa, quantidade de movimento e
energia para cada uma das fases. A forma unidimensional do modelo ¢ obtida
através de médias na area, integrando as grandezas do escoamento sobre a secdo

transversal do fluxo do escoamento. Transferéncia de quantidade de movimento e
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energia entre as paredes e os fluidos, assim como as interagdes dinamicas entre as
mesmas fases na interfase sdo adicionadas via termos fontes nas equacdes de
transporte. Adicionalmente, relacdes empiricas para estes termos precisam ser
fornecidas para o fechamento do conjunto de equagdes (Ishii e Mishima, 1984;
Jones e Prosperetti, 1985). Estes ultimos exercem uma influéncia direta na analise
da mudanga do padrio de escoamento, que sdo freqiientemente atribuidos as
instabilidades das interfases (Ishii, 1975; Drew, 1983; Ishii ¢ Mishima, 1984).

O presente trabalho consiste em determinar numericamente a evolugdo de
um escoamento estratificado em um escoamento no padrao slug, considerando o
escoamento como isotérmico. A hipdtese de escoamento isotérmico ¢ somente por
questdo de simplificagdo. Por conseguinte as equagdes a serem resolvidas sdo as
equacdes de conservacdo de massa e quantidade de movimento para cada uma das
fases liquida e gasosa.

As equagoes de conservacdo para cada fase em sua forma conservativa sao
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onde os subscrito g, |, ¢ i referem-se as fases gasosa e liquida e a interfase
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respectivamente. A coordenada axial ¢ X, a massa especifica ¢ p, a fracdo

volumétrica ¢ «, a velocidade ¢ u, e a transferéncia de massa por unidade de
volume entre as fases ¢ m . No presente trabalho ndo serd considerada
transferéncia de massa entre as fases por questdo de simplificacdo, logo m=0.
Considera-se igualdade entre a pressdo interfacial, da fase liquida e da fase gasosa,
sendo igual a P. A inclinagdo da tubulacdo ¢ £, a altura da superficie do liquido
(assumindo que a mesma ¢ plana) sobre o fundo da tubulagdo ¢ h, ¢ a aceleragdo
gravitacional ¢ ¢g. Considera-se o liquido como incompressivel, enquanto que o

gas ¢ considerado compressivel obedecendo a equacao de estado do gas ideal.

Py = (2.6)

onde R ¢ a constante do gas e T é a temperatura de referéncia do escoamento.

O terceiro termo no lado direito das eqs. (2.3) e (2.4) refere-se a pressao
hidrostatica no gas e liquido, respectivamente, e deve ser especificado no padrao
estratificado e slug, que sdo objeto de nosso interesse. O termo F significa a
forga de friccao ou cisalhamento por unidade de volume entre cada fase e a parede,

e entre as mesmas fases (na interfase), dadas pelas seguintes relagdes:

F = gw —g F — Jtw F_:i i (2.7)

onde 7 ¢ o tensdo de cisalhamento, S ¢ o perimetro molhado e A ¢ 4rea da secgdo
transversal da tubulagao.

As relagdes de fechamento necessarias ao modelo de dois fluidos sdo para as
forgas de cisalhamento. A maioria dos modelos ¢ baseada na prescricao de um

fator de friccdo f , onde a tensio de cisalhamento para um escoamento

unidimensional ¢ dada por:
1

O termo U, significa a velocidade relativa entre o liquido e a parede, o gas e

a parede, ou entre o gas e liquido. A massa especifica do liquido ¢ usada na
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eq.(2.8), quando deseja-se determinar a tensdo cisalhante no contato liquido—
parede; para o gas—parede e a interfase liquido-gas a massa especifica do gés ¢
usada.
Para o célculo do fator de friccdo foram considerados os seguintes critérios:
1) Uma correta predicdo das fronteiras na transicdo dos padroes do
escoamento.
ii) Uma boa predicdo das caracteristicas do slug, como sua freqiiéncia e sua
velocidade de translacao.
iii) Uma razodvel faixa de concordancia com relacdo aos dados

experimentais em todas as condi¢des do escoamento.

Sujeito a estes critérios selecionou-se os modelos descritos a seguir. Para os
fatores de friccdo gas-parede e interfacial, as formulas de Hagen-Poiseulle devem

ser usadas se o escoamento for laminar (Re,<2100 e Re; <2100):

c_ 16 16

=—, == 2.9
°  Re, Re, @9)

Se o escoamento for turbulento, as correlagdes de Taitel e Dukler (1976)

devem ser adotadas:
fg =0,046(Req O, £ =0,046(Re;) 0 (2.10)

Para o fator de friccao liquido—parede a correlagdo de Hand (1991) deve ser

usada se o escoamento for laminar (Re;<2100):

24
f| =— 2.11)
Re;

e acorrelacdo de Spedding e Hand (1997) se o escoamento for turbulento:
s 0,139
f| =0,0262 | Re| (2.12)

onde o, ¢ a fragcdo volumétrica da fase liquida ou hold-up. Nas equagdes

anteriores os numeros de Reynolds Re , Re; e Re, sdo fornecidos como:
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Re oSl 2.13)

(2.14)

(2.15)

As defini¢des do nimero de Reynolds apresentadas sdo baseadas na hipdtese de
que a fase gasosa escoa num canal fechado, enquanto que a fase liquida flui num

canal aberto. Adicionalmente, o nimero de Reynolds baseado na velocidade

superficial do liquido Ref ¢ fornecido pela seguinte expressao:

Re; _pUsD (2.16)

H
Aqui a massa especifica € p, a viscosidade dindmica ¢ x, D ¢ o didmetro da

tubulacdo e a velocidade superficial do liquido ¢ U onde:

Para a velocidade superficial do gés se obtém uma equagao analoga a anterior.
Os regimes do escoamento laminar e turbulento podem ser determinados
mediante o seguinte critério (Spedding e Hand, 1997):

Re <2100 = escoamento em regime laminar
Re>2100 = escoamentoem regime turbulento

As Figs. 2.1 e 2.2 ilustram o esquema da tubulagdo, com se¢ao transversal A
e diametro D. O liquido encontra-se inicialmente estratificado na parte inferior da
tubulacdo. As areas e os perimetros molhados ocupados pelo gés e pelo liquido
sdo Ay, Sg e A, S,respectivamente, e o largura interfacial ¢ S; .

A partir da geometria, pode-se demonstrar que:

Q, :% ; a :i (2.18)
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Os parametros geométricos da secao transversal foram calculados das

seguintes relacoes (Spedding e Hand, 1997):

ag _1 cosl{Zh—I]—{ h—l] (2.19)
T

ﬁ=% . £=2h-1 (2.20)

Sg=Dcos™'(¢) ;S =xD-Sq : Si=Dy1-£> (21
D 7 D2

Ag =Z[sg—§si] A =T A (2.22)

liquido

Figura 2.2 — Esquema da seccéao transversal da tubulacéo
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Quando se forma um slug, a fracdo volumétrica da fase liquida atinge a
unidade e a fracdo volumétrica da fase gasosa tende a zero. Como resultado a
equacdo de quantidade de movimento linear para o gas, eq. (2.3) fica singular,
pois a fragdo volumétrica gasosa multiplica ambos os lados da equagd@o. Uma
maneira de evitar esta singularidade consiste em expressar a equagdo de
quantidade de movimento em sua forma nao conservativa (Oliveira e Isaa, 2003)

COmo se mostra a seguir:

aug J aug
_+ - <
'Og at 'Og g ax
. (2.23)
oP oh Foo F
= - = pygsen(B) - pyg = cos(f) -~
OX OX ay o
u o om
Prar TP Tk
. . (2.24)
oP oh F F
=———p,gsen(f) - p,g—cos(ff) ——* +—
OX OX o

A forma ndo resolve completamente o problema da singularidade

mencionado, devido a presenca dos termos Iffase_w’i |t fq5e - O tratamento

numérico destes termos ¢ discutido na seccao 3.2.

2.2 Condicdes de Contorno e Iniciais

As condigdes de contorno utilizadas nos calculos encontram-se ilustradas na
Fig. 2.3. Na entrada da tubulagdo, a fracdo volumétrica da fase liquida e as taxas
das vazodes volumétricas das fases liquida e gasosa sao especificadas. Considerou-
se que ndo existe transferéncia de massa entre as fases, por mera simplificagcdo. A
pressdo na saida da tubulagdo foi fixada com o valor de uma pressdo absoluta de
referéncia.
Como condi¢do de estado inicial foi assumido que o escoamento se
encontra no padrao estratificado, onde a fragdo volumétrica e as velocidades do

liquido e do gas sdo uniformes ao longo da tubulacdo e, ademais, a pressdo varia
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linearmente ao longo da tubulacao (Issa e Kempf, 2003). O gradiente de pressao

inicial foi obtido da combinagdo das equacdes de quantidade de movimento, (egs.

(2.3) e (2.4)) em condigdes de estado estavel (Spedding e Hand, 1997):

P [ TSt + TquSg

OX

A

(2.25)

—>

outlet

entrada

X

Figura 2.3 — Condic¢des de contorno

saida

2.3 Natureza das Equacdes e a Estabilidade do Escoamento

No escoamento bifasico podem ocorrer diferentes padrdes (anular, slug,

estratificado, etc.) dependendo das velocidades superficiais. Um mapa de padrao

tipico ¢ ilustrado na Fig. 2.4. Observa-se que cada padrdo sO existe para

determinadas combinagdes de velocidades superficiais.
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Figura 2.4 — Mapa do padrao de escoamento de Taitel & Dukler (1976).
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Para o surgimento do padrdo slug é necessario que o escoamento seja
instavel, adicionalmente ¢ necessario que o problema seja bem posto do ponto de
vista matematico. Visando identificar as condigdes para a obtencdo do padrio slug
uma analise de estabilidade foi realizado.

As equacdes do modelo de dois fluidos egs. (2.1) a (2.4) representam um
sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem, que podem ser reescritas de

uma maneira mais compacta como (Bonizzi,2003):

op 09
AZZ B =C
ot ox (2.26)

onde A ¢ B sdo as matrizes Jacobianas de dimensao 4x4, C ¢é o vetor coluna de

dimensao 4, ¢ ¢ ¢ o vetor solugao:

¢=[ag,a,,ug,u|]T (2.27)

O problema de valor inicial em consideracdo ¢ achar a solugdo do sistema

(2.26) em alguma regido:
as<x<b , t>0 (2.28)
sujeito a condicao inicial:

#(0,x)=G(x) (2.29)

e ao estabelecimento dos valores de ¢ ou de suas derivadas nas fronteiras X =ae

x=bh. O sistema (2.26) ¢ considerado ser bem posto quando as equagdes com as
apropriadas condi¢des de contorno e valores iniciais admitem uma Unica solucao,
e esta solucao depende somente dos dados iniciais e das condi¢des de contorno. A
caracterizagdo de um sistema como sendo um sistema bem posto ¢ uma
propriedade do processo de modelagem e ndo uma propriedade especifica do
proprio escoamento.

As caracteristicas matematicas do conjunto de equacdes diferenciais parciais,

eq. (2.26), sdo fornecidas pela solucao do seguinte sistema de valor proprio:

det{B-2 A]=0 (2.30)
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A condig@o necessaria e suficiente para que o sistema seja bem posto, é que as
raizes A da eq. (2.30) sejam reais e diferentes, caso contrario o sistema ¢ mal
posto.

Para um fluido incompressivel, pode-se demonstrar que o modelo de dois
fluidos ¢ condicionalmente bem posto quando a velocidade relativa entre as fases
fica abaixo de um dado valor, (Chun & Sung, 1996). Este valor coincide com o
critério de estabilidade de Kelvin-Helmholtz para escoamentos nao viscosos

(IKH), desenvolvido por Barnea e Taitel (1994), sendo apresentado a seguir:

AP gcos(ﬂ)i (2.31)
Pl

Jug -ui|< (o1 ag +pg o) 7g 3

onde S;¢é o comprimento da interface.

Uma andlise recente (Bonizzi, 2003) das caracteristicas das equacdes do
modelo de dois fluidos, mas com uma fase gasosa compressivel, revelou que o
critério limite para obter um sistema bem posto é o mesmo que quando ambas
fases sdo incompressiveis.

O critério de estabilidade dado pela eq. (2.31) para um sistema de equagdes

bem posto pode ser representado por uma unica curva num diagrama Us, x Us,,

chamada de padrao de escoamento (Fig. 2.4). Considerando constante a
velocidade superficial do gas, a velocidade superficial do liquido pode ser

gradualmente incrementada desde Us, = 0 até que o critério da eq. (2.31) deixe de

ser satisfeito. Quando isto acontece, o primeiro par de vazdes volumétricas

Us,,Us, ¢ determinado. O procedimento ¢ repetido para toda a faixa de

velocidades superficiais do gés, e eventualmente se obtém a desejada curva do
critério dos sistemas bem postos, a Fig. 2.5 ilustra a curva obtida por Bonizzi,
2003. Como para obter esta curva ¢ necessario determinar a fracdo volumétrica da
fase liquida, esta ¢ obtida para a condigdo de escoamento estratificado em
equilibrio para dadas vazdes volumétricas das fases, independente do padrdo de
escoamento esperado, isto é, estratificado ou slug (Barnea & Taitel, 1994).
Assumindo-se escoamento estratificado como condicao de entrada, a fracdo

volumétrica do liquido tende a um valor que se aproxima a fracdo volumétrica do

liquido em equilibrio. Com o objetivo de determinar aquele valor no padrao
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estratificado anterior a formagao do slug, pode-se assumir condigdes de estado
estavel para as equacgdes de quantidade de movimento do liquido e do gas egs.
(2.3) e (2.4). Desprezando as derivadas com respeito ao espago, ao tempo € aos

termos hidrostaticos, as equacdes de quantidade de movimento ficam:

P T WS TISI
—ag&—pgaggsen(ﬂ)—%—Tzo (2.32)
oP Two TS
- &—p,a,g sen(ﬂ)—%—T:O (2.33)

Eliminando-se o gradiente de pressdo das equagdes anteriores, a seguinte

relagdo ¢ obtida:

rwS1 TwgSg 7S 1

1
+—1=0 (234

— Sen +
('OI ,Og)g ) oA agA A | ¢ ag

A fragdo volumétrica do liquido em equilibrio, ", pode ser calculada da equagdo
anterior para dados valores de velocidades superficiais. As velocidades das fases
também podem ser expressas em fun¢do de " fazendo uso da eq. (2.17) e os

esfor¢os cortantes sdo obtidos da eq. (2.8).
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Figura 2.5 — Mapa do padrao de escoamento de Taitel & Dukler (1976) junto com
a curva de estabilidade obtida por Bonizzi (2003).
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A estabilidade de um escoamento ¢ uma propriedade da dindmica do fluido.
A estabilidade se refere a tendéncia do escoamento retornar ao seu estado original
apos ser perturbado. O crescimento e/ou decaimento das perturbacdes sdo
determinados pela dindmica do fluido e ndo pelo processo de modelagem. Sem
duvida, a precisdo do modelo pode significativamente afetar a estabilidade do
escoamento simulado, e das taxas de crescimento de suas ondas e perturbagoes.
Na anélise de estabilidade de Barnea e Taitel (1994) foi demonstrado que um
escoamento ¢ estavel quando sua velocidade relativa fica abaixo de uma
determinada condicdo, o critério de estabilidade de Kelvin-Helmholtz para

escoamentos viscosos (VKH):

Pl — Py A
Ug —Up | <K [\p1aqg + pg o) ———9gcos(f)— (2.35)
‘ g |‘ ( 1%g g |) P17 ( )Si

onde o pardmetro K ¢ o que diferencia a analise ndo viscoso (IKH) da andlise
viscoso (VKH), podendo ser definido para fluidos com pequenas viscosidades, de

acordo com Tailet e Dukler (1976) como:

h
K=1-— 2.36
D (2.36)

onde h ¢ altura da superficie do liquido, ¢ D o diametro da tubulagao.

Os critérios de estabilidade devem ser verificados a cada passo de tempo ao
longo de toda a tubulagdo. As solugdes devem ser descartadas quando o critério ¢
persistentemente violado, i.e., em grandes regides do dominio e durante grandes
intervalos de tempo.

Apesar do explicado anteriormente, deve-se esclarecer que esta analise pode
ndo ser totalmente valida para as equagdes discretizadas, pois devido aos erros de
truncamento gerados pelos processos de discretizacdo, as equagdes discretizadas
podem ndo corresponder exatamente as equagdes diferenciais. Porém, como o
estudo das caracteristicas matematicas das equagdes discretizadas vai além dos
objetivos do presente trabalho, considera-se que, os critérios das desigualdades
(2.31) e (2.35) representam as condigdes para a determinacdo de sistemas bem

postos e da estabilidade do escoamento, respectivamente.
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