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6

Exemplos e Aplicacoes

Neste capitulo, ilustramos o uso do nosso modelo na especificacao de heu-
risticas e na versao de um conhecido resultado que relaciona heuristicas gulosas
com problemas cujo dominio de respostas possui uma determinada estrutura.
Apresentamos, ainda, uma generalizagdo da definicao de estratégia de busca para
permitir a modelagem de meta-heuristicas com carater estocéstico (e.g., simulated

annealing, algoritmos genéticos etc.).

6.1

Especificando Heuristicas

6.1.1 Usando a linguagem interna de ECF para especificar heuristicas.
Usando os termos e predicados definidos no capitulo anterior, podemos especificar
propriedades sobre os morfismos init e step de uma estratégia de busca. Nesta secao,

faremos isto para duas estratégias relativamente simples, para fins de ilustragao.

6.1.2 Busca em profundidade. Este primeiro exemplo envolve uma estratégia

de busca onde as notas dos nés nao sao importantes:

Uma heuristica ( G, A, init, step ) pode ser classificada como uma estratégia
de busca em profundidade quando, a cada passo depois do inicial, a nova corda

visitada, caso exista, é

1. uma corda sucessora da corda visitada no passo anterior, ou, caso a corda

visitada no passo anterior seja uma folha,

2. uma sucessora nao visitada da corda ancestral nao explorada mais jovem da

corda visitada no passo anterior.
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Usaremos o predicado
isClosestUnexplored Ancestor(H, x, H', k', T,0,G, \)

para dizer que a corda ( H,k ) é a ancestral ndo-explorada mais jovem da corda
(H' k") (i.e., tal que ( H, k ) tem alguma sucessora que pertence a { G, A ) mas que
nao pertence & arvore ( 7,6 ), com ( T,6 ) o sub-objeto de { G, A ) que armazena as

cordas visitadas até entdo). Este predicado pode ser definido como

isClosestUnexploredAncestor(H, x, H' k', T,0,G, \) &
(T,0) € trees((G,A)) A
(H' k') € strings(T,0) A
isAncestor(H,x, H',k',T,0) A
I X, &) € strings(G, ) : (
isChild(X, ¢, H, k) A
(X,&) ¢ strings(T, 6)
) A
V(Y,v) € strings(T,0) : (
(isAncestor(Y, ¢, H', k', T, 0) A
isDescendant(Y,:, H,k,T,0)) =
V(Z,() € strings(G, ) : (
isChild(Z,(,Y,1,G,\) =
(Z,¢) € strings(T,0)

Usando o predicado acima, escrevemos uma formula
isDepthFirst(init, step, G, \)

que é satisfeita exatamente por estratégias de busca que percorrem ( G,\ ) em

profundidade.

Na formula, a abreviatura stage denota o morfismo definido por recursao

simples pela estratégia ( init, step ), como descrito em B.5.4
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isDepthFirst(( init, step ), G, \) &

isSearchStrategy (init, step, G, \) A
Vni,ng € N : (

mi(stage(ny)) = mi(stage(ng)) = stage(ny) = stage(nz)
)
N
V{( Hi, k1 ),{ Hy, ko ) € strings(F) :
Vni,ng,n3 € N : (

(n3 = s(ng) A ng=s(ni) A mi(stage(ns)) # mi(stage(nz)) A

wasAdded (Hs, ko, 1 (stage(ns)), w1 (stage(nz))) A
(n1)))

na
wasAdded(Hy, k1, m1 (stage(ng)), 1 (stage
)
=
(isChild(Ha, k9, Hy, k1, G, \) V
(isLeaf (Hy, k1, G, \) A
A H,k) € strings(G, ) : (
isChild(H,, ko, H, k, G, \) A
isClosest Unexplored Ancestor
(H, k, Hy, k1, (stage(ns)), G, A)

ni

As seguintes observagoes se aplicam:

111

— Lembre-se de que stage(n) representa um par ({ 7,0 ),{ H,k )) composto

pela arvore de cordas visitadas até o passo n e pela corda visitada no passo n.

Assim, 7 (stage(n)) representa a arvore de cordas visitadas até o passo n;

— Uma corda nunca é visitada mais do que uma vez; logo, para todo n menor que

o namero da tltima iteracdo, m (stage(n)) # w1 (stage(sn)). Alias, o predicado

isIrrevocable, abaixo, diz exatamente que a estratégia ( init, step ) nunca
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visita a mesma corda duas vezes durante a busca:

isIrrevocable(( init, step ), G, \) &
Vni,ne € N : (
w1 (stage(ny)) = mi(stage(nz)) = stage(ny) = stage(nz)

— Para todon > 2, ( Hy, ko ) € a corda acrescentada no passon — 1, e { Hy, k1 )

é a corda acrescentada no passo n — 2;

— Nao é especificada qualquer condi¢ao de término. A busca pode continuar

visitando novas cordas enquanto isto for possivel.

6.1.3 Busca gulosa. Em uma heuristica gulosa, a corda visitada a cada passo
n (n > 0) é a melhor sucessora da corda visitada no passo n — 1, desde que esta
sucessora seja melhor ou de mesma qualidade que a corda visitada no passo n — 1.
Como na busca em profundidade, uma corda nunca é visitada mais do que uma vez

durante a busca.

O seguinte predicado é satisfeito exatamente por heuristicas gulosas. Observe
que, no caso de empate entre duas ou mais sucessoras de uma corda, o predicado

nao especifica qual das sucessoras deve ser escolhida.
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isGreedy (( init, step ), G, \) &
isSearchStrategy (init, step, G, ) A
isIrrevocable(( init, step ), G, \) A
V( H,k) € strings(G, ) : (
isRoot(H,k,G, \) =
grade(my(init(x)), G,\) < grade(H,k,G,\)
)
A
Vn € N :(
stage(n) = stage(sn) <
V(H,k) € strings(G, ) : (
isChild(H, k, my(stage(n)), G, A) =
grade(H, k,G, \) > grade(ms(stage(n)))

)

A
V{ Hi, k1 ),{ Hy, ko ) € strings(G,\) :
Vni,ng,n3 € N : (

wasAdded(Hy, kg, m1(stage(ns)), w1 (stage(nz))) A
)

(n2)
wasAdded(H, k1, m1(stage(ns)), w1 (stage(ny)
)
=
(isChild(Ha, k9, Hy, k1, G, \) A
grade(Hs, ko, G, \) < grade(Hi,k1,G,\) A
V(H,k) € strings(G, ) : (
isChild(H, k, Hy, k1)

= grade(Hy, ko, G, \) < grade(H,r,G, \)

ni

(n3 = s(n2) A ng=s(n1) A mi(stage(nz)) # mi(stage(nz)) A

As seguintes observacoes podem ser feitas:
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— A estratégia escolhe como né inicial a raiz de melhor qualidade dentre todas as

raizes possiveis. Se isto nao for realista, a terceira formula da conjunc¢ao deve

ser eliminada;
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— A busca termina quando a corda atual nao possui sucessora de melhor ou igual

qualidade.

6.2

Matréides e Heuristicas Gulosas

6.2.1 Apresentaciao. Nesta secao, apresentaremos a versao, no nosso modelo,
de um conhecido resultado relacionando a estratégia de busca gulosa e problemas de
otimizacao cujas respostas sao conjuntos satisfazendo certas condigoes. Nao se trata
de provar o mesmo resultado no nosso modelo, mas sim de verificar que o nosso
modelo traduz adequadamente este relacionamento entre problemas e heuristicas,

provado em outro contexto.

6.2.2 Definicdo: sistema de conjuntos com funcdo-objetivo. Um sistema de
conjuntos é um par (S, F), com S um conjunto finito e F uma cole¢io (ndo-vazia)

hereditaria de subconjuntos de S, i.e., tal que, para todo A e para todo B

AeF NBCA = BeF

Uma fungdo-objetivo para F é uma funcao w : F — N finitamente aditiva,
i.e., satisfazendo
w(AUB) = w(A) Uw(B)

sempre que A e B sao conjuntos disjuntos, elementos de F, com A U B também

elemento de F.

Um sistema de conjuntos com fungio-objetivo é uma tripla (S,F,w) com

(S, F) um sistema de conjuntos e w uma fung¢io-objetivo para F.

6.2.3 O significado de um sistema de conjuntos com funcdo-objetivo.
Observe que, como F é hereditario e w é finitamente aditiva, cada fungao-objetivo
w : F — N corresponde a uma funcio w' : |[JF — N, e vice-versa. Em outras
palavras, para todo conjunto A € F, o valor de w(A) é determinado pelos elementos
de A.
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Um sistema de conjuntos com fungio-objetivo (S, F,w) pode ser visto como
uma instdncia de um problema de maximizagdo: resolver (S,F,w) é achar um
conjunto M € F tal que w(M) > w(M') para todo M' € F.

6.2.4 Definicido: matréide com funcdo-objetivo. Um matroide é um sistema

de conjuntos (S, F) satisfazendo a condicao adicional

VA,Be F:(
A= |B|+1 =
doe A\B:BU{a} € F

Um matroide com funcgao-objetivo é um sistema de conjuntos com funcao-
objetivo (S, F,w) com (S,F) um matroide.

6.2.5 Definicao: algoritmo guloso. O algoritmo guloso tenta resolver a instan-
cia do problema de maximizagao associado ao sistema de conjuntos com funcao-
objetivo (S, F,w) retornando um conjunto A € F construido elemento a elemento

COImo se segue:

1. A+~o
2. Se existir a € S tal que
ad A,
AU{a} € F,e
w(AU{a}) = max{w(AU{z}) | AU{z} € F }
entao
A<+ AU{a}
ir para 2.
senao

retornar A

6.2.6 Exemplo. Considere o exemplo onde

— S é o conjunto de arestas de um grafo finito conexo g, tal que a cada aresta a

esté associado um valor natural w(a), o peso de q;

— F contém exatamente os conjuntos de arestas que formam subflorestas de g;
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— w associa a cada subfloresta A € F a soma dos pesos das arestas de A.

A instancia do problema de otimizagdo associado a (S,F,w) consiste em
encontrar a arvore geradora de peso maximo de gEl Verifica-se que (S, F,w) é um
matréide com funcao-objetivo, e que o algoritmo guloso sempre retorna a resposta
O0tima para este problema. Este fato é consequéncia do seguinte resultado geral,

inicialmente provado em [34]:

6.2.7 Teorema: Seja (S,F,w) um sistema de conjuntos com fun¢ao-objetivo.
Entao, o algoritmo guloso retorna uma resposta 6tima para a instancia do problema
de otimizagdo associado se e somente se (S,F,w) é um matréide com fungio-

objetivo.

6.2.8 Versao categorica. As definigoes e resultados a seguir traduzem o teorema

acima para o nosso modelo baseado em categorias e topoz:

6.2.9 Definicdo: a categoria SC de sistemas de conjuntos com fun-
cdo-objetivo. Os objetos de SC sao todos os sistemas de conjuntos com funcao-
objetivo, e um morfismo (S, F, w) ., (S", F',w') é uma fungdo f : S — S’ que,
quando estendida de maneira 6bvia para f : p(S) — @(S’), preserva a pertinéncia
em F,i.e., paratodo A C S,

AeF = f(A)eF
e que preserva a otimalidade segundo w, i.e., para todo A € F,

w(A4) = max{w(X) | X € F} = w'(f(4)) = max{w'(X') | X' € F'}

6.2.10 Definicao: a categoria ProbOt de problemas de otimizacdo com uma

instincia. ProbOt é a subcategoria plena de Prob cujos objetos sao problemas

LA subfloresta geradora de peso maximo de g deve ser uma &rvore porque g é um grafo conexo.
Para achar a arvore geradora de peso minimo de g, basta maximizar a fungio-objetivo w' com

W' (A) = T — w(A)

onde T é a soma dos pesos de todas as arestas de g.
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da forma

({w}, p(5),p)

onde

— S & um conjunto finito;

—w : p(S) - N é uma funcdo parcial, finitamente aditiva, definida para no

minimo um elemento;

- p={(w,4) | w(4) = max{w(A) | A" € p(5), w(A){}}

A intuicao de que cada sistema de conjuntos com func¢ao-objetivo corresponde

a um problema de otimizag¢ao com uma instancia, e vice-versa, é formalizada a seguir:

6.2.11 Proposicdo: SC e ProbOt” s3do isomorfas. E um isomorfismo o funtor
I : SC — ProbOt® tal que

I(S, F,w) = ({w}, p(5),p)

onde, para todo A € p(5),

SOA) — w(A) se AeF
(4) {T i

I((S, F,w) -1 (81, 7, w')) =
(@), 0(5),p) " ({w}, p(S"), 0 )
T(w') =w
e, para todo A € p(S),
o(A) = f(A)

O funtor inverso de I ¢ I ! : ProbOt” — SC tal que

I'H(({w} 0(5),p)) = (S, {A | w(4) 1}, w)

onde
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'(({w}, 0(5),p) “ ({w'}, p(5),p')) =
(S, {A | w(A)4},w) L5 ({4 | w'(A) 4}, )

f(A) =o(4)
para todo A € {A | w(A)l}.

6.2.12 Definicdo: a categoria Matr de matréides com funcido-objetivo.
Matr é a subcategoria plena de SC cujos objetos sao todos os matréides com

funcao-objetivo.

6.2.13 Espacos e estratégias de busca para ProbOt. Desejamos agora res-
tringir nosso modelo a categoria ProbOt de problemas de otimizagao com uma
instancia. Onde antes consideravamos Prob, uma subcategoria de Prob, agora
consideramos Proby uma subcategoria de ProbOt:

— Proby, como em .37 é uma subcategoria rarefeita e esquelética de ProbOt

tal que o problema

Pr=({x}, {3} {0 %)})
é o objeto inicial de Probg. Observe que P; é (isomorfo a) um problema de
otimizac¢ao com uma instancia; i.e., P = { {w}, {g}, {w, g} );

— Seja P um objeto de Proby; uma estratégia de construgao de respostas ( G, A )
escolhe uma floresta de respostas para P, com nos rotulados por pares (C, k),

com C C p(S) um conjunto de subconjuntos de S, e k € N;

— Uma estratégia de buscas ( init, step ) determina como a floresta de respostas

de P sera percorrida em busca de uma resposta.

6.2.14 Definicdo: heuristica gulosa para problemas em ProbOt. Conside-

rando o contexto acima, definiremos uma heuristica gulosa
(G, A\, init, step )

para o problema de otimizacdo com uma instancia P = ( {w}, p(S),p ):
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— (G, \) é a estratégia de construgdo de floresta de respostas que associa a P
uma floresta adequada para ser percorrida pela busca gulosa. Esta floresta é,

na verdade, uma arvore onde

— A raiz é um n6 rotulado pelo par

\ w(X)} )

— Cada n6 rotulado pelo par ({A}, k), com A um elemento de p(S), possui

o seguinte conjunto de filhos:
{{AU{z}} b —w(z)) [w(AU{z}) i}

Observe que, nesta arvore, qualquer busca se inicia com o conjunto vazio (que
possui a nota maxima). A passagem de um n6 para um filho corresponde a
adigdo de um elemento x ao conjunto corrente A tal que AU{xz} é uma resposta
viavel. A nota do filho é sempre menor ou igual & nota do pai, pois o acréscimo
de z corresponde a uma diminuigdo de w(z) unidades na nota. (Lembre-se de

que notas menores significam melhor qualidade.)

— A estratégia de busca ( init, step ) deve satisfazer a especificagdo em

6.2.15 Teorema: Matr ¢é isomorfa & subcategoria plena de ProbOt cujos
objetos sao problemas de otimizagao para os quais a heuristica gulosa retorna

respostas 6timas.

Mais precisamente, para todo problema de otimizacao com uma instancia P,
temos que I !(P) é um matroide] se e somente se toda heuristica

(G, A, init, step )

(com ( G, )\ ) a estratégia de construgao de florestas de respostas descrita acima, e
( init, step ) uma estratégia de busca gulosa satisfazendo a especificagdo em EI13)

retornar uma resposta exata para P.

211 ¢ o0 isomorfismo descrito em EZ11]
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Esboco de prova. Basta mostrar que a sequéncia de nos visitados para a
heuristica gulosa especificada em é igual & sequéncia de nos visitados pelo
algoritmo guloso definido em B.ZH o que pode ser provado por indugdo sobre os

comprimentos dos prefixos da sequéncia.

6.3

Meta-heuristicas

6.3.1 Meta-heuristicas com carater estocastico. A maior parte das meta-
heuristicas encontradas na literatura, como simulated annealing, busca tabu, al-
goritmos genéticos e outras, possui algum elemento probabilistico. Nosso modelo,
conforme definido até agora, nao é capaz de representar este tipo de estratégia de
busca. Esta secdo apresenta uma generalizagdo da nossa defini¢ao de estratégia de

busca para permitir a modelagem destas meta-heuristicas.

6.3.2 Estratégias de busca estocasticas. Embora um espago de busca seja
definido da mesma maneira para estratégias tradicionais que para meta-heuristicas,
o comportamento de uma estratégia de busca nao pode mais ser representado por
uma sequéncia de pares da forma (( 7,6 ), ( H,k )), com (T, 0 ) a arvore de cordas
ja visitadas e ( H,x ) a corda atualmente visitada pela busca. Em vez disso, em
um dado instante, a busca pode estar visitando qualquer uma de um conjunto de
cordas com probabilidade nao-nula de serem visitadas. Isto nos motiva a definir uma

estratégia de busca estocéastica como uma sequéncia de conjuntos:

6.3.3 Definicao: estratégia de busca estocastica. Como na defini¢ao anterior
de estratégia de busca (Bh2), dada uma estratégia de construcao de florestas de

respostas ( G, A ), seja C' o objeto

H strings(( T,0))

(T,0) €trees({ G,\))

de ECF, cujos elementos sao todos os pares da forma

(T,0),(H,k))
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com (7,6 ) uma arvore de { G, \ ), e ( H,x ) uma corda de { T, ). Seja o objeto
Cl
Cx{geQ|0<qg<1}

com @ o objeto de ntimeros racionais descrito em Os elementos de C' sao triplas
da forma

(T,0),(H,x),q)

com ¢ um racional maior que 0 e menor ou igual a 1. Estamos interessados em
conjuntos nao-vazios e finitos de triplas em que a soma de todos os ¢ seja 1. Assim,

definimos o objeto S como

A€ PC' | A# @, Afinito, » q=1

(z,y,9)€A

Entao, dado um objeto ( G, A ) de ECFR, com G nao- colapsante (ver B.23)),

uma estratégia de busca estocéstica para ( G, A ) é um par de morfismos em ECFR
( init, step )

onde

1. O morfismo
mit:1— S

escolhe um elemento de S contendo apenas triplas da forma

((H,k),(H, k), q)
com { H, k) uma corda raiz de ( G, \ );

2. O morfismo
step: S — S

leva um conjunto A € S em um conjunto step(A) tal que, para toda tripla em
step(A)
(76" ),(H' K" ),q)

existe alguma tripla em A
(T,0),(H, ) q)

tal que (7,0 ) = (T',0") ou


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016027/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0016027/CA

Teoria de Modelos para Heuristicas Baseada em Topoi 122

- (T,0) C (T,0")e
— (T',0") tem, no maximo, uma corda a mais que { 7,6 ), e esta corda a

mais, caso exista, & ( H', k' ).

6.3.4 Estratégias de busca estocastica na linguagem interna. O seguinte
predicado especifica quando um par ( init, step ) define uma estratégia de busca

estocéstica:

isStochasticSearchStrategy (init, step, G, \) <
isNonCollapsing(G) A
V{T,0),{ H k), q) € init(*) : (
(T,0) = (H,k) A isRoot(H,k,G,\)
)
N
VA,Be S :(
(A,B) € step =
V{T,0),(Hk)q)€B:
(T, 0), (H' K" ),q) € A: (
(T,0) = (T,0)V
(extendsByOne(T,0,7",6') A
wasAdded(H, ,T,0,T',0")

6.3.5 Exemplo: simulated annealing. O algoritmo a seguir descreve a estraté-
gia de busca local conhecida como simulated annealing ([2]), frequentemente usada
para resolver problemas de otimizagao combinatoéria. A cada iteragdo, um sucessor
do no atual é escolhido aleatoriamente; o sucessor escolhido é visitado ou nao, com
uma, probabilidade que depende da diferenca entre as notas do n6 atual e do sucessor
escolhido (AFE), e de um parametro 7', que, por analogia com um processo fisico,
é chamado de “temperatura”. A cada iteragao n, o valor da temperatura 7" é dado
por uma fungio sched(n). A idéia é definir a fun¢io sched de forma a fazer com que
ocasionalmente ocorra que um sucessor com qualidade pior do que o n6 atual seja

visitado, para evitar que a busca caia em um 6timo local.

No algoritmo abaixo, atual, inicial e proxr sao nés do espaco de busca:
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1. atual < inicial
2. n+0
3. T <« sched(n)
4. Se T = 0 entao retornar atual
5. proz < sucessor de atual escolhido aleatoriamente
6. AFE < nota(prozr) — nota(atual)
7. Se AE <0 entao atual < proz
sendo atual < proxr com probabilidade exp(—AE/T)
n<n+1
Ir para 3

Os seguintes termos e predicados sao usados para especificar o comportamento
de uma estratégia de busca estocastica do tipo simulated annealing no nosso modelo

(onde cordas sdo analogas a nos).

O termo probVisitedIfChosen(t, H, k, H', k', G, \) representa a probabilidade
de a corda sucessora ( H' k' ) da corda atual ( H,k ) ser visitada (supondo que

( H', k") foi escolhida) na iteragao t.

Dada uma férmula ¢, o termo g € @ : ¢ significa “o Gnico elemento ¢ de )
tal que ¢(q) é verdadeira”.

O termo ezp’ representa uma aproximacao racional da funcao real exp : x — €”.

probVisitedIfChosen(t, H,k, H', k', G, \) =

g €Q:(
(grade(H, k,G,\) > grade(H',k',G,\) A g=1)
\%

(grade(H, k,G,\) < grade(H', k', G, \) A
4 = exp/(grade(H, &, G, \) — grade(H', &', G, \)) /1)

O termo probNoAdvance(t, H,k, G, \) representa a probabilidade de que ne-
nhuma sucessora da corda ( H, k ) seja visitada. Isto pode ocorrer quando alguma

sucessora é escolhida mas nao é visitada:
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probNoAdvance(t, H, k, G, \) =
1 — (1/card(children(H, k, G, \)))-

Z prob VisitedIfChosen(t, H, k, H', k', G, \)
( H' k') €children(H,k,G,\)

O termo prob(t, H, k, H', k', G, \) representa a probabilidade de uma sucessora
( H' k') da corda { H, k) ser escolhida, com probabilidade

1/ card(successors(H, k, G, \))
onde card significa “cardinalidade” — ver — e visitada, com probabilidade

probVisitedIfChosen(t, H, k, H', k', G, \)

No caso em que ( H,x ) = ( H',k' ), o termo representa a probabilidade de

nenhuma sucessora de ( H, k) ser visitada.

prob(t, H,k, H', k', G, \) =
g €Q:(
((H,k) # (H, ") A
q = (1/card(children(H, k,G, \))) -
probVisitedIfChosen(t, H,k, H', k', G, \)
)
\%
((H,k) = (H' k") A
q = probNoAdvance(t, H, k, G, \)

Finalmente, usando os termos acima, o predicado que afirma que
(init, step, G, \)

¢ uma heuristica do tipo stmulated annealing é:
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isSimAnn(( init, step ), G, \) &
isStochasticSearchStrategy (init, step, G, \) A
isIrrevocable(( init, step ), G, \) A
init(x) =
{( H,k),{ H k),1/card(trees(G, \))) | isRoot(H, k,G, \)}

N
Jsched € (QT)N :
Vn e N : (
sched(n) > sched(sn)
A
(sched(n) =0 = stage(n) = stage(sn))
A

(sched(n) #0 =
V(T,0),(H,k),q) € stage(n) :
V(H' k") € strings(G, \) :
V(T",0") € trees(G, ) : (
(
(isChild(H', ', H, k,G,\) N wasAdded(H',x',T",0',T,0))
V
(
(T,0) = (T,0') N\ (Hk) = (H',K') A
prob(sched(n), H, k, H, k, G, \) > 0
)
)

~
(T',0"),( H K ),prob(sched(n),H,k, H' k', G, \))
€ stage(sn)

As seguintes observagoes se aplicam:

— A estratégia nunca volta a cordas em niveis superiores ao da corda atualmente

visitada;

— Cada raiz tem a mesma probabilidade de ser a corda inicial da busca;
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— Existe um morfismo sched : N — Q*, decrescente, que da a temperatura de

cada iteracao;
— Quando a temperatura chega a 0, a busca termina — i.e., stage(n) = stage(sn);

— Caso contréario, toda corda { H, x ) com probabilidade nao-nula de ser a corda

atual tem cada sucessora sua {( H', k' ) visitada com probabilidade

prob(sched(n), H,k, H', k', G, \)

— Além disso, pode ocorrer, com probabilidade
prob(sched(n), H, k, H, k,G, \)

que nenhuma sucessora de ( H,k ) seja visitada; note, porém, que se todas
as sucessoras de ( H,k ) tiverem notas melhores que { H,k ), alguma delas

certamente sera visitada.

6.3.6 Exemplo: algoritmos genéticos. O paradigma de algoritmos genéticos
constitui uma das mais antigas meta-heuristicas, tendo sido inicialmente desenvol-
vido por Holland [35] nos anos 60 e 70. Desde entdo, inimeras variagoes tém apare-
cido na literatura, como relatado em [36]. No que se segue, usaremos o nosso modelo
para desenvolver uma caracterizacao de algoritmos genéticos geral o bastante para

incluir a maior parte dessas variagoes.

Algoritmos genéticos sdo uma técnica de busca baseada em populacoes. Uma
populagdo é uma colecao finita de respostas vidveis para a instancia do problema
que estd sendo resolvida. As respostas que formam uma populagao sao chamadas de
individuos. A busca comeca com a definicao de uma populagao inicial; em seguida,
a cada passo da execucao, a populacao atual é modificada, de maneira controlada,
para gerar uma nova populacao. Espera-se que, ao final de diversas iteragoes deste
processo, a populagao resultante contenha um individuo que seja uma resposta

correta para a instancia em questao.

A maneira como uma populacao é alterada depende da forma como seus
individuos sao codificados. Na defini¢ao original de algoritmo genético, por exemplo,
uma, resposta vidvel é representada por uma cadeia de bits. A populacao evolui
através da combinagao das representacoes de dois ou mais individuos, em um
processo chamado crossover, e através da alteracao isolada de um individuo, em
um processo chamado mutag¢ao. Estes dois processos geram novos individuos através

da combinagdo e/ou alteragdo de suas codificagoes binarias; os individuos gerados
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passam a fazer parte da nova populacdo, substituindo individuos da populacao

original.

Na definicao de um algoritmo genético especifico, algumas das questoes que

devem ser decididas sao as seguintes:

Qual o tamanho da populagdo? Este tamanho permanece constante ao longo

da busca?
— Como a populacao inicial é gerada?

— De que forma uma resposta é codificada?

Como os individuos sao selecionados para a aplicacao da operacao de crosso-

ver?

— Como as representacoes dos individuos selecionados sao manipuladas e com-

binadas pela operacao de crossover?

Como um individuo é selecionado para a aplicacao da operacao de mutagao?

— Como a representacao do individuo selecionado é manipulada e alterada pela

operacao de mutagao?

Como os novos individuos gerados por crossover e mutagao sao adicionados
a populacao? Mais especificamente, que individuos devem ser retirados da

populacao para dar lugar aos novos individuos?

Para operacionalizar algumas destas decisoes, define-se uma func¢ao de aptidao
(fitness function) para associar uma “nota” a cada individuo. A idéia é que individuos
com valores melhores desta fungéao (i.e., os mais aptos) tenham probabilidade maior
de serem escolhidos para crossover (em algumas estratégias, porém, alguns ou todos
os individuos escolhidos para crossover sao selecionados ao acaso). O valor da aptidao
de um individuo também pode ser usado para decidir se o individuo deve ser
retirado da populagdo para dar lugar a novos individuos. Sao estes usos da funcao
de aptidao que justificam a analogia entre o funcionamento dos algoritmos genéticos
e a teoria de evolucao das espécies por selecao natural: individuos mais aptos tém
maior probabilidade de se reproduzir e transmitir caracteristicas desejaveis para seus

descendentes.

Como no cenario biologico, as mutagoes servem para gerar maior diversidade,
criando individuos que nao poderiam se originar da combinagao de quaisquer outros

individuos da populacao.

A seguir, apresentaremos uma breve discussao sobre como a logica interna de

ECF poderia ser utilizada na caracterizacao de estratégias de busca guiadas pelo
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paradigma de algoritmos genéticos. Como os operadores de crossover e mutagao
costumam ser definidos probabilisticamente, lidaremos com estratégias de busca

estocésticas, conforme descrito em

Populacdo. Dada uma ECFR ( G,\ ) e um problema P=(D,R,p),
lembre-se de que o rétulo A(v) de um n6 v de GP é um par (A4, k), com A um

subconjunto de R e k um natural.

No contexto de algoritmos genéticos, A representa a populagdo associada ao
n6 v. O valor k£ nao é utilizado na especificacdo de algoritmos genéticos, uma vez
que nao é a populacao que recebe uma nota por sua qualidade; em vez disso, cada

individuo da populagao é avaliado através de uma funcao de aptidao f:

Funcdo de aptiddo. A qualidade de um individuo da populacgio é dada por

um termo

fZGR—)N

do tipo NG®  onde G ¢ o termo que representa os dominios de respostas (ver B.Z28)
e N é o termo que representa o objeto de nimeros naturais de ECF, descrito na
secao

Existem variacoes de algoritmos genéticos onde a fun¢do de aptidao nao é
estatica; nestas variacoes, um mesmo individuo pode receber notas diferentes em
instantes diferentes, dependendo da populagdo a que pertence e do estagio da
execucao da busca. Para modelar estas variagoes, associaremos uma funcao de

aptidao f a cada corda de ( G, \ ). Isto é realizado através de um termo
F : strings(G, \) — NCr

do tipo (NGr)#trings(G:A) - Agsim | a funcdo de aptiddo f associada a uma corda { H, x )
é dada pelo termo F(( H,k )).

Operadores. Conforme descrito mais acima, um passo na execucao de um

algoritmo genético consiste, basicamente, em trés operagoes:

1. Selecdo de individuo(s) da populagdo atual para reproducao;
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2. Aplicagdo de um operador (crossover ou mutagio) sobre o(s) individuo(s)

selecionado(s), gerando um ou mais individuo(s);

3. Construcao de uma nova populacao, onde cada individuo ou pertencia a
populagao original ou pertence ao conjunto de individuos gerados no passo

anterior.

Cada uma destas acoes pode ser de carater estocastico, de forma que seus
resultados sao conjuntos de alternativas, cada alternativa acompanhada de uma
probabilidade nao-nula. Além disso, as operacoes podem depender dos valores da
funcao de aptidao dos individuos envolvidos. Mais precisamente, as trés operagoes

acima sao representadas na linguagem de ECF pelos seguintes termos:

1. A selegao de individuos da populagao atual para reproducao corresponde a um
termo
5: PGrx N°® = P((Gg)" x Q)

para algum natural positivo n.

Aqui, ) é o objeto de nimeros racionais descrito em Basicamente, este

termo s corresponde a uma maneira de mapear um par

(IL, )

onde Il é uma populacdao e f é a funcao de aptidao que atribui notas aos

individuos de I, em um conjunto finito de pares

S(Haf) = { (EI:QI):"'a(Ei:qz')a"'}
onde cada par é composto de

— Um conjunto de n-uplas 3; = {t;1,...,tm}. Cada n-upla corresponde
a um grupo de individuos escolhidos para reprodugdo (tal grupo sera
chamado de “casal”, embora n possa ser diferente de 2). A utilizacdo de
tuplas em vez de conjuntos se deve ao fato de que, em muitas estratégias,
os individuos sao escolhidos para reproducao de tal forma que a ordem
da escolha é relevante; assim, fala-se do primeiro pai, do segundo pai, e
assim por diante.

— Uma probabilidade g;.
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Um operador de selecao s escolhe, entao, com a probabilidade ¢;, um conjunto
Y,; de “casais”. A cada um destes “casais” serd aplicado um operador de

reproducao, conforme descrito a seguir.

Obviamente, devem ser satisfeitas as condicoes de que cada tupla de ¥;
seja composta apenas de elementos da populagao II e de que a soma das

probabilidades ¢; seja igual a 1.

2

2. A reprodugao que se d4 em um “casal” é representada por um termo
c: (Gr)" x N2 — P((Gp)" x Q)

para algum natural positivo n'.

O termo c corresponde a uma maneira de mapear um par

(, f)

onde t € uma n-upla (i.e., um “casal”) e f é a funcao de aptidao, a um conjunto

finito de pares
C(taf):{(Ilaqi)a"'ﬂ(tg'aq;')a"'}

onde cada par é composto de

— Uma (n')-upla t;- cujas componentes formam a “prole” do “casal” represen-
tado pela n-upla t. Como antes, usa-se uma tupla em vez de um conjunto
para que seja possivel falar do primeiro filho, do segundo filho, e assim
por diante. Neste caso, o operador ¢, quando aplicado a um “casal” de n
“pais”, produz uma “prole” de n’ individuos.

— Uma probabilidade ¢;.

A soma de todas as probabilidades ¢} deve ser igual a 1.

3. A construcao da nova populacao se da através de aplicagoes dos termos s e ¢
descritos acima. Usaremos o termo i (significando “inser¢ao”) para denotar a

operacao de construir a nova populagao I1" a partir da populagao original II.

O termo 7 é do tipo
PGr x N9 x tipo(s) x tipo(c) = P(PGg x Q)

onde tipo(s) e tipo(c) sdo os tipos dos operadores de selecao e reprodugao

descritos acima.

3Na definicdo de um operador de mutacdo, que é usualmente aplicado a um tnico individuo, n
é igual a 1; i.e., o “casal” consiste de um tnico individuo.
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O termo ¢ corresponde a uma maneira de mapear uma quédrupla

(H7 f’ S’ c)

onde IT é a populacao original, f é a funcdo de aptidao, s é o operador de
selecao de “casais”, e ¢ é o operador de reproducao, a um conjunto finito de

pares
i(IL, f,8,¢) ={ (H,nth), ) (H;'jaqzl'j)a .

onde cada par ¢ composto de uma nova populagao II}; e uma probabilidade g;;.
O indice 7 significa que a nova populagao baseia-se na alternativa ¢ do operador
de selegao s (i.e., que seleciona o conjunto ¥; de “casais”). O indice j significa
que a nova populagdo baseia-se na alternativa j do operador de reproducao

(i-e., que produz a “prole” ¢} para cada “casal” t).

As seguintes condigoes devem ser satisfeitas:

— Para todos 4, j, deve-se ter que ¢;; = ¢; - g, onde g; ¢ a probabilidade da
1-ésima alternativa do operador s descrito acima, e q; é a probabilidade
da j-ésima alternativa do operador c;

— Para todos i, j, deve-se ter que
IT;; C ITU prole,;

onde prole;; € um termo que representa o conjunto de individuos gerado
a partir da 7-ésima alternativa do operador s e da j-ésima alternativa do

operador ¢, definido da seguinte forma:

— Dados a funcao de aptidao f e o conjunto ¥; de “casais” que compoe

a i-ésima alternativa de s(II, f):

Zi:{tl,...,tm}

aplicar o operador ¢ a cada “casal”; o resultado de tal aplicacao sera
denotado por map(c(_, f))(3;), que consiste no seguinte conjunto de
pares (onde cada “linha” corresponde ao resultado da aplicagdo de ¢

a um “casal” de %;):
(Illaqlll)a Tt (,ljaqllj)’

(;nlaq;nl)’ Tt (t'lmj’q;nj)a


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016027/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0016027/CA

Teoria de Modelos para Heuristicas Baseada em Topoi 132

— Definimos prole;; como o conjunto de todas as componentes das
tuplas t’lj, ... ,t;n]- do conjunto acima. Em outras palavras, a j-ésima
“coluna” do conjunto map(c(_, f))(X;), como representado acima,
contém exatamente as proles dos “casais” selecionados pela i-ésima
alternativa do operador s, proles estas produzidas pela j-ésima

alternativa do operador c.

A condic¢ao H;j C I U prole,; significa, entao, que o operador ¢ de inser¢ao
se limita a substituir individuos da populacao original por individuos
gerados pelos operadores de selecao e de reproducao, levando em conta o
carater estocastico dos operadores.

6.4

Conclusdes do Capitulo

6.4.1 Resumo. Este capitulo apresentou alguns exemplos de especificacoes de
heuristicas e meta-heuristicas (incluindo estratégias de busca estocasticas); além
disso, mostrou que nosso modelo traduz adequadamente um resultado ja estabelecido

sobre heuristicas gulosas e matroides.

6.4.2 O que significa implementar uma heuristica? O exemplo de especifi-
cacao de simulated annealing (E33) é bem instrutivo a respeito dos possiveis pa-
rametros de uma heuristica. Ali, a férmula inclui uma variavel sched quantificada
existencialmente. Informalmente falando, uma estratégia de busca pode ser consi-
derada como simulated annealing se existir uma fungao que retorna a temperatura
para cada iteragdo e que rege o comportamento da busca (i.e., as cordas visitadas e

as probabilidades). Nada mais é dito sobre sched.

Neste contexto, implementar simulated annealing significa “instanciar” esta
variavel sched. Para usar a terminologia mais exata, implementar uma heuristica, em
termos gerais, é skolemizar a formula que a especifica, definindo valores especificos

para os parametros da busca.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016027/CA




