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5

Estratégias de Busca em Teoria Local dos Conjuntos

Neste capitulo, definimos a nogao de estratégia de busca e identificamos, no
topos ECF, construgoes que podem ser usadas para representar tais estratégias.
Expressamos estas contrugoes na logica interna de ECF usando teoria local dos

conjuntos (|13]).

5.1

Busca

5.1.1 Heuristica = construcdo de florestas + busca. Tendo definido espagos
de busca, devemos agora voltar nossa atencao para outros aspectos de heuristicas.
Em especial, desejamos percorrer, segundo alguma estratégia bem definida, as

florestas associadas aos problemas.

5.1.2 Busca sequencial em uma floresta. Fazer uma busca sequencial em uma

floresta consiste, basicamente, no seguinte algoritmo:

1. Visitar um ndé do nivel 0 da floresta

(i.e., a raiz de alguma arvore da floresta);
2. Repetir até alguma condigdo de fim:

2a. Visitar um ndé j& visitado

ou o sucessor de um ndé ja visitado.

Este algoritmo simples serda usado como base de nossas defini¢oes relativas a

estratégias de busca. Note que é a escolha do proximo né a visitar, no passo 2a,
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que varia entre estratégias diferentes. Esta escolha pode se dar baseada apenas na
posi¢do dos nos ja visitados e seus sucessores (como em busca em profundidade e
outros métodos de busca por forga bruta), baseada na qualidade dos noés ja visitados
e de seus sucessores (como em uma heuristica gulosa e outros métodos de busca

heuristica), ou em uma combinagio destes e de outros fatores.

5.1.3 Busca como uma sequéncia de sub-arvores. Dada uma floresta T
qualquer, podemos representar o comportamento de uma estratégia de busca através
de uma sequéncia de sub-arvores de T satisfazendo certas condigoes. A cada iteracao,
os noés visitados até entao formam uma sub- arvore de T', que vai sendo expandida

ao longo da busca.

O seguinte diagrama na categoria Floresta representa este processo:

T 2 3 4
faz f2,3) ERY fas

Todos os morfismos mostrados sdo imersoes de florestas (i.e., monomorfismos).
Para que o diagrama defina uma estratégia de busca sequencial na floresta 7', as

seguintes condigoes devem ser satisfeitas:

O diagrama comuta; i.e., fi = fa o f12), fa = f30 f2,3), etc.

— O dominio 7} de f; é uma floresta que consiste de um tnico né; em outras

palavras, f; escolhe o no6 inicial da busca;

Os dominios T; de todos os morfismos f; sdo arvores, o que significa que noés

sao visitados apenas através de arestas existentes;

— Cada arvore 7, possui no maximo um né a mais do que a arvore 7;; este no6

a mais, caso exista, € o novo noé visitado no estagio ¢ + 1 da busca.
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5.1.4 Exemplo. Dada a floresta abaixo (composta de uma tnica arvore),

/H\
9 8
/N AN
7 6 10

uma estratégia de busca sequencial em profundidade produziria a seguinte sequéncia

de sub-arvores:

11 11 11

/ /

9 9

/

7
11

11 11
9 / 9 / \ 8 9 / \ 8
SN N VAN AN
7 6 7 6 7 6 10
J4 uma busca best-first poderia produzir a seguinte sequéncia de sub-arvores,

supondo que o namero de cada n6 denota sua qualidade (valores menores represen-

tando maior qualidade):

11 11
N
8
11 11
SN N
9 8 9 8
\6

5.1.5 Visitando o mesmo né diversas vezes. O passo 2a do algoritmo de busca
sequencial em permite que um né visitado anteriormente seja visitado outras
vezes durante a busca. Para acomodar esta possibilidade, é conveniente representar
o comportamento de uma estratégia de busca em uma floresta 7" por uma sequéncia

de pares
{(Tla ’Ul), (TQ, ’Ug), caey (77“ Ui): - }
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onde cada T; é uma sub-arvore de T conforme descrito em LT3 e cada v; € um no
de T; tal que, para i > 1, se T; # T; 1, entdo v; é o tinico nd presente em 7; que nao
estd presente em T;_;. Se T; = T;_1, entao v; € um no6 que esta sendo visitado outra

Vvez.

5.2

Mailtiplas Florestas

5.2.1 Busca em uma floresta x busca em um funtor. Os exemplos acima
discutem estratégias de busca em uma floresta fixa 7. No nosso topos, porém, um
objeto nao é uma floresta, e sim um funtor G que mapeia problemas em florestas.
Isto torna a definicao de busca um pouco mais complexa: uma estratégia de busca,
aqui, deve determinar uma maneira de percorrer todas as florestas na imagem de GG

“simultaneamente”, de forma “natural”.

A idéia é manter a intuicdo de que uma estratégia de busca define uma
sequéncia de sub-arvores de uma floresta, mas agora deveremos ter uma sequéncia
de sub-arvores da floresta GP para cada problema P. No caso de uma reducao
P (T—Ug P', a sequéncia de sub-arvores de GP' deve estar relacionada & sequéncia de

sub-arvores de GP através do homomorfismo G(7, ), como mostra o diagrama

GP
P
H,P H,P
(7,0) TG(T,O’)
GP’
j8 / \
H, P Hy,P'
Prob, Floresta

Nos préximos paragrafos, trabalharemos as defini¢oes para por em pratica esta
idéia. Mais adiante, expressaremos estas defini¢coes na linguagem de teoria local dos

conjuntos.
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5.2.2 Funtores colapsantes. Para manter a “naturalidade” do esquema descrito

acima, gostarfamos que, dada uma reducao P (T—U; P', a escolha de um n6 em GP
correspondesse, sempre que possivel, a escolha de um n6é em GP'. Isto, no entanto,
depende do homomorfismo G(7,0). Quando este homomorfismo nao for injetivo
sobre os nos, a escolha de um n6é de GP pode corresponder a escolha de dois ou mais

nos (talvez mesmo em arvores diferentes) de GP'. Na figura abaixo, por exemplo,

AH

P BCI

N

D E

TG‘ (1,0)

P /N |

Prob, Floresta

a escolha do n6 BCI em GP corresponderia a escolha dos nos B, C e I em GP'.
Mais adiante, veremos que uma estratégia de busca deve escolher, a cada passo, no
maximo um no da floresta associada a cada problema; por isso, a situacao retratada

na figura acima é indesejavel.

5.2.3 Definicao: funtor colapsante. Um funtor G como o mostrado acima, que
mapeie alguma reducdo (7,0) em um homomorfismo G(7,0) nao-injetivo sobre os
nos, serd chamado de funtor colapsante (por causa do fato de que dois ou mais nos

de GP' sao colapsados em um tnico né de GP).

No restante desta secdo, restringir-nos-emos apenas a funtores G nao-
colapsantes. Mais tarde, mostraremos como caracterizar esta classe de funtores em

teoria local de conjuntos.
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5.2.4 Cordas. Em BT2 vimos que uma estratégia de busca em uma floresta
visita um né a cada iteracao. Aqui, porém, em vez de uma floresta fixa, temos um
objeto G de ECF, que associa uma floresta GP a cada problema P. Definimos,
entao, a nogao de corda de G, analoga a no¢ao de n6 de uma floresta. Uma corda de
G é um conjunto especial de n6s contendo no maximo um né6 de cada floresta GP e

satisfazendo certas condigoes:

5.2.5 Definicdo: corda. Seja G um funtor ndo-colapsante, objeto de ECF; seja
G(Proby) o conjunto de todas as florestas que G associa aos problemas em Proby;
seja N a uniao dos conjuntos de nos de todas estas florestas. Uma corda H de G é
uma fungao parcial

H : G(Proby) - N

satisfazendo as seguintes condigoes:

— H é definida para pelo menos um problema;
— Para todo problema P, se H(P) for definida, entdo H(P) é um n6 de GP;
— Para toda redugao P ©% prem Probg e para todo n6 v’ de GP':

(H(P) é definida e G(1,0)(v") é igual a, ou ancestral de, H(P))

0

(H(P') & definida e v’ é igual a, ou ancestral de, H(P"))

5.2.6 Exemplos de cordas. Mais uma vez, para facilitar a exposi¢ao, usaremos

a seguinte categoria finita (a mesma do exemplo de 3)) como Proby.

N,
NS

Suponha que G seja um funtor nao-colapsante de Prob, para Floresta que
associa as seguintes florestas GP;, GP,, GP3y, GP, e GP;s aos problemas acima.
(Usamos a mesma notagdo do exemplo para representar as florestas e os

homomorfismos definidos por G.)
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A A

/\

D FE

G\\ /:]>
tq/Q

As seguintes funcoes parciais sdo cordas de G:

J4& as funcoes parciais abaixo nao satisfazem a definicao de corda:

P, P, Py P, Ps
HI A A A A A
H,C ¢ C C C
H;\B B B A A
H\WJ J - J J
Hy\K K - J J

P, P, P, P, Ps
Ho |C A4 — C A
H,|D D - D -
Hy |K J — — J
Hy |A B A A A
Ho|l- B A4 A A

Hg nao é corda porque

— Naredugdo P — P,, temos que H(P;) = C e H(P,) é definida como A, mas
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ono6 C de GP; (de quem H(P;) é imagem) ndo é igual a, nem ancestral de, A;

— Na reducdo P, — P3, temos que H(P;) = A, que é imagem do n6 A de GPs,
mas H(P;) ndo é definida;

— Naredugdo P, — Ps, temos que H(P;) = C e H(Ps) é definida como A, mas

ono6 C de GP5 (de quem H(P;) é imagem) ndo é igual a, nem ancestral de, A.
H; nao é corda porque

— Na redugao P, — P, temos que H(P;) = D; o n6 C de GP; é ancestral de
D & imagem do n6 C de GPs;, mas H(P3) nao é definida;

— Naredugao P, — Ps, temos que H(P;) = D; que é imagem do n6 D de GPs,
mas H (Ps) nao é definida.

Hg nao é corda porque

— Naredugdo P, — P, temos que H(P;) = K e H(P,) é definida como J, mas
o n6 K de GP, (de quem H(P;) é imagem) ndo é igual a, nem ancestral de,
J.

Hg nao é corda porque

— Na reducao P, — P5, temos que H(P,) é definida como B, mas sua imagem
em G P; nao é ancestral de, nem igual a, H(P;), que é A.

Hyy nao é corda porque

— Nareducdo P, — P,, temos que H(P;) é definida como B, mas H(P;) ndo é
definida.

Informalmente falando, os exemplos acima mostram que uma corda é um
estdgio em uma busca simultinea que caminha de forma “sincrona” em todas as

florestas sempre que isto for possivel.
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5.3

Teoria Local dos Conjuntos

5.3.1 Apresentacao. Esta secao explica como todo topos pode ser visto como
um modelo de alguma teoria local de conjuntos e apresenta a linguagem usada no

restante deste capitulo.

5.3.2 Tipos em vez de conjuntos. Em uma teoria local de conjuntos, o conceito
de conjunto é substituido pelo de tipo. De fato, trata-se de uma linguagem tipada,
onde cada entidade (inclusive conjuntos) habita um tipo especifico. Dai também
advém a idéia de localidade, pois as operacoes s6 estao definidas para entidades do
mesmo tipo. Fora isso, a linguagem em muito se assemelha a linguagem de teoria de

conjuntos, com os simbolos primitivos =, €, { | }.

5.3.3 Linguagem. A linguagem £ de uma teoria local de conjuntos consiste nas

seguintes classes:

— Os stmbolos de L sao o simbolo do tipo unidade 1, o simbolo do tipo de valores-
verdade €2, uma colecao de simbolos bdsicos A,B,C,..., e uma colecao de

stmbolos de funcao f, g, h, ..

— Os tipos de L sdo definidos como o menor conjunto 7 que contém 1, €2, todos

os simbolos bésicos A, B, C, ... e que é fechado para as seguintes operagoes:

— Para A € T, o tipo poténcia PA também estd em T
— Para Ay,..., A, € T, o tipo produto Ay X --- X A, também estd em T
(para n = 0, o tipo produto é 1).

— Cada simbolo de funcao f esta associado a uma assinatura A — B, onde A e
B sao tipos. Isto é denotado por f : A — B;
— Para cada tipo A existe um conjunto enumerével de varidveis Va;

— Para cada tipo A, existe um conjunto Tx de termos de tipo A, definido como

- *ETl;
— Va C Th;
— Paraf: A — B e 1 €Ty, temos que f(7) € Tg;
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— Para 7; € Ta, (i = 1,...,n), temos que (7q,...,7,) € Ta,x..xA,- Para
n = 0, este termo é x;

— Para 7 € Ta, x..xA,, temos que 7;(7) € Ta, (com i =1,...,n);

— Para ¢ € Tq e x € Vi, temos que {z | ¢} € Tpa;

— Para termos ¢ e 7 do mesmo tipo A, temos que ¢ = 7 é um termo em
Ta;

— Para termos o e 7 de tipos A e PA, respectivamente, temos que o € 7 é

um termo em Tg.

Os termos de tipo £ sdo chamados de férmulas.

5.3.4 QOperacoes légicas. Os conectivos e quantificadores usuais sdo definidos

como abreviaturas. No que se segue, ¢, 9 € Tq, e w € Vq:

peY = =19

T = * =%

prny = (p)=(T,T)

p=>1% = (pAY)eo

Vi = Az|et={z|T}

€ = Ww:w

—p = =1

oV = WYWw:llp=2>wAY=w)= W
dzr o = VYw:[Vr:(p=w)=uw]

[13, pp. Tlseg| apresenta um calculo de sequentes para esta logica (com
as nogoes usuais de variaveis livres e ligadas, substituigio de variaveis, etc.) e
mostra que os conectivos e quantificadores definidos acima comportam-se como seus

anédlogos na logica intuicionista.

5.3.5 Conjuntos. Em uma linguagem local £, um conjunto é definido como um
termo 7 de tipo poténcia PA para algum tipo A, tal que 7 nao possui variaveis

livresEl. Usamos as abreviaturas usuais (com os tipos sub-entendidos pelo contexto)

Ve A:p = Vr:(zeA=yp)
dreA:p = dx:(x€ANy)
{reAle} = {z|rzeANny}
Az e A:p = dzedA:jpAVyeA:(p(z/y) =z =y)

!Note que, no termo {z | ¢}, a varidvel z encontra-se ligada, e nao livre.
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onde

¢(z/y) denota, como de costume, a féormula ¢ com todas as ocorréncias livres

da variavel x substituidas por y.

Podemos, entao, definir operagoes de teoria dos conjuntos na légica como, por

exemplo (com X e Y conjuntos):

X CY representa a formula Ve € X : x € Y;
X NY representa o conjunto {z | x € X Az € Y}, do mesmo tipo que X e Y
X UY representa o conjunto {z | x € X Vz € Y}, do mesmo tipo que X e Y

A representa o conjunto {z | T}, do tipo A, com z uma variavel do tipo
A. Em outras palavras, para todo simbolo de tipo A, existe um conjunto A
correspondente. Ao considerarmos a interpretacdo da linguagem em um topos,
vemos que isto significa que, para cada objeto A do topos, existe um conjunto

A, de tipo PA, na linguagem interna do topos;

&, ou simplesmente &, representa o conjunto {z | L}, de tipo PA, com x

uma variavel do tipo A;

PX representa o conjunto {z | x C X}, de tipo PPX, com z uma variavel do
tipo PX;

{7 | ¢} representa o conjunto {z | Jz1 : ---: 3z, : (x =7 A ¢)}, com z uma

varidvel do mesmo tipo que o termo T;

X X Y representa o conjunto {(z,y) | + € X Ay € Y}, de tipo P(X xY).
Note que X e Y podem ser de tipos diferentes;

X +Y representa o conjunto {({z},9) |z € X}U{(2,{y}) | y € Y}, de tipo
P(PX x PY). Note que X e Y podem ser de tipos diferentes;

Y representa o conjunto {2z | z C X x VY AVz € X : Ay € Y : (z,y) € 2},
de tipo PP(X x Y). |13, pp. 85seg| mostra que a cada simbolo de funcado
f : A — B da linguagem, corresponde o conjunto {(a,f(a)) | a € A}, de
tipo BA. Este fato, quando interpretado em um topos, significa que a cada
morfismo A -5 B esta associado um conjunto f de tipo BA. Em outras
palavras, podemos representar morfismos do mesmo modo que funcoes em

teoria de conjuntos classica: como conjuntos de pares;

[1;c; Xi representa o conjunto {(i,z) | i € I Az € X;} de tipo P(B x A), com
I de tipo B e com X; um termo de tipo PA contendo ou nao ocorréncias livres

da variavel 1.
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5.3.6 Interpretacdo. |[I3, pp. 91seg| explica em detalhes como uma linguagem
local pode ser interpretada em um topos arbitrario. Basicamente, uma interpretacao

I da linguagem £ em um topos E consiste em

— Uma atribuicao, a cada tipo A, de um objeto A de E de maneira que

Todo tipo A; x --- x A, é associado ao objeto A; X --- X Ay;
— Todo tipo PA é associado ao objeto PA;
O tipo 1 é associado ao objeto inicial 1;

O tipo € é associado ao objeto de valores-verdade (2.

— Uma atribui¢ao, a cada simbolo de fungao f : A — B, de um morfismo
AL B

I3, p. 92| mostra como estender uma interpretacdo a todos os termos da
linguagem L. Basicamente, dados um termo 7 de tipo B e uma lista de variaveis
Z = (x1,...,2,) que contenha todas as variaveis livres de 7 (e possivelmente outras

variaveis), a interpretacdo de 7 com as varidveis Z é um morfismo
[7]z
A x---x A, —B

onde Aq,..., A, sao os tipos das variaveis em 7. Em especial, se 7 for um termo
fechado (sem variaveis livres) do tipo B, a interpretagdo de 7 com ¥ = @ é um
morfismo

1 2 g

ou seja, um elemento global de B.

No caso particular de uma férmula ¢, a interpretacdo de ¢ com a lista de
variaveis £ € um morfismo
A xx Ay H5

onde Ay,..., A, sao os tipos das variaveis em &, e {1 é o objeto de valores-verdade
do topos.

Se ¢ é uma sentenga (uma féormula sem varidveis livres), a interpretacdo de ¢
com ¥ = & é um morfismo

1950

isto é, um valor-verdade de €.
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5.3.7 Sequentes. Um sequente em uma linguagem local £ é um par (T, ¢), onde
[' é um conjunto finito de féormulas e ¢ é uma férmula. Um sequente é escrito na
forma

[':p

Definimos a interpretacdo de I' = {#1,...,%,,} ndo-vazio com a lista de

varidveis ¥ como

[Tz = [ A - Am]z

Para I' = @, definimos
[Mlz=[T]z

Seja ¥ = (z1,...,%,) uma lista contendo todas as variaveis livres em I' U {}.
Entéo, tanto [I']z quanto [¢]z sdo morfismos do objeto A; X --- x A, para €, onde

A, ..., A, s3o os tipos das variaveis em .

Pelo funcionamento do classificador de sub-objetos, estes dois morfismos
podem ser vistos como os morfismos caracteristicos de dois sub-objetos de A; x
--- X Ap. Chamemos estes dois sub-objetos de St e de S, respectivamente. Dizemos,

entdo, que um sequente [' : ¢ é vilido na interpretacao I, escrito

F}:IQO

se e somente se ocorrer que
SrC S,

onde “C” é a relagao de continéncia entre sub-objetos de A; x --- x A,,.

5.3.8 A légica interna de um topos. Agora podemos definir com precisao o
que é a logica interna Th(E) de um topos E. A linguagem L(E) desta logica consiste

de um simbolo A para cada objeto Ag de E que nao 1 ou €2, de tal maneira que

Ar = A para A bésico
(A X B)E = AE X BE

e de um simbolo de fungdo (f, A, B) para cada morfismo A . BemE.

A interpretagao natural da linguagem L(E) no topos E é a que associa o simbolo
béasico A ao objeto A e o simbolo de fungao (f, A, B) ao morfismo A 4 B,
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A ldgica interna Th(E) de E, também chamada de a teoria de E, é a teoria, na
linguagem L(E), cujos axiomas sdo todos os sequentes I' : ¢ validos na interpretacao

natural.

5.3.9 Notacdo. Antes de examinar exemplos, algumas observacoes sobre a
notagdo utilizada no restante do trabalho. Dada a linguagem local L(E) de um

topos E, temos que:

— Os simbolos (basicos, de fun¢ao, etc.) sdo escritos em negrito (e.g., A, f, A x B,
PA);

— Os termos que nao forem representados por simbolos nao-alfabéticos (como *,
T) sdo escritos em italico (e.g. z, (x,¥));

— Os tipos s@o escritos em negrito (e.g. A), mas como a cada tipo A corresponde
um termo A de tipo PA, muitas vezes representaremos o tipo pelo termo

correspondente, escrevendo seu nome em italico;

— O mesmo ocorre com simbolos de funcao: como cada simbolo de funcao
(f, A,B) corresponde a um termo f de tipo B#, escrevemos simplesmente
e

— Predicados definidos na linguagem sao grafados em negrito;

— Na proxima se¢ao, onde o topos de interesse €é ECF, termos como ( H, k ) sdo
usados como variaveis. Isto pode ser entendido como uma abreviatura através

da qual, por exemplo, a formula
V(H,k):¢

representa
Ve :VH :Vk:[(m(z) = H A m(z) = k) = ¢

com os tipos sub-entendidos no contexto.

5.3.10 Exemplos.

— Dados dois objetos A e B, o predicado que afirma que um morfismo A B

é um monomorfismo é

isMonic(f, A, B) &
Vee A:Vye A: (f(z)=fly) =>z=1y)
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— Dados dois objetos A e B, o predicado que afirma que um morfismo A N>

é um epimorfismo é

isEpic(f, A, B) &
Vye B:3xz € A: f(z) =y

— Em um topos, todo morfismo A B pode ser decomposto, de forma tinica,
em um monomorfismo g e um epimorfismo A tais que go h = f. O dominio de

g (e codominio de h) é o sub-objeto de B dado pelo termo

{ye B|3x € A: f(z) =y}

Chamamos este termo de image(f).

m
s X ,
—~ Dado um monomorfismo A — B, o morfismo caracteristico B == ) é

representado pelo seguinte termo, de tipo 2B (um subtipo de PP(B x €)):

{(b)w) e PBx Q) |w=(Fz € A:b=m(x))}

Chamaremos este termo de x,,, ou de x4, conforme a énfase seja no morfismo

m ou no dominio A de m.

5.4

Predicados e Termos Uteis

5.4.1 Apresentacdo. Nesta secao, definiremos predicados e termos na linguagem
interna de ECF que serdo utilizados na especificacio de estratégias de busca.
Basicamente, traduziremos a noc¢ao de corda, definida em B2 para a linguagem
interna de ECF. Em seguida, definiremos predicados e termos relativos a raizes,
arvores, folhas etc. Para iniciar, porém, algumas observacoes sobre os rétulos dos

nos das florestas.

5.4.2 Separando forma e rotulamento. Conforme discutido em Bl um objeto
G do topos ECF nao possui informacao sobre o rotulamento das florestas associadas
aos problemas. Esta informagdo adicional é dada por um morfismo (em ECF)

G2 L, onde L é o objeto definido em B.Z4l Assim, os predicados e termos que
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definiremos a seguir envolverao termos G e A\, onde G é responsavel pela forma das
florestas, e A é responsével pelo rotulamento das florestas. Um beneficio adicional
desta abordagem é a facilidade de definir predicados e termos que dizem respeito
apenas a forma, ou apenas ao rotulamento, das florestas associadas aos problemas.

No primeiro caso, apenas G ¢ utilizado; no segundo, apenas .

5.4.3 Morfismos que preservam o rotulamento. Em BZ6 vimos que um
morfismo { G, ) — ( G', X' ) em ECFR é uma transformacio natural o : G — G’
tal que « preserva o rotulamento das florestas escolhidas por G; i.e., N oa = \. O
seguinte predicado serve para verificar se um morfismo G = G’ em ECF possui

esta propriedade:

isLabelPreserving(a, G, \,G', \) &
Ve e G: Az) = N(a(z))

com « do tipo GG, \ do tipo LE e ) do tipo LY.

5.4.4 Sub-objetos em ECFR. Dados dois objetos de ECFR ( H,k )e { G, \),
com H % G um sub-objeto em ECF, temos que ( H, x ) sera sub-objeto de { G, A )

em ECFR se e somente se h preservar o rotulamento dado por k. Isto é expresso

pelo seguinte predicado:

isSubObject(H, x, G, \) &
dh e GH : (
isMonic(h) A isLabelPreserving(h, H, k,G, \)

com k do tipo L¥, X do tipo L¢, e isMonic o predicado que afirma que um morfismo

¢ um monomorfismo.

5.4.5 Nos de uma floresta = caminhos finitos e ndo-vazios. Cada n6 de uma
floresta determina e é determinado por um caminho finito e nao-vazio iniciando-se

em alguma raiz da floresta. Isto nos leva a seguinte proposi¢ao:
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5.4.6 Proposicdo: toda corda H de um objeto G de ECF é sub-objeto de
G. Mais especificamente, o sub-objeto H é um funtor que associa a cada problema
P uma drvore linear e finita H P, de tal forma que, para algum P, a arvore HP é

nao-vazia.

5.4.7 Caracterizando sub-objetos que sdo cordas. Nem todos os sub-objetos
H de um objeto G de ECF correspondem a cordas, porém. Além da exigéncia de
que HP seja uma arvore, linear e finita para cada problema P, devemos exigir que
H satisfagca a nocdo de “sincronicidade” informalmente apresentada em B2 Por
exemplo, as fungoes parciais Hg e H7 de definem sub-objetos de GG, mas nao

satisfazem a definicao de corda.

. . h -~ .
Para caracterizar os sub-objetos H — (G que sao cordas, imporemos uma
.~ s XH
condicdo sobre o morfismo caracteristico G = ). Lembre-se, de BE2Z3, que

estaremos considerando apenas funtores nao-colapsantes:

5.4.8 Proposicdo: seja G um funtor nao-colapsante, objeto de ECF; seja H um
sub-objeto de GG tal que, para todo problema P, ocorre que H P é uma arvore linear
finita e tal que, para algum problema P, ocorre que H P é nao-vazia; entdo, H 2, G
& uma corda se e somente se, para todo problema P, ocorrer que GP X5 Q(P) é um
homomorfismo de florestas cuja imagem em Q(P) inclui apenas nds representados

(usando a notacao de EZZ9) por tuplas da forma

ou

com todas as componentes iguais.

5.4.9 Um predicado para caracterizar cordas. Representemosg por €. o sub-
objeto de 2 tal que, para todo problema P, ocorre que .(P) é a subfloresta de Q(P)
que consiste dos n6s representados por tuplas com todas as componentes iguais. Em

vista do discutido acima, podemos definir o predicado isString na linguagem interna

2Como estamos trabalhando na teoria Th(ECF), que inclui um simbolo para cada objeto de
ECF, néo nos preocuparemos em definir (¢ sintaticamente (assim como L também nio foi definido
sintaticamente).
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de ECF para expressar o fato de que um sub-objeto ( H, x ) de { G, \ ) € uma corda:

isString(H, k,G, \)
isSubObject(H, x, G, ) A
H+ o6 A
isMonic(1y) A
—isEpic(ly) A
image(xu) C Qe

com « do tipo L¥, X do tipo L.

As seguintes observagoes se aplicam:

— QD¢ representa o objeto inicial, visto como um objeto do tipo G;
— 1y representa o tinico morfismo de H para o objeto terminal 1;

— isMonic e isEpic sao predicados que significam que um morfismo é um

monomorfismo e um epimorfismo, respectivamente.
— image(xy) representa a imagem em {2 do morfismo caracteristico de H;

— Na conjuncao acima, a primeira férmula garante que temos um sub-objeto de

(G, \);

— A segunda féormula diz que H ndo é o sub-objeto inicial (i.e., para algum P, a

floresta HP é nao-vazia);

— O fato de 15 ser um monomorfismo equivale a H P ser uma arvore linear para

todo problema P;

— O fato de 1y nao ser um epimorfismo significa que HP é uma arvore finita
para todo problema P.

5.4.10 O objeto de cordas de ( G, )\ ). O seguinte termo denota o objeto de
cordas de um objeto ( G, A ) de ECFR:

{(H,Ii) € H LH isString(H,/f,G,/\)}

HePG

onde
I] 2" = {(H,x) | He PG A ke L™}

HePG

Usaremos a abreviatura strings(G, \) para este termo, com )\ do tipo L.
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5.4.11 Ordem entre cordas. A ordem parcial “C” entre sub-objetos de um
objeto ( G, A ) de ECFR é herdada pelas cordas de ( G, A ). Assim, quando ( H, k)

e ( H' k') forem cordas de ( G, \ ), a formula

isSubObject(H, k, H', k')

é abreviada por

(H,k) C (H'K")

com & do tipo L, e & do tipo L.

5.4.12 Funtores ndo-colapsantes. Agora temos condicoes de verificar quando
um objeto G de ECF é um funtor ndo-colapsante (B.2.3).

Considere a colecao de todos os sub-objetos finitos e lineares de G. Entao, G
é nao-colapsante se e somente se todos os elementos maximais desta cole¢ao (em
relagdo a “C”) forem cordas (i.e., se estes elementos satisfizerem a proposi¢ao LLAH]).

Isto é expresso pelo predicado:

isNonCollapsing(G) <
VH € PG : (

(H # 0g A isMonic(ly) A —isEpic(lg) A
—-dH' € PG : (
H' # 0g A isMonic(1%) A —isEpic(1y;) A H C H'
)

) =

image(xn) € Qe

5.4.13 Proposicdo: G é nao-colapsante se e somente se
isNonCollapsing(G)

é uma formula valida em ECF.

5.4.14 Raizes. Umaraiz de um objeto ( G, A ) de ECFR é um elemento minimal

no conjunto parcialmente ordenado de cordas de { G, \ ), com a ordem “C” definida
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acimas:

isRoot(H, k,G, \) &
(H,k) € strings(G,\) A
-3 H', k") € strings(G,\): (H',k') C (H,k)

com k do tipo L¥, X do tipo L€, e onde, como de costume, { H', k') C ( H, k) é
abreviatura de
(H',k'Y C (H,k) N (H k") # (H,K)

5.4.15 Folhas. Uma folha de um objeto ( G,A ) de ECFR é um elemento
maximal no conjunto parcialmente ordenado de cordas de { G, \ ), com a ordem
“g”:

isLeaf (H, k,G, \)
(H,k) € strings(G,\) A
-3I( H',k") € strings(G,\): (H,k) C (H' k")

com & do tipo LY, X do tipo LE.

5.4.16 Arvores. Um objeto ( G, ) de ECFR ¢é uma arvore nio-vazia quando

possui exatamente uma corda raiz:

isTree(G, \)
A H,k) € strings(G, ) : isRoot(H, k)

com A do tipo LE.

5.4.17 O objeto de arvores de ( G,\ ). O seguinte termo denota o objeto de
arvores nao-vazias de um objeto { G, ) de ECFR:

{(H,m) e JT

HePG

isTree(H, k) }

onde
I[ " = {(H,x) | HEPG A ke L™}

HePG

Usaremos a abreviatura trees(G, \) para este termo, com A do tipo LG.
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5.4.18 Extensdes. O fato de um objeto ( G, ) de ECFR ser uma extensdo
de um objeto ( G',\' ) é representado por ( G',\' ) C ( G,\ ). Mais adiante,
sera conveniente dispor de um predicado para dizer que { G, \ ) é uma extensdo de

(G', N') que possui exatamente uma corda a mais que ( G', X" ):

extendsByOne (G, A\, G, \) &
(G N) C (G,A) A
A H,k) € strings(G,\): ( Hyk) & strings(G', \')

com A do tipo LG, X do tipo LE'.

5.4.19 Identificando a corda acrescentada. Se um objeto ( G, )\ ) estende um
objeto ( G', X' ) por exatamente uma corda, o seguinte predicado diz que a corda

acrescentada é ( H,k ):

wasAdded(H, k,G,\,G", \) &
extendsByOne(G, )\, G', \') A
(H,k) € strings(G,\) N ( H,k) ¢& strings(G', \')

com & do tipo LH, ) do tipo LG, X’ do tipo LE".

5.4.20 Sucessoras de uma corda. O predicado extendsByOne, quando apli-
cado a duas cordas ( H,k ) e ( H',k' ) de um objeto ( G, \ ), significa que { H, k)

¢ uma sucessora (filha) de ( H', &' ):

isChild(H, &, H', ', G, \) <
(H, k) € strings(G,\) A
(H' k') € strings(G,\) A
extendsByOne(H, k, H', k')

com & do tipo LY, £’ do tipo L®', X\ do tipo LG.

5.4.21 O objeto de sucessoras de { H,x ). O seguinte termo denota o objeto
de sucessoras de uma corda ( H, x ) de um objeto ( G, A ) de ECFR:

{(H' k") € strings(G, ) | isChild(H', ', H, k, G, \)}
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Usaremos a abreviatura children(H, k, G, \) para este termo.

5.4.22 Descendentes de uma corda. Uma corda ( H, k ) é descendente de uma
corda ( H', k' ) em um objeto { G, ) se ( H',k' ) for um sub- objeto proprio de
(H, K ):

isDescendant(H, k, H' k',G,\)
(H,k) € strings(G,A) A
(H' k") € strings(G, ) A
(H',k') C (H,k)

com & do tipo LY, «’ do tipo L®', X\ do tipo LG.

5.4.23 Antecessoras de uma corda. O predicado que diz que uma corda

( H,k ) é antecessora de uma corda ( H', k' ) em um objeto { G, A ) é simétrico ao
predicado isChild:

isParent(H, k, H', k', G,\) &
(H,k) € strings(G,\) A
(H' k") € strings(G,\) A
extendsByOne(H', k', H, k)

com & do tipo L¥, «’ do tipo LH', \ do tipo LG.

5.4.24 Ancestrais de uma corda. Uma corda ( H,k ) é ancestral de uma corda
( H',k' ) em um objeto { G, A ) se ( H,k ) for um sub-objeto préprio de { H', k" :

isAncestor(H,x, H',k',G,\) &
(H,k) € strings(G,A) A
(H',Kk") € strings(G, ) A
(H,k) C (H'K")

com & do tipo L¥, k' do tipo L™, X do tipo LS.

5.4.25 Cordas exploradas. Mais adiante, precisaremos de um predicado que diz
se uma corda { H,x ) de um objeto ( G, X ) ja foi explorada; i.e., se todas as cordas

sucessoras de ( H,x ) ja foram visitadas. O predicado recebe a sub-arvore ( 7,0 ),
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que consiste das cordas de { G, A ) que ja foram visitadas:

isExplored(H, x,G,\,T,0) <
V(H' k') € strings(( G,\)) : (

isChild(H', k', H,k,G,\) = (H' k') € strings((T,0))

com « do tipo L¥, X do tipo L¢, 6 do tipo LT.

5.4.26 Um termo para a cardinalidade de um objeto finito.

100

Dado um objeto

A de ECF, definimos um termo para representar o menor natural n tal que existe um

epimorfismo do sub-objeto {x € N | x < n} para A. Chamaremos este natural n de

“cardinalidade” de A, embora isto s6 faca sentido quando A possuir uma quantidade

finita de elementos globais e for extensional (no sentido de [9, p. 169]). Para nossos

propositos no capitulo B, porém, esta definicao sera adequada. Assim,

card(A) =
im € N : (

((=3f € AN :isEpic(f, N, A)) A n=0)

\%

(
3f € AleeNlz<n} . isEpic(f, {x € N | z < n}, A)
N
Vm e N : (

m<n=

—3g € AlzeNlz<m} . jsEpic(g, {r € N | z < m}, A)

onde tn € N significa “o Ginico n € N”.

5.4.27 Um termo para o somatério. Vimos, no capitulo B, que o topos ECF

possui um objeto de nimeros naturais, o que permite a definicao de termos por

recursao simples ou por recursao primitiva sobre os naturais. Dado um objeto finito

A, com cardinalidade card(A), e um morfismo A SN B, onde B é o objeto dos
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naturais N ou o objeto dos racionais (), queremos definir um termo para a soma

> fla)

a€A

Usamos recursdo primitiva, entdo, para definir o termo sum(A, f,n), do tipo

N ou do tipo Q, conforme o codominio do morfismo f, do seguinte modo:

sum(A, f,0) =0
sum(A, f,sn) = min{sum(A —{a}, f,n) + f(a) | a € A}

No capitulo Bl usaremos a nota¢ao usual

> fla)

ac€A

para denotar o termo

sum(A, f, card(A))

5.4.28 Termos que representam problemas. Existem, em ECF, objetos que
podem ser usados para representar os dominios de instancias D e de respostas R,
bem como as relacoes p, dos problemas em Prob,. Estes objetos serao titeis, mais

adiante, na definicao de heuristicas.

— Para representar os dominios de instancias, o funtor
Gp : Proby — Floresta

associa cada problema P = { D, R, p ) a uma floresta cujo conjunto de nés em
cada nivel i é exatamente o conjunto (D) de todos os subconjuntos de D, e
cada nd tem como tnico filho a cépia de si mesmo no nivel seguinte ¢ + 1. Por

exemplo, para um problema P com D = {a, b}, a floresta Gp P seria

T {T} {1‘)} {a,‘ b}
T {C‘L} {?‘)} {a,‘ b}
f‘z {6‘1} {1‘)} {a,‘ b}
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Quanto aos morfismos, Gp mapeia uma reducao P (T—UZ P’ no homomorfismo
GpP' — GpP que leva cada n6 A’ de GpP' no n6 77(A’) do mesmo nivel de

GpP, com A" um subconjunto de D', e
71 AY={deD|7(d) e A}

Para representar os dominios de respostas, o funtor
Ggr : Proby — Floresta

associa cada problema P = ( D, R, p ) a uma floresta cujo conjunto de nés em
cada nivel 7 é exatamente o conjunto de respostas de P, e cada né tem como
tnico filho a copia de si mesmo no nivel seguinte 7 + 1. Por exemplo, para um

problema P com R = {c,d, e}, a floresta GxP seria

— O — O —0
S —a
— A — 0 —0>0

Quanto aos morfismos, Gr mapeia uma reducao P (T—U; P’ no homomorfismo
GrP' — GrP que leva cada n6 r' de GgP’ no n6 o(r') do mesmo nivel de
GRrP.

Para representar as condicoes dos problemas, o funtor
G, : Prob, — Floresta

associa cada problema P = ( D, R, p ) a uma floresta cujo conjunto de nés em

cada nivel é exatamente o conjunto
{(A4r)|A#2,Vde A: (d,r)ep}

com A C D; ou seja, o conjunto acima esta contido em p(D) x R. Cada n6 do
nivel 7 tem como tnico filho a copia de si mesmo no nivel seguinte 7 + 1. Por

exemplo, para um problema

P =({a,b}, {c,d,e}, {(a,¢),(a,d), (b,d), (b e)})
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a floresta G, P seria

({a;f, c) ({a‘r d) ({b}‘w d) ({b? e) ({a, ?‘)}, d)
({a‘}, c) ({a‘}, d) ({b}‘, d) ({b? e) ({a, 1‘)}, d)
({a‘}, c) ({a}‘n d) ({b}‘n d) ({b? e) {a, ?‘)}, d)

Quanto aos morfismos, GG, mapeia uma redugao P (T—U; P’ no homomorfismo
G,P" — G,P que leva cadano (A, 7') de G,P' nond (7 (A’),o(r")) do mesmo
nivel de G, P.

5.5

Definindo Estratégias de Busca

5.5.1 Busca em ECF. Baseados na discussao de Bl apresentamos uma, defi-
nicao de estratégia de busca no nosso topos. Em seguida, expressamos tal definicao

na logica do topos.

5.5.2 Definicido: estratégia de busca. Seja C o objeto

H strings(( T,0))

(T,0) €trees({ G,\))

de ECF, cujos elementos sao todos os pares da forma
(T,0),(H,~))

com { T,60 ) uma arvore de ( G, ), e ( H,k ) uma corda de ( T,0 ).

Entdo, dado um objeto { G, X ) de ECFR, com G ndo- colapsante, uma

estratégia de busca para ( G, A ) é um par de morfismos em ECF
( init, step )

onde
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1. O morfismo

it : 1 —=C

escolhe um elemento de C da forma (( H,x ),( H,x )), onde as duas
componentes iguais representam uma corda raiz de ( G, \ ) — a corda inicial

da busca;

2. O morfismo
step : C = C

leva um par

(T,6),(H K ))

com { H,x ) uma corda de (7,6 ), a um par
(T",6"),(H', k"))
com { H' k') uma corda de { T",0" ), tal que

(a) (T,0) € (T",0");

(b) (T",60") tem, no maximo, uma corda a mais que (7,6 ).

A definicao acima é analoga a representacao do comportamento de uma busca
sequencial em uma floresta por uma sequéncia de pares (ver [LTH) cuja primeira

componente ¢ uma arvore e cuja segunda componente ¢ um né da arvore.

5.5.3 Definindo estratégias de busca na légica interna. Usando os predicados
e termos definidos na se¢ao anterior, podemos definir um predicado, na linguagem

de ECF, que diz quando um termo da forma
( init, step )

representa uma estratégia de busca em um objeto ( G, ) de ECFR. Aqui, init é
um termo do tipo C, e step é um termo do tipo C€, onde C é o objeto representado
por

H strings(( T,6))

(T,0) €trees({ G,\))


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016027/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0016027/CA

Teoria de Modelos para Heuristicas Baseada em Topoi 105

isSearchStrategy (init, step, G, \) <
isNonCollapsing(G) A
1 (init (%)) = mo(indt(x)) A
isRoot(my (init(x)), G, \) A
V(T,0),(H,k))eC:
V{T,0),(H k) eC:
((T,0),(H,k)), (T,0"),( H',k"))) € step
=
(T,0)y = (T,0)V
(extendsByOmne(7",¢',T,0) A
wasAdded(H', &', T",6',T, 0))

Aqui, a segunda férmula da conjuncao diz que init de fato escolhe um par onde
as duas componentes sdo iguais; a terceira féormula afirma que cada componente
representa uma corda raiz; a quarta diz que step define uma sequéncia satisfazendo

as condigoes descritas na definicao b.5.2 acima.

5.5.4 O morfismo stage, Considerando o exposto sobre o objeto de

init,step )"
nimeros naturais em EE5, pode-se ver que uma estratégia de busca ( init, step ) para
um objeto { G, A ) define, por recursdo simples, um morfismo de N (o objeto de
niameros naturais) para o objeto C' definido em B52 Chamaremos este morfismo

de stage init, siep y- Entao 0 seguinte diagrama comuta:

N : N

/

1 Stage( init,step ) Stage( init,step )

M

C

C

step

O morfismo stage, pode ser visto como andlogo a uma funcao que

init,step )
fornece, para cada natural n, a sub-arvore de ( G, A ) composta pelas cordas visitadas

até o passo n da busca e a corda visitada no passo n da busca.

Quando nao houver risco de confusao, chamaremos este morfismo simplesmente

de stage. Usaremos o mesmo nome para nos referirmos ao termo stage, do tipo CN,
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que representa este morfismo na linguagem interna de ECF.

5.6

Definindo Heuristicas

5.6.1 Definicdo: heuristica. Agora estamos em condigoes de definir heuristicas

na légica do nosso topos. Uma heuristica é representada por uma quadrupla
( G, \, init, step )

satisfazendo isSearchStrategy (init, step, G, \).

5.6.2 Respostas retornadas por uma heuristica. Uma estratégia de busca cuja
execucao termine deve retornar uma resposta. De acordo com nossas definicoes, isto
ocorre quando é encontrado um ponto fixo do morfismo step; i.e., quando iteragoes
subsequentes da busca nao alteram mais a arvore de cordas visitadas até entao,
passando a revisitar a mesma corda v indefinidamente. Esta corda v corresponderé

a resposta retornada pela busca. Isto nos motiva a definir o predicado

isReturned(H, , G, )\, init, step) <
(H,k) € strings(G,\) A
dne N:
N T,0) € trees(G,A) : (
stage(n) = ((T,0 ), ( H,k )) A
stage(sn) = stage(n)

com & do tipo L¥, X do tipo LY, init do tipo C!, e step do tipo C€, para dizer que
( H,k ) é a corda retornada pela estratégia de busca ( init, step ) quando executada
sobre o objeto ( G, A ). No predicado, N é o objeto de nimeros naturais, s : N — N

é o morfismo sucessor, e stage é o morfismo induzido por ( init, step ), descrito em

baAd

5.6.3 Uma estratégia exata de construcdo de florestas de respostas. Para

podermos verificar se uma heuristica retorna respostas corretas para os problemas
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de Proby, definiremos uma estratégia “exata” de construcao de florestas de respostas

( E,e), descrita a seguir:

Para cada problema P, a floresta FP é uma floresta composta por uma
quantidade infinita de arvores lineares finitas. Lembre-se de que todo problema
( D,R,p ) em Proby tem uma insténcia d escolhida pela tunica redu¢do P, — P
em Proby (ver B3H). Entdo, a floresta EP consiste de todas as arvores lineares

finitas rotuladas da forma

(Ao, no) (A1, 1)

e ——{r}m)

com cada A; um conjunto de respostas de R, cada n; um natural, e r uma resposta
correta para d (i.e., (d,r) € p). A idéia é que exista uma arvore em EP para cada
caminho possivel (de qualquer comprimento finito) terminando em um né folha

rotulado por uma resposta correta e algum natural.

Quanto aos morfismos, a estratégia ( E,¢ ) mapeia uma redugao P (T—U; P’ de
Proby no morfismo EP' — EP que leva cada n6 (A}, n}) de EP' no né6 (o(A45),n})
de EP.

5.6.4 Verificando se uma heuristica retorna respostas exatas. Uma vez
definida a estratégia exata ( E,e ), podemos usé-la para verificar se uma dada
heuristica ( G, A, init, step ) retorna respostas corretas. Basta verificar se a corda
( H,k ) retornada pela heuristica é (isomorfa a) alguma corda folha de ( E, ¢ ).
Se isto acontecer, entao, para todo problema P de Probg, o n6 definido por HP é
rotulado por uma resposta correta para a instancia escolhida d de P. Isto é descrito

pelo predicado

isExact(G, \, init, step) <
I H,k) € strings(G, ) : (
isReturned(H, , G, A, init, step) A
isLeaf(H, k, E,¢)
)

com A do tipo L€, init do tipo C!, e step do tipo C€

5.6.5 Extraindo valores de uma corda. Para especificar uma heuristica, pode
ser necessério lidar com os valores naturais associados a cada corda (i.e., os valores

que representam a qualidade de cada no).
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Lembre-se de que toda corda { H,x ) de um objeto {( G, ) define um né
v da floresta GPy, onde P; = ( {x},{x},{(x,*} ) é objeto inicial de Prob, (fato
que faz com que haja um homomorfismo de toda floresta GP para a floresta GF;).

Tomaremos o valor da corda ( H, k) como sendo a nota do no v.

Podemos dividir o processo de obter a nota do n6 v em duas partes: primeiro,
obter o n6 k(v) de LP;; em seguida, obter o valor natural associado a x(v). Com

isto em mente, definiremos o morfismo
N % PPL

onde N é o objeto de nimeros naturais de ECF e PPL é o objeto de sub-objetos
de sub-objetos de L. O morfismo v deve associar cada natural n € N ao sub-objeto

composto por cordas de L que tém valor n.

Com este morfismo, podemos definir o termo

grade(H,k,G,\) =n

do tipo N, onde ( H,x ) é uma corda de ( G, ), e n é o natural tal que
Pk(H) € v(n)

onde Pk é o morfismo

Px:PH — PL
J = {s() e ]}

5.7

Conclusdes do Capitulo

5.7.1 Resumo. Este capitulo apresentou uma defini¢ao de estratégia de busca no
nosso modelo e traduziu tal definicao para a linguagem de teoria local dos conjuntos
— mais especificamente, para a teoria do topos ECF. No proximo capitulo, veremos
exemplos de heuristicas especificadas nesta teoria, além de outras aplicacoes do nosso

modelo.
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