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Construcao de Espacos de Busca

Neste capitulo, abordamos a construcao de espagos de busca do ponto de vista
de Teoria das Categorias. A definicio de uma heuristica pressupoe uma estratégia
de construcao de espagos de busca (um espago de busca para cada problema). Cada
estratégia possivel é encarada como um objeto de uma categoria de estratégias, e

esta categoria € um topos.

3.1

Espacos de Busca

3.1.1 Grafos de estados. Tradicionalmente, espagos de busca sao definidos
como grafos de estados: grafos direcionados cujos arcos sao rotulados por operadores
ou agoes, e cujos nos sao descritos em algum formalismo légico, de forma que um né
corresponde a um certo “estado das coisas”. Esta visao é comum na modelagem de
heuristicas construtivas (incrementais), onde uma resposta é montada passo-a-passo.
Cada estado representa um estégio na montagem da resposta, e os arcos representam

as possiveis escolhas no processo de montagem.

3.1.2 Heuristicas “sem estados”. Em algumas estratégias heuristicas (e.g.
busca local, heuristic repair), parece nao existir uma nocao explicita de “estado”,
pelo menos nao no sentido do pardgrafo anterior; a cada momento durante a execu-
¢ao da busca, apenas uma resposta ou uma populacgao de respostas é considerada.

Assim, um “grafo de estados” para uma estratégia deste tipo poderia consistir de

— noés que correspondem a (conjuntos de) respostas, e

— arcos que representam as possiveis alteragoes que a resposta (ou populagio)

pode sofrer.
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3.1.3 Funcdes heuristicas. Heuristicas costumam associar um valor numeérico
a cada n6 do grafo de busca, representando a qualidade do estado representado pelo
no6 (em relagdo a instancia sendo resolvida). Esta associagdo é feita por uma fungao
heuristica, que mapeia pares (estado, instancia) em valores numéricos. Sem perda de
generalidade, como nosso universo ¢ um conjunto enumeravel, podemos considerar
que estes valores sao nimeros naturais e que valores menores significam respostas

de maior qualidade.

3.2

Florestas de Respostas

3.2.1 Estados como conjuntos de respostas. Os primeiros artigos sobre
modelos formais para algoritmos branch-and-bound para problemas de otimizagao
(J7], por exemplo) fornecem uma indica¢do de como as duas visdes acima podem
ser conciliadas. Como discutido em [I], o processo de montar uma resposta passo-a-

passo é analogo ao processo de “podar” um conjunto de respostas vidveis.
Considere uma insténcia do problema do Caixeiro Viajante Construtivo (CVC,
ver ZT0) com as cidades A, B, C' e D. Uma heuristica construtiva poderia seguir
0s seguintes passos:
1. Iniciar com a turné vazia;

2. Escolher a cidade B como a primeira da turné;

3. Escolher a cidade D como a segunda da turné.

Neste ponto, temos a “resposta’ parcial - B — D, que corresponde a um

estado no grafo de busca.

O processo analogo, envolvendo “poda” de conjuntos de respostas, consiste em

1. Iniciar com o conjunto de todas as turnés possiveis;
2. Descartar todas as turnés que nao tém B como a primeira cidade;

3. Descartar, do conjunto resultante do passo anterior, todas as turnés que nao

tém D como a segunda cidade;
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Neste ponto, temos um conjunto de respostas que consiste em todas as turnés

cuja primeira cidade é B e cuja segunda cidade é D.

Dito de maneira simples, temos uma representacdo de respostas parciais
em termos de conjuntos de respostas. Neste caso especifico, uma turné parcial é

representada pelo conjunto de todas as suas extensoes.

Desta forma, grafos de busca, tanto de heuristicas construtivas quanto de
meta-heuristicas, podem ser considerados como grafos consistindo de nés que estao

associados a conjuntos de respostas.

3.2.2 Florestas em vez de grafos. Todo grafo com um né inicial designado
pode ser representado por sua arvore de sincronizagao (ver [[ZZ)). Quando o grafo
nao possui no inicial, obtemos uma “floresta de sincronizagao” em vez de uma arvore.

Cada arvore da floresta corresponde a escolha de um né do grafo como inicial.

Por causa do relacionamento especial que existe entre uma floresta de sincro-
nizacao e o grafo que lhe deu origem, efetuar uma busca na floresta corresponde
a efetuar uma busca no grafo. Assim, concentrar-nos-emos em buscas em florestas,

apenas.

3.2.3 Definicdo: Florestas de Respostas. Dado um problema ( D, R, p ), uma
floresta de respostas para P é uma floresta 1" cujos nos sao rotulados por uma func¢ao
A: N — p(R) x N, onde N é o conjunto de nos da floresta T, e p(R) é o conjunto
das partes de R.

3.2.4 Nos semelhantes com qualidades diferentes. A definicdo ¢ bem abran-
gente. Nos diferentes n e n’ podem possuir rotulos A\(n) = (A, k) e A\(n') = (A", k'),
com A = A' mas k # k'. Isto é conveniente para modelar fun¢6es heuristicas dinami-
cas, que retornam valores diferentes para o mesmo estado em momentos diferentes
durante a execucao da busca; um exemplo é o algoritmo A*, onde a avaliacao de um
n6 n do grafo de estados varia segundo o custo do menor caminho (encontrado até

entdo) do estado inicial até n.
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3.2.5 Exemplo. Um fragmento (uma arvore) de uma possivel floresta de respos-
tas para o problema CVC discutido acima, considerando um conjunto de cidades
{4, B,C, D}, é mostrado a seguir.

Os nos estao rotulados de acordo com uma notagao onde “ABx%”, por exemplo,
denota o conjunto de todas as turnés cujas duas primeiras cidades sao A e B,
nesta ordem (i.e., o conjunto {ABCD, ABDC?}). Por razoes de espago, os valores
representando a qualidade dos nés foram omitidos. O né raiz, representado por 7',
estd associado ao conjunto de todas as turnés formadas pelas cidades A, B, C e D.

AN NN

Cx BDx CAx CBx* CDx* DAx DBx DC*

Ax
ABx AC* ADx* BA

ABCD |ACBD |ADBC |BACD {BCAD |BDAC |CABD |CBAD |CDAB (DABC |DBAC |[DCAB

ABDC ACDB ADCB BADC BCDA BDCA CADB CBDA CDBA DACB DBCA DCBA

3.3

Estratégias de Construcao de Florestas de Respostas

3.3.1 Associando florestas de respostas a problemas. Uma estratégia de
construcao de florestas de respostas deve associar uma floresta de respostas a cada
problema através de um funtor. Para tanto, precisamos definir a acao do funtor sobre

os morfismos de Prob (redugdes entre problemas).

Um homomorfismo T} EEIN T, entre florestas é uma funcao f : Ny — N, entre

os conjuntos de nos tal que

— Se n é uma raiz de T}, entdo f(n) é uma raiz de Ty;

— Se n' ¢é filho de n, entdo f(n') é filho de f(n).

Dada uma reducao P (T—U; P' e duas florestas de respostas T e T" associadas
a P e P!, respectivamente, é razoavel pensar que visitar um né da floresta 7"
rotulado por (A', k) equivale a visitar um n6 de T rotulado por (o(A’), k), onde

0(A") = Usen o(r'). Em outras palavras, nossas agoes na floresta 7" sdo mapeadas
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~ ~ . ~ T,0
pela fungao o em acoes na floresta 7. Isto nos faz concluir que uma redugao P (—; P
deve ser mapeada em um homomorfismo de florestas 7" — T, e este homomorfismo

m deve “concordar” com o em relacao aos rétulos dos nos.

Assim, uma redu¢do P — P’ é mapeada em um homomorfismo 77 — T, no
sentido inverso da reducao, resultando em um funtor contravariante. Isto nos leva a

uma primeira definicao de estratégia de construcao de florestas de respostas:

3.3.2 Definicao (provisoria): Estratégia de Construcio de Florestas de
Respostas. Seja a categoria RFloresta, que tem como objetos todas as florestas
T com nés rotulados, e como morfismos m : T — T’ todos os homomorfismos
de florestas. Definimos uma Estratégia de Construcao de Florestas de Respostas
(ECFR) como um funtor S : Prob” — RFloresta tal que para cada problema
( D,R,p ), a floresta rotulada SP é uma floresta de respostas para P conforme
descrito em

A acao de S sobre uma reducao
P p

¢ mapear tal reducao em um homomorfismo de florestas
sp 3% gp

que “concorda”’” com o, no sentido de que cada n6 de SP' rotulado por um par

(A’ k) deve ser mapeado em um né de SP rotulado pelo par (o(4'),k), com
o(A) = Upe o(r).

3.3.3 Um problema: a quantidade de reducdes entre dois problemas. Entre
dois problemas P e P’ podem existir diversas (possivelmente infinitas) redugoes.
Este fato, de certa forma, exige demais do nosso funtor S definido acima: SP e
SP' sao florestas fixas, que precisam comportar tantos homomorfismos SP’ — SP
diferentes quanto forem as diferentes fungoes o das reducbes P — P’, conforme
ilustrado na figura abaixo.

LAqui, Prob®? & a categoria oposta de Prob; i.e., consistindo dos mesmos objetos que Prob,
mas com cada morfismo no sentido contrario do morfismo correspondente em Prob. Dizer que S
é um funtor S : Prob°” — RFloresta é dizer que S é um funtor contravariante, que mapeia um
morfismo P — P' de Prob em um morfismo SP < SP' de RFloresta.
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Prob RFloresta
P SP
(11,01) (12,02) < J{(T:a,as) S(r1,01) C S(72,02) < TS(T?”US)
P’ SP'

Dependendo dos problemas P e P’, se a quantidade de redugoes diferentes de
P para P’ em Prob for grande o suficiente, pode ocorrer que a floresta SP precise
conter um no rotulado com A para cada conjunto de respostas A de P. Para evitar
essa situacao extrema — i.e., para nao exigir que a floresta SP dé conta de todas as

reducoes de P para P’ —, estipulamos uma restrigao:

Ao associarmos uma floresta de respostas SP a cada problema P, devemos

considerar apenas uma redu¢do entre cada par de problemas P, P'.

Isto corresponde & intuicao de que, quando usamos a solu¢ao de um problema
P’ para obter uma solu¢ao de um problema P redutivel a P’, costumamos pensar

em uma unica reducao especifica de P para P’, e ndo em todas tais reducoes.

Esta restricao sera operacionalizada no restante desta se¢ao.

3.3.4 Trabalhando com um conjunto parcialmente ordenado de problemas.
A idéia é trabalhar com uma categoria de problemas onde exista no méximo
uma, tinica reducao entre dois problemas quaisquer. Ou seja, queremos tomar um
poset (um conjunto parcialmente ordenado) de problemas. Assim, tomaremos uma
subcategoria Proby de Prob tal que, para cada par de problemas P, P’ em Proby,
existe no maximo uma reducao envolvendo P e P’ em Proby; i.e., uma reducao

P — P’ ou uma reduc¢do P’ — P, mas ndo ambas.

3.3.56 Escolhendo instancias. O problema

P = < {*}7 {*}, {(*’ *)} >

é redutivel a todos os outros problemas P de Prob. Mais ainda, uma reducao

P T%) P determina uma instancia especifica de P: a instancia d = 7().

Na escolha da subcategoria Proby de Prob, decidiremos proceder sempre de
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forma que o problema P; acima seja um objeto de Probg, e sempre de forma que
exista exatamente um morfismo em Proby de P; para cada problema P em Proby.

Em outras palavras, P; é o objeto inicial de Proby.

3.3.6 Uma nova definicio de Estratégia de Construcdo de Florestas de
Respostas. Uma categoria C é dita rarefeita se, para todo par de objetos A, B
de C, existe no maximo um morfismo A — B em C. Uma categoria C é dita
esquelética se todo objeto de C é isomorfo apenas a si mesmo. Uma categoria
rarefeita e esquelética corresponde a um conjunto parcialmente ordenado visto como

uma categoria, e vice-versa.

Agora, nossa definicao de ECFR tornou-se parametrizada pela subcategoria
Prob, de Prob (compare com a defini¢ao anterior em B3.2):

3.3.7 Definicao (revista): Estratégia de Construcdo de Florestas de Res-
postas. Seja Proby uma subcategoria rarefeita e esquelética de Prob tal que o
problema P; definido em acima é o objeto inicial de Proby. Uma Estraté-
gia de Construgdo de Florestas de Respostas (ECFR) sobre Proby ¢ um funtor
S : Proby’ — RFloresta tal que, para cada problema P = ( D, R,p ), a floresta
SP é uma floresta de respostas para P segundo a defini¢ao

A acao de S sobre uma reducao
p o p
é mapear tal redu¢ao em um homomorfismo de florestas
sp Y sp

que “concorda” com o, no sentido de que cada n6 de SP' rotulado por um par

(A',k) deve ser mapeado em um né de SP rotulado pelo par (o(A’),k), com
o(A") =Upep o).
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3.4

Categorias de Estratégias de Construcao de Florestas

3.4.1 Relacionando estratégias. Como uma de nossas metas é estudar ECFRs
e os relacionamentos entre elas, gostariamos de definir uma categoria ECFR® de
Estratégias de Construcao de Florestas de Respostas. O sobrescrito “0” significa
que esta serd uma definicao preliminar, a ser refinada mais adiante. Neste tipo de
categoria, os objetos sdo funtores, e os morfismos sao transformagoes naturais entre

funtores.

3.4.2 Definicdo: a categoria ECFR". Seja Prob, uma subcategoria rarefeita
e esquelética de Prob tal que o problema P; definido em é o objeto inicial de
Proby. A categoria ECFR' possui, como objetos, ECFRs sobre Prob, ( funtores
S de Proby’ para RFloresta que satisfazem a definigdo B337). Um morfismo de
uma ECFR S para uma ECFR S’ é uma transformacao natural de S para S', i.e.,

uma colecao de homomorfismos de florestas
{hp | P € Proby}

em RFloresta tais que, para cada par de problemas P e P’, o seguinte diagrama

comuta:

Prob, RFloresta
hp
P SP S'P
_ s .
(m,0) h S(r,0) S'(r,0)
SI
P’ SP' . S'P!
PI

3.4.3 Caracterizando ECFRs. Pelas definigdes acima, nem todo funtor de
Probg’ para RFloresta ¢ uma ECFR, mas apenas aqueles que mapeiam cada
problema P de Prob, em uma floresta de respostas (def. B.2Z3)) para P. Isto significa

que ECFR' ¢ uma subcategoria propria da categoria funtorial RFloresta® 0"
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Acontece que podemos caracterizar ECFRs como objetos de outra categoria,
mais conveniente. Esta nova categoria, ECFR, sera isomorfa a ECFR’ como
definida acima. Na nova categoria, o codominio dos funtores S serd a categoria
Floresta das florestas sem rdtulos, e o rotulamento dos nés sera feito através de um

funtor especial e uma transformacao natural.

O mais interessante é que a nova categoria ECFR se revelard um topos
(significando, obviamente, que ECFR? também ¢é um topos). As seguintes definicdes

conduzem a caracterizacao desejada.

3.4.4 Definicdo: o funtor L. Seja Floresta a categoria de florestas (sem
rotulos) e homomorfismos de florestas. Seja Proby uma subcategoria rarefeita e
esquelética de Prob, com objeto inicial P; como definido em

Defina L : Probf’ — Floresta como sendo o funtor que mapeia cada problema

P ={(D,R,p) na floresta LP tal que o conjunto de noés do nivel 0 (as raizes) é
C=pR)xN={(A,k) | ACR, ke N}

Em geral, o conjunto de nés do nivel 7 é

CHM=CxCx---xC

i+1

e cada no6 da forma
((Ala kl)a Tty (Az, kl)’ (Ai—|—1, ki—H))

é filho do né
((Al’ kl)a Ty (AZ, kl))
Quanto a morfismos, L. mapeia uma reducgao

Py p

no homomorfismo de florestas

)

Lp "9 p

que mapeia cada n6 do nivel 7 de LP' da forma

((Allv kll)v T (A, k,))

2 Vg
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no n6 do nivel 7 de LP

3.4.5 O significado do funtor L. O funtor L é especialmente 1til para rotular os
no6s de outras florestas. Dada uma floresta 7" em Floresta, qualquer homomorfismo
de T para LP determina um rotulamento de cada n6 de T' por um par (A, k) de tal
forma que a floresta rotulada resultante é uma floresta de respostas para P segundo
a definicao

(Para ver como tal rotulamento se d4, basta considerar que cada n6 de T cuja

imagem é um n6 da forma

((Ala kl)a T (AZ: kl))

estd sendo rotulado com o par (4;, k;). Os outros componentes da tupla servem

apenas para armazenar o caminho da raiz até o nd.)

Assim, dada uma ECFR S e um problema P, a floresta de respostas (rotulada)
SP corresponde ao par { GP,Ap ), onde GP é uma floresta isomorfa a SP (mas

sem os rotulos), e Ap € o homomorfismo de GP para LP que determina os rétulos.

Quanto as reducoes, lembremos (def. B3.7) que dada uma redugao
Py p

S(7,0) deve “concordar” com o. Isto significa que Ap é componente de uma
transformagao natural do funtor G (que mapeia cada problema na versao sem rotulos
da floresta SP e que mapeia cada redugdo no mesmo homomorfismo que S) para o
funtor L.

Estas idéias estao ilustradas no diagrama abaixo, sendo formalizadas nas

defini¢oes e resultados a seguir.

Prob, Floresta
P GP Ae LP
_ G
(1,0) by G(1,0) L(r,0)
L
P! GP' LP'

Apr]
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3.4.6 Definicdo: a categoria ECFR. Seja Proby uma subcategoria rarefeita e
esquelética de Prob tal que o problema P; definido em é o objeto inicial de

Proby; a categoria ECFR possui como objetos todos os pares
(G,A\)

com G : Proby” — Floresta um funtor e A : G — L uma transformagao natural.

Um morfismo

(G,A) = (G0N
¢ uma transformagao natural o : G — G’ tal que
A=Noa

. . . . . op
como visto no seguinte diagrama, na categoria funtorial Floresta® "o :

G B G

N4

L

3.4.7 Proposicio: ECFR é isomorfa a ECFRY.
3.4.8 Teorema: ECFR é um topos.

3.4.9 Notacdo. Na verdade, para cada subcategoria rarefeita e esquelética
Prob, de Prob tal que o problema P; definido em é o objeto inicial de Proby,
existe um funtor L : Prob’ — Floresta e um topos ECFRp,op,. Para ndo carregar
a notacao, omitiremos o subscrito “Probg”, como fizemos nesta se¢do, chamando o
topos apenas de ECFR quando nao houver possibilidade de confusao. Na préxima
se¢ao, veremos como relacionar os diferentes topoi definidos por diferentes subcate-

gorias Proby de Prob.
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3.5

Uma Categoria Indexada

3.5.1 Variando a subcategoria Proby. Os resultados acima mostram que, para
cada subcategoria rarefeita e esquelética Proby de Prob tal que o problema P;
definido em é o objeto inicial de Proby, a categoria ECFRpyopb, € um topos.
Perguntamo-nos, entdao: dada uma outra subcategoria rarefeita e esquelética Proby,
de Prob tal que o problema P; é o objeto inicial de Proby, qual o relacionamento
entre ECFRp.ob, ¢ ECFRpop, 7

3.56.2 Uma categoria de subcategorias de Prob. Vamos nos ater ao caso mais
simples em que Proby C Prob, C Prob. Isto equivale a definir uma categoria
SubProb cujos objetos sao todas as subcategorias rarefeitas esqueléticas de Prob,
cada uma destas subcategorias tendo o problema P; definido em como objeto
inicial. A existéncia de um morfismo Prob, — Proby em SubProb equivale a

inclusao de categorias Proby C Probg.

Variando a subcategoria Proby, obteremos naturalmente um funtor contrava-
riante de SubProb para CAT, ou seja, uma categoria indexada onde cada compo-

nente é um topos. Este funtor é definido a seguir:

3.5.3 Definicdo: o funtor A. O funtor A : SubProb®” — CAT ¢ definido por

Proby — ECFRpob,

PI'Ob() —> ECFRProbO

incl TA(inc)

Pr0b6 ECFRProb'O
onde A(inc) : ECFRpop, — ECFRp.ob, ¢ 0 funtor cuja agdo sobre objetos é
(G \') — (G| Proby, \|Probg)

onde o funtor G’ | Proby ¢ a restrigao do funtor G’ & subcategoria Prob, de Proby,,
e a transformacao natural \' | Proby é a restricdo da transformacao natural \' a

subcategoria Prob, de Proby,.
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A agédo de A(inc) sobre um morfismo
(GLAL) == (G )

(lembrando que m' também é uma transformagdo natural) é a de restringir m' a
Prob,, dando

( G' | Probg, \,| Proby ) ™23 ( G| Proby, \, | Proby )

3.6

Conclusdes do Capitulo

3.6.1 Resumo. Os elementos envolvidos na definicao de um espaco de busca

para uma instancia d de um problema ( D, R, p ) sdo:

— Uma subcategoria rarefeita e esquelética Proby de Prob tal que o problema
P, definido em B.3.5 é o objeto inicial de Proby. O problema P em questao
deve ser um objeto de Proby, e a reducao P; (T—G; P deve ser tal que 7(x) = d,

com d a instancia em questao;

— Um funtor S : Proby, — RFloresta, satisfazendo as condi¢oes definidas em

B3, que associa uma floresta de respostas SP a instancia d de interesse.
Ao longo do capitulo, vimos que

— Fixada a subcategoria Probg, a categoria de todos os funtores S : Proby, —
RFloresta é um topos, chamado de ECFR;

— Cada funtor S : Proby, — RFloresta corresponde a um par ( G, ), com
G : Proby — Floresta um funtor e A : G — L uma transformacao natural,
onde L é o funtor definido em BZAl Reciprocamente, cada par { G, \ )
corresponde a um funtor S : Proby — RFloresta.

— O topos ECFR? ¢ isomorfo & categoria de todos os pares {( G, A ); chamamos
esta categoria de ECFR.

No proximo capitulo, examinaremos estes dois topoi isomorfos, ECFR' e
ECFR, além do topos ECF = Floresta(Pmbgp), intimamente relacionado aos dois

primeiros.
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