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Teoria dos Problemas — Visao Categorica

Neste capitulo, apresentamos as definicoes bésicas utilizadas no restante do
trabalho. Em especial, examinamos varias defini¢oes alternativas de categorias de
problemas e reducoes, e argumentamos por que a alternativa adotada no trabalho

nao acarreta perda de generalidade para nossos propositos.

2.1

Problemas e Reducodes

2.1.1 Definicao: problema. Um problema é especificado por um conjunto de
instancias, um conjunto de resultados possiveis e uma relagao que determina quais

resultados sao corretos para quais instancias.

Mais precisamente, um problema é uma tripla ( D, R, p ), com D e R conjuntos
nao-vazios, e p C D x R uma relagdo, p # . Os elementos d € D sao chamados de
dados ou instdncias; os elementos r € R sao chamados de resultados ou respostas;
a relagdo p é chamada de condi¢do do problema; (d,r) € p significa que r é uma

resposta correta para a instancia d.

2.1.2 Reducodes. Problemas se relacionam através da noc¢ao de redu¢do. Afirmar
que um problema P se reduz a um problema P’ é, em termos imprecisos, afirmar
que as instancias de P podem ser transformadas em instancias de P’ de tal forma
que, quando respostas corretas para estas instancias de P’ forem encontradas, estas

respostas podem ser transformadas em respostas corretas para as instancias de P.

Diferentes defini¢oes de reducao surgem quando aceitamos diferentes maneiras

de transformar instancias de P em instancias de P’ e de transformar respostas de
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P' em respostas de P. Algumas questoes a considerar sao

— As transformagoes devem ser funcionais (deterministicas) ou transformagoes

nao-deterministicas sao aceitas?
— As transformagcoes devem ser computéaveis?

— Caso a resposta ao item anterior seja afirmativa, deve haver um limite para a

complexidade computacional (de tempo e/ou de espaco) das transformagoes?

— Se as transformagoes sao funcoes, quais sao os dominios destas fungoes?

Os trabalhos originais sobre Teoria Geral dos Problemas (TGP) [26], justa-
mente por objetivarem a generalidade, requeriam apenas que as transformacoes
envolvidas em uma redugao fossem de natureza funcional, mas a teoria incluia me-

canismos para definir classes mais restritas de fungoes.

De fato, grande parte das defini¢oes encontradas na literatura estipulam que as
transformacoes devem ser fungoes computaveis em tempo deterministico polinomial

(|27, 28, 29]) ou em espaco logaritmico ([30]).

Quanto aos dominios das fungoes de transformacao, parte do trabalho sobre
TGP (|31, B2]) foi dedicado ao estudo de aridades diferentes para a funcio de
transformagao de respostas. Mais precisamente, dados dois problemas ( D, R,p )
e ( D',R',p") tais que P se reduz a P’, a func¢do o de transformagéo de respostas

pode ser de um dos seguintes tipos:

— Uma func@o unaria ¢ : R' — R, significando que uma resposta ' de P’
é transformada em uma resposta de P sem que seja usada qualquer outra

informacao como argumento.

Este tipo de fun¢ao de transformacao de respostas é usado, por exemplo, na
definigao de redugdes de Karp entre problemas de decisao (|28, 29]). Problemas
de decisdo sdo aqueles cujo dominio de respostas é o conjunto {S, N}, com
elementos representando “sim” e “nao”. Na verdade, em uma reducao de Karp,

a funcao de transformacoes de respostas é sempre a funcao identidade.
Funcoes unarias o também sdo usadas em [30] para definir reducoes entre
problemas de tipos quaisquer, sem a restricao a problemas de decisao.

— Uma funcéo binaria o : D x R’ — R, significando que a transformagio de
respostas pode fazer uso de informacao sobre a instincia de P que estava

sendo resolvida originalmente.

Este tipo de funcao de transformacao de respostas esta envolvido nas chamadas

redugoes de Turing ([28, 29]). Além disso, dependendo de como a informagéo
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sobre a instancia original é utilizada pela funcao de transformacao de respostas,
diferentes subtipos de redugoes de Turing podem ser definidos, como redugoes
via tabela-verdade (“truth-table reducibilities’), etc. Ver [21].

— Uma funcdo binaria o : D' x R' — R, significando que a transformagao de
respostas tem a sua disposicdo apenas informacao sobre a instancia de P’
resultante da transformacao da instancia original de P, além da resposta de
R’ que deve ser transformada. [32] mostra que, sempre que houver, entre dois
problemas dados, uma reducéo com o : D' x R — R, haverd também uma

reducgdo, entre os mesmos dois problemas, com o : D x R’ — R.

Redugoes com o : D' x R' — R nao podem ser compostas no caso geral, o
que impede a definicdo de uma categoria de problemas tendo como morfismos
redugoes deste tipo. Por isso, fungoes do tipo o : D' x R' — R nao serao mais

consideradas neste trabalho.

— Uma fungéo ternéaria o : D x D' x R' — R, significando que a transformacéo de
respostas pode fazer uso de informacao sobre a instancia original de P, sobre
a instincia de P’ resultante da transformacdo da instancia original de P, e

sobre a resposta de P’ a transformar.

O mesmo resultado de [32] citado acima significa que, sempre que houver, entre
dois problemas dados, uma reducao com func¢ao ternaria de transformacao
de respostas, haverd também uma reducao, entre os mesmos dois problemas,
com func¢do binéaria de transformacdo de respostas do tipo ¢ : D x R' — R.
Além disso, a reciproca é verdadeira, fazendo com que os pares de problemas
relacionados por reducoes com funcgoes de transformacgao de respostas do tipo
o0 : D x R — R coincidam com os pares de problemas relacionados por
redugoes com fungoes ternarias de transformacao de respostas. Assim, fungoes
ternarias de transformacao de respostas nao serao mais consideradas neste
trabalho.

A seguir, consideramos duas defini¢oes diferentes de reducdes entre problemas,
uma, envolvendo fungoes unérias de transformacao de respostas e outra envolvendo
funcoes binarias de transformacgao de respostas. Note que, em ambos os casos,

restringimo-nos a funcdes computaveis em tempo polinomial.

Na secao 24l mais adiante, faremos a op¢ao por uma das defini¢oes, apresen-

tando argumentos para justificar nossa escolha.

2.1.3 Definicdo: Reducdo Unaria. Dados os problemas ( D,R,p ) e

(D',R',p ), uma redu¢dao undria P % pr consiste em um par de fungoes compu-
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taveis em tempo polinomial (7,0), com 7: D — D' e 0 : R’ — R tais que respostas

corretas sdo preservadas; mais precisamente, para todo d € D e para todo r’ € R’

(r(d),")ep’ = (d,o(r)) €p

Além disto, exigimos que instancias de D que possuam resposta correta sejam
mapeadas para instancias de D' que também possuam resposta correta. Mais

precisamente,

VieD:[3reR:(d,r)ep) = G ep :(r(d),r) € p)]

2.1.4 Definicdo: Reducdo Binaria. Dados os problemas ( D,R;p ) e
( D' R,p ), uma reducio bindria P % pr consiste em um par de fungoes com-
putaveis em tempo polinomial (7,0), com 7 : D — D' e 0 : D x R' — R tais que
respostas corretas sao preservadas; mais precisamente, para todo d € D e para todo
r"eR

(r(d),r")yep’ = (d,o(d, ")) €p

Como na definicdo de reducao unéaria, também exigimos que instancias de D
que possuam resposta correta sejam mapeadas para instancias de D' que possuam

resposta correta.

2.1.5 Exemplo: Construcido de Circuito Hamiltoniano (CCH). O problema
de decisao Circuito Hamiltoniano requer que, dado um grafo direcionado g, respon-
damos se g possui ou ndo um circuito hamiltoniano (i.e., um circuito que visita cada
no6 de g exatamente uma vez). Aqui, definimos uma versao onde, caso g nao possua
um circuito hamiltoniano, a resposta deve ser “nao”; e, caso g possua um circuito
hamiltoniano, a resposta deve ser o proprio circuito hamiltoniano, em vez de apenas
“sim”. Chamamos este problema de Construcao de Circuito Hamiltoniano. Definimos
o problema CCH como
CCH = < G, C;pCCH >

onde

— G é o conjunto de todos os grafos simples direcionados finitos;

— C é o conjunto contendo o elemento N (que significa “ndo”), além de todos os

circuitos (hamiltonianos ou nio) dos grafos de G;
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— pcca € G x C' é a relagao tal que, dados o grafo g € G e o circuito ¢ € C,
(g,¢) € pccu se e somente se ¢ € um circuito hamiltoniano em g; além disso,

(9, N) € pccu se e somente se g ndo possui nenhum circuito hamiltoniano.

2.1.6 Exemplo: Problema do Caixeiro Viajante Construtivo (CVC). Analo-
gamente ao exemplo anterior, definimos aqui uma versao construtiva do problema
do caixeiro viajante, onde uma resposta afirmativa nao é apenas um “sim”, mas um

circuito que serve de testemunha para o “sim”. Definimos o problema do CVC como
CVC = (GC x N, T, peve )

onde

— GC é o conjunto de todos os grafos direcionados completos finitos com pesos

positivos nos arcos;
— N* é 0 conjunto dos naturais maiores que zero;

— T é o conjunto contendo o elemento N (que significa “ndo”), além de todas as

“turnés” (permutagoes dos nés) dos grafos de GC,

— peve C (GC x N*) x T é a relagdo tal que, dadas a instancia (g, k) € GC x N*
eaturné t € T, ((9,k),t) € pcvc se e somente se ¢t é uma turné de g com
custo total menor ou igual a k; além disso, ((g, k), N)) € pcvc se e somente se

g nao possui nenhuma turné com custo menor ou igual a k.

2.1.7 Exemplo: uma reducdo unaria CCH — CVC. CCH &% CVC através
das seguintes fungoes [28]:

-~ 7:G — GC x N* que mapeia um grafo g com conjunto de nés N e conjunto
de arcos E no par (¢*,|N|), onde g* é o grafo completo com o mesmo conjunto
de nés N de g e com o arcos pertencentes a E rotulados com peso 1 e os arcos
nao-pertencentes a E rotulados com peso 2; | N| é a quantidade de nés no grafo
9;

— o0 : T — C mapeia cada turné ¢ no circuito hamiltoniano correspondente, e

mapeia N em N.

(1,0) é uma redugao, pois
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1. Toda instancia de CCH que possui resposta correta é mapeada por 7 em uma
instancia de CVC que possui resposta correta. (Na verdade, todas as instancias

de ambos os problemas possuem respostas corretas.);

2. Dado um grafo g € G composto de k nos, se g* nao possui uma turné com
custo menor ou igual a k, entao g nao possui um circuito hamiltoniano. Se g*
possui uma turné com custo menor ou igual a k, entao a sequéncia de nos da

turné forma um circuito hamiltoniano de g;

3. T e 0 sao computaveis em tempo polinomial.

2.1.8 Exemplo: Torres de Hanéi (TH). O cléssico problema das torres de

Hanéi com 3 postes A, B e C pode ser descrito como

TH = <N: S)pTH >

onde

— Uma instancia é um natural £ representando o ntimero de discos;

— S & o conjunto de todas as sequéncias finitas formadas pelas instrucoes

— Mover de A para B;

— Mover de A para C;

— Mover de B para

— Mover de

A
A
B

— Mover de B para
C para
C

G
A;
A;
B;

— Mover de C para

— (k,s) € pru se e somente se s é uma sequéncia de instruges que, aplicada ao
estado em que existem k discos de tamanhos diferentes empilhados no poste A
e nenhum disco nos outros dois postes, resulta nos k discos empilhados no poste
C (respeitando a condi¢do de que um disco maior nunca pode ser empilhado

sobre um disco menor). Em especial, (0,¢) € pru, onde € é a sequéncia vazia.

2.1.9 Exemplo: uma auto-reducdo unaria TH — TH. A idéia de que, se
tivermos uma resposta para uma instancia k£ de TH, entao podemos transformar

esta resposta em uma resposta para a instancia k — 1 é expressa na seguinte redugao
L. (myo
unéria TH ;; TH:
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- T1:k—k+1;

— 0: 8+ 8", onde s* é a sequéncia que resulta de eliminarmos de s de todas as

instrucdes que movem o menor disco.

2.1.10 Exemplo: problemas de decisdo. Problemas de decisdao sdo aqueles da
forma ( D,{S,N},p ), com p uma relagdo funcional. Redugoes de Karp ([28]) sao

reducoes (7,0) entre problemas de decisdo nas quais o = id.

2.1.11 Exemplo: problemas de otimizacdo. Um problema de otimizac¢ao é um

problema da forma ( D, R,p ), onde

— Os elementos de D sdo pares (d,mq : R — N), com m, uma funcdo parcial de
avaliacao, atribuindo a cada r € R o valor de r quando r é visto como uma
possivel resposta para a instancia d; se r nao for uma resposta viavel para d,
entdo my(r) é indefinida;

- p = {((d,mq),7) | Vr € R com my(r) | : mg(F) > my(r)} no caso de um

problema de maximizacao, ou

- p = {((d,mq),7) | Vr € R com mgy(r) | : mq(F) < mgy(r)} no caso de um

problema de minimizacao.

Notacdo: Para todo par ((d, mg),7) € p, usaremos m}; para denotar o valor

mq(T), i.e., o valor da avaliacao da resposta Otima 7 para a instancia (d, mg)-

2.1.12 Exemplo: reducdes binarias de problemas de decisdo para problemas
de otimizacdo. Suponha que ( D,R,p ) é um problema de maximizacdo (a
situagdo é analoga para problemas de minimizagdo). P pode ser associado a um
problema de decisdo Pjec = ( D X N {S, N}, pgec ), onde

Pdec = {(da md7k7S) | m; Z k} U {(d7 myg, k7N) | m’(; < k}

Ou seja, dados uma instancia (d, my) e um natural k, o problema de decisao

responde se m} (a resposta 6tima para (d, mg)) tem valor maior ou igual a k. Se as

Escrevemos my(r) | para dizer que my(r) é definida, e mg(r) 1 para dizer que mgy(r) é
indefinida.
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funcoes de avaliacao mgy forem computéveis em tempo polinomial para todo d, entao

. ~ (r0
existe uma reducao Pye. —; P com

— 7:(d,mg, k) — (d,my);

S se my(r) >k
—o:(d,mg, k,r) —~ (r) >
N se my(r) < k ou mg(r)t

Salvo em casos especiais, esta reducao nao pode ser definida como unaria.
Mais adiante, porém, na secao 24l veremos como transformar reducoes binarias em

redugoes unérias.

2.1.13 Exemplo: algoritmos recursivos como auto-reducdes binarias. Con-
sidere o problema de computar o comprimento de uma lista de elementos de
um tipo qualquer. Este problema pode ser representado por C' = ( L,N;p ),
onde L é o conjunto de listas em questdo (com nil denotando a lista vazia) e
p = {(s,k) | |s| = k}. A seguinte auto-redugao binaria C Sy equivale ao
conhecido algoritmo recursivo para computar o comprimento de uma lista: dada

uma lista s, retornar 0 se s = nil; caso contrario, retornar 1 + |cdr(s)|.

nil se s = nil
— Tis5H
cdr(s) se s # nil
0 = nil
—o0:(s,k)— e s =l

k+1 ses# nil

O algoritmo recursivo equivalente a esta redugao nao pode ser representado por
uma reducao unéria. Mais adiante, porém, na secao 2.4, veremos como transformar

reducoes bindrias em reducoes unarias.

2.2

Categorias de Problemas

2.2.1 Universos de problemas. Na definicio de problema em Il nao foi
especificado o universo habitado pelos conjuntos de instancias e respostas. Se
permitirmos que qualquer conjunto sirva como D ou R na definicdo de um problema,

logo nos depararemos com problemas de fundamentac¢do. Mais adiante, (na prova
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do Teorema 4.8 por exemplog, precisaremos do fato de que a cole¢ao de todos os

problemas forma um conjunto.

Para resolver esta questdo, assumimos a existéncia de um universo U (cujos
elementos sao os conjuntos de dados e os conjuntos de respostas dos nossos
problemas) tal que a colegcdo de todos os conjuntos de instdncias e todos os conjuntos

de respostas forme um conjunto também. Em outras palavras, i/ é um conjunto.

Mais ainda: exigiremos que cada instancia e cada resposta nos seja dada
segundo algum esquema de codificagao, como cadeias finitas de 0s e 1s, por exemplo
(que é o que ocorre na pratica). Ver [28, p. 21| para um bom exemplo de um esquema
de codificacao. Assim, apenas conjuntos enumeréveis poderao ser aceitos como D ou
R na definicao de problema.

2.2.2 Universos alternativos. Contanto que a escolha do universo preserve a
verdade dos resultados principais desta tese, podemos permitir universos diferentes
a partir dos quais problemas podem ser construidos. De fato, isto serd feito no
Capitulo Bl quando desejaremos tratar apenas de problemas onde as respostas sao,

elas mesmas, conjuntos.

Esta liberdade de escolha permite a construcao de um modelo parametrizado

pelo universo de dados e respostas dos problemas.

2.2.3 Exemplo de universo. Seja Y um alfabeto finito adequadoH Por exemplo,
¥ = {0, 1}. Podemos definir um universo U = p*(X*), cujos elementos sdo todos os
conjuntos nao-vazios de cadeias finitas formadas com os simbolos de 3. Assim, dado

um problema ( D, R,p ), temos que D, R € U sao conjuntos nao-vazios de cadeias.

Um esquema de codificagdo associa a cada cadeia em ¥* um “significado”, i.e.,
um objeto matematico (por exemplo, um grafo, um conjunto, uma funcdo) do qual

a cadeia é vista como uma representagao.

2Uma, categoria ¢ dita pequena quando a colecio de seus objetos é um conjunto; caso contrario,
a categoria é dita grande. A categoria Set, cujos objetos sdo todos os conjuntos, é uma categoria
grande. Se qualquer conjunto fosse aceito como D ou R na definicdo de problema, a categoria dos
problemas também seria grande.

3Para efeito do calculo da complexidade de algoritmos, ndo é considerado adequado, por
exemplo, um alfabeto contendo apenas um simbolo. Ver detalhes em [28].
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2.2.4 Definicdo: a categoria Prob; de problemas e reduces unarias. De-
finimos a categoria Prob;, cujos objetos sao problemas e cujos morfismos sdo re-
dugoes unéarias. Claramente, para cada problema ( D, R,p ) existe uma reducao
identidade (idp,idg); dadas duas redugdes (71,01) e (79, 02), a redugdo composta é

(T9 071,01 0 09), € a composi¢ao de redugoes é associativa.

2.2.5 Definicao: a categoria Prob, de problemas e reducdes binarias. Defi-
nimos a categoria Prob,, cujos objetos sao problemas e cujos morfismos sao reducoes
binarias. Dado um problema ( D, R, p ), a redugao identidade é dada por (idp,ms),
onde 7y é a segunda projecao D x R — R. Dadas duas reducgoes

< Dy, Ri,p > (TI—J;) < Dy, Ry, po )

( Do, Ro,p2 ) (m29) ( D3, R3,ps )

a composta é dada por (7,0), onde

T7: D1 — Ds
d1 — TQ(Tl(dl))

o D1XR3 — Rl
(d1,7"3) — 01(d1,02(7'1(d1),7"3))

A composicao de reducoes assim definida é associativa.

2.2.6 Categorias pequenas. Ambas as categorias definidas acima sdo pequenas;
i.e., suas colecoes de objetos formam conjuntos. Isto decorre da escolha de universos
de problemas descrita em 22Tl Este fato serd importante mais adiante, na prova
do teorema B A8 quando mostraremos que uma determinada categoria construida

a partir de Prob; é um topos.

2.3

Problemas SolGveis x Parcialmente SolGveis
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2.3.1 Definicdo. Um problema ( D, R,p ) é dito solivel (ou totalmente solivel)
se toda instancia possui pelo menos uma resposta correta; i.e., para todo d € D
existe r € R tal que (d,r) € p. Caso contrario, o problema é dito parcialmente

soluvell

2.3.2 Transformando problemas parcialmente soliiveis em soliiveis. A cada
problema parcialmente soluvel { D, R,p ), parece razoavel associar um problema
totalmente soltvel Ps = { Dg, R, p ) cujo conjunto de insténcias contém exatamente
as instincias soluveis de P. (Por nossas definigoes, pelo menos uma instancia de P

deve ser soluvel.)

Esta idéia produz um funtor S de Prob, para uma subcategoria plena Probg
de Probs,, conforme definido abaixo. A seguir, mostramos que este funtor S é parte

de uma adjuncao interessante, que faz de Probg uma subcategoria co-reflectiva de
Prob,.

2.3.3 Definicdo: Prob, e o funtor S. Seja Probj a subcategoria plena de
Prob, cujos objetos sdo exatamente os problemas totalmente soltiveis. Definimos
o funtor S : Prob, — Prob; que mapeia cada problema ( D,R,p ) no problema
totalmente solavel

Ps={(Ds,R,p)

onde Ds={de€ D |3re R:(d,r) € p}.

S mapeia cada reducao P % prna reducao
<DS:Rap>(ﬂ)< ISaRIapI>

onde 75 é a restricao de 7 a Dg.

2.3.4 Teorema: Probj é uma subcategoria co-reflectiva de Prob,. H

2.3.5 Observacdes.

“Note que problemas totalmente insoliveis (i.e., com p = @) ndo sio admitidos em nossa
defini¢do — ver ZT11

5Provas detalhadas das proposicoes e dos teoremas enunciados no texto desta tese encontram-se
no apéndice [Al
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N

— O mesmo raciocinio pode ser aplicado a categoria Prob; de problemas e
reducdes unarias, produzindo a categoria Prob? de problemas soliveis e

redugoes unérias.

— Em Prob‘f e Probg , como todos os problemas sao soliveis, as redugoes sempre
mapeiam instancias soliiveis em instancias soltiveis, tornando desnecessarias as

condigoes correspondentes nas definigoes de reducgao (213 e EZT.4).

— Dado o teorema [Z3.4] passamos a trabalhar, deste momento em diante, apenas

com as categorias Prob] e Prob}.

24

Reducdes Unarias x Reducdes Binarias

2.4.1 Trabalhando apenas com reducdes unarias. Esta secdo apresenta ar-
gumentos para justificar nossa decisao de considerar apenas redugoes unérias entre
problemas. Isto se deve ao fato de que é possivel trabalhar em Probf e ainda as-
sim fazer referéncia a reducoes binéarias. Mais precisamente, demonstraremos que
(1) existe uma imersio de Prob em Prob?, e que (2) Prob; é uma subcategoria

reflectiva de Prob.

2.4.2 Transformando reducdes binarias em reducdes unarias. A idéia prin-
cipal é a de que um problema ( D, R, p ) pode ser associado a um problema diferente
P = { D,poly(RP),p ), onde as respostas possiveis, agora, sao todas as fun¢oes de D
para R computéaveis em tempo polinomial. Cada uma destas funcoes pode ser vista
como um programa que tenta resolver as instancias em D. Neste novo problema
P, consideramos que uma funcdo f é uma resposta correta para a instancia d se e
somente se o valor f(d) for uma resposta correta para d no problema original P.

(Observe que os valores atribuidos por f a instancias diferentes de d ndo importam.)

Estendemos esta associa¢do a redugbes, mapeando uma reducdo binéria (7,0)

em uma redugdo unéaria (7,) de acordo com a definigao abaixo:

2.4.3 Definicdo: 0 mapeamento U. Seja U : Prob; — Prob? o mapeamento

que associa cada problema ( D, R,p ) ao problema

P = (D,poly(R"),p)
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onde

~ poly(RP) é o conjunto de todas as fungdes computaveis em tempo polinomial
de D para R;

- p=A(d, f) | (d, f(d)) € p}.

O mapeamento U associa cada reducao P (T—U; P’ a reducao
P pr

onde
5: poly(R™) — poly(RP)
It ~ go(idp, flor)

ie. a(f'): D — R é a funcdo que mapeia cada d € D em o(d, f'(7(d))).

2.4.4 Observacdes. Note que ¢ ¢ uma func¢io computavel em tempo polinomial,
pois dada uma (codificacdo de uma) func¢ao f’' como entrada, a agdo de & é apenas
a de “acrescentar cédigo” a f' para chamar as fungoes 7 e o com os argumentos
apropriados. Como a quantidade de codigo acrescentado nao depende de f’, a fungio

7, na verdade, é computavel em tempo linear.

Que (1,5) é uma redugio em Prob*l9 advém do fato de que, para todo d € D
e para todo f' € poly(R'™"), se

entao

o0 que, por sua vez (por causa da reducdo original em Prob*2g ), implica que

(d,o(d, f'(r(d))) € p

Logo, pela defini¢ao de &, temos que

(d,a(f) ep

2.4.5 Proposicdo: U é um funtor de Probg para Probf.
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2.4.6 Teorema: o funtor U é uma imersio (ndo-plena) de Prob; em Prob?.

2.4.7 A imersio de Prob; em Prob; nio é plena. Como observado em P24
uma reducao P (T—Ug P’ ¢ mapeada pelo funtor U para uma reducao UP (T—&; UP' cuja
funcao de transformacao de respostas & é computéavel em tempo linear. Certamente,
de UP para U P’ existem outras reducoes cujas funcoes de transfomacéao de respostas
sao computaveis em tempo polinomial nao-linear; estas outras redugoes nao estao

na imagem do funtor U; logo, a imersdao U nao é plena (full).

2.4.8 Reducdes unarias podem ser vistas como binarias. Prob{ é isomorfa
a uma subcategoria ampla (wide) e nao-plena (non-full) de Probj, pois toda
funcao unéria pode ser vista como uma funcao binaria que nao depende de um

dos argumentos:

2.4.9 Proposicdo: Prob; é (isomorfa a) uma subcategoria de Probs.

2.4.10 Teorema: Prob{ ¢ (isomorfa a) uma subcategoria reflectiva de Prob}.

2.5

Conclusdes do Capitulo

2.5.1 O significado destas subcategorias (co-)reflectivas. Ha uma forte se-
melhanca entre nosso trabalho com categorias de problemas e o exemplo mencionado
em envolvendo categorias de AFDs. De inicio, nosso funtor S, que transforma
problemas quaisquer em problemas soluveis, gerando uma subcategoria co-reflectiva,
é analogo ao funtor £ que elimina estados nao-alcancaveis de um AFD. S também

corresponde a escolha de subobjetos interessantes de um problema.

Ja o0 nosso funtor U : Prob; — Prob? difere do funtor M minimizador de

AFDs, do exemplo em [LZ3 em alguns aspectos:

- Prob‘f possui os mesmos objetos que Prob‘;;


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016027/CA


PUC-Rio - Certificacdo Digital N° 0016027/CA

Teoria de Modelos para Heuristicas Baseada em Topoi 37

— O funtor U nao é sobrejetivo nos objetos, ao contrario do funtor M;

— Ao contrario do funtor M, o funtor U é injetivo nos objetos; mais ainda: U é

>

uma imersao, criando uma situagao interessante, em que a categoria Prob‘;

imersivel em uma subcategoria reflectiva sua, Prob;

— Diferentemente do exemplo envolvendo AFDs, a subcategoria reflectiva Prob‘f

nao é plena (full).

O funtor U, na verdade, efetua uma modificacdo nos objetos de Probj para
permitir a existéncia de morfismos de um tipo especial (i.e. redugdes unéarias) entre

os objetos modificados.

Apesar das diferencas, a motivacao é semelhante aquela do exemplo dos AFDs:
julgamos que as informacdes relevantes de Prob; ainda estio presentes em sua

subcategoria reflectiva Proby? . Isto justifica a definicdo a seguir:

2.5.2 Definicdo: a categoria Prob. Este capitulo discutiu alguns aspectos de
uma visao categoérica de Teoria Geral dos Problemas. A decisdao mais importante
para o restante do trabalho é a definicao da categoria Prob de problemas. De agora

em diante, trabalharemos com Prob = Prob?. Em outras palavras:

— Consideraremos apenas problemas totalmente soliiveis como objetos de Prob;

— Consideraremos apenas redugoes unérias como morfismos de Prob.

2.5.3 Adequacio das definicées. As adjuncoes exibidas neste capitulo forne-
cem respaldo formal & nossa definicao de Prob, fazendo-nos crer que os aspectos

interessantes de problemas e redugoes foram capturados de forma adequada.

Em particular, problemas de decisao (aqueles com R = {S, N} e p uma relacao
funcional) e redugoes de Karp formam uma pequena parte de Prob. Problemas
de decisdao sdo soluveis, e redugoes de Karp sdo unérias (na verdade, a funcio de
transformagao de respostas é a identidade). Isto faz com que a discussdo sobre
problemas totalmente soliveis e insoliveis e a discussao sobre reducdes unérias e

binarias sejam irrelevantes quando o escopo se limita a problemas de decisao.

Quanto a problemas mais gerais (de busca, de otimizagdo etc.), nossas defini-
¢oes concordam em parte com as de [29, pp. 19, 257, que exigem que uma reducao

mapeie instancias soluveis em instancias soluveis, e com as de [30, p. 229], que
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admitem apenas funcoes undrias de transformacdo de respostas (sem qualquer jus-
tificativa, porém). Os exemplos exibidos ao longo deste trabalho sdo evidéncia —

“empirica”, por assim dizer — da adequagao das nossas defini¢oes.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016027/CA




