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Resumo

Silva Braga, Fernando; Sirakov, Boyan. Existéncia, Unicidade e
Estabilidade de Solucoes de Sistemas de Equacgoes Difer-
enciais Ordinarias. Rio de Janeiro, 2021. 85p. Dissertacao de
Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

Esta dissertacao tem o objetivo de aplicar os conceitos e ferramentas da
Analise Real e Algebra Linear num estudo sobre a teoria de existéncia, unici-
dade e estabilidade de solugoes de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias,

considerando sistemas gerais parametrizados, lineares e nao-lineares.

Palavras-chave
EDO; Equacoes Diferenciais Ordindrias; Existéncia e Unicidade de

Solugoes; Sistemas Gerais Parametrizados de EDO; Sistemas Lineares de
EDO; Estabilidade de Solugoes.
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Abstract

Silva Braga, Fernando; Sirakov, Boyan (Advisor). Existence,
Uniquiness and Stability of Solutions of Ordinary Differen-
tial Equations Systems. Rio de Janeiro, 2021. 85p. Dissertacao
de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia Universi-
dade Catolica do Rio de Janeiro.

This dissertation aims to apply the concepts and tools of Real Analy-
sis and Linear Algebra to the theory of existence, uniquiness and stability of
solutions of ordinary differential equations systems, considering general para-

metric, linear and non-linear systems.

Keywords

ODE; Ordinary Differential Equations; Existence and Uniqueness of
Solutions; Parametric General Systems of ODE; Linear Systems of ODE;
Stability of Solutions.
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1
Introducao

Esta dissertacdo tem o objetivo de aprofundar os conhecimentos de
Anélise Real aplicando os conceitos e ferramentas da Algebra Linear num
estudo com demonstragoes detalhadas de assuntos relacionados a teoria geral

dos sistemas de equacoes diferenciais ordinarias - EDO.

No Capitulo 2 ¢é apresentada a teoria geral dos sistemas de EDO para-
metrizados ' = f(t,x,u) (u € R™ pardmetro) contemplando um estudo sobre
a existéncia e unicidade da solugao, a analise de sua continuidade e diferenci-
abilidade com respeito aos parametros, seu dominio maximal de existéncia e

a propriedade de saida do compacto.

No Capitulo 3 tratamos dos sistemas lineares com coeficientes variaveis
¥’ = A(t)xr + b(t) e o caso particular em que a matriz A(t) = A € R™*" é uma
constante. Neste capitulo, analisamos o dominio de existéncia e unicidade da
solucao, definimos a matriz fundamental de solugoes e a exponencial matricial,
demonstrando suas principais propriedades e aplicando os resultados para

encontrar a solucao destes sistemas.

No Capitulo 4, é analisada a estabilidade das solugoes de sistemas
lineares e nao-lineares (' = Ax + f(t,x)) contemplando as condigdes para

estabilidade assintotica e instabilidade das solugoes.

Apos as consideragoes finais sao incluidas, como apéndices, as principais
defini¢des, teoremas e demonstracoes de resultados provenientes da Analise
Real e Algebra Linear cujo conhecimento colabora para um melhor entendi-

mento deste estudo.
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2
Sistemas Gerais Parametrizados de EDO

Considere os conjuntos abertos e conexos [2] I CR, X CR"e U C R™
em que n e m € N. Seja I' um conjunto de fungoes continuas definidas em
I x X — R". Fixe ty € I e suponha que para todo u € U existem g, € R" e
fu € T tais que podemos definir o sistema de EDO:

7o (t) = fu(t, 2u(t))

(2-1)

Sejam G =1 x X xU, f:G—R"eg:U — R” tais que para todo

u € U temos

fta(t,u),u) = fult, zu(t)) e g(u) = gu. (2-2)
Suponha f e g continuas e considere agora o seguinte sistema parametri-
zado por u:
Ox
—(t,u) = f(t,z(t,u),u
oy () = fltatu).0) 0

(to, u) = g(u)

Resolver o sistema (2-3) é equivalente a buscar, para todo v € U, uma
solucdo z(t,u) = x,(t) definida para algum intervalo I, C I em que x,(t) é
solugdo do sistema (2-1) neste intervalo.

Neste capitulo, consideraremos fixos ug € U e zg = g(ug), suporemos f
localmente Lipschitz com respeito a x em G (Definigdo B.29) e buscaremos um
compacto Uy C U em que ug € Uy e para todo u € Uy existe nica solucao x
para este sistema definida para algum intervalo fechado Iy C 1.

Veremos que a fungao x(t,u) é continua no compacto Q = Iy x Uy e
que, adicionando as hipéteses de que f € CH(G) e g é diferencidvel em U,
temos também que a funcio z(t,u) € C*(£2). Definiremos também o intervalo
maximal de existéncia de uma solucao e veremos a propriedade de saida de

um compacto.
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Capitulo 2. Sistemas Gerais Parametrizados de EDO 11

2.1
Existéncia e Unicidade da Solucao

Nesta secao, demonstraremos um teorema fundamental das equacoes
diferenciais ordinarias que estabelece condigoes para garantir a existéncia e
unicidade de solugbes para o sistema (2-3).

Inicialmente, notemos que, seja um conjunto compacto Il C G entao, pela
Proposicao A.1, como f é localmente Lipschitz com respeito a x em G temos
que f é Lipschitz com respeito a  em II. Além disto, como II é um compacto
e f é continua, pelo Teorema B.28, podemos definir M := max | f(t,x,u)|.

Observemos também que, seja b > 0 entao pela continuidade de g em ug

existe ¢ > 0 tal que se [Ju — u|| < ¢ temos [|g(u) — g(uo)| = [lg(u) — zo|| < 3.

Teorema 2.1 Considere o sistema (2-3) e suponha f localmente Lipschitz

com respeito a x em G. Seja Il C G definido como
= {(t,x,u) : [t —to| < a,l||lz— 20| <b,||Ju—u| <c}

com a,b,c > 0 tais que se ||u — ugl| < ¢ temos ||g(u) — zo|| < L.

Considere L a constante de Lipschitz de f com respeito a x em II e sejam

._ N b1
M = mﬁmxﬂf(t,x,u)” e h = HHH{CL,W,E}.

Entdo, para todo u € U tal que ||u — uo|| < ¢, existe uma tdnica solu¢io x deste
sistema definida para todo t € [tg — h,tg + h]. Mais ainda, a fun¢io z(t,u) é

continua em ) definido como

Q =1y x Uy := {(t,u) : [t —to] < h,|ju—ul| < c}.

Demonstracao.
Considere a sequéncia de fungoes {xy }reny em que definimos zj, : @ — R™ para

todo k € N conforme a seguir:
xo(t,u) :=xg
t
x1(t,u) :=g(u) —i—/t f(s,xo(s,u),u)ds
0

ot ) i=g(a) + [ f(s.(s,0),u)ds 2-4)

z(t,u) ==g(u) + tf(s,mk,l(s,u),u)ds.

to

Mostraremos que xj; estd bem definida sendo continua para todo k£ € N, bem
como x, converge uniformemente para uma funcdo x continua em €2 e ve-

remos que, para todo u € Uy, x(t,u) é a unica solucao definida para todo t € I.
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Capitulo 2. Sistemas Gerais Parametrizados de EDO 12

Afirmagao (I): xy estd bem definida e é continua em S para todo k € N.
Seja (t,u) € Qentaot € [toy—h,to+h], logo |t —to| < a; ||u—upl < c. Assim,
mostraremos por indugdo em k que xzy é continua e ||zx(t,u) — xo|| < b, ou
seja, que (¢, zg(t,u),u) € Il e portanto (¢, x(t,u),u) pertence ao dominio de
definicao da func¢ao f e logo a funcao z; estda bem definida para todo k£ € N.
Base da Indugdo: Se k =1 temos

¢
|x1(t,u) — x| = H +/t f(s, o, u)ds — xq
0
¢
| 15w, ds
to

b b b b
<4+ Mit—ty)l<-+Mh<-4+M— =
_2+ |t to!_2+ h_2+ T b.

< llg(u) — zoll + (2-5)

b t
§+‘/ Mds
2 to

Como g e f sdao continuas entdo, pelo Teorema Fundamental do Célculo B.40,
x1 ¢ a soma de funcoes continuas e, pelo Teorema B.30, x; é continua em ().
Passo Indutivo: Suponha vélido para (k — 1) que ||zg_1(t,u) — xo|| < b e que

ZTr—1 € continua. Com isto, temos

ot 0) = ol < lgta) = zoll + | 11510520, ) s

b b b
< Mt —ty| < =4+ M— =0b.
2+ | ol + Wi

(2-6)

Assim, (t,x,(t,u),u) € Il C G e portanto xj estd bem definida. Como z5_; e
f sao continuas entdao, pelo Teorema B.30, a fungao composta f(t, xx(t,u), u)
é continua e logo, pelo Teorema Fundamental do Calculo B.40, sua integral
existe e é continua. Como ¢ é continua entdo xj é a soma de func¢oes continuas

e portanto x; é continua para todo k € N.

Afirmagao (II): x; converge uniformemente em 0 para uma fungio x
que € continua em €.

Mostraremos que existe uma série convergente y_ a; tal que para todo k € N
tem-se ||xg1(t,u) — xp(t, v)|| < ag.

Vimos em (2-5) que || (t,u) — xo|| < b =: a;. Analogamente, temos:

[ s a(s, ) 0) = (5,20, w)ds

to

[z2(t, u) — 21 (L, )| =

<| [ 1o 0) = fs,zm, ) ds

(2-7)

t
<|[ Lllei(s,u) = aoll ds
to

<L |21t u) — o] |t — to]
§L6|t - t()’ = as.
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t
||:E3(t’ u) - xQ(tvu)H = /t (f(S,ZL’Q(S, u)au) - f(S, x1(57u)’ u))ds
0
t
< / L ||z2(s, ) — 1(s,w)|| ds
to
t t — to?
<|[ L?b|s — to|ds| < LQbQ =:a (2-8)
to
t
24 (t, u) — 23(t, u)|| < /t Lllzs(s,u) = z2(s,u)|l ds
0
t L3b [t —to|?
<| [ =—|s —to|’ds| < L3b = ay.
= /to 5 15~ ol 3‘ = 32 ™M
Procedendo assim para todo k € N temos
L*b Lh)*
|epar (t, u) — zp(t,u)]| < FH —tolF < b(k:‘) =: ay. (2-9)
Seja a sequéncia de fungoes z; tal que para todo k € N temos
2k =T — Xg = T — T + Tp—1 — Tg—o + Tp—2 + -+ — 1 + 1 — Tg. (2-10)

Logo B}

i=1

o

Mas, pela Definicao B.21, Z ay, converge para b(e"" — 1) e logo, pelo Teorema
k=1

de Weierstrass A.4, zp converge uniformemente em €2 e portanto xy converge

uniformemente em 2. Assim podemos definir para todo (t,u) € €2
z(t,u) == lim xk(t,u). (2-12)
k—o0

Como 1z, é continua em {2 para todo k € N entao, pelo Teorema B.45, = é

continua em ().

t

) f(s,2p(s,u),u)ds = /ttf(s,x(s,u),u)ds.

0

Afirmacao (III): lim
k—o0
Como f é Lipschitz com respeito a x em II, pela Definicao B.29

[ (st u),w) = (s, (s, ), w))ds

to

t
< ‘/ L ||zg(s,u) — x(s,u)| ds
to

t
L sSup ka(57u> —$(S,U)||d8
o (s,u)eQ

<

<L sup |zg(s,u) — x(s,u)| [t — tof
(s,u)EQ

<Lh sup "$k(57 u) - 'T(Sa U)H :
(s,u)eQ

(2-13)
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J& que zj converge uniformemente para x em €2, pela Definicao B.27, quando

k — oo temos

sup ||zg(s,u) — z(s,u)|| =0 (2-14)
(s,u)eQ
e logo
¢ t
/ f(s,xp(s,u),u)ds — | f(s,z(s,u),u)ds. (2-15)
to to

Note que, pode-se perceber mais diretamente esta convergéncia pois, conforme
Proposi¢do A.6, quando k — oo temos que f(t,xg(t,u),u) — f(t,z(t,u),u)
uniformemente com respeito a ¢t em {2, mesmo nos casos em que f é apenas con-
tinua (nao necessariamente Lipschitz). Com isto, podemos usar diretamente o
resultado do Teorema B.49 e obter [f, f(s, z4(s,u),u)ds — [ f(s, (s, u), u)ds.

Afirmagao (IV): Para todo u € Uy temos que x(t,u) € solugcao de (2-3)
definida para todo t € I.

Fixemos u € Uy arbitrario. De (2-4)

xp(t,u) = g(u) + /tj f(s,zp_1(s,u),u)ds Vit € I.
De (IT) e (III), quando k — oo temos
z(t,u) = g(u) + /t: f(s,z(s,u),u)ds Vit € I. (2-16)
Assim, z(tg,u) = g(u) e portanto
2(t,u) = 3(to,u) + /t:f(s,x(s,u),u)ds Vi e I, (2-17)

Ja que x e f sdo continuas entao, pelo Teorema B.30, sua composta
f(t,z(t,u),u) também é continua e, pelo Teorema Fundamental do Célculo
B.40, x(t,u) é tal que

ox

a(t,u) = f(t,z(t,u),u). (2-18)

Como z(tg,u) = g(u) e u é arbitrario entao para todo u € Uy temos que z (¢, u)
é solugao de (2-3) definida para todo t € I.
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Afirmacao (V): Para todo v € Uy temos que x(t,u) € a unica solugio de
(2-3) definida para todo t € I.

Fixemos u € U, arbitrdrio. De (IV), temos que z(t,u) é solucdo definida

para todo t € I,.

Suponha por absurdo existir outra solu¢ao y definida para todo t € [tg—0, tg+0]
para algum 0 > 0. Sejam hy = min {0, h} e I := [tg — hy,to + hy].

Como I; C Iy entao x e y sao solugoes para todo t € I, logo
t
olt,u) = g(u) + [ f(s,2(s,0), u)ds
to

A (2-19)
y(t.u) = gluw) + [ f(s.y(s.u),w)ds.

Como z e y sdo continuas em um compacto entdo a fungio (x — y) também é

continua num compacto e, pelo Teorema B.28, existe t; € I, tal que
My = Jla(ty, w) = y(t, w)|| = max fla(s, u) — y(s, u)]l- (2-20)
Como f é Lipschitz com respeito a x em II

[ (s, ). 0) = F5,y(s,), u))ds

to

[ Lllats,w) — y(s,w)] ds

to

H.T(t, u) - y(t7 U)H <

< (2-21)

<L < LMyt — to] < LMyh,.

t
Mlds
to

Assim ||z(t,u) — y(t,u)|| < LMihy para todo t € I; e como t; € I; temos
1
My = ||x(ty,u) —y(t1,u)|| < LMihy = hy > I (2-22)
Absurdo, ja que hy = min{d,h} < h < i < %

Como wu é arbitrario, para todo u € Uy existe tnica solucdo x do sistema
(2-3) definida para todo t € Ij. [

A seguir, mostraremos que se existirem duas solugoes de (2-3) definidas
em intervalos abertos distintos entao estas duas solugoes sao iguais na interse-

¢ao destes intervalos.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812618/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1812618/CA

Capitulo 2. Sistemas Gerais Parametrizados de EDO 16

Teorema 2.2 Considere o sistema (2-3) e fixze u € U. Suponha f localmente
Lipschitz com respeito a x em G. Se existirem duas solugoes x1 e xo definidas,
respectivamente, em intervalos abertos I e Iy entao x1(t,u) = xo(t,u) para
todo t € I; N 1.

Demonstracao.
Seja (¢, d) := I; N I,. Como z; e xg sdo solugdes em (c,d) entdo ty € (c,d).
Suponha, inicialmente, d € R (finito).

Sejam:
P = {t € [to,d) : x1(t',u) = 22(t',u) Vt' € [to,t)} e T :=supP.  (2-23)

Pelo Teorema 2.1 (considerando ug = u), existe h > 0 tal que x;(t,u) = zo(t, u)
para todo t € (tg — h,to + h) e logo T' > ty.

Afirmacao (I): x1(t,u) = z2(t,u) para todo t € [ty,T).

Seja t € [ty,T) arbitrario. Pela definigdo de supremo, existe t; € P tal que
t <ty <T.Como t; € P entao z1(t',u) = x2(t',u) para todo t' € [to,11).
Escolhendo t' = t temos wz1(t,u) = x3(t,u). Como t é arbitrdrio entao
x1(t,u) = x2(t,u) para todo t € [ty, T).

Afirmacgao (II): T =d.

Suponha por absurdo que T' < d. Seja a sequéncia (t,)nen tal que t, =T — %
para todo n € N. Como t,, — T entao existe N € N tal que ¢, € (ty,T) para
todo n > N. Assim, por (I) temos que z;(t,,u) = xa(t,,u) para todo n > N.
Logo, quando n — oo temos x1 (T, u) = xo(T, u).

Considere o sistema:

Ox
5 (tu) = F(t.x(tu).u)

x(T,u) = x1(T, u)

(2-24)

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade 2.1 (considerando (to,uo) = (T, u)),
existe uma dnica solucdo para este sistema em (T — H,T + H) para
algum H > 0. Escolhemos 0 < H suficientemente pequeno tal que
(T — 0, T + ) C (¢,d). Como z1 e xo sao solugdes deste sistema em
(T'— 0, T+ 9) entao x1(t,u) = xo(t,u) para todo t € (tg, T + ). Absurdo, pois
T=supP >T+0. Logo T =d.

Se d nao for finito, consideramos a sequéncia de intervalos «a, = (to,n)
definida para todo n € N e usamos o resultado anterior para cada um dos
intervalos limitados «,, e temos que 1 (t,u) = x3(t,u) em (tg,n) para todo

n € N, logo z1(t,u) = x5(t, u) para todo t € (tg,00).
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Por fim, procedemos analogamente para ¢, porém definindo:
Py={t € (c,to) : x1(t',u) = xo(t',u) V' € (t,t0])} e Ty :=inf P, (2-25)

e concluimos que T} = ¢ obtendo o resultado procurado. [ |

2.2
Dominio Maximal de Existéncia da Solucdo

Considerando agora o sistema (2-3), mostraremos que se f for localmente
Lipschitz com respeito a x em G entdao existe um intervalo I além do
qual a solugdo ¢ deste sistema nao pode ser prolongada. Denominamos ¢

solugdo nao-prolongavel do sistema e [ intervalo (ou dominio) maximal de

existéncia da solucao.

Teorema 2.3 Considere o sistema (2-3) e fite u € U. Se f € localmente
Lipschitz com respeito a © em G entdo existe um intervalo de comprimento
mazimal (mq,mz) C R no qual é definida uma solugao ¢ nao-prolongdvel e
unica.

Demonstracao.

Pelo Teorema 2.1, existe tinica soluc¢ao do sistema em um intervalo (to—h, to+h)
para algum h > 0. Assim, podemos definir:

my = inf{a < ¢y tal que existe solugdo do sistema no intervalo (a,ty + h)}
my 1= sup{f > ty tal que existe solu¢do do sistema no intervalo (ty — h, 3)}

em que m; e/ou my podem ou nao ser finitos.

Seja t € (mq,mse) fixo e arbitrario. Como t > my, pela definicdo de in-
fimo, existe o < t tal que existe solugdo ¢; em algum intervalo («,tq + h)
que contém t. Analogamente, como t < mg, pela definicdo de supremo, existe

[ >t tal que existe solugdo 1, em algum intervalo (tg — h, 5) que contém ¢.

Assim, definimos uma fun¢do ¢; para todo t € I} = (a,5) C (mq,m2)
tal que
U (t,u)  set € (a,to
e1(t,u) = . (2-26)
Uo(t,u)  set € (tg, H)
Pelo Teorema 2.1, ¥ (t,u) = ¥o(t, u) para todo t € (to — h,to + h) e logo p; é
uma funcao bem definida e continua, sendo uma solugao para todo t € (a, 3).
Seja o uma outra solugdo definida num intervalo Iy qualquer que contenha ¢

entdo, pelo Teorema 2.2, o1 (t,u) = @o(t, u) para todo t € I) N Is.
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Como t é arbitréario, podemos definir ¢ (¢, u) := 1 (¢, u) para todo t € (mq, ms).
Derivando em t

W)= 20 1) = flt i) ) = St ). (220

Assim, temos que

dp _
E(t’ u) = f(t, ot u), u) ' (2-28)

o(to, u) = @1 (to, u) = g(u)

Portanto, ¢ ¢é solugao nao-prolongavel do sistema com intervalo maximal de

existéncia (mq,ms). [

2.3
Diferenciabilidade da Solucao com respeito aos parametros

Mostraremos agora que podemos também estabelecer condigoes para que
a solucdo x do sistema (2-3), vista no Teorema 2.1, seja nao sé diferencidvel
com respeito a ¢ mas também com relacao ao proprio parametro u. Veremos

que se f € CH(G) e g for diferencidvel em U entdao x € C1(Q).

Teorema 2.4 Considere o sistema (2-3) e a fungao x(t,u) continua em € cuja
existéncia é garantida pelo Teorema 2.1. Se f € CY Q) e g for diferencidvel
em U entio x € C*(Q).

Demonstracao.
fi
ox;

todo 7,7 < n e, pelo Corolario A.3, f é localmente Lipscﬁitz com respeito a x

Notamos que, como f € C!(G) entdo suas derivadas sdo continuas para

em G.

Fixemos (¢,u) € Q (arbitrario) e sejam o € Rtal que 0 # |a| < ¢, k=1...m
e o vetor canonico e € R”, definimos:

Agx(t,u) = x(t,u + aey) — x(t, u). (2-29)

Como x é solugao em {2 entao

(Zf(t, u+ aeg) = f(t,z(t,u+ aey), u+ ae). (2-30)
Derivando (2-29) em ¢
0 ox ox
&(Aaﬂﬁ) :E(ta u+ oey) — a(ﬁ ) (2:31)

=f(t,z(t,u+ aey),u+ aeg) — f(t,x(t,u),u).
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Sejam y = (z(t,u + aeg),u + ae) € R e z := (z(t,u),u) € R"™ entao,
pelo Lema de Hadamard A.7, existem ¢ ;(¢, y, ) funcgoes continuas para todo
i< (n+m)ej<n tais que

n+m

fj (ta y) - fj(t’ Z) = Z (yz - Zi),lvbi,j(t? Y, Z) (2_32)

Logo
Filty) — fi(t,2) = (im(t, u+ aer) — (b))t . z>)

=1

+ (i[(“ + aek)i — wiltin) (L, Y, Z)) (2-33)

=1

- (Z Aaxi¢i7j (t7 Y, Z)) + a¢(k+n),j (t7 Y, Z)
i=1

Seja W; 1= Y(pin),;, de (2-31) e (2-33) temos para todo j =1...n

0

a(Aaﬂf)j = fi(t,y) = fi(t,2) = oW (t,y, 2) + Y Aqaith j(t,y, z).  (2-34)

i=1
Como y e z dependem de u e «, definimos 8 := (u,«) e
A(t, B) = (Vi(t,y, 2))i =1 € R (matrix n X n) e

(2-35)
B(tﬁ) = (\Ijj<t7y>z>>?:l € R".

Como 9;; e ¥, sao continuas para todo i, j = 1...n entdao A e B também sao

fungoes continuas.

De (2-34) e (2-35)

;(Aax(t, u)) = A(t, B).Aqz + aB(t, B). (2-36)
Seja w(t, B) = Aaxo(ét,u). Definimos o seguinte sistema :
W (1.5) = At BJult, ) + B(t. 5) = Flt,v. )

(2-37)

Assim (2-37) é um sistema de EDO parametrizado por  na varidvel w.

oF
Como — = A é continua entao, pelo Corolario A.3, F' é localmente Lipschitz

ow

com respeito a w.
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Uma vez que g ¢ diferencidvel em wu, quando o« — 0 temos que

0
G(u,a) — a—g(u) Logo G pode ser prolongada por continuidade em (u,0).
U,
9y

Assim, definimos w(ty, u,0) := G(u,0) := 5
k

(u) e temos que G é continua.

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade 2.1, existe uma unica funcao w

continua que é solugao de (2-37) em alguma vizinhanga de (g, u,0).

A
Como w(t, 5) = w(t,u,a) = Bazlt,u) e w é continua temos:
«
s _z(tutae) —x(t,u)  Ox
w(t,u,0) = ilg%] w(t,u,a) = ilg%] > = 9 (t,u). (2-38)

T
Com isto, temos que existe a derivada a—(t, u) = w(t,u,0) e, uma vez que w
U

A O A
é continua, — também é continua em (¢, u).
6uk
- g ~ xr ;
Como (t,u) e k sao arbitrarios entao 0 ¢ continua em () para todo
Uk
E=1...m.

ox
Ainda, temos também — = f que é continua em G.

ot

Desta forma, como todas as derivadas de x sao continuas em €} temos
que z € CH(Q). |

2.4
Propriedade de Saida do Compacto

No proximo teorema, demonstraremos uma importante propriedade da
solucao ¢ nao-prolongavel definida no teorema anterior, onde garantiremos que
se K for um conjunto compacto contido em G e (tg, 2o, up) € K, entdo a partir
de determinado instante 75 (no dominio de ¢), o ponto (¢, p(t,ug), uy) nao
pertence mais ao compacto K para todo t > T5.

Analogamente, também existe um instante 77 (no dominio de ¢) tal que

o ponto (t, p(t,ug), up) nao pertence mais ao compacto K para todo t < T7.
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Teorema 2.5 Se (ty,xo,ug) € K C G (K compacto) e ¢ é a solugio ndo-
prolongdvel do Teorema 2.3 entao existem Ty, T € R em que m; < T} <1 <

my tais que set € (mq,T1) U (Ty, mo) temos que (t, p(t, ug), up) ¢ K.

Demonstracao.

Se mg = +00, como K é compacto entdo K é limitado e existe Bg (bola de
raio R) tal que K C Bg.

Escolhemos T, := R e se t > T3 entao

It ot w) )| > 2+ o)+ >t >To  (2:39)
LOgO (t790(t7u0)au0> §é K.
Suponha entdo ms € R (finito) e seja dy = dist{K,0G}. Como K é

compacto, 0G é fechado e 0G N K = () (pois G aberto implica que dGNG = ()
e como K C G entdao G N K = () temos, pela Proposigao A.8, que dy > 0.

d
Seja K' = {y € G dist(y, K) < 20} onde dist(y, K) := 11612 |lw — yl|-
Pela Proposicao A.9, K C K/ C G e K’ é compacto.

Sejam y; = (t1,21,u) € K (y; arbitrario) e a1 = by = %0, definimos:
H1 = {(t,CC,'U,(]) : |t — t1’ S ai, HZ‘ — l’lH S bl} (2—40)
Seja y € I1; (arbitrario) entao
dy d d
ly—will <=t + o —mll < =+ = < 3 (2-41)
4 4 2
Como 1y, € K
. ) d
dist(y, &) = inf [lw —y|| < [l — vl < 3 (2-42)

Logo, pela defini¢ao de K', y € K’ e portanto I1; C K.

Uma vez que y; é arbitrario, temos que para todo y; € K existe I1; C K'.

Pela Proposicao A.1, existem L; e L constantes de Lipschitz de f com
respeito a x em II; e K’ (respectivamente). Como II; C K’ entdao L; < L.
Ja que II; e K’ sdo compactos e f continua, pelo Teorema B.28, podemos
proceder como na demonstracao do Teorema 2.1 e definir:

My = max || f(y)]| < max|[f(y)ll = M e (2-43)

yeK'’

. b 1 _ by 1
hi := min {a1’2]\141’2L1} > min {a1’2]\14’2L} =: h. (2-44)
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Escolhendo T5 := my — h entao 75 nao depende do ponto y; escolhido.

Suponha por absurdo que exista t; € (Ty, ms) tal que (t1, ¢(t1,up),up) € K.

Considere o sistema:

ox
E(t’UO) = f(t,2(t,u0), uo) ‘ (2-45)

w(t1,up) = (t1, uo)

Como f é localmente Lipschitz com respeito a x em G, pelo Teorema de
Existéncia e Unicidade 2.1, existe uma tunica solugdo ¢(t,ug) para todo
t e (ty —hy,ty+hy) D (1 — h,ty + h).

Como t; € (Ty, ma) = (Mg — h,my) entdo my — h < t1. Logo mq < t; + h.
Absurdo, pois (mi,my) é o intervalo maximal e ¢(f,uy) ndo poderia ser

prolongada em t até (¢; + h). Assim, para todo t € (T, ms) temos

(t, p(t, uo), uo) ¢ K. (2-46)

Procedendo analogamente escolhendo T := my + h, também temos que para

todo t € (mq, 1)
(t, o(t,uo),uo) ¢ K. (2-47)
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Sistemas Lineares de EDO

Neste capitulo estudaremos os sistemas lineares de equagoes diferenciais
ordinarias (EDO).

Sejam I C R (intervalo aberto), g € R™ to € I, b : I — R" funcao
continua e A := (a;;)7;—, matriz (n x n) contendo fungdes a;; : I — R

continuas. Definimos o sistema linear de EDO a seguir:

2'(t) = A(t)z(t) + b(t)

l’(to) = 29

Vtel. (3-1)

3.1
Dominio de Existéncia e Unicidade da Solucao

Veremos a seguir que o sistema (3-1) possui uma tnica solucao definida

para todo t € I, ou seja, o intervalo maximal da solu¢ao nao-prolongavel é I.

Teorema 3.1 Eriste uma unica solugio de (3-1) definida para todo t € I.

Demonstracao.
Seja f(t,z) == A(t)z(t) + b(t) entao
af
9 Alt) (3-2)

que é continua (pois a;;(t) sao continuas para i,j = 1...n) e, pelo Coroldrio

A.3, f é localmente Lipschitz com respeito a x.

Assim, pelo Teorema 2.3, existe tUnica solu¢do nao-prolongavel em algum
intervalo (mj,ms). Suponha por absurdo que I =: (a,b) # (my,ms), ou seja,
a # my e/ou b # ms.

Como [ é o dominio em que estao definidas as fungoes A e b entao (my, mg) C I.
Logo a < my e/ou b > my. Inicialmente, suponha b > msy. Entdo, podemos

escolher 3 € (mg,b) tal que [tg, ms) C [to, 5] C I.
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Como a;;(t) sdo fungbes continuas para 4,5 = 1...n e [tp, ] é um com-

pacto entao, pelo Teorema B.28, podemos definir:

M := max ||A(s)zo]| (norma em R") e
[tO /8] (3_3)
L= max ||A( )|| (norma matricial definida na Defini¢ao B.10).

s€lto

Seja a sequéncia de fungoes {zy}ren em que xy : [to, 5] — R™ é definida para
todo k € N:

Seja t € [to, 8] arbitrario entao
t

x1(t) —xo = | A(s)zods

to

[ 14Gs)ao] ds
[ 1AG) @a(s) = ao(s))] ds

1 () = ol < < M|t =t (3-5)

[z2(t) = 21 (2)]] <

Pela Defini¢ao B.10 temos

Joa(t) = 210 <| [ 1A 1() = wofs)) ] ds

2

: t—t
LM|s—t0|ds§LM| ol
to
(3-6)
t M (L(t —ty))*
Joat) — st <ppp L=l M (L= o)
MEG-—t)* _ 5 g

L k!

Para todo k € N definimos yy(t) := xx(t) — zx_1(t) e temos |lyx(t)|| < .
Como t é arbitrario e 0 independe de t entao ||yx(t)|| < dx para todo t € [to, J].
Mas, pela Definicao B.21:

Z@ et 1) (3-7)

logo, pelo Teorema de Weierstrass A.4, 3 y; converge uniformemente em [to, 3.
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Como k k
l‘k(t) =g+ Z(l’l(t) — ZUi_l(t)) =Xy + Z:yl (3—8)

entdo x, também converge uniformemente em [ty, 5] para uma fungao z(t).

J& que xp é continua para todo £k € N e a convergéncia é uniforme, en-
tao, pelo Teorema B.45, x também é continua. De (3-4) temos
t
x(t) = klim Tpy1(t) = xo+ lm [ (A(s)zk(s) + b(s))ds. (3-9)
—00

k—00 Jt,

Assim, podemos usar diretamente o Teorema B.49 e temos que quando k — oo

entdo [; A(s)zk(s)ds — [, A(s)z(s)ds. Alternativamente, podemos notar que

[ AG) ns) - 2()ds

to

<L | [ llon(s) - a(s) ds

- d
[ o [l2u(s) = 2(s)] ds

<L(B — to) max [lzx(s) — z(s)|

<L (3-10)

e como 1z converge uniformemente em [tg, 5] entdo, pela Definigdo B.41,

quando k — oo
max ||zg(s) — z(s)|| — 0. (3-11)
s€[to,B]

Assim, temos

lﬁqg@“@—xgnw 0 (3-12)
e portanto i .
l@A@ﬁAQ—>mA@n@) (3-13)
De (3-9) e (3-13)
o(t) =z + [ (Als)a(s) + b(s))ds. (3-14)

to
Pelo Teorema Fundamental do Calculo B.40, 2/(t) = A(t)z(t) 4+ b(t) e como
x(tg) = x¢ entdo z(t) é solugdo de (3-1) para todo t € [to, 3] D [to, m2).
Absurdo, pois (my, ms) é o intervalo maximal de existéncia, logo nao poderia

existir solucao definida para t > ms.

Por outro lado, se a < m; procede-se analogamente escolhendo a € (a,m;) e

conclui-se que existe uma solugdo definida para t < my. Absurdo.

Assim, I = (my,ms2) e logo existe tinica solugao definida para todot € I. N
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3.2
A Matriz Fundamental e suas propriedades

Nesta secao consideraremos um sistema linear qualquer
x'(t) = A(t)x(t) + b(t)

em que A e b sao fungdes continuas em um intervalo I C R e definimos:

Definicao 3.2 (Sistemas Homogéneos e Nao-Homogéneos)
Se para todo t € I temos b(t) = 0 € R" entdo o sistema € de-

nominado homogéneo (H). Caso contrdrio, o sistema € denominado

nao-homogéneo (NH).

Definicao 3.3 (Solugdo Geral e Particular)
O conjunto de todas as solugoes de um sistema é denominado a solugdo geral

do sistema e dizemos que xp é uma solug¢ao particular deste sistema, se rp €

uma solucdo qualquer conhecida do sistema.

Proposicao 3.4 (Espago Vetorial de Solugées de H)
Seja E o conjunto das solugoes de um sistema homogéneo (H) entio E € um

espaco vetorial de dimensao n.

Demonstracao.
Sabemos que o conjunto F' das fungbes continuas em [ é um espacgo vetorial
(pela Definicao B.2). Como E C F mostraremos que E é um subespaco

vetorial. Vejamos.

1. Sejam = e y € F entdo 2/(t) = A(t)z(t) e ¥'(t) = A(t)y(t) para todo
t € I (pelo Teorema 3.1) e logo (x + y) € E pois

(z+y)'(t) = 2'(t) +y/'(t) = A(t)z(t) + A()y(t) = AX)(z+y)(t). (3-15)
2. Sejam o € R e z € E entao (ax)(t) € E pois

(ax) (t) = az'(t) = aA(t)z(t) = A(t)(az)(t). (3-16)

Pela Definicao B.3, E é um subespaco de F', logo E é um espaco vetorial.

A seguir, definiremos uma aplicacdo L : E — R" e veremos que L é um
isomorfismo linear, ou seja, L é uma aplicagdo linear bijetiva (injetiva e

sobrejetiva).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812618/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1812618/CA

Capitulo 3. Sistemas Lineares de EDO 27

Sejam to € I (fixo) e L : E — R" tais que L(z) = xz(ty) entdo

L é uma aplicacao linear pois pela Definicao B.55 temos

L. Sexeye€ E= Llz+y) = (r+y)(t) = z(to) + y(to) = L(x) + L(y).
2. SeaeRexe E= Llar) = azx(ty) = aL(xg).
Seja xg € R™ arbitrario, consideremos a solugao ¢, do sistema:
/() = A(t)x(t)

(3-17)
CC(t()) =X

Como ¢ € E entdao L(p1) = xo. Assim, para todo xy € R™ existe ¢ € E tal
que L(p1) = o, logo Im L = R™ e L é sobrejetiva (pela Proposi¢ao B.58).

Seja ¢y € E tal que L(py) = 0 entdo @y é solugao de

?(t) = A(t)x(t)

(to) = 0 € R &18)

Como ¢(t) = 0 é solugao trivial deste sistema entdo, pelo Teorema de Exis-
téncia e Unicidade 3.1, po = ¢ = 0 (caso contrario existiria mais de uma

solugdo). Com isto, Ker L = {0} e, pelo Teorema B.57, L ¢é injetiva.

Como L é injetiva e sobrejetiva entao L é uma aplicacao linear bijetiva de F

em R" e pelo Teorema B.59:

dim £ =dimKer L + dimIm L = 0 + dimR" = n. (3-19)
[

A seguir, faremos algumas defini¢oes relevantes relacionadas aos vetores

de solugbes do espago vetorial E (definido na Proposigao 3.4).

Definigao 3.5 Sejam {p',... ¢©"}, n vetores quaisquer do espago vetorial E.
Como cada um destes vetores sao funcoes de I — R™, definimos uma matriz

nxn como ¢ :=[p' ©* ... p"| a qual denominamos de matriz de solugoes.

Defini¢ao 3.6 (SFS e Matriz Fundamental)
Se os wvetores {©*, ..., "} (Definicio 3.5) formam uma base do espago E,
denominamos estes vetores Sistema Fundamental de Solugoes (SFS) e sua

respectiva matriz ¢ matriz fundamental do sistema.
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Defini¢ao 3.7 (Wronskiano)

Seja uma matriz de solucoes ¢ qualquer, denominamos de Wronskiano de ¢ a
fungao W, : I — R tal que W,(t) := det(¢(t)) para todo t € I. Por simplici-
dade de notagdo, sempre que @ € conhecida, denotaremos o Wronskiano de

como simplesmente W 1= W.,,.

Note que, pelo Teorema B.51, a funcao determinante é uma funcao
continua e como ¢ também ¢é continua entao W, é uma composicao de fungoes

continuas. Logo, pelo Teorema B.30, W,, ¢ uma funcao continua.

Proposicao 3.8 (Solugdo Geral de um Sistema Homogéneo)
A matriz ¢ € uma matriz fundamental, se e somente se, a solucio geral do

respectivo sistema homogéneo é dada por
E={pc : ceR"}.

ou stmplesmente, representamos as solucoes do sistema homogéneo por
zu(t) =p(t)c , ceR"

em que c percorre todo conjunto R™.

Demonstracao.
=) Se p é matriz fundamental entdao {p', ..., "} ¢ um SFS, ou seja, formam

uma base de E. Logo, pelo Teorema B.5, a solugdo geral é dada por

() =Y ae'(t) =p(t)e , ceR™ (3-20)
i=1
<) Se E é o espago vetorial gerado pelos n vetores {p!,..., "} entdo, pela

Proposicao 3.4, dim E' = n. Assim, pelo Teorema B.5, temos que estes n vetores
formam uma base de E e logo, pela Defini¢ao 3.6, ¢ é matriz fundamental.
|

Proposicao 3.9 (Solugao Geral de um Sistema Nao-Homogéneo)

Sejam os sistemas lineares:
'(t) = A(t)x(t) + b(t) (NH) e Z2'(t) = A(t)z(t) (H).

Se x, é uma solugdo particular de (NH) entao a solugao geral xypy de (NH) é

TNy =Ty +xp em que xy € a solugio geral de (H) dada pela Proposi¢io 3.8.
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Demonstracao.

Considere um SFS {¢!, ..., p"} conforme Definigdo 3.6.

Seja z solugdo qualquer de (NH), definimos z(t) := z(t) — xp(t) e temos

Z(t) = a'(t) = 2p(t) = (A@)x(t) + b(t)) — (A(t)zp(t) +b(t)).  (3-21)
Logo
Z(t) = A(t)(x(t) — zp(t)) = A(t)z(t). (3-22)

Assim, z é solucao de (H) e entdo z € E. Com isto, existe ¢ € R™ tal que

() =X a0 (3-23)

e portanto n '
z(t) = zp(t) + ; cip'(t). (3-24)

Reciprocamente, seja ¢ € R" e z(t) = zp(t) + > ;' (t) entdo
i=1

i=1 (3-25)

= b(t) + A(t)z(t).

Assim, temos que z é solugao de (NH).

De (3-24) e (3-25) temos que a solu¢do geral de (NH) é dada por

eny(t) =xp(t) + iciapi(t) , c€eR™ (3-26)

Portanto
enu(t) =xp(t) +xg(t). (3-27)
|

Mostraremos a seguir algumas relagoes entre o Wronskiano e a matriz
fundamental, obtendo o importante resultado de que se existir um instante
to tal que W(ty) # 0 entdo W(t) # 0 para todo t e temos que W(t) é o
determinante de uma matriz fundamental.

Ainda, vale a reciproca, ou seja, se W(t) for o determinante de uma

matriz fundamental, entdo temos que W (t) # 0 para todo t.
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Teorema 3.10 Considere W (t) o Wronskiano (Definicio 3.7). As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
1. existe tg € I tal que W (to) #0;
2. W(t) # 0 para todo t € I;

3. 4ot ... "} € uma base do espago vetorial E, ou seja, é um SES e ¢ é

uma matriz fundamental do sistema.

Demonstracao.
Considere a aplicagao linear bijetiva L definida na demonstragao da Proposic¢ao

3.4. Pelo Teorema B.56, L é um isomorfismo e existe aplicagdo linear inversa

e bijetiva L™! tal que, pela Definicao B.55:

L7HL(¢") = ¢". (3-28)

Afirmagao: (1 = 3)

Pelo Teorema B.53, como W(ty) = Det[p'(ty)...¢"(ts)] # 0 entao
{p'(to), ..., " (to)} sdo linearmente independentes. Por (3-28), aplicando L~*
em L(¢") = pi(tg) parai =1...n temos

o' = L7(L(¢") = L™ (¢ (t)). (3-29)

Como L' é bijetiva e os n vetores {¢'(tg),...,¢"(tg)} sdo linearmente
independentes entdao os n vetores {¢!,...,¢"} também sdo linearmente inde-

pendentes. Assim, pelo Teorema B.5, {p!, ..., ¢"} formam uma base de E.

Afirmacao: (3 = 2)
Pelo Teorema B.5, {p!, ..., "} sdo linearmente independentes.

Logo, pela Definicao B.4:

> cip' =0 € E (funcdo identicamente nula) = ¢; =0 i=1...n. (3-30)
i=1

Portanto n ,
dap't)=0 Vtel=¢=0 i=1...n. (3-31)
i=1

Assim, pela Definigao B.4, {p'(f),...,¢"(t)} sdo linearmente independentes
para todo ¢t € I. Pelo Teorema B.53, W (t) # 0 para todo t € I.

Afirmacao: (2= 1)
Se W(t) # 0 para todo t € [ entdo, trivialmente, existe t, € I tal que
W(to) # 0. |
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A seguir, mostraremos a relagao entre o Wronskiano, sua derivada e o
traco da matriz A(t), bem como veremos que podemos calculd-lo usando uma
integral.

Teorema 3.11 (Férmula de Liouville)
Seja W(t) o Wronskiano (Defini¢io 3.7) entao

W/(t) = tr(A(t)W(t).

Demonstracao.
Sejam F - - -
801 ... (p”ll SOI
1 n
$i—1 -+ Pia Pji—1
wi=|(g;) ... (@)= 1|(g)| Ji=1...n (3-32)
1 n Jj+1
Yir1 - Pim ¥
T2 I

Assim, pelo Teorema A.10 (Derivada de Determinantes) temos

W(t) = 3 det(es (1)) = 3 0] (3-33)

Como
()= 520 = ADP 0 = (210 = 0 = Y anel ) (339

() = anel + - + auel, (3-35)

Rescrevendo 3-35 temos
- qt -t -t -t

(¢5) o1 ©; o

(@?)/ = aj 90{ _|_..._|_ajj @; +"'+ajn (qul
(3-36)

n

(#7) er @}

= (p) = a1+ F a5+ Gapn = Y AP
k=1
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Seja D a fungdo determinante (definida no Teorema B.51) entdao

lwj| = D(1,-- -, 051, (©)) L Pitts- - Pn)

:D(Sf?l;---’%fl, kz:ajk% 7<Pj+17---790n)- (&37)
Pela multilinearidade (Definicao B.50) da fungao determinante temos
jwj| = ;aﬂcD(@l, e PG, Phs Pt -+ Pn)- (3-38)
Como para todo k # j a linha ¢y, se repete para algum ¢; entao
D(p1, -3 Qj1, Phs Pja1s - 0n) =0 VE £ j. (3-39)

Assim, temos

|w]| = CijD(QOh ey P51, Pty - e QOTL) = aJJD<90) = a]JW (3_4())
De (3-33) e (3-40)

W) = (0] = D a(OW () = (AW, (341

Corolario 3.12 Para todo t € I temos

W(t) _ W(to)efto tT’(A(S))ds.

Demonstracao.

Se existir tg € I tal que W (ty) = 0 temos, pelo Teorema 3.10, que W (t) = 0

para todo t € I e logo a expressao ¢ trivialmente valida.

Se W(t) # 0 para todo t € I entao
W(t)
W(t)

— tr(A(t)). (3-42)

Integrando de ty a t temos

W) | W)
/to W(s)© _IH'W(tO)

-/ "tr(A(s))ds. (3-43)

to

Logo [ tr(A(s))ds
(W (&)] = [W (to)]ero : (3-44)

Como W (t) é uma funcao continua e W(t) # 0 para todo t € I entao W (t)

nao muda de sinal, ou seja, W (t) > 0 para todo t € I ou W (t) < 0 para todo

t € I. Portanto t
W(t) = W (ty)edio A, (3-45)
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3.3
Solucdo de Sistemas Lineares com coeficientes variaveis

O teorema a seguir nos fornece a solugao do sistema (3-1) como fungao

de uma matriz fundamental.

Teorema 3.13 Seja o sistema (3-1) e ¢(t) a respectiva matriz fundamental,

entao a solucao é dada por
t
o(t) = ¢(8) (¢ (oo + [ 7 (9)b(s)ds )
0
em que @~ L(t) é a matriz inversa de p(t) definida para todo t € I.

Demonstracao.

Como ¢(t) é uma matriz fundamental entdo pelo Teorema 3.10
det(p(t)) = |p(t)| # 0 para todo t € I. (3-46)

Assim, pelo Teorema B.53, a matriz ¢(t) é inversivel para todo t € I e logo

existe matriz inversa ¢! (t) definida para todo t € I.

Seja d : I — R™ tal que (t)d'(t) = b(t) entdo pela definicio de matriz

inversa (Teorema B.53)

b)) = o (H)e)d'(t) = ™ (1)b(t) = d'(t). (3-47)

Como ¢ é continua temos, pela Proposicao A.11, que ¢! também é continua.

J4 que b e ot sdo continuas entdo pelo Teorema Fundamental do Célculo B.40

d(t) = d(te) + t: o (s)b(s)ds. (3-48)

Logo, d estd bem definida para todo t € I. Como ¢(t).d'(t) = b(t) entao

n

A e [aw] | ZAOED L Ty
e )= = .. (3-49)
ORISR 0) B CAG] I W AR 7o I A

= b;(t) = igo;l(t)d;(t) j=1...n=bt) = i(pi(t)d;(t). (3-50)

Pela defini¢do de matriz fundamental (Definicio 3.6) temos que ¢’ é uma

solucao do sistema homogéneo z'(t) = A(t)x(t) para i = 1...n, logo

() @#)=A)p'(t) i=1...n. (3-51)
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Multiplicando (3-51) por d;(t) parai=1...n

n_ no (3-52)

Seja y(t) = @(t)d(t) = > ¢'(t)d;(t) entdo, aplicando a regra da soma e

produto das derivadas (Teé?elma B.39)
y'(t) =D _(") ()di(t) + D' ()i (). (3-53)

De (3-52) e (3-50) /
y'(t) = A)y(t) + b(t). (3-54)
Pela Defini¢ao 3.3, zp(t) := y(t) = ¢(t).d(t) é solugao particular do sistema

nao-homogéneo e, pela Proposicao 3.9, a solucao geral deste sistema é

Tr=2xg+xp

2(t) = p(t)(c + d(t)) , ceR" (3-55)
De (3-48)
o(t) = olt) (c-+ d(to) + t: SUMs) L R (3-56)
Considerando a condigio inicial z(to) = o temos que
T = 2(ty) = p(to)(c+ d(ty)) = c+d(ty) = ¢ (to)mo. (3-57)

De (3-56) e (3-57) temos que a solugao do sistema (3-1) é dada por

o(t) = ¢l0) (¢t + [ 7 ()b(s)ds ) (3-58)

3.4
A Exponencial Matricial

Nesta secao, definiremos a exponencial de uma matriz e apresentaremos

suas principais propriedades, relevantes ao presente estudo.

Definicao 3.14 Seja A uma matriz (real ou complexa) (n X n), definimos a
exponencial de A como:
4 A

=D em que A := I (matriz identidade).
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Usando a norma matricial induzida (Definigdo B.10) e suas propriedades:

|| AF o || AF < 11 4|*
2\l =2 14 x | <> H k,” =l e R, (3-59)
k=0 : k=0 : k=0 '

Pelo Teorema B.20 temos que a série é absolutamente convergente, logo
convergente e portanto e? estd bem definido. Note que, no caso de matrizes
complexas, usamos este teorema considerando a bijecdo entre as matrizes
complexas C™*™ e os vetores reais R2"*,

No teorema a seguir, usaremos o conceito de derivada de uma funcao
matricial (Definicao B.32).

Teorema 3.15 (Diferenciabilidade)

Seja A matriz real e p(t) = e entio ¢ € C*°(R) e para todo k € N temos
e = Akt em que %) ¢ a derivada de ordem k de .

Demonstracao.

Mostraremos primeiramente que ¢ é continua em R.

Seja a sequéncia de fungoes matriciais fj, definida para todo k € N

tk Ak

fr(t) = N =i =T+ i_o: fr(t). (3-60)

Seja t; € R e k € N (fixos e arbitrarios), usando a norma matricial (Definigao

B.10) e suas propriedades, temos para todo ¢t € R

s (3-61)

o) - el = | e =] < L

4]

Como S

eRe tlg{l |t" — ¥ = 0 entdo pelo Teorema B.25
1

Jim () — )] = 0= Jim fi(t) = fulto) (3-62)
Assim, temos que f; é continua em t; € R. Como t; e k sao arbitrarios entao

fr € continua em R para todo k£ € N.

Seja M > 0 (arbitrario) e t € [-M, M], fixamos t; = 0 em (3-61)

4] _ nneagt _

ol < ol <

» €R. (3-63)

Pela Definicao B.21, Z ap = (eHMA” — 1) e logo, pelo Teorema de Weierstrass
k=1
A4, a série Y fi, converge uniformemente em [—M, M].
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Como f; é continua em t para todo & € N entdo, pelo Teorema B.46,

> fr também ¢é continua em ¢ € [—M, M]. Mas t e M sdo arbitrarios, logo
t) ==Y _ fx(t) é continua para todo ¢ € R.

De (3-60) temos que e = I + f(t), logo €4 também ¢ continua em R.

A seguir, mostraremos que ¢ é diferenciavel em R.

Procedendo analogamente, seja M > 0 (arbitrdrio) e ¢t € [—M, M] temos

A -64
() = S = i) = k= AR (3-64)
Usando a norma matricial (Defini¢ao B.lO) e suas propriedades temos
A A (22 i 1M A"
f = H A <|Al| —— =B e R. (3-65
1RO = = ) < [lAll i1l < [l All =] (3-65)

Novamente, como a série Y 3 é convergente, temos que a série Y. f; converge

uniformemente em [—M, M]. Ainda, para todo k € N temos que f;(0) =0 e
logo 3= fx(0) =

Assim, pelo Teorema B.48, temos que a série > fr converge uniformemente

em [—M, M] para uma funcao f diferenciavel tal que
() = (I + (1)) ka (3-66)
De (3-64)
¢l = () =3 A

Como ¢’ é o produto de fungbes continuas ¢ e A (constante) entao, pelo Teo-

k-1 00 k

rema B.30, ¢’ é continua em [—M, M]. Mas M ¢ arbitrario, logo ¢ € C*(R).

Por indugdo em k, mostraremos que ¢ € CF(R) e ¢®)(t) = Ake!4 para
todo k € N. Vimos que ¢ valido para k = 1. Suponha vélido para k € N.
(,O(k+1)(t) _ (QO(k) (t))/ _ (AketA)/ _ Ak‘(etA)/ _ Ak‘(AetA> _ Ak;—f—letA. (3—68)
t4 ¢ continua, temos que ¢**t1) é continua, logo
@ € C*1(R). Assim, p®) () = A*et4 para todo k € N e ¢ € C°(R). u

Como AFt! é constante e e
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Proposicao 3.16 (Comutatividade)

Sejam A e B matrizes (reais ou complexas) tais que AB = BA entdo
Bett = B,
Demonstracao.
Se A e B comutam entao, indutivamente, temos
BA* = BAA* ' = ABAF ' = ABAA*? = A’BA"? = ... = A*B. (3-69)

Logo, pela Definicdo 3.14, Be!4 = !4 B. [

Proposicao 3.17 (Produto de Exponenciais Matriciais)

Sejam A e B matrizes (reais ou compleras) tais que AB = BA entdo

A+B) A_B

6( —=e e .

Demonstracao.

Inicialmente, suponha A e B matrizes reais. Pelo Teorema 3.15 temos
() = Ae't e (e'P) = Be'P. (3-70)
Como A e B comutam temos pela Proposicao 3.16
B = Be'. (3-71)
Consideremos o sistema linear de EDO definido para todo ¢t € R

o' (t) = (A4 B)xz(t)
z(0) =29 € R"

(3-72)

Seja y(t) = etelBag e 2(t) = !+ B) g, Derivando y e z em t temos, pela regra
do produto das derivadas (Teorema B.39), de (3-70) e (3-71) temos
Yy (t) = AeeBry + e BetPry = Aee!Pry + Belde!Pr,
= (A + B)eePry = (A+ B)y(t) (3-73)
Z(t) = (A+ B)e!WHBlyy = (A4 B)2(t).

Assim y e z sdo solugoes de (3-72). Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade

3.1 temos que x := y = z é a Unica solucao definida para todo ¢t € R tal que
z(t) = eetBry = At By, (3-74)

Escolhendo t = 1 e como zq é arbitrario temos

A B (A+B)

e“e"rg=c¢e T = elef = eAtD), (3-75)
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Se A e B forem complexas entdo, pela Proposi¢ao B.54, existem matrizes reais

equivalentes Ar e Br e usamos o resultado anterior obtendo
eArpBr — o(Ar+Br) _ (A+B)r (3-76)

Pela equivaléncia entre as matrizes complexas A e B e suas respectivas

representacoes reais Ar e Bgr dadas pela Proposi¢ao B.54 temos
edel = ATE, (3-77)

Proposicao 3.18 (Inversa da Exponencial Matricial)

A

A matriz e? € inversivel para qualquer matriz (real ou complexa) A (n X n) e

sua inversa € dada por
(eMt=e 4

Demonstracao.
Pela Defini¢ao 3.14, temos que ¢’ = I (onde 0 é a matriz nula n x n).

Como A e —A comutam, ou seja, A(—A) = (—A)A entao pela Proposigao 3.17

I=e =t =cled = (N = (3-78)

Proposicao 3.19 Sejam S, A e B matrizes (reais ou complexas) tal que S é

inversivel e A = ST'BS entdo
et = S1etB g,

Demonstracao.

Por indugao em k mostraremos que
AF = S71B*S VEk e N. (3-79)

Se k = 1 entao A' = A = S7!BS, validando a base de inducdo. Supondo
valido para (k — 1) que A*! = S71B*"1S e considerando que SS~t = I

AF = AF1A = (S7IB*18)(STIBS) = STIB*S. (3-80)

Logo A¥ = S7'B*S para todo k € N e portanto é valido para todo k € N que

t2A2 tkAk t2B? tk B*
I+tA+T+”'+T:S (I +tB+ o Tt o )S. (3-81)
Pela Definicao 3.14, quando k — oo temos
et = 571etBg. (3-82)
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A seguir, mostraremos como podemos calcular a exponencial de uma

matriz qualquer. Iniciaremos com o caso de uma matriz diagonal, depois

usamos o resultado para tratar o caso de um bloco de Jordan que por sua

vez nos permite calcular a exponencial de uma matriz de Jordan. Por fim,

usamos este ultimo resultado e o Teorema de Jordan B.63 para calcular a

exponencial de uma matriz qualquer.

Proposicao 3.20 (Exponencial de Matrizes Diagonais)

Se A € uma Matriz diagonal (n X n) tal que

A 0 eMt 0
A= . entio et =
0 Ao 0 e
Demonstracao.
A2 0 AT 0
A2 — = ... AF = Vk € N.
0 2 0 A

Pela Definicao 3.14

h 00 (tA)k_ t2A2 t3A3
€ —kz_:o X =1+tA+ 91 +T+

De (3-83) e (3-84)

A2 A3

1+>\1t+7+T+... 0
oA —
A2g2 N33
0 1+ At + o + al
Logo
etit 0
oA —
0 etnt

(3-83)

(3-84)

+ ...


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812618/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1812618/CA

Capitulo 3. Sistemas Lineares de EDO 40

Proposicao 3.21 (Exponencial de Blocos de Jordan)

Se A € um bloco de Jordan J (n X n), ou seja

r 2 3 n—1 A
Lt 5 5 =]
Al 0 o1 ¢t &
001 ¢ v
A=J= entio et =eM o
Al 000 1 2
0 A : t
00 0 0 1]
Demonstracao.
B o] fo 1 0|
A=| +| T =N (3-87)
0 A 0 0

A cada multiplicacao N.N, a diagonal com 1 se desloca um nivel para cima e

temos N™ = 0. Assim, temos que

N o) (tN)k -1 (tN)k t2N2 t3N3 tn—an—l
= = = [+tN e ———— (388
X Ty T Ny e Ty (389
Com isto, temos
r 2 3 n—1 A
Lt 5 5 .. —(;_1)!
0 1 £ :
00 1 ¢ £
N = . (3-89)
00 0 1 L
: t
00 0 0 1|

Como (AIt) e (Nt) comutam entdo pela Proposicao 3.17

etA — e()J+N)t — eAIteNt' (3_90)
Como eM* ¢ uma matriz diagonal temos pela Proposicio 3.20
e 0
et = eV = eMetlV, (3-91)
0 6/\t
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Proposicao 3.22 (Exponencial de Matrizes de Jordan)
Se A é uma Matriz de Jordan (nxn) (definida no Teorema B.63) com k blocos

de Jordan Jy,...,Jy (definidos na Proposi¢io 3.21), ou seja, i = 1...k:

Ao 1 0
) ) Jl 0 €tJ1 0
J; = A= entio et =
Ao 1
0 Jk 0 e”’“
0 Ai
k

(cada um dos blocos J; tem dimensdo n; X n; tal que an =n).
i=1

Demonstragdo. Seja A; a Matriz contendo apenas o bloco J;, ou seja:

[0 0] [0 0] 0 ... 0
0 0 0
Ai=11 0 J 0 |=A=]t 0 J2 0 =4=|0 J 0
0 0 0
0 0] 0 0] 0 0]
(3-92)
Pela Defini¢do 3.14 temos que para i =1...k
o o (tA) t2A? 3 AR
= =1+tA; 3-93
e jz:(:) 7l + + 9] + 31 ( )
De (3-92) e (3-93), usando o resultado da Proposicao 3.21 temos
I 0 O
e =10 e 0]. (3-94)
0o 0 I
Como A; e A; comutam para todo 7 # [ entdao pela Proposicao 3.17
k
)
et = e \i=1 = Mgtz ot (3-95)
et 0 0| (I 0 0 et 0 0
etAretAz 0 I 0[]0 ¢ 0l=|0 e 0 (3-96)
0O 0 I|{0 0 I 0 0 I
et 0 0 0| 0 0 0 e 0 0 0
(et gtanygis _ | 0 e2 0 001 0 0 _|0 e 0 0
0 0 I 0[|0 0 e 0 0 0 e 0
o 0 0 1[I]]0 0 0 I o 0 0 I
(3-97)

Procedendo assim, indutivamente, temos o resultado procurado. |
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Proposigao 3.23 (Célculo da Exponencial Matricial)
Pelo Teorema de Jordan B.63, seja S a matriz inversivel que transforma uma

matriz A na forma normal de Jordan B tal que B = S™'AS entdo

et = SetB S~ em que

2 43 =1 7
Lt 5 5 (=11
t2
" 0 01 t 5
t3
etB — . e eli — it 00 1 t 3!
) "
0 ot 00 0 1 o
f t
o0 0 0 1 ]
Demonstracao.
Como A = SBS™! entdo o resultado vem diretamente da aplicacio das

Proposicoes 3.22 e 3.19 sendo, portanto, uma forma de calcular e para

qualquer matriz A. [ ]

3.5
Solucao de Sistemas Lineares com Matriz constante

Considere o sistema (3-1) em que A(t) = A (matriz real constante) para todo
te I: ) A ;
x'(t) = Ax(t) + b(¢
Q OF60 et (3-98)
l‘(to) = 2o

Teorema 3.24 Se p(t) = ' entdo p é matriz fundamental de o' = Ax.

Demonstragao.

Pelo Teorema 3.15, ¢'(t) = Ap(t) tal que A = (a{){fj:l e para toda coluna

7 < n temos

(D) = 3 dbel(t) = (1) = A (b). (3-99)

k=1

Assim, ¢’ é solucao do sistema 2’ = Az para j =1...n.
Calculando o Wronskiano (Definigao 3.7) para o ponto ty = 0 temos

W(0) = det((0)) = [0(0)| = [e”] = [I] =1 # 0. (3-100)

Como existe ty tal que W(ty) # 0 entdo, pelo Teorema 3.10, ¢ é matriz
fundamental. [ ]
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Teorema 3.25 A solugio do sistema (3-98) é dada por

¢
w(t) = 70 4 [ et=9p(s)ds.

to

Demonstracao.

A

Pelo Teorema 3.24 temos que ¢(t) = e'* é matriz fundamental do sistema.

Pela Proposicao 3.18 temos o~ 1(t) = =4,

Usando o Teorema 3.13 considerando A(t) = A (constante) temos

2(0) = ¢0) (¢t + [ o7 (s)0()ds)

t
z(t) = et (e‘toAxo + e‘”‘b(s)ds) :

to

(3-101)

Como (tA), (—tpA) e (—sA) comutam entre si, temos pela Proposicao 3.17
t
z(t) = ez 4 [ e=)4p(s)ds. (3-102)
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4
Estabilidade de Solucoes de Sistemas de EDO

Seja uma funcao ' : D C R — R e o sistema de equacoes diferenciais

ordindrias, definido para t >ty € R

¥ =F(t, ). (4-1)

Definicao 4.1 (Estabilidade de Solugées) /9]
Uma solugao 1 de (4-1) é dita estdvel se para todo € > 0 existir um 6 > 0
tal que para toda solugio ¢ do sistema em que ||p(to) — V¥ (to)|| < § tivermos

lo(t) — ¥ (t)|| < e para todo t > ty. Caso contrdrio, dizemos que 1 € instdvel.

Nas segoes a seguir, consideraremos to = 0 e F'(¢,0) = 0 € R" para todo
t > 0 e decomporemos F' na soma de uma funcao nao-linear f : D — R" com
uma funcao linear Az em que A é uma matriz real (n x n) constante, ou seja,

consideraremos o seguinte sistema nao-linear de EDO, definido para todot > 0

' = Ax+ f(t,x). (4-2)

Na sec¢ao 4.3, veremos um exemplo de como podemos fazer esta decom-

posicao da fungao F'.

Definicao 4.2 (Solugdo Estacionaria)
As solugoes constantes de um sistema de equagoes diferenciais ordindrias sao

denominadas solugoes estaciondrias do sistema.

Notemos que, como F(¢,0) = f(¢,0) = 0 € R" para todo t > 0 entéo
a funcao identicamente nula é uma solucio estaciondria destes sistemas.

Analisaremos neste capitulo a estabilidade desta solucao.

Iniciaremos demonstrando um importante resultado que nos permite
limitar o valor da norma de uma fun¢ao exponencial matricial por uma funcao

exponencial real. Este resultado sera utilizado ao longo deste capitulo.
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Proposigao 4.3 Seja A uma matriz (n x n) tal que as partes reais de seus

autovalores sejam menores do que 5 € R entdo existe a« > 1 tal que

HetAH < aeP para todo t > 0.

Demonstracao.

Vimos na Proposigao 3.23 que existem matrizes S e B (n X n) tais que

et = Setf 51 (4-3)
em que
- 2 3 n;—1 9
Lt § 5§ - oo
t2
o 0 01 t 5
3
e'B = e et =Mt 00 1 ¢ %2' (4-4)
t
0 ot 00 0 1 57
: . . t
oo o0 0 ... 1
tal que A
dm=n=mn<n l=1...k (4-5)
I=1
Seja -
(Cij<t))2j=1 =e . (4-6)
Usando as propriedades da norma matricial induzida (Defini¢ao B.10) temos
e < st 57 == en ] (&7
em que B B
an =S| S| = [|SS7| = 171l = a1 > 1. (4-8)

Seja A = max{Re\, ..., Re\;} entdo A < f e paratodol < ket >0
No=:ap +ibp = [eM] < Je|e?] < et = et = e < M. (4-9)

Entao, para todo i, 7 < n existe n;; tal que 1 <mn;; <n

tnij—le/\t
e ()] < e (4-10)
Assim, se
0<t<1=]cy(t)] <eM<e
tnt n! (4-11)
t > 1 = » t < tnij—l At < tn_l At — Bt < Bt
> leij(t)] < et < e RSy (ﬁ_)\)ne

sendo a ultima desigualdade decorrente de que se t > 1ed:=(f—A) >0
R ) A ) N ) L

<> =e (4-12)

!
m—o 1

n! tn! = nl
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De (4-11), escolhendo as := max {1, ﬁ} temos

HetBHl = mjaxi lci; ()] < nage” vt > 0. (4-13)

De (4-7) e (4-13), definindo « := najas > 0 temos
HemHl <m HetBHl < al(nazeﬁt) = ae’t Vit > 0. (4-14)

Pela equivaléncia entre as normas matriciais, temos o resultado procurado. H

4.1
Estabilidade Assintética de Solucoes

Definicao 4.4 [9]
Sejam Y e ¢ solugoes conforme Definicao 4.1, dizemos que a solug¢do v é

assintoticamente estavel se, além de ser estavel, tivermos também

lim [lp(t) —4(t)]| = 0.

t—o00

Visando fixar os conceitos de estabilidade, analisaremos a seguir o caso
particular do sistema (4-2) em que f = 0 € R", ou seja, um sistema linear

homogéneo ' = Ax.

Proposigao 4.5 Seja o sistema (4-2) com f =0 € R™. Se todos os autovalo-
res de A possuirem partes reais negativas entdo a solugdo identicamente nula

do sistema ' = Ax é assintoticamente estdvel.

Demonstracao.

Seja ¢ uma solucao qualquer do sistema entao pelo Teorema 3.25 temos que

p(t) = ep(0). (4-15)

Sejam A1, ..., A, os autovalores de A, definimos A = max Re); e como A < 0

temos que existe = % < 0 tal que para todo 7 < k temos \; < A< < 0e

logo, pela Proposicao 4.3, existe a > 1 tal que
HetAH < aeft vt >0. (4-16)
De (4-15) e (4-16) temos

le()ll < ae™ [lp(0)]] ¥t > 0. (4-17)

Como 8 < 0 temos que e’ < 1 e logo

le(@)Il < alle(O)]f vt = 0. (4-18)
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Seja € > 0 escolhendo § = € > ( temos que
o

le(O)l <& = lle@®)] < allpO)] < 042 =e Vi=0. (4-19)

Assim, seja ¢ a solucao identicamente nula (¢ (t) = 0 para todo t > 0), temos
que para todo € > 0 existe § > 0 tal que ||¢(0) —¢(0)|| < ¢ implica que
lo(t) — ¢ (t)|| < e para todo t > 0, logo ¥ é estavel pela Definigao 4.1.

De (4-17), como 5 < 0 temos

lim [lo(t) — (1)) = Jim ()] = 0. (4-20)

Desta forma, pela Definigao 4.4, a solugao ¢ (identicamente nula) é assintoti-

camente estavel. [ |

A seguir, analisaremos o comportamento da solucao identicamente nula
de um sistema nao linear que se aproxima de um sistema linear para um x

muito proximo a origem. Mais formalmente, veremos o caso em que

t
lim M = 0 uniformemente em ¢ para t > 0,
a0 |z

ou seja, para todo € > 0 existe § > 0 tal que || f(¢,z)|| < ||| para todo t > 0
e ||x| <.

Teorema 4.6 Seja o sistema (4-2) em que todos os autovalores de A possuem
partes reais negativas. Suponha existir o9 > 0 em que f é continua para
todo t > 0 e ||z|| < . Se para todo € > 0 existir 61 > 0 tal que
|f(t,2)|| < ellz|| para todo t > 0 e ||z]| < §; entdo a solugdo identicamente

nula € assintoticamente estavel.

Demonstracao.

Conforme vimos na Proposicao 4.5, existem 3 < 0 e a > 1 tais que
HetAH < ae’! para todo t > 0. (4-21)
Logo, para todo 0 < s <t temos também que

He(t_S)AH < P9, (4-22)
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Seja ¢ uma solu¢do qualquer do sistema, considerando b(t) := f(t,(t))
entdo, se ||¢(s)|| < dp para todo s € [0,¢], b(t) é continua e logo podemos usar

o Teorema 3.25 e temos

o(t) = (0 +/ (t=s) ©o(s))ds. (4-23)

Usando as desigualdades das normas matriciais e vetoriais, de (4-21) e (4-22)

temos que se ||p(s)|| < do para todo s € [0,t] entao

el < e o)l + [ =415, o)l s

(4-24)
)] < ae [|p(0)] +/0 e || f(s,¢(s))l| ds.

t
Seja e > 0, como li_>r% W = 0 entao, pela Definicao de Limite B.24, existe
x x
91 > 0 tal que se ||z|| < &
t
W& e yr ol < Efall e > 0. (4-25)
] a a

Assim, de (4-24) e (4-25), se ||¢(s)|| < d2 := min{dy, dp} para todo s € [0, ¢]

(Ol < ac® el + [ ac®= (< Jo(s)]) ds

. (4-26)
e le®)ll < alle(O)ll + | ee ™ flg(s) | s
Pela Proposicdo A.12 considerando
w(t) =e o], yt) =aleO) e z(t)=¢ (4-27)
temos de (4-26)
t t
el < allpO)l + [ callp()] (ee ) ds
t
< €(t—5) >
= alp0)] (1 - e=2}})
= alp(0)]| e
Logo
le@®) < alle(0)] P+, (4-29)

See < —f entdo n := S+ < 0 e temos que se ||¢(s)|| < d2 para todo s € [0, ]

le@I < afle(0)][ ™Vt = 0. (4-30)
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4
Afirmagcéo: Se ||(0)|| < = < 0, entio ||(t)|| < 6 para todo t > 0.
«

Pela continuidade de ¢ em 0, seja & = dy — ||p(0)]] > 0 existe t5 > 0
tal que se |s| < ty entao ||p(s) —¢(0)] < €' e logo [|¢(s)]| < d2 para todo
S € (O,to)

Sejam

P:={t>0:|p(s)| <ds Vs (0,t)} e T:=supP (4-31)

entdo T > ty > 0. Suponha por absurdo que T' < oo, ou seja, T € R.

Como ||¢(s)|| < 92 para todo s € (0,7 entao, de (4-30)
le(D) < alle()] ™ < allp(0)] < b (4-32)

Mas, pela continuidade de ¢ em 7', existe t; > 0 tal que ||p(t)|| < d para todo
t € (T, T +t1). Absurdo, pois T'=sup P > T +t; > T.

)
Assim, escolhendo 0 := min{g,Q} temos ||p(0)|| < d e |lp@)| < 02
a’

para todo t > 0 e, portanto, podemos usar (4-30)
le@)]| < allp(0)|le™ < allp0)] <e V> 0. (4-33)

Se e > —f3, escolhemos qualquer § obtido para algum gy (fixo) tal que g < —f3
e temos por (4-33) que se [[¢(0)|]| <0 en:= L+ ey <0 entdo

le@Il < alle(0)]l ™ < allp(0)|| <eo <e V> 0. (4-34)
De (4-33) e (4-34), para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que se ||¢(0)|| < ¢ entao

le@)l <& vt >0.

Logo, pela Defini¢ao 4.1, temos que a solucao identicamente nula é estavel.
Ainda, como n < 0 temos tlim e™ = 0 e portanto
—00

lim [[o(2)]| = 0. (4-35)

t—o00

Desta forma, pela Definicdo 4.4, temos que a solucao identicamente nula é

assintoticamente estavel. |

Em seguida, enfraqueceremos um pouco as hipéteses do teorema anterior
e analisaremos um sistema nao linear que se aproxima de um sistema linear

proximo a origem a partir de um instante ¢ suficientemente grande.
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Teorema 4.7 Seja o sistema (4-2) em que todos autovalores de A possuem
partes reais negativas. Suponha existirem 69 > 0 e K > 0 tais que para todo
t >0 e |x|| < do tem-se que f € continua e || f(t,x)|| < K ||z].

Se para todo € > 0 existirem 0y > 0 e T > 0 tais que ||f(t,z)|] < e||z| para
todot > T e ||z|| < 01 entdo a solugdo identicamente nula € assintoticamente

estavel.

Demonstracao.

Seja ¢ uma solugdo (nao identicamente nula) entao

() = Ap(t) + f(t,(1)). (4-36)

Se |lp(t)|| < do entdao b(t) := f(t,¢(t)) é continua e, pelo Teorema de Exis-
téncia e Unicidade 3.1, temos que ¢(t) # 0 para todo t > 0 (caso contrario ¢

teria que ser a solugao identicamente nula).

Como ||¢(t)|| # 0, pela regra da cadeia (Teorema B.38) e do produto

(Teorema B.39) das derivadas temos, respectivamente

Uol?Y =200l Il e lol®) = (p) = 200 (437
Logo o o
ol = £ < HH Il =L 1< (4:38)
Tl = [Tel
e com isto )
/
el < 1] (4-39)

Assim, se ||p(t)|| < do, usando as desigualdades das normas vetoriais e

matriciais induzidas (Defini¢ao B.10) temos

le@ON" < l' O < Al + £ @)

(4-40)
<lle(®I (141 + ).
Seja a := (||A]| + K) > 0 (a € R) entdo
el _ el , _
@ <27 Tore < f ot (441)
Assim, temos
)] .

n (1501 et = Il < oo e (442

Seja € > 0 entdo existem d; > 0 e T' > 0 tais que || f(t, )| < € ||z|| para todo
t>Te|z| < d1.
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Definimos:
s=t—T , g(s,x):=f(s+T,z) e o¢(s):=¢p(s+T) (4-43)

e temos para todo s > 0 e ||z|| <

lg(s, 2)[| = [[f(s + T, 2)| <ellz|. (4-44)
Logo
lim 19052 (4-45)
a0 ||z

Pelo Teorema 4.6, existe d; > 0 tal que se [|¢(0)|| < 2 temos
lop(s)|| <e Vs>0=|et)]| <e Vt>T (4-46)

o que pela definicdo de limite nos fornece

lim [|6(s)]] = 0 = lim [Jp(t)]| = 0. (4-47)

min{52, (51, 5}

eaT

180}l = lle (T < llp(0) [ ™" < b (4-48)

Escolhendo § := , de (4-42) temos que se ||p(0)]] < 0

e para todo t < T temos ainda

le@ll < lle(0)]l e < [lp(0)] e <e. (4-49)

De (4-48), como [|¢(0)]| < 04 entao sao validas as equagoes (4-46) e (4-47).

Assim, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que |p(0)|] < 0 implica que

le@l <e Y20 e  Jim o) =0. (4-50)
Pela Defini¢ao 4.4, temos que a solugao identicamente nula é assintoticamente

estavel. m

4.2
Instabilidade de Solucoes

Nesta secao, veremos o0 caso em que a matriz A possui a0 menos um
autovalor com parte real positiva e concluiremos que a solucao identicamente

nula é instavel, alterando apenas esta hipotese no teorema anterior.
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Teorema 4.8 Seja o sistema (4-2) em que ao menos um autovalor de A possui
parte real positiva. Suponha existirem 6o > 0 e K > 0 tais que para todo t > 0
e ||z]| < do tem-se que f é continua e ||f(t, z)|| < K ||=||.

Se para todo € > 0 existirem 0y > 0 e T > 0 tais que ||f(t,z)|] < e||z| para

todot > T e ||z|| < 1 entdo a solugio identicamente nula € instdvel.

Demonstracao.
Pelo Teorema de Jordan B.63, existe matriz inversivel S e matriz na forma

normal de Jordan B tais que
A=SBS™! (4-51)

em que Aq,..., A\, sao os elementos da diagonal de B, ou seja, sdo os autovalo-
res de A. Sem perda de generalidade, suponha Re(A;) > Re(A\2) > ... Re(\,).

Sejam as matrizes BT e B~ tais que

Bt 0

0 B (4-52)

em que BT é um bloco (k x k) que contem na diagonal os autovalores com parte
real positiva e B~ um bloco (n — k x n — k) contendo os demais autovalores

com parte real nao positiva.

Assim, existe § > 0 tal que para todo elemento )\; da diagonal de BT
temos Re\; > f.

8
4

cuja diagonal contém os autovalores de A (ordenados pela parte real de seus

Seja a = escolhendo adequadamente S podemos obter uma matriz B

autovalores) e acima dela elementos «; € {0,a} para todoi = 1...(n — 1),

com todos demais elementos nulos.

De (4-51)
' =Ax+ f(t,x) = 2/ = SBS 'z + f(t,x)
S7la’ = STISBS  + STUf(t, x) (4-53)
S~'a' = BS'w + STt @).

Seja a mudanca de variavel y = S7lx e g(t,y) = STLf(t,x) = STLf(t, Sy).

Temos que o sistema de EDO em y é dado por

y' = By + g(t,y). (4-54)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1812618/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1812618/CA

Capitulo 4. Estabilidade de Solucbes de Sistemas de EDO 53

Note que o sistema estd bem definido pois como S é inversivel e y = S~z é
uma aplicac¢ao linear bijetora entdo, mesmo que y seja complexo, x = Sy sera
real pois SBS~! = A é uma matriz real e logo z ¢ solucao de um sistema real.
Assim, temos que 1) é solugdo do sistema de (4-2), se e somente se, ¢ := S~
¢ solucao de (4-54).

Desta forma, seja ¢ uma solugao de (4-54), definimos:

¥k

e = (o1, 06) € 9 = (Prs1,- -5 Pn)
+ _ -
g = (g17"'7gk> e g = (gk:+17~~-;gn)-

+ +

Bt 0
0 B~

¥
o

+ em que (4-55)

9

em que para todo ¢t =1...n, p; e g; sao as fungoes coordenadas de ¢ e g.

Seja 0 < ¢ < g entdo existem 6; > 0 e T > 0 tais que se ||y| < &

lg@ty)ll <ellyl  vt=T. (4-56)
Suponha por absurdo que a solugao identicamente nula de (4 — 54) é estéavel.

Com isto, pela Definicao 4.1, para todo &1 > 0 existe § > 0 tal que se:

le@)I? = |t @) + o @) < 8 (4-57)
entao 9 9
le@®I® = et + e )| <et:=0F ve=T (4-58)
Escolhemos ¢ tal que ||p(T)] < d e
Jo* )] = 2lle~)| (459

Como

!/
() =2l I

k ! k ! k
= (ZI%F) = (Z %%) = (Vi + 0iP7) .-
i=1 i=1

=1

(4-60)
De (4-55)
k
2ot o] = X ((Bf et + 90w+ (Bl et +aer)  (461)
=1
em que B;" é a i-ésima linha de BT, ou seja, B;” = (0,..., A, @;,0,...,0) em

que \; estd na i-ésima coluna e «; € {0, a}.
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Como
B "o = (i + i) @i (4-62)

entao
B @i + Bif ot = (Ai + Xi)oipi + i @i1®@i + Pig1:) (4-63)
= 2Re(N)| @il + (i1 + Pig1epr)-

Y- amre < o[ giv] = alvul <alol ol < a o] 1] = o]
(4-64)
De (4-63), usando (4-64) e considerando que Re(\;) > /3 temos
S (et + Bove) 2 26— o) o (4-65)
Ainda,
S o+ g =gt + et <o ot <2lalet]. o)
De (4—261), (4-65) e (4-66)
ot = 5 = o "] = 7] (4-67)
De (H0) [l = =) |e*] - <llel. (4-68)
Comoe<Z2ea=2
e = el =2 (el + o) = §lerl —<le]- o)
Procedendo analogamente para ¢~ temos
B ¢ @i+ B =g = (\i + X)oii + @i + pin @) (£70)
< 0+ a(@irapi + pin i)
Com isto, temos:
S (Bre i+ Broe) <2 e[ (4-71)

i=k+1

e logo

e R e P R (o B o B

|
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De (4-69) e (4-72)

(el =) 2 5 Ut -l D == (el + 2l l)- a9

Como ¢ é arbitrario, quando £ — 0 temos

(e @] ~Je@]) = 2 (et @] - Je@l) - @

Integrando de T a t temos

m( (@)1 = e~ 0] ) > By

[t (D) = [l (D)l (4-75)
e[ =@ = (e @] - o= @[) exe.
De (4-59), temos que para todo t > T'
o] = [~ @] > - b (410
e+l @] = @ ez,
Absurdo, pois de (4-58) temos que
ng(t)ﬂf + Hgf(t)”Q < 0y € R para todo t > T. (4-77)
M
i i (e |+ e ]) = . ()
Desta forma, ¢ nao é estavel e logo, pela Definicao 4.1, ¢ é instavel. |

Por fim, cabe destacar que, se o maior valor das partes reais dos
autovalores de A for igual a zero, nada podemos afirmar sobre a estabilidade
do sistema, podendo este ser instavel, estavel ou até mesmo assintoticamente

estavel.

4.3
Estabilidade em Sistemas Auténomos

Nesta segao, analisaremos um caso particular do sistema (4-1) em que a fungao
F independe do instante ¢, ou seja, consideraremos o caso particular do seguinte

sistema autonomo:

¢ = F(x) (4-79)

em que F': D CR" — R” é uma funcao diferenciavel na origem.
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Suporemos também que F(0) = 0 € R"™ e logo a fungao identicamente

nula é uma solucao estacionaria deste sistema.

Mostraremos como podemos escolher uma matriz real A (n x n) e uma
funcao f: D — R™ tal que

F(z)=Axz+ f(z) VYxe D (4-80)
e que
tim IO _ (4-81)
a0 |||

Como F ¢ diferenciavel na origem, pela Definicdo B.34, seja ¢ > 0 existe 6 > 0

tal que se ||z]| < § entdo
[1F(0+ ) = F(0) = DF(0).|| < e ||| (4-82)

em que DF(0) é a derivada de F' no ponto 0.

Pelo Teorema B.35, DF(0) é uma aplicagao linear de R™ em R" que esta

associada a uma matriz real (n X n) que denominaremos de A.

Definindo f(x) := F(z) — Az para todo € D e considerando que F(0) =0

temos que se ||z|| <

[f (@)} = 1F(x) = Az|| < e l=]]. (4-83)
Logo
lim I/ @l =0. (4-84)
w0 |z
Assim, o sistema
¥ = Az + f(x) (4-85)

¢ equivalente ao sistema (4-79) e podemos utilizar os teoremas mostrados
neste capitulo para analisar a estabilidade da solugao identicamente nula deste

sistema.
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5
Consideracoes Finais

Iniciamos considerando algumas condigoes gerais para a existéncia e
unicidade de solugoes de quaisquer sistemas parametrizados =’ = f(t,x,u),
sejam eles lineares ou nao.

Em seguida, estudamos os sistemas lineares ' = A(t)x + b(t) e suas

propriedades e usamos os resultados num estudo sobre a estabilidade de

solugoes de sistemas nao lineares, onde vimos o caso ' = Ax + f(,x) em que

fixamos condigoes especificas para o comportamento de f proximo a origem.
Com isto, qualquer ¢ que seja solucao do sistema nao-linear nos permite definir
b(t) = f(t,p(t)) e, como ¢'(t) = Ap(t)+b(t), obtemos a equagao de um sistema
linear sendo possivel utilizar o conhecimento que se tem sobre os sistemas
lineares na analise dos sistemas nao lineares.

Por fim, com a elaboracao desta dissertagao, foi possivel aprofundar o
conhecimento da Anélise Real e aplicar os principais conceitos e resultados da

Algebra Linear.
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A
Apéndice - Demonstracao de Resultados Utilizados

Neste apéndice sao demonstrados alguns resultados provenientes da

Anélise Real e Algebra Linear utilizados neste estudo.
Proposicao A.1 Sejam 1 C G CR" e f: G — R™. Se 1l for compacto e f

for localmente Lipschitz em G entao [ é Lipschitz em II.

Demonstracao.
Pela Definigdo A.2, f é Lipschitz em II se

AL >0 Va,yell; |[f(z) = fW < Lz -yl (A-1)
Suponha por absurdo que f nao seja Lipschitz em II. Entao, negando (A-1)
VL>0 ZJryell; [|f(z) - f@)ll > Lz —yll- (A-2)

Note que, x # y (caso contrério || f(z) — f(y)|| =0 < L ||z — y|| = 0).
Assim, podemos construir as seguintes sequéncias ()gen € (Yk)ren

1S (2x) = )l

> k em que x,y, € II Vk e N, (A-3)
ek — il

Como xy, e yi € Il e IT é compacto, pelo Teorema B.22, existe uma subsequéncia
(xk,)ien tal que xy, — x € II quando i — oco. Mas, pelo Teorema B.28, f ¢é

limitada em II e logo, quando 7 — oo

— 00 = ||zk, — Ykl = 0= yx, — . (A-4)

Mas f ¢é localmente Lipschitz em G, logo existe L, > 0 e € > 0 tal que
se z,w € B.(z) entao || f(z) — f(w)|| < L. ||z — w]|. (A-5)

Como xy, — z existe Ny € N tal que z, € B.(x) para todo i > Nj.
Como yg, — x existe Ny € N tal que yi, € B-(z) para todo i > Na.
Absurdo, pois seja N = max{Ny, Ny, L.}, de (A-3) e (A-5), para todo i > N

LS (2r.) = f (k)

L, <N<i<k< < L,=L,<L,. (A-6)
.1

ITambém podemos demonstrar esta proposicio utilizando as definicoes de compacto e
coberturas[2] e concluir que existe um ntmero finito de vizinhangas que cobrem II e, assim,
definimos L como o maximo entre as constantes de Lipschitz de cada uma destas vizinhancas.
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Proposig¢ao A.2 Seja G C RY™ aberto e f: G — R™ diferencidvel em G tal

o,
(00

com respeito a x em G.

que < M para todo (t,x) € G, i <m e j <n entio f é Lipschitz

Demonstracao.
Sejam G; x Gy := G et € Gy (fixo), v e y € Gy (arbitrarios), definimos

Jg; o
gi - Go — R em que g;(x) := fi(t,x) = 89 (x)‘ < M para todo i e j.
x‘.

Pelo Teorema do Valor Médio B.37, existe um ponto a; € G5 localizado no

segmento de reta que liga o ponto x ao ponto y tal que para todo i < n temos:

(A-T)

[fit, ) = filt, )l MY | =yl = M|z = yll,
i (A-8)
1t 2) = fEyll, MYz —yll, = Mm|lz -y, .
=1

Como z e y sdo arbitrarios, existe Ly := Mm > 0 para todo x,y € G5 tal que

1f(t2) = fFty)lly < Lolle =yl - (A-9)

Pela equivaléncia das normas em R"™ (Teorema B.9) e pela Definicao B.29
temos que f é Lipschitz com respeito a x em G. [ |
Ofi
ar,

entao f € localmente Lipschitz com respeito a x em G.

Corolario A.3 Sejam (t,x) continuas em G para todoi < m e j < n

Demonstracao.
Seja (t,z) € @G arbitrario entdo, como G é aberto, existe ¢ > 0 tal
K := B.(t,z) C G, ou seja, existe uma bola fechada de raio ¢ centrada

em (t,x) que estd contida em G. Pelo Teorema B.14, K é compacto.

. L Ofi ) :
Como as derivadas parciais —— sao continuas em K compacto para todo i

3xj
S ofi . .. . .
e j entao, por B.28, Dr. sao limitadas e podemos aplicar o Teorema A.2 em K.
Lj
Mas (t,z) é arbitrario entao para todo (t,x) € G existe uma vizinhanca
em K na qual f é Lipschitz com respeito a x nesta vizinhanga. Pela Defini¢ao

B.29, temos que f é localmente Lipschitz com respeito a z em G. [
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Teorema A.4 (Teorema de Weierstrass para Convergéncia Uniforme)
Seja {fr}ren uma sequéncia de fungoes fr, : G C R"™ — R™ tal que
| fe(2)|| < My, € R para todo k € N ez € G.

Se >°p2 1 My, converge entao Y f converge uniformemente em G.

Demonstracao.

Como >~ Mj. converge, pelo critério de Cauchy (Teorema B.18), seja ¢ > 0

KA
€
existe N € N tal que para todo ¢ > j > N temos Z M, < 7
k=3

Assim, seja x € G temos

. (A-10)

DO ™

=S M > S fela)| 2
k=j k=j

kzi:fk(»’l?)

i

> fulx)

k=j

Como x é arbitrario temos que sup < -<e

zeG

€
2
Pelo critério de convergéncia uniforme de Cauchy (Teorema B.44) temos

que a série Y fr converge uniformemente em G. [

Corolario A.5 FEste teorema também € aplicivel a fungoes matriciais, utili-

zando normas matricials.

Proposicao A.6 (Convergéncia Uniforme de Fungées Compostas)

Sejam G CR™ e D C RP compactos, { fx}tren € {Tktren sequéncias de fungoes
continuas fr, : G — R™ e x : D — G tal que fi, — f uniformemente em G e
x — x uniformemente em D entao a sequéncia composta {gx}ren, dada por

gk : D — R™ com gy = fr(xy), converge uniformemente em D para g = f(x).

Demonstracao.
Pelas defini¢des de convergéncia uniforme (Definicdo B.41) e continuidade

uniforme (Definigdo B.27) temos

1. x; — x uniformemente em D entao
Vo > 03N, Vk > Ny Vt € D ||x(t) — z(t)]] <. (A-11)
2. fr — f uniformemente em G entao

Ve >0 3dNy VE > Ny Vy € G | fi(y) — f(y)]] <e. (A-12)

3. fr continua em G compacto entao, pelo Teorema B.30, fi é uniforme-

mente continua em G

Ve > 030> 0Va,y € G ly—al <6 = [1fily) — @)l < 5. (A-13)
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Assim, seja € > 0 de (A-13) temos que existe § > 0 e por (A-11) existe N; tal
que para todo k > Ny se ||zx(t) — z(t)|| <  entdo

(@ (t)) = frlz(@®)] < % (A-14)
De (A-12), existe Ny tal que para todo k > Ny et € D
() = f@)]] < 5. (A-15)

Seja N = max{Ny, Ny} entdo para todo k > N et € D

g (&) — 9@l =11z (t)) — f(@(0))]]

|
= I fe(zn(t) = fr(z@)) + fu(z(t) — f(2@))]] (A-16)
<[ fe(zw(t)) = fu(z @) + 1fn(2(2) — f(2(t))]]
< % + % — & (por (A-14) e (A-15) ).
Assim, g, converge para ¢ uniformemente em D. [

Proposigao A.7 (Lema de Hadamard) Seja g : D C R™™™ — R em que
g € CY(D) entdo existem fungoes continuas ;(x,y, z) tal que para todo (z,y)
e (x,z) € D temos:

9@, 1) — 9, 2) = 3° (06 — )i, 9, 2).

i=1

Demonstracao.
Sejam w(t) := z+t(y — z) e a := g(x,w(t)) entdo pelo Teorema Fundamental
do Calculo B.40

g(x,y) — g(z, 2)

a(1) - a(0) = /01 o (#)dt

=S| [ 2wt G- )
T ’ (A-17)
= ;(Zl - yz)%(% Y, Z)
em que ¥;(z,y, z) == 01 ;u‘i (x,w(t))dt (i=1...m).

0
Como g € CY(D) entao 99 ¢ continua para todo i = 1...m e, pelo Teorema

Fundamental do Calculo B.l40, 1; também sao continuas. [ |
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Proposicao A.8 Seja K C R"™ compacto e F C R" fechado tal que KNF = ()

entao existem xo € K e yg € F tal que

lzo = woll = inf [lz —y|| =: dist(K, F) > 0.
yeF

Demonstracao.
Seja d := in}f( ||z — y|| entdo pela definigdo de infimo
S

yeF

Ve>03dzeKIyeF d<|z—y| <d+e.

1
Assim, seja (x)ken @ sequéncia em que g = z entao existem xrp, € K ey, € F
para todo k € N tais que

1
A< ar— gl <d+en=d+ . (A-18)

Como z, € K e K é compacto entao, pelo Teorema B.22, existe uma sub-
sequéncia (xy,)ien tal que xp, — o para algum z, € K. Pela definicdo de

< ||mol| + 1.

limite, existe ig € N tal que para todo k; > k;, temos ||xy,

De (A-18) temos para todo k; > k;,

1
< d+-—+|zo||+1=: M € R. (A-19)

1
< d+—+ ||,
ki,

1
< d+*+||$ki
ki,

ki

Assim (Y, )ien é uma sequéncia limitada e, pelo Teorema B.22, existe uma
subsequéncia convergente (yp,)jen tal que Yk, — Yo quando j — oo. Como F
é fechado temos que gy, € F.

Mas K N F = () entdo xq # yo e, por (A-18) e pelo Teorema B.23

= [lzo = woll > 0. (A-20)

d = lim flo, =yl = lim |ze., — v,
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Proposicao A.9 Sejam K C G C R"; G aberto; K compacto;
d

dy := dist(K,0G) e K' = {y € R dist(y, K) := 12}2”9 —zf < 20} entdo

K’ é compacto e K C K' C G.

Demonstracao.

Inicialmente, note que, pela Proposicao A.8 temos dy > 0 e logo K’ # ().

Afirmacgao (I): K’ é limitado.

Por absurdo, suponha que nao. Como K é compacto entao, pelo Teorema de
Heine-Borel B.14, K é limitado e logo existe M >0 tal que ||y|| < M para todo
y € K. J& que K’ ¢ ilimitado, existe x € K’ tal que ||z| > M + do.

Sejay € K = |lz —yl| = |lz|| = [lyll > M + do — M = dy.

Como y é arbitrario: 1£If< |z —y|| > do > 50 =z ¢ K'. Absurdo.
Yy

Afirmacao (II): K’ ¢ fechado.
Seja xg € 0K’ entao pela Defini¢ao de Fronteira B.12:

1
Ve>03r e K' ||lx —xol| <e=VkeN Iz, € K' |z, — x| < e (A-21)
) : do
z, € K' = dist(zy, K) < 5 (A-22)
Quando k£ — oo temos x, — xg entdo pela continuidade da funcao dist

(Proposicao B.15) e pelo Teorema B.23

dist(zo, K)

o k—00

d
lim dist(zy, K) < 50 (A-23)
Logo xg € K’ e como xq é arbitrario entdo 0K’ C K’ e portanto K’ é fechado
e como também é limitado entao, pelo Teorema B.14, K’ é compacto.
Afirmagao (III): K C K.
Seja x € K (arbitrario) entao
. do

dist(z, K) =0 < 5 (A-24)
Logo = € K’ e portanto K C K'.
Afirmacao (IV): K’ C G.
Por absurdo, suponha que nao. Assim, existe x € K’ tal que z ¢ G e logo

dist(z, K) > dy. Absurdo, pois * € K’ logo dist(z, K) < %0. Desta forma,
x € G e comisto K' C G. [ |
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Teorema A.10 (Derivada de Determinantes)

CLH(t) . aln(t)
t) ... n(t .
Seja A(t) :== ax(t) azn(?) em que para todo 1,7 =1...n
a1 (t) ... apn(t)

a;j(t) sao fungoes diferencidveis de I C R — R entdo:

ay(t) ..oady, ()] lan(t) ... a(t) ap(t) ... a(t)
|A(t)|/ _ a921 (t) N agn(t) X CL21 (t) e CLQn(t) E— a1 (t) Ce (Ign(t)

a1 (t) oo ()] |am(t) ... apn(t) a(t) ... a,(t)
Demonstracao.

Sejam h # 0, A; := A;(t) a i-ésima linha da matriz A(t) para todo i < n e a
matriz A" ;= A(t + h) em que A? := A;(t + h) para todo i < n.
Como a fungao determinante D é multilinear (pelo Teorema B.51) entao
det(A") = |A" = D(A!, AL A
_ D(A" — Ay + Ay AL, AP
= D(A} — Ay AS, AN + D(AL AL AR (%)
=D, + D(A, AL Al

(A-25)

em que Dy := D(A? — A, Ab ..., A") e a igualdade (*) é dada pela multili-
nearidade de D. Analogamente, definimos Dy a seguir:
D(A AL, AP = D(A, Ab — Ay + Ay, A
= D(Ay, Al — Ay, . AN+ D(A}, Ay, AL A
=: Dy + D(Ay, Ay, Al ... ADY.
(A-26)

Procedemos desta forma até definir D,,

D(Ay, ..., Ap1, A") = D(Ay, ..., Au_1, Al — A,) + D(Ay, ..., A) (A-27)
= Dn + D(Ala s 7A7l)

Assim temos
|AY = JA(t + h)| = Dy + -+ D, + D(Ay,..., A,)

At +h)[—JAW)] _ 1 ¢
. =20
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Pela multilinearidade de D, sejam B matriz (n x n) qualquer e a € R entao

para todo 7 < n temos

OéD(Bl, e B — n) = D(Bl, e Bifl, OéBZ', Bi+17 ey Bn) (A—29>
1
Assim, tomando a = 5 em (A-29) entdo por (A-29) temos
At +h)| — |A(t " Al — A,
| ( )}l ’ <)’:;D<A1,...,Ai_1, h 7A?+1""7AZ>‘ (A—30)

Quando h — 0 como A; é continua entdo A? = A;(t + h) — A;(t) = A; para
todo i < j < necomo D também ¢é continua temos

A = Jim AET = A0

h—0 h

DA Ay, i A= A, lim A" lim A"
1y 1717h1£>% h ’hlir(l) i+17"'7h1£>% n

Il

=1

Ai(t+ h) — Ai(t)
h

I

D (Al(t), c A (1), lim

y A (t), ... ,An(t)>

=1

Il
AMz

D(A;(t), ..., Ai1(t), AL(t), Ais1 (L), ..., An(l)).

7

i=1
(A-31)
[
Proposicao A.11 (Continuidade da Matriz Inversa)
Seja A(r) = (a;j;(v))7; em que a;; + X € R" — R sdo fungoes continuas

e |A(x)| # 0 para todo v € X entdo existe fungio A~ continua tal que

A Y2)A(x) = I para todo x € X.

Demonstracao.
Como det(A(z)) # 0 para todo x € X entao, pelo Teorema B.53, para todo

z € X existe uma matriz inversa A~ (x) = (by;(x))7; tal que A~ (z)A(z) = I.

Do Teorema B.52, temos para todo z € X

_ D(Ay(z),...,e5, ..., An(z))
buy() = D(A(x))

em que A;(x) = (a;1(x),...,a;,(r)) para todo i < n.

Como a func¢do determinante D é continua (pelo Teorema B.51) e A; sao
continuas para todo 7 < n entdao b;; sao composicoes de fungoes continuas
para todo 7,7 < n e logo, pelo Teorema B.30, b;; sao continuas e, portanto,

A~ = (bij)};—; também ¢ continua. u
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Proposicao A.12 Sejam w, y e z fungdes reais continuas em I = [a,b] C R

tais que para todo t € I tivermos z(t) >0 e

w(t) < y(t) + /atz(s)w(s)ds

entdo para todo t € I temos
t t
w(t) < y(t) +/ z(s)y(s)efs 2B)dp g

Demonstracao.

Seja a funcao real R continua em [ definida a seguir para todo t € [
R(t) = | " (s)w(s)ds = w(t) < y(t) + R(t). (A-32)
Pelo Teorema Fundamental do Célculo B.40 temos que para todo s €
R'(s) := z(s)w(s). (A-33)
De (A-32) e (A-33)
R'(s) — z(s)R(s) =z(s)w(s) — z(s)R(s)

(A-34)
<z(s)(y(s) + R(s)) — z(s)R(s) = z(s)y(s).

Seja t € I (fixo), multiplicando (A-34) por el #®% 5 ( temos para todo s € [

(R'(s) — 2(s)R(s))el: 2% < 2 (s)y(s) ) 0. (A-35)

Integrando de a a t temos

/t R’(s)efstz(p)dpds — /t Z(S)R(S)efst “Pp g < /t z(s)y(s)fst 2PMp s (A-36)

a

t t
Integrando por partes / R/(s)efs PP temos
a

s

u/:R,:>u:R Uzei‘ft‘sz(p)dp:}/[)/:zeiﬁ Z(p)dp

t ¢ . . )
/ R/(s)efs 2(p)dp gy — R(t)eo _ R(a)e_ft z(p)dp +/ Z(S)R(s)e_ft 2(p)dp g

(A-37)
Mas R(a) = 0 e logo
/t R’(s)efstz(p)dpds = R(t) + t Z(S)R(s)ef:z(p)dpds. (A-38)
De (A-36) ) t
R(t) < z(s)y(s)efs P)dp g (A-39)
Por fim, de (A-32) temos ’
wlt) < y(o) + RO < o) + [ 2l OPas. (aa0)
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B
Apéndice - Analise Real e Algebra Linear

A seguir sdo enunciadas as principais defini¢bes, proposi¢oes e teoremas de
Analise Real e Algebra Linear relacionados com assuntos utilizados neste
estudo, cujas demonstracoes podem ser obtidas nas respectivas citacoes bibli-

ograficas.

B.1
Espaco Vetorial

Defini¢ao B.1 (Campo) [6/

Dizemos que K C C € um campo se satisfaz as sequintes condigoes:
1. sex,y € K entio (x+y) e K exy € K;
2. sex € K entdo (—z) € K e se x #0 entdo = € K ¢
3. os elementos 0 e 1 sao elementos de K.

Naturalmente, R e C sao exemplos de campos.

Definicao B.2 (Espago Vetorial) /6]

Dizemos que V' € um espago vetorial sobre o campo K se satisfaz as sequintes

propriedades:
1. dados u,v,w € V entio (u+v) +w =u+ (v+ w);
2. existe um elemento 0 € V tal que 0 +u=u+0 = u;
3. dado u € V, eziste um elemento —u € V tal que u + (—u) = 0;
4. para todo u,v € V entao (u+v) = (v+u) € V;
5. sece K eu,v €V entio c(u+v)=cu+cveV;
6. sea,be K eveV entio (ab)v = a(bv) e;

7. para todo elementou eV el € K tem-se l.u = u.
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Sao exemplos de espagos vetoriais:

— K" (onde K € um campo qualquer como, por exemplo, R e C);
— 0 conjunto das matrizes (m X n) com elementos em K e;
— o conjunto das fungoes continuas de G C R™ — R™.
Neste estudo consideraremos K = R e diremos simplesmente que V' € um

espaco vetorial.

Defini¢ao B.3 (Subespago Vetorial) /6]
Seja V' um espago vetorial sobre o campo K e W C V, dizemos que W € um

subespaco de V' se satisfaz as sequintes propriedades:

1. Sev,w e W entio (u+wv) € W e

2. SeveW ece K entao (cv) € W.
Assim, pela definicio B.2, todo subespago vetorial é um espaco vetorial.
Definicao B.4 (Vetores Linearmente Independentes) [6/

Sejam V' um espaco vetorial sobre um campo K e vy,...,v, elementos de

V, dizemos que vq,...,v, sao linearmente dependentes em K, se existirem

ai,...,a, elementos de K, nem todos nulos tais que aqv1 + ... a,v, = 0.

Caso contrdrio, dizemos que vy, . .., v, sdo linearmente independentes, ou seja:

avi+...av,=0=>a;=---=a, =0.

Teorema B.5 (Base de um Espacgo Vetorial) [6/

Sejam vy, ...,v, elementos linearmente independentes de um espaco vetorial
V' sobre um campo K, em que a dimensdao de V ¢é igual a n, entdao vy,...,v,
formam uma base geradora deste espago tal que para todo v € V existe um

unico ¢ € K™, denominado de vetor de coordenadas de v nesta base, tal que:
n
v=> cuvi. (I)
i=1

Reciprocamente, para todo ¢ € K™ existe um inico v € V' dado por (I).
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B.2
Normas

Definicao B.6 (Norma) /2, 4, 7/
Seja V' um espaco vetorial em K, entao uma norma em V' é uma fungao de V

em R denotada por ||.|| que satisfaz:
1. ||z|]| > 0 para todo x € V e ||z|| = 0 se e somente se x = 0;
2. |lax|| = |a| ||z|| para todo a € K ex € V e;
3 Mz +yll < =l + [lyll-

Note que |x| é uma norma em R e C. Sdo exemplos de normas em R™ e C":

= lllly = ylm P + ol -+l
~ el = Jarl + foal + - L] e

~ [#lle = max{za], [za, ... [zal}-

No caso do espago vetorial das matrizes (n x n) (reais ou complexas) podemos

definir como norma de uma matriz A = (a;;); ;-

1A= > lai;|° (Norma Frobenius / Euclidiana em C™ ).
g

Proposicao B.7 (Desigualdades de Normas) /2, 4, 6]

Sejam V' espaco vetorial e x,y € V entao:
1. |zy| < ||z| ||ly|| [Desigualdade de Schwarz para produtos internos] e;

2.0 |zl = vl | < llz £yl < |lz|| + ||ly|| [Desigualdade Triangular].

Teorema B.8 (Continuidade da Norma) /5, 7/

Seja ||.|| wma norma qualquer em R™ entdo ||.| é uniformemente continua.

Teorema B.9 (Equivaléncia de Normas em R") /5, 7, 8/
Todas as normas em R" sdo equivalentes, ou seja, sejam ||.||, e ||.||; normas

quaisquer em R™ entao existem a,b > 0 tais que:
alllla < Iz <ol

e, como consequéncia, temos que todas as normas matriciais induzidas por

uma norma vetorial qualquer em R™ sao equivalentes.
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Definicao B.10 (Norma Matricial Induzida) /5, 7, §/
Seja A uma matriz n X m com elementos em K = R (ou C), definimos a

sequinte norma matricial induzida por uma norma vetorial qualquer:
[All = sup{[|Az]| : 2 € K™ [lxf| = 1}

(note que deve-se utilizar a mesma norma vetorial escolhida em | x| e ||Az]| ).

Esta norma, possui as propriedades definidas em B.6 e B.7.2, bem como:

1. Compatibilidade com a norma vetorial ||z||:
|Az|| < ||A||||x]| para todo x € K™.

2. Propriedade Sub-Multiplicativa:
IAB|| < ||| |BI| para B matriz (m x k) = | A¥| < ||A|"* vk eN.

3. |1 =1.

Por exemplo, adotando as normas vetoriais ||.|| . ou |.||;, podemos calcular

facilmente a respectiva norma induzida em funcdo dos elementos a;; de A:
IAlle = max lay| e || All, = max|ay].
j i

Note que a norma Frobenius definida na Definicao B.6 também goza das
propriedades 1 e 2 acima, entretanto ||I|| = /n. Mais informagoes sobre

normas matriciais podem ser obtidas em [7].
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B.3
Topologia

Definicao B.11 (Bolas em R") /2, //
Seja x € R™ er > 0 entao:

1. O conjunto B,(z) := {y € R" : ||z —y|| < r} é denominado de Bola

Aberta de raio v centrada em x.
2. O conjunto B.(x) := {y € R : ||z —y|| < r} é denominado de Bola
Fechada de raio r centrada em x.
Definicao B.12 (Topologia em R") /2, //
Seja G C R"™ entdo definimos:
1. G € aberto se para todo ponto x € G existir r > 0 tal que B,.(z) C G.
2. G ¢ fechado se R"\ G for aberto.

3. G € uma vizinhanga de x € R™ se G for um aberto tal que x € G.

4. x € R™ é denominado um ponto de fronteira de G se toda vizinhanca de

x contém um ponto em G e outro em R™\ G.

5. O conjunto dos pontos de fronteira de G é denotado como 0G.

Teorema B.13 (Teoremas Gerais de Topologia no R") /2, /]

1. F C R" ¢ fechado se e somente se OF C F.

2. A intersecdo finita de conjuntos abertos é um conjunto aberto.

3. A uniao de qualquer colegdo de conjuntos abertos é um conjunto aberto
4. A unido finita de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

5. A intersecio de qualquer colecio de conjuntos fechados é um conjunto

fechado.

Teorema B.14 (Teorema de Heine-Borel) [2/

K C R"™ € compacto [2], se e somente se, K € fechado e limitado.

Proposicao B.15 (Distancia de um ponto a um conjunto) [5/
Seja A CR" e f:R" — R tal que para todo x € R":

f(z) :=dist(z, A) = inf ||z — y|
yeA

entdo f € uniformemente continua.
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B.4
Sequéncias e Séries

Os conceitos e teoremas apresentados nesta se¢ao sobre sequéncias e séries em
R™ também se aplicam as sequéncias e séries de matrizes, utilizando normas
matriciais|7, 8] ou considerando a bijecdo entre as matrizes em R™*" e vetores

2
em R™.

Definicao B.16 (Limite de Sequéncias) [4/

Dizemos que x € R"™ € o limite da sequéncia (xy)gen ou simplesmente que
(Tk)ken converge para x, quando para todo € > 0 existe N € N tal que sempre
que k > N tivermos ||z — x| < €.

Se existir este limite, escreve-se:

limay,=2 , limxy=2 e xp—x.
k—o0

Definicao B.17 (Sequéncia de Cauchy) /2]
Seja (xx)ren sequéncia em R™, dizemos que (xx) € uma sequéncia de Cauchy
se para todo € > 0 existir N € N tal que para todo 1,7 > N tivermos

HIZ — IL’JH < €.

Teorema B.18 (Critério de Cauchy para Séries) [2/

Uma série Z ar em que ax, € R"™ para todo k € N é convergente, se e somente
k=1

se, dado € > 0 existir N € N tal que para todoi > 7 > N tivermos < e.

i
D> ax

k=j

Definicao B.19 (Séries Absolutamente Convergentes) [2/
Seja (xp)ken sequéncia em R™, dizemos que a série Y. xj € absolutamente

convergente se a série Y. ||xy|| é convergente.

Teorema B.20 (Convergéncia Absoluta de Séries) [2]
Seja (xg)ken sequéncia em R™, se a série Y-z, € absolutamente convergente

entao Y xy € convergente.

Defini¢ao B.21 (Euler) Um exemplo conhecido de série convergente € o

numero de Euler: i

T SN
e :ZE

k=0
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Teorema B.22 (Teoremas de Sequéncias em R") [2, /]

Sejam (zx)ren € (Yk)ken sequéncias em R™:

1.

2.

3.

Toda sequéncia possui no mdzimo um unico limite. [Unicidade]
(xk)ken € convergente, se e somente se, (xy)ren € de Cauchy (B.17).

Se (zr)ken € limitada entdo existe uma subsequéncia (xy,)ien convergente

[Teorema de Bolzano- Weirstrass.
Se (xx)ken € convergente entao (Tg)ren € limitada.

(xr)ken converge para x, se e somente se, toda subsequéncia (x,)ien

também converge para x.
Se x, = x eyp =y entdo (vr, £ yx) = (z Lt y) e (Tpyp) = T.y.
Seja I C R™ fechado. Se xy, € F para todo k € N e x;, — x entdo x € F.

Seja K C R™ compacto. Se x, € K para todo k € N entao existe uma

subsequéncia (T, )ien que converge para um ponto x € K. [4]

Teorema B.23 (Teoremas de Sequéncias em R) [1, 3/

Além de serem wdlidos todos os itens do Teorema B.22 para n = 1, temos

também que sejam (Tg)ren, (Uk)ken, (2k)ren Sequéncias em R:

1.

2.

3.

Se (xr)ken € mondtona e limitada entao (zx)ren € convergente.

Seyp =y, xp = T, 2x = 2 ey < xp < 2, para todo k € N entdo
y<z<z.

Seyp, = x, zp > T ey < xp < 2z para todo k € N entao x, — .
[Teorema do Sanduiche/
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B.5
Limites e Continuidade

Os conceitos e teoremas apresentados nesta secao também se aplicam as
fungoes matriciais f : D C R" — R™*™ utilizando normas matriciais ou

R™ "™ ¢ vetores em R™ [7, 8]

considerando a bije¢do entre matrizes

Defini¢ao B.24 (Limite de Fungoes) [//

Seja f : D CR" — R™, g € R", b € R™ dizemos que L é o limite de f(x)

quando x tende para Ty e escrevemos h_}m f(z) = L quando para todo € > 0
T—x0

existe § > 0 tal que sex € D e 0 < ||x — xo|| < § implicar que || f(z) — L|| < e.

Teorema B.25 (Operagdes com Limites de Fungoes) [//
Sejam f,g: D CR" - R™, a: DCR"—-Rexy€D.

Se existirem:

leIIzlo flx)=a , mlgrgog(x) =b e g}grgo a(r) = ap

entdao existem os limites e valem as sequintes igualdades:

lim (f(z) £g(z)) =ax£b , lim a(z)f(z)=aa

$—>$0. :E—{:Eo
lim f(2).g(x) =ab e lim |f(2)] = a]

E, se f(z) < g(z) (ou f(z) > g(z)) para todo x € D entio a < b (oua >b).
Ainda, se lim || f(x)]| =0 entao lim flz)=0eR™
T—T0 T—T0

Defini¢ao B.26 (Continuidade de Fungdes) [//

Seja f : D CR"™ — R™ dizemos que [ € continua em x¢g € D se para todo e > 0
existe § > 0 tal que se v € D e ||x — al|| < & implicar que || f(x) — f(zo)| < €
Se f for continua para todo x € X C D dizemos que f é continua em X e
denotamos f € C(X).

Definicao B.27 (Continuidade Uniforme de Fungdes) [4/
Seja f : D C R — R™ dizemos que f é uniformemente continua em D

se para todo € > 0 existe § > 0 tal que se x,y € D |z —y| < § entdo

| f(x) = fzo)| <e.

Teorema B.28 (Maximo, Minimo e Preservacdo de Compactos) [2/
Seja o compacto K CR™ e f: K — R™ continua em K entao f(K) (imagem

de f) € compacto e existem pontos x ey € K tais que:

If @) = supllf ()l = max |l ()] e [FWI = inf [1£(=)

= min [l/(2)]
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Definicao B.29 (Condicao de Lipschitz) [2/
Seja f: D CR™ — R™. Se existe L > 0 para todo x ey € D tal que:

1f(2) = FWll < Lz =y

dizemos que f ¢ Lipschitz em D. Se para todo x € D existir uma vizinhanga

de x em que f é Lipschitz nesta vizinhanga entdo dizemos que f € localmente

Lipschitz em D.

Sejam Dy x Dy = D, t € Dy (fizo) e f(t,z) em que f: Dy X Dy — R™.
Se existe L > 0 para todo x e y € D tal que:

1t 2) = fty)ll < Ll =yl

dizemos que f € Lipschitz com respeito a x em D. Se para todo (t,x) € D

existir uma vizinhanga de (t,x) em que f é Lipschitz com respeito a x nesta

vizinhanga entao dizemos que f € localmente Lipschitz com respeito a x em D.

Teorema B.30 (Continuidade de Fungodes) [4/
Sejam f,g: D CR" - R™, X = f(D) (imagem de f) e h : X — RP.

1. Se f e g forem continuas em xq € D entio (f £g) e (f.g) sao continuas

em xg.

2. Se [ € continua em o e h é continua no ponto f(xq) entdo a fungio

composta h,f € continua em x.

3. f é continua em xg, se e somente se, para toda sequéncia de pontos

z € D tal que x, — xy tem-se lim f(zg) = f(xg).

4. [ € continua em xy, Se e somente se, suas fungoes coordenadas

fis fo, oy fa: D — R forem continuas em xy.
5. Se D for compacto entdo f é uniformemente continua em D.

6. Se f for Lipschitz entdo f é uniformemente continua.
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B.6
Diferenciabilidade e Integracao

Defini¢ao B.31 [4] Sejam I C R e f : I — R™ entao dizemos que [ é
diferencidvel em ty € I se existir o limite:

em que f'(ty) € a derivada de f no ponto ty. Se f for diferencidvel para todo
to € D C I entao dizemos que f € diferenciavel em D. Se f for diferencidvel

em D e f' for continua em D entio dizemos que f € C'(D).

Definicao B.32 No caso das fungoes matriciais em que I C R e

AT — R™™ dizemos que A é diferencidvel em ty € I se existir o limite:

A/ (to) = lim

h—0

Alto +h) — A(to)
h

em que A'(ty) € a derivada de f no ponto ty. Ainda, representando matrizes
2 .
em R™*™ como vetores em R™ , podemos aplicar os teoremas apresentados

nesta secao.

Definicao B.33 /2, 4] Sejam G CR", f: G —-R™ ei=1,...,n.

Definimos a i-ésima derivada parcial de f no ponto xy € R™, se existir, como:

_of _(Of O fm o flwo +te;) — f(xo)
Duften) = gl ten) = (P2tea)o.. H2 o)) g 041
em que e; € o vetor candnico de R™, ou seja, ¢; = (0,...,1,0,...,0) sua i-

ésima coordenada € igual a 1 e as demais sao iguais a 0(zero).

No caso particular em que m = 1 definimos o vetor gradiente de f como:

_p_ (9 O
oo (L )

Definicao B.34 [2] Sejam G C R"™ (aberto), xo € G e f: G — R™.
Dizemos que f € diferencidvel em x¢ se existir uma aplicagio linear
L:R" — R™ em que para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que se u € R" e |lul]] <6

entao:
1f(zo 4+ u) — f(20) — Lou| < e flull.

Neste caso, demominamos L de derivada de f mo ponto xy e denotamos
Df(xo) := L. Se f for diferencidvel para todo xo € D C G entdao dizemos

que [ € diferencidvel em D.
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Teorema B.35 [2] Sejam G CR"™ e f: G — R™.
Se f for diferenciavel em xq € G entdao existem todas as derivadas parciais de
f em xqg e temos que a derivada de f em xq estd associada a sequinte matriz

(m xn):

Difi(xo) ... Dnfi(a)
f'(z0) == Df(xo) ==
lem<x0> coee anm(x(])

Se f for diferencidvel em D C G entio f € CY(D), se e somente se, suas

derivadas parciais existirem e forem continuas em D.

Teorema B.36 (Continuidade) /2, 4/

Se f: G CR" — R™ ¢é diferencidvel em xg € G entdo f é continua em xy.

Teorema B.37 (Teorema do Valor Médio) [2/
Sejam G C R™ aberto, f : G - R, a € G,b € G e f diferencidvel no segmento

de reta que liga os pontos a e b entdo existe um ponto ¢ neste segmento tal que:

f(b) = fla) =V f(e)-(b - a).

Teorema B.38 (Regra da Cadeia) /2, 4/
Sejam f: A CR" - R™ g: B CR"™ — RP tais que [ € diferencidvel
em ¢ € R" e g € diferencidvel em b = f(c) entio a composta h = g,f €

diferencidavel em ¢ e sua derivada é o produto das matrizes Dg(b) e Df(c):
R (¢) = Dh(c) = Dg(b)Df(c) (W (c) € RP*™).
A sequir, destacamos os sequintes casos particulares:
1. p=1:

oh
8951

i@g Wk)i:L”n (h'(c) € R™).

= (9:15Z

h(c) = g'(b)f'(c) (7'(c) € R).
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Teorema B.39 (Composigao de funcgoes) /2, 4/
Sejam f,qg: G CR™ — R™ diferencidveis em x¢ € G.

1. Entao (f + g) € diferencidvel em xq e (f £ g) (x0) = f'(x0) £ ¢'(0)-

2. Se u € R"™ entao o produto escalar h(x) := f(x).g(x) € diferencidvel em
o € W (wo).u = f'(xo)u-g(xo) + f(20)-(g'(x0)u).
) = f'(x0).g(x0) + f(x0).9'(20).

No caso particular n = 1, temos h'(xq

Teorema B.40 (Teorema Fundamental do Calculo) [3/
Sejam f : I CR — R continua em I e F : I — R entao as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

1. F € uma integral indefinida de f, ou seja, exviste xo € 1 tal que
F(z) = F(xo) +/ f(t)dt para todo t € 1.

o

2. F é uma primitiva de f, ou seja, F'(x) = f(x) para todo z € I.
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B.7
Convergéncia Uniforme

Os conceitos e teoremas apresentados nesta secao também se aplicam as
fungoes matriciais f : D C R" — R™*™ utilizando normas matriciais ou

considerando a bijecao entre matrizes R”*™ e vetores em Rmz.[7, 8]

Definicao B.41 (Convergéncia Uniforme de Fungoes) [2/
Uma sequéncia de funcgoes {fr}ren em que fr : G C R" — R™ converge
uniformemente em D C G para uma fungio f : D — R™ se para todo € > 0

existir N € N tal que para todo k > N tivermos:

igg”fk(x) — fl@)]| <e.

Teorema B.42 (Cauchy: Convergéncia Uniforme de Fungées) [2/

Seja { fxtren uma sequéncia de fungoes limitadas fi, : D C R™ — R™. Entdo
existe uma fungao limitada f : D C R" — R™ tal que {fx}ren converge
uniformemente para f em D, se e somente se, para todo € > 0 existir N € N

tal que para todo v,7 > N tivermos:

sup [ fi(z) — fi (@) <e.
xzeD

Definicao B.43 (Convergéncia Uniforme de Séries) [2/
Uma série de fungoes > fr com fr : G C R™ — R™ converge uniformemente

em D C G para uma fungio f: D — R™ se a sequéncia de fungoes {sk}ren
k

com Sy = Z fi convergir uniformemente em D.
i=1

Proposicao B.44 (Cauchy: Convergéncia Uniforme de Séries) [2/
Seja { fr}ren uma sequéncia de fungoes fi, - D C R™ — R™. A série Y _ fi
converge uniformemente em D, se e somente se, para todo € > 0 existir N € N

tal que para todo i > 7 > N tivermos:

Zl:fk:(ﬂ?)

k=j

sup <e.

zeD

Teorema B.45 (Continuidade e Convergéncia Uniforme) [2/
Seja { fr}ren uma sequéncia de funcoes continuas fi, : D C R" — R™ tal que

fr converge uniformemente para f em D entao f é continua em D.
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Corolario B.46 O Teorema B.45 também se aplica as séries de funcoes Y. fi,
k

considerando a sequéncia de fungoes sy tal que s = Z fi-
i=1

Teorema B.47 (Derivagao e Convergéncia Uniforme) [1, 2, 3/

Sejam I C R um intervalo limitado e {fx}ren uma sequéncia de fungoes
diferenciaveis em I em que f : I — R™.

Se existe algum zo € I tal que a sequéncia (f(xo),)ren € convergente e a
sequéncia de funcgoes {f';}ren converge uniformemente para g em I entdo
a sequéncia de fungoes {fi}ren converge uniformemente para uma fung¢io f
diferencidqvel em I tal que ' = g, ou seja:

lim filz) = (o) = (Jim fulw)) Voel.

k—o00

Corolario B.48 [1, 2, 8] O Teorema B.47 também se aplica as séries de

k
funcoes " fi, considerando a sequéncia de funcgoes s tal que s, = Zfi'
i=1

Teorema B.49 (Integragao e Convergéncia Uniforme) [1, 2, 3/
Sejam I = [a,b] C R e {fx}ren uma sequéncia de fungoes integraveis em I em

que fr : I — R™ tal que fi, converge uniformemente para f em I entao f €

s [

integravel em I e:
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B.8
Matrizes

Definicao B.50 (Funcao Multilinear) /6]
Seja D : K" x K" x --- x K™ — K uma funcdo de n varidveis A',... A",
cada uma delas em K™, onde K é um campo. Dizemos que D é multilinear se

satisfizer as sequintes propriedades:

1. D(AY,...,CHC",. .., A" = D(AL,....C, ..., A"+ D(AL,... . C",... A"
para todo C' e C" € K.

2. D(AY,...,aC,...,A") = aD(A',...,C,...,A") para todo C € K" e
ae K.

Dizemos que D é alternante se, sempre que A7 = A7 para algum j, tivermos:

D(AY, ... AT AT*Y A" = 0.

Teorema B.51 (Determinante) [6/
Eziste uma dnica fungio multilinear alternante (Definicao B.50) tal que
D(I) = 1. Denominamos esta fungao de Determinante, definida como:

|A] := det(A) = D(A) = D> (—1)ay|Ay| = > _(=1)ay| Ayl
j=1 i=1
em que fizamos i < n (ou j < n), (a;;) € o ij-ésimo elemento da matriz A
(n xn) e A; €amatriz(n—1) x (n— 1) obtida retirando-se a i-ésima linha
e j-ésima coluna de A.

A fungdo determinante satisfaz também as sequintes propriedades:

1. Se duas colunas (ou linhas) forem trocadas entio o determinante muda

de sinal.
2. Se duas colunas (ou linhas) forem iquais entao o determinante é nulo.

3. Se for adicionado um multiplo de uma coluna (ou linha) em uma outra

coluna (ou linha), o valor do determinante permanece inalterado.
4. Sejam A e B matrizes (n x n) entao D(AB) = D(A).D(B).

5. D é uma funcao continua.
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Teorema B.52 (Inversa de uma Matriz) [6/

Seja A = (ai;)} ;=1 wma matriz (n x n) tal que D(A) # 0 em que D € a fungdo
determinante (definida no Teorema B.51) entdo A é inversivel e sua inversa
B = (bij)} ;=1 € dada por:

b — D(Al,...,€j,...,An)
N D(A)
em que e; ocorre na i-ésima coordenada da fun¢io D sendo o vetor candnico

em R™ para todo j < n e A; sio as i-ésimas linhas (ou colunas) de A.

Teorema B.53 (Matriz Nao-Singular) [6/

Seja A uma matriz (n X n), entao as sequintes afirmagoes sio equivalentes:

1. A é inversivel, ou seja, existe A7! tal que A7*A = AA™ =1 em que I

¢ a matriz identidade. Denominamos a matriz A como Nao-Singular.
2. As colunas (e linhas) de A sdo linearmente independentes.

3. D(A) #0, em que D ¢é a fungao determinante definida no Teorema B.51.

Proposicao B.54 (Equivaléncia entre Matrizes Complexas e Reais)
Seja zo € C tal que zy := ag+bot com ag, by € R entao zg pode ser representado

por um vetor z := (ag,by) € R? ou por uma matriz Zy € R**? dada por:
Qo —bo
bo ao .

Assim, seja Z € C™" definida como Z = (2;)} ;= tal que para todo k,j <n

ZO =

temos zy; = a; + 1bp; com ai;, b; € R entdo podemos representar Z como
j j J i Okj

uma matriz Zg € R*™ 2" tal que:

le e 212 b

Jri=| - : em que  ZLyj = [Zk] kj] )
ki Qkj
Zot oo T T

Seja R, o conjunto de todas as matrizes reais Zg (na forma acima), entio R,
é um subespago vetorial real de dimensdo 2n? e temos que existe bijecao entre
o espaco vetorial das matrizes complexas C™*™ e R,,, ou seja:

- para toda matriz complexa Z € C™*" existe uma unica matriz real Zg € R,.
- para toda matriz real Zg € R, existe uma unica matriz complexa Z € C"*".
Assim, dizemos que Z e Zg sdo equivalentes.

Como consequéncia destas definicoes e das propriedades multiplicativas e
aditivas das matrizes, temos que sejam A e B € C™" entdo (aA* + 3B™) ¢
equivalente a (a Ak + BB para todo o, 3 € R e k,m € N. Logo, a exponencial

matricial eZ (Definicdo 3.14) também é equivalente a eZ®.
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B.9
Aplicacoes Lineares

Definicao B.55 (Aplicacao Linear) /6]
Sejam Ve W espagos wvetoriais sobre um campo K, denominamos de

Aplicacao Linear F' :'V — W que satisfaz as sequintes propriedades:

1. F(u+v) = F(u) 4+ F(v) para todo elemento u,v € V e;
2. F(av) = aF(v) para todo a € K ev € V.

Dizemos que F' é:

injetiva, se para todo u,v € V' tais que u # v tivermos F(u) # F(v).
— sobrejetiva, se para todo w € W existir v € V tal que F(v) = w.
— bijetiva, se for injetiva e sobrejetiva.

inversivel, se existir uma aplicacdo linear F~1 : W — V tal que:

FYFw))=veF(FY(w))=w para todov eV ew e W.

Teorema B.56 (Isomorfismo) [6/
Seja F' aplicagdo linear tal que F' € bijetiva entdo F € inversivel e sua inversa

também ¢ uma aplicacdo linear bijetiva. Neste caso, dizemos que F' é um

isomorfismo linear.

Proposicao B.57 (Nicleo e Aplicagées Injetivas) [0/
Seja F aplicagdo linear, denominamos de Niucleo de F' o conjunto dos elemen-

tosv € V tal que F(v) =0, denotamos este conjunto como Ker F' e temos:

Ker F' = {0}, se e somente se, F for injetiva.

Proposicao B.58 (Imagem e Aplicacbes Sobrejetivas) [6/
Seja F aplicacio linear, denominamos de Imagem de F o conjunto dos
elementos w € W em que existe v € V tal que F(v) = w, denotamos este

conjunto como Im F' e temos que Im F' € subespagco de W. Temos também:

Im F' =W, se e somente se, F' é sobrejetiva.

Teorema B.59 (Dimensdes do Niicleo e Imagem) /6]

Seja F' aplicacao linear entdo:

dimV =dimKer F' + dim Im F'.
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B.10
Autovalores e a Forma Normal de Jordan

Consideremos A uma matriz (real ou complexa) (n X n).

Definicao B.60 (Autovalor e Autovetor) [7, 8§/
Seja N € C ewv € C" tais que Av=> v entdo denominamos A de autovalor de

A e v seu respectivo autovetor.

Defini¢ao B.61 (Polinémio Caracteristico) [7, 8/

Denominamos de polinémio caracteristico de A:

PAA) = [A=M[=(A=A)™ ... (A=A)™

em que A ...\, sao as raizes deste polinomio e my...m, suas respectivas
p

multiplicidades algébricas tal que Z'mi =n é o grau deste polinomio.
i=1

Teorema B.62 [7, 8]/ A é um autovalor de A, se e somente se, X for uma raiz

do polinomio caracteristico de A, ou seja:

p(A) = |A— AI| = 0.

Teorema B.63 (Forma Normal de Jordan) [7, 8/
Existe uma matriz S inversivel que transforma uma matriz A (n X n) em uma

matriz J (n x n) tal que J = S7'AS em que

i 1 0
Ji 0 (4)
J = (nxn) J;:= (n; x n;)
Aiy 1
0 gy,
0 Ai(j)

Comj=1...k i(j)=1...p e Ny sdo as raizes do polindmio caracteristico
(Defini¢ao B.61), ou seja, sao os autovalores de A (por B.62).

Denominamos cada bloco J; de bloco de Jordan de A e a matriz J de

Forma Normal de Jordan de A. Note que, um mesmo autovalor \; pode

pertencer a mais de um bloco de Jordan.

Assim temos que J = N + N em que A é a matriz diagonal contendo os

autovalores de A e N é a matriz dada por:

0 3, 0

N = R em que §; € {0,1} para todoi=1...(n—1).
571—1
0 0
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