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Apéndice A
Relagcdo entre o Semidesvio Absoluto Médio e o Desvio Absoluto
Médio

Foi dito no capitulo 2 que a minimizacdo do semidesvio absoluto médio é equivalente a
minimizagdo do desvio absoluto médio. Tal equivaléncia estd no fato de o desvio absoluto
médio ser simétrico em relacdo amédia, o que faz com que o semidesvio absoluto médio sgja
a metade do desvio absoluto médio. Tal propriedade é demonstrada neste apéndice,
assumindo-se que distribuicdo da variavel aleatéria envolvida é discreta e que as realizactes

s80 equiprovaveis.

Sgam X1,X2,..c., XM s XM +1,-- XN 8S redlizagdes de uma varidvel aleatoria, ordenadas
em ordem crescente, e sga x 0 valor médio de tais realizagbes. Suponha que o valor de X

esteja situado entre Xy € Xy +1. O valor médio x é dado por:

N A N
a Xj axjt axXj

x=1=1 _i=1 i=M+1 (A1)
N N

O semidesvio absoluto médio positivo (SD™) e o semidesvio absoluto médio negativo

(SD" ) séo dados por:

SD+ :i: +1 - i=M+1 @ (AZ)

sp- =171 = 1= (A.3)
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De (A.1), pode-se escrever:

M ~ N
axi =Nx- &ax (A.4)
i=1 i=M+1

Substituindo (A.4) em (A.3), obtém-se:

_ _ N _ N e N ¢
Mx-Nx+ ax; (M-N)x+ &x aX|_ (N-M)x
SD” = i=M+1 _ i=M+1 _ =M+1@ :SD+
N N N

Logo, o semidesvio absoluto médio positivo € igual ao semidesvio absoluto médio
negativo.

O desvio absoluto médio de X1,X2,..... Xy, XM +1,---- XN € dado por:

N M_

é|x|-x| a(x-xj+ a(xl-x)

DA_I 1N = i=1 l\II M+1 _SD- +SD+

Como o desvio absoluto médio € dado pela soma do semidesvio absoluto médio
positivo com o semidesvio absoluto médio negativo, e estes Ultimos sdo iguais, pode-se
concluir que o semidesvio absoluto médio é a metade do desvio absoluto médio. Logo, a

minimizacdo de ambos é equivalente.
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Apéndice B
Caracteristicas do VaR

Foi dito no capitulo 2 que o VaR, quando se trabalha com distribui¢des discretas, € uma
funcéo ndo convexa, ndo diferenciavel em alguns pontos, e que apresenta multiplos extremos
locais. Neste apéndice é apresentada a demonstracdo, reproduzida de [14], de que o VaR

possui tais caracteristicas.

Seja z;j aperdado portfdlio associada ao j-ésimo cenario:

N
zj(x) =- & Xfjj

1=
Explicitando a parcela devido ao ativo k na expressdo acima, obtém-se:

N
Zj(x):'xkrkj+Kkj onde Kkj:-iﬁ,lxil’ij
itk

Plotando-se a perda do portfélio versus a posicéo investida no ativo k, obtém-se, para
cada cenario j, uma reta zj(xk) cujainclinagdo € dada por - r € intercepto em K /1.
Supondo-se que 0 VaR sgja dado pela segunda maior perda, é apresentada na Figura B.1 o
VaR do portfdlio em funcéo da posicéo investida no ativo k (assume-se, por simplicidade, que

paratodo x| 0squatro cenarios de maior perda estejam sempre entre os cen&rios 1, 2, 3, e 4).
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z3(Xk)
z4(Xk)

Figura B.1 — Perda do Portfdlio versus Posicdo I nvestida no Ativo k

Da Figura B.1, verifica-se a ndo convexidade do VaR, assim como sua ndo continua

diferenciabilidade, e a presenca de multiplos minimos locais.
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Apéndice C
Prova de que a Minimizacéo de Fy(x,a) em a Resulta no CVaR do
Portfolio

No capitulo 2 foi mencionado que a minimizagdo em a dafungdo R, (x,a) propostaem

[17] por Rockafellar e Uryasev resulta no CVaR a nivel de confianca b% do portfdlio. A
prova de tal propriedade é apresentada neste apéndice.

Sga R, (x,a) afungdo aseguir:

+¥
Fo(xa)=a+—— o[z- al* pw)dw )
1-b .y
O minimo de R, (x,a) em relacdo avariavel a é obtido igualando-se a derivada parcial
emrelacdo a a detal funcéo a zero.
GH¥

Tt 1, L € L2 al o (€2)
fa 1-b fagy Q

A integral na expressdo acima representa o valor esperado da funcdo [z- a]™.

Conforme demonstrado® por Shapiro e Wardi em [63], se umafuncdo f(q) é convexa’,

entdo:

TELf (@) _ ETf(@u

(C3)
1q & 19 §

! Tal demonstracéo utiliza teoremas avancados da teoria da medida e integragdo, e ndo serd aqui apresentada.

2 Como éanossafungdo [z - a]".
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iSS0:

Utilizando tal propriedade temos,

T (x.2) —1+ L " i[z- a]™ p(w) dw
Ta

0
fa 1-b_y
Mas:
i z-a sezd*a
[z- a]" =]
1 0 casocontrério
Logo:
| -1 sez3 a
le-a]” =)
a :
1 0 caso contrério
Comisso
1R (x,a
Fo )_1_ 1 sp(w)
fa -b 73 a

Igualando-se a derivada a zero, obtém-se:

op(w)ydw=1- b

z3a

(C.4)

(C.5)

(C.6)

(C.7)

(C.8)

176

Pela propria definicéo de VaR', verifica-se que o minimo ocorre em a = ap(x). Com

! Vide expressdo 2.7, capitulo 2.
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Min Fo(x,a)=Fo(x,ab(x»:ab(x)+—11b oz ap ()] p(w) dw
a -D .y

Mas,
+¥ .
o[z- ap(X)]" pwWydw= " dz- ap(x)]p(w)dw
-¥ z%3a,(x)
= zpw)dw- ap(x)  op(w)dw
z3a,(x) z2a,(x)

(C.9)

(C.10)

177

A primeira integral de (C.10) é igual a (1- b)f(x)", e a segunda integral é igua a

(1- b) .2
Com isso,

+¥
ol[z- ap ()] p(w)dw = (1- b)[f 1 (X) - ap(x)]
- ¥

Finalmente, substituindo-se (C.11) em (C.9), obtém-se:

Min  Fy(x.a) :ab(x)+ﬁ[(1- b) (F 5 (x) - ap ()] = p(x)

! Vide expressdo (2.11), capitulo 2.
2 Vide expresso (2.7), capitulo 2.

(C.11)
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Apéndice D
Consisténcia do Par D(X;) = E[X1] — Inf[X1] e R(Xy) = —inf [X{]

No capitulo 2 foram apresentados os conceitos de medidas consistentes de risco e de
desvio. Neste apéndice é demonstrado que o par formado pela medida de desvio
D(Xq) = E[X4] - inf[X4] e pelamedidaderisco R(X;) =- inf[X] éconsistente, isto &, que
a primeira medida satisfaz os axiomas B1l, B2, B3 e B4 e a segunda medida satisfaz os
axiomas Al, A2, A3 eA4.

Axioma B1.:

D(X1+C) =E[X1+C]-inf [Xq +C] =E[X4]+C- inf [X;]- C
D(X1+C) = E[Xq] - inf [X1] = D(Xy)

Logo, D(X1) = E[X4] - inf [X;] satisfaz o axioma B1.

Axioma B2:

D(X1+X2) = HXp+Xz]-inf [X1 +X3]

D(X1+X5) =E[X ]+ E[X5]- inf [X1 +X,] £ E[X]+E[X5]- inf [X4]- inf [X5]
D(Xq1+X2) £ E[Xq]- inf [Xq]+E[X5]- inf [Xo] =D(X7) +D(X5)

Logo, D(X1) = E[X4] - inf [X;] satisfaz o axioma B2.

Axioma B3:
D(I Xq) = EI Xq1]-inf [I Xq] =1 E[X4]- | inf [X1] =1 D[X4]

Logo, D(X1) = E[X4] - inf [X;] satisfaz o axioma B3.
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Axioma B4:

Se X1 n&o é constante:
D(X1) = E[X1]- inf[X1] >0
Se X1 éconstante:

D(X1) = E[Xq] - inf [X4] =0

Logo, D(X1) = E[X4] - inf [X4] satisfaz o axioma B4.

Axioma Al:
R(X1+C)=-inf [X;+C]=-inf [X4]- C=R(Xy)- C

Logo, R(X1) = - inf [X4] satisfaz o axioma A1l.

Axioma A2:
R(X1+X5) =-inf [X1+X5] £-inf [X4]- inf [X2] =R(X7) +R(X>5)

Logo, R(X1) = - inf [X4] satisfaz o axioma A2.

Axioma A3:
R(I Xq) =-inf [l Xq] =-1inf [X4] =1 R[X{]

Logo, R(X1) = - inf [X4] satisfaz o axioma A3.

Axioma A4:
Se X1£X2, entdo - inf [Xl] 3 -inf [Xz] P R(X1)3 R(Xz)

Logo, R(X1) = - inf [X4] satisfaz o axioma A4.
Concluso:

A medida de desvioD(X1) = E[X1] - inf [X4], que satisfaz os axiomas B1, B2, B3 e

B4, € uma medida de desvio consistente, jA que a medida de risco associada
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R(X1) =-inf [X4] satisfaz os axiomas Al, A2, A3 e A4, ou sgja, € uma medida de risco

consistente.
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Consisténcia do CvaR
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Foi dito no capitulo 2 que o CVaR é uma medida de risco consistente. Tal caracteristica

€ demonstrada neste apéndice.

Seja X; uma varidvel aeatéria que represente o retorno de um dado portfdlio.

Supondo-se que as incertezas sgjam representadas através de S cenarios equiprovaveis, o

CVaR dadistribuicso de X1 é dado por:

S
fp(Xq) = Mln at+t——— L a Ug
DS &1 °
sa
X3 s=1,..,S
ug® 0 s=1,..,S

O problema acima pode ser escrito como:

fy,(X1)=Min a+b'U
a,u

S.a
A+1U3 -X;
uso
onde:
T_¢ 1 1 u
~&1- b)S” (1- b)SH
€ txs

AT :[a, ..... ,a]lxs | = Identidadegyg

(E.1)

(E.2)

! Lembre-se que a distribuicéo de perdas é dada pelo negativo da distribuico de retornos, por isso X, aparece

com sina negativo narestricdo de (E.1).
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f p(X1) também pode ser representado pelo dua de (E.2):

fo(Xp) =Max [- hTX4]

s.a

S (E.3)
ahg=1
s=1
OEhEDb

onde h' = [hl, ..... ’hS]le s80 as variaveis duais associadas &s restricbes de (E.2).

A formulacdo (E.3) sera utilizada na prova de que o CVaR é uma medida consistente de

risco.
AxiomaAl: R(X;+C)=R(Xq)-C

Substituindo X, por X4 +C em (E.3), obtém-se:

fo(X,+C)=Max |-hTX;-h'C
hl A

. S
onde A éaregifotal que §hg =1 O£h£b,eC' =[c,....,cl;ys.
s=1

S
Como & hg =1, entdo h'C=c. Comisso:
s=1

fp (X1 +C) = Max [ h'Xq- C] =fp(Xy-C
hi A
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Logo, o CVaR satisfaz 0 axioma Al.
Axioma A2: R(X1+X5) £ R(X7)+R(X>2)

Substituindo X por X; + X, em (E.3), obtém-se:

fo(Xy+Xo)=Max |- hTX;- thz] £ Max [ hTX1]+Max [ th2]
hl A hl A

hi A
=fp(X1) +fp(X2)

Logo, o CVaR satisfaz 0 axioma A2.
Axioma A3: R( Xq) =1 R[X1]

Substituindo X; por | X; em (E.3), obtém-se:
fp(l X1) = Max [ | hTX1] =1 Max [ hTXl]:| fp(X1)
hi A hi A

Logo, o CVaR satisfaz 0 axioma A3.

AxiomaA4: R(X»)ER(Xq) se X1 £X>

Como h3 0, se X1 £X, entdo ('hTX1)3 (-hTXZ) em qualquer vértice de A .

fp(X1) =Max [ hTXl] * Max [ hTXz]:fb(Xz)
hi A hi A

Logo, o CVaR satisfaz 0 axioma A4.
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Conclusao:

Como o0 CVaR satisfaz os axiomas Al, A2, A3 e A4, € uma medida consistente de risco.
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Apéndice F
Comportamento da Fronteira Eficiente de Contratagéo
obtida com a Primeira Abordagem Proposta na Tese

Foi mencionado no capitulo 5 que a funcdo que representa a fronteira
eficiente de contratacéo de energia do modelo média-variancia € bem comportada,
isto €, pode-se garantir que a variancia da distribuicdo dos valores presentes das
remuneracdes liquidas da geradora aumenta ou se mantém constante com o
aumento do valor esperado de tal distribuicdo requerido pelo investidor. A prova
de tal propriedade € apresentada neste apéndice.

O modelo média-variancia para otimizacéo de portfdlio de contratos de
energia proposto nesta tese se caracteriza com um problema de programacdo
quadrética. Seja entdo o seguinte problema de programacdo quadratica, escrito em

suaformageral:

Minimizar 1xTAx+bTx
X 2
sa (F.1)

CxX£Em

O Lagrangeano de (F.1) é dado por:

L(x,h) Z%XTAX+bTX+hT(CX- m
L(x,h) Z%XTAX+XTb+hTCX- h™m
L(x,h) =%XTAx+be+xTCTh- h™m

L(x,h) Z%XTAX +x"(b+CTh)- h™m
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O problema dual associado ao problema (F.1) € dado por:

Maximizar Minimizar %XTAX+XT(b+CTh)-hTm (F.2)
h30 X

Como em (F.2) o problema de minimizagdo em X ndo possui restri¢des, uma

condicdo necessaria para sua otimalidade é:

L (x,h)

=0 b Ax+b+C'h=0 (F.3)
X

Assumindo-se que amatriz A é€inversivel, de (F.3) obtém-se:
x=-A"*(b+CTh) (F.4)
Pré-multiplicando (F.3) por x ", obtém-se:

xT(b+CTh)=-xTAx (F.5)
Substituindo (F.5) em (F.2), obtém-se:

. é 1 71 T.U
Maximizar 5 =x AX- h'ny, F.6
hso & 2 "} (F9)
Utilizando (F.4), pode-se escrever:
-
- %XTAX:%XT(b+CTh):-%(b+CTh)T[A'1] (b+C™h) (F7)

Substituindo (F.7) em (F.6), o dual fica:

... é1 T [ _1]T T T.U
Maximizar ~ =(b+C h)A b+C'h)- h'ny,
Ximizar g 2( ) ( ) n]d
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gue é equivalente a:

, . \
Minimizar 91(b+cTh)[A'1] (b+CTh)+hTny, (F.8)
h:o &2 ¥

Assumindo que a matriz A segja positiva definida e que a matriz C tenha
posto completo, garante-se que o valor 6timo de (F.1) sgjaigual ao valor étimo de
(F.8).

Sga entdo g(m a funcdo obtida a partir da parametrizacdo do problema

(F.1) em termos de m:

g(m = Minimizar %XTAX+bT X
X

sa (F.9)
Cx£Em

Se amatriz A for positiva definida e a matriz C tiver posto completo, a

funcéo g(n) pode também ser representada pelo dual de (F.9):
. T .
g(m = Minimizar 91(b+cTh)[A'1] (b+CTh)+th]§ (F.10)
hso &2

Como deve-se satisfazer h 2 0 em (F.10), conclui-se que se my 3 mp entdo

g(m) * g(my).
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