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Estado da Arte em Otimizagcéo de Portfélio

2.1.
Introducéo

O desenvolvimento de modelos de otimizacdo de portfélio tem origem na area
econdmico-financeira. Tais modelos sdo utilizados para auxiliar na determinacéo da carteira
de ativos financeiros que apresente a melhor relagdo risco versus retorno sob o ponto de vista
de um investidor. A principal motivacdo para o desenvolvimento destes modelos esta
relacionada areducdo do risco a que o investidor esta exposto, através da diversificagdo ou
balanceamento da carteira. A diversificacdo € uma forma poderosa de reducdo do risco, pois
os retornos oferecidos por diferentes ativos ndo se movem em conjunto. Por exemplo, as
acOes de uma determinada empresa podem se valorizar enquanto que as de uma outra se
desvalorizam e vice-versa. Com isto, a exposicdo ao risco de um investidor que tenha
investido nas acdes das duas empresas sera menor do que a exposicdo ao risco de um

investidor que tenha investido exclusivamente nas agoes de apenas uma das empresas.

O processo de reestruturacdo da industria de eletricidade que tem ocorrido a nivel
mundial, no qual as empresas geradoras e comercializadoras passaram a ter que comercializar
energia por sua conta e risco, propiciou a aplicacdo de modelos de otimizacdo de portfdlio na
&rea de comerciadlizacdo de energia Neste contexto, as empresas geradoras e
comercializadoras tém que decidir os volumes de energia a serem aocados em diferentes
mercados (mercado a vista, contratos de curto prazo e de longo prazo de diferentes tipos etc.),
de tal forma que a empresa minimize sua exposi¢cao ao risco, dado um nivel de retorno por ela
aceitavel, ou maximize seu retorno, dado um nivel aceitavel de risco. Vae ressaltar que a
aplicacdo dos modelos desenvolvidos para a area econdmico-financeira a area de
comercializacdo de energia ndo € direta, e sm deve haver uma adaptacdo seguindo as

especificidades de cada mercado de energia el étrica.
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Neste capitulo é feito um levantamento dos principais modelos de otimizacdo de
portfolio propostos tanto na area econdmico-financeira (item 2.2) quanto na érea de

comerciaizacdo de energia (item 2.3).

2.2.
Otimizacao de Portfélio na Area Econdmico-Financeira

A teoria do portfdlio estabelece que decisdes relacionadas a selecdo de investimentos
devem ser tomadas com base na relac@o risco-retorno [1]. Para auxiliar neste processo,
modelos de otimizag&o de portfdlio tém sido desenvolvidos. De modo a serem efetivos, tais
model os devem ser capazes de quantificar os niveis de risco e retorno dos investimentos. De
grande importancia nesta quantificacdo, esta a escolha de métricas para representacdo do risco
e do retorno. De forma geral, existe um consenso quanto ao uso do valor esperado da
distribuicdo dos retornos para representar o retorno de um investimento. Entretanto, existem
vérias métricas sugeridas para a representacéo do risco, como por exemplo, a variancia da
distribuicdo, a semivariancia, o desvio absoluto médio, o minimo da distribuicéo, o VaR e 0
CVaR.

A seguir sdo apresentados os principais modelos de otimizacéo de portfélio propostos
na literatura para aplicacdo aérea econémico-financeira.

2.2.1.
O Modelo Média-Variancia de Markowitz

O trabaho pioneiro na &rea de otimizacdo de portfdlio foi a proposicdo do modelo
média-variancia por Harry Markowitz! [2]. Tal proposicdo parte do principio que para o
investidor, o retorno esperado e a volatilidade dos provaveis retornos sdo aspectos cruciais na
definicdo do portfélio 6timo. Utiliza as medidas estatisticas de valor esperado e variancia da
distribuicdo dos retornos para descrever, respectivamente, o retorno e o risco do investimento.
O problema é formulado de modo a se minimizar o risco do portfdlio para um dado nivel de
retorno requerido pelo investidor, ou maximizar o nivel de retorno esperado do portfdlio

associado a um dado nivel de risco.

! Harry Markowitz foi um dos ganhadores do prémio Nobel de Economia do ano de 1990 pela grande

contribui¢&o a teoria do portfdlio.
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A formulacdo matemética do modelo média-variancia de Markowitz é apresentada a

Seguir:

N N
Minimizar @ a X;j X Sj;
X i=1j=1
sa
N
axim-=r (2.1)
i=1
N
éXi =1
i=1
X;j30 i=1..,N
onde:

N - nimero de ativos candidatos a compor o portfélio

X; - fragdo do capital a ser aplicado no ativo candidato i

Sjj - covariancia entre os retornos dos ativos i e j (sjj € a variancia dos retornos do
ativoi)

m - valor esperado dos retornos do ativo i

r - valor esperado dos retornos do portfdlio (valor requerido pelo investidor)

A funcdo objetivo de (2.1) modela o risco do portfélio, o qual o investidor desgja
minimizar. A primeira restricdo representa o valor esperado do retorno do portfdlio. A
variavel r é o valor desgjado pelo investidor (dado de entrada para 0 modelo). A penditima
restricéo garante que todo o capital disponivel sgja investido, e a Ultima restricdo assegura a

ndo existéncia de investimento negativo.

Resolvendo-se o problema (2.1) diversas vezes, com r (nivel de retorno desejado pelo
investidor) assumindo um valor diferente em cada problema, obtém-se, associado a cada um
dos niveis de retorno, a composicao do portfélio de menor risco. Pode-se entdo tracar uma

curva com arelacao risco versus retorno, denominada fronteira eficiente (vide Figura 2.1).
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Figura 2.1 — Fronteira Eficiente do Portfdlio

A proposicdo do modelo média-variancia por Markowitz permitiu que investidores, pela
primeira vez, utilizassem os conceitos de risco e retorno de forma combinada na avaliagéo de
investimentos. Apesar da progressiva aceitacao e disseminacdo do modelo média-variancia de

Markowitz, este tem sofrido algumas criticas:

a aplicacBo do modelo requer trés entradas. retornos esperados dos ativos
candidatos, correlacdo entre os retornos destes ativos e respectivas variancias. Tais
entradas s80 geramente estimadas a partir dos dados histéricos. Entretanto, tém-se
verificado que os portfdlios étimos obtidos via modelo média-variancia séo muito
instavels, isto €, peguenas variagdes nos dados de entrada podem resultar em

portfélios completamente diferentes [3];

em situacOes reals, geralmente outros aspectos devem ser considerados na
formulagdo do problema, como por exemplo, limitacdo do nimero de ativos a
compor o portfélio, ou eliminacdo da possibilidade de pequena alocacdo de capital
em aguns ativos. Tais aspectos resultam na adicdo de varidveis inteiras na
formulagcdo do problema, o que faz com que o modelo média-variancia requeira a
solucdo de problemas de programacdo quadrética inteira, cuja solucdo € bastante

complexa[3,4];

a variancia pode ndo ser adequada para medir o risco do portfdlio, pois ela penaiza
tanto desvios positivos quanto desvios negativos em relacdo ameédia. Variabilidade
dos retornos, quando positivos, ndo devem ser penaizados, pois investidores se
preocupam com baixos rendimentos do portfélio, e ndo com os atos[5].
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As criticas ao modelo média-variancia levaram a proposicéo de modelos alternativos.
Por exemplo, de modo a se reduzir o esforgo computacional necessario asolucéo do problema
quadratico de Markowitz, Sharpe [6] propbs um modelo que utiliza uma aproximagao linear
por partes da funcéo objetivo quadratica de Markowitz.

Vale ressaltar que o préprio Markowitz reconheceu que 0 uso da semivariancia como
medida de risco é mais adequada que o0 uso da variancia, pois a primeira se concentra em
reduzir perdas (desvios negativos em relacdo amédia) e a segunda procura eliminar tanto os
desvios negativos quanto os positivos [7]. Entretanto, ele justifica a adocdo da variancia

devido ao menor custo computacional requerido para sua minimizagéo.

2.2.2.
O Modelo Desvio Absoluto Médio (MAD)

Em 1991, Konno e Yamazaki [8] propuseram um modelo de otimizacdo de portfélio
gue utiliza como medida de risco o desvio absoluto médio. Tal formulacdo considera que as
incertezas com relacdo aos retornos dos ativos candidatos a compor o portfélio séo

representadas de forma discreta através de cenérios.

Sejam entdo S cendrios equiprovaveis. Seja rig 0 valor do retorno do i-ésimo ativo

candidato no cenario s. Seja m o valor esperado dos retornos do i-ésimo ativo candidato, isto

, 1S
é,m=24rs.
Ss=1

O desvio absoluto médio dos retornos de um portfélio x =(Xq,X2,...XN), W(X), €

dado por:

N
a (s - m)X; (2.2)

13
W(x)zga 2
1=

s=1

Matematicamente, a formulacdo do problema de otimizacéo de portfélio proposto por

Konno e Y amazaki &
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I
Minimizar = 4 yq
X,y Ss=1
sa
N
Ys® - & (s = m)x, s=1..,S
1=
N
Ys? _al(ris' m)X; s=1..,S (2.3)
1=
N
axim-=r
i=1
N
601 Xi =1
=1
Xj 20 i=1..,N
onde:

S- nimero de cendrios utilizados para representar as incertezas com relacdo aos

retornos dos ativos candidatos a compor o portfolio
Y- variavel auxiliar utilizada na modelagem do desvio absoluto médio
N - nimero de ativos candidatos a compor o portfélio

is- retorno do i-ésimo ativo candidato a compor o portfolio no cenario s

m - valor esperado dos retornos do i-ésimo ativo candidato a compor o portfélio
X; - fragao do capital a ser aplicado no ativo candidato i
r - valor esperado dos retornos do portfdlio (valor requerido pelo investidor)

A funcdo objetivo de (2.3), em conjunto com os dois primeiros conjuntos de restricoes,
modelam o desvio absoluto médio dos retornos do portfélio, que deve ser minimizado. A
terceira restricéo representa o valor esperado do retorno do portfélio. A variavel r € o valor
desgjado pelo investidor (dado de entrada para 0 modelo). A pendltima restricdo garante que
todo o capital disponivel sgja investido, e a Ultima restricdo assegura a ndo existéncia de
investimento negativo.

Konno e Yamazaki destacam como vantagem da formulacédo MAD, quando comparada

com o modelo média-variancia de Markowitz, os seguintes pontos:

0 modelo MAD néo requer a estimagao da matriz de covariancias;
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o modelo MAD élinear, o que faz com que sua solucdo seja mais rapida e eficiente do que
a solucdo do modelo quadratico de Markowitz;

0 modelo MAD automaticamente limita 0 nimero de ativos no portfélio em 2S + 2
(nimero de restricdes do problema)*, mesmo se o nimero de ativos candidatos for muito
maior. Tal fato pode implicar em um menor custo de transagdo quando da revisdo do
portfélio.

Além disso, Konno e Yamazaki demonstram que se 0s retornos dos ativos seguirem
uma distribuicdo normal multivariada, a minimizacdo do desvio absoluto médio é equivalente

aminimizacdo da variancia.

Uma medida de risco aternativa, porém equivalente ao desvio absoluto médio, é a
empregada por Speranza [9], que trabalhou apenas com valores absolutos dos desvios
negativos em relagdo amédia (semidesvio absoluto médio). A equivaléncia de tais métricas
esté no fato de o desvio absoluto médio ser smétrico em relacdo amédia. Logo, o semidesvio

absoluto médio é a metade do desvio absoluto médio?.

2.2.3.
O Modelo MiniMax

Em 1998, Y oung [10] propds um modelo de otimizagdo de portfélio onde as incertezas
com relacdo aos retornos dos ativos candidatos séo representadas de forma discreta através de
cenarios, e que utiliza como medida de risco o resultado do cen&io de pior retorno

(abordagem MiniMax)®.

Sua formulagdo resulta em um problema de programacdo linear, cujo objetivo é
maximizar o retorno associado ao pior cendrio, sujeito ao atendimento a um dado nivel de

retorno esperado.

! Dateoria de programacao linear, o niimero de variaveis bésicas é dado pelo nimero de restricdes do problema.
2Vide provano Apéndice A.

% Tal problema maximiza o minimo retorno, ou de forma equivalente, minimiza a méaxima perda, dai seu nome.
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Considerando que as incertezas sejam representadas através de S cenarios, e que frig

represente o retorno do i-ésimo ativo candidato no cenario s, a formulacdo do problema

proposto por Y oung € a seguinte:

Maximizar y
X,y
sa
éXi ris3 Yy s=1..,S

N (2.4)

onde:

y - variavel auxiliar utilizada na modelagem do retorno associado ao pior cenério
N - nimero de ativos candidatos a compor o portfélio

X; - fracao do capital a ser aplicado no ativo candidato i

is- retorno do i-ésimo ativo candidato a compor o portfolio no cenario s

S- nimero de cen&rios utilizados para representar as incertezas com relacdo aos
retornos dos ativos candidatos a compor o portfolio

m - valor esperado dos retornos do i-ésimo ativo candidato a compor o portfélio

r - valor esperado dos retornos do portfdlio (valor requerido pelo investidor)

A funcdo objetivo de (2.4), em conjunto com O primeiro conjunto de restri¢oes,
modelam o resultado do cenario de pior retorno, que deve ser maximizado. A segunda

restricdo representa o valor esperado do retorno do portfélio. A variavel r € o valor desgjado

pelo investidor (dado de entrada para 0 modelo). A penultima restricdo garante que todo o
capital disponivel segja investido, e a Ultima restricdo assegura a ndo existéncia de
investimento negativo.

Uma formulagdo equivalente, também sugerida por Y oung, consiste na maximizacdo do
retorno esperado do portfdlio sujeito ao atendimento a um dado retorno minimo em todos os

cenarios. Matematicamente:
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N
Maximizar & x;m
X i=1
sa
N
a X lis 3 I min s=1..,S (2.5)
i=1
N
a Xj =1
i=1
X; 30 i=1..,N
onde:

N - nimero de ativos candidatos a compor o portfélio

X; - fragdo do capital a ser aplicado no ativo candidato i
m - valor esperado dos retornos do i-ésimo ativo candidato a compor o portfolio

is- retorno do i-ésimo ativo candidato a compor o portfélio no cenario s

I min - fetorno minimo em cada cenario (valor requerido pelo investidor)

S- nimero de cen&rios utilizados para representar as incertezas com relacdo aos

retornos dos ativos candidatos a compor o portfolio

A funcéo objetivo de (2.5) representa o valor esperado dos retornos do portfdlio, que o
investidor desgja maximizar. O primeiro conjunto de restricbes garante que O retorno
associado a cada cendrio sgja no minimo r in - A pendltima restricdo garante que todo o
capital disponivel sega investido, e a Ultima restricdo assegura a ndo existéncia de
investimento negativo.

Em seu artigo, Y oung argumenta que quando a distribuicdo dos retornos € assimétrica,
as formulagbes (2.4) e (2.5 sdo mais apropriadas que a minimizagdo da variancia de
Markowitz. Entretanto, uma critica muitas vezes associada aos modelos MiniMax € que estes
s80 extremamente conservadores, caracterizados por uma forte aversao aos piores resultados,
0 que faz com que sua solucdo possa ser afetada pela presenca de valores esplrios no

conjunto de dados.
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2.2.4.
O Modelo de Programacao Objetiva

A Programacdo Objetiva [11] € um ramo da tomada de decisdo multi-objetivo, e se
baseia no conceito de se encontrar pontos viaveis mais proximos possiveis de determinadas
metas.

Um conjunto de metas é definido pelo tomador de decisdo. Desvios ndo requeridos em

relacdo a estas metas sao penalizados de modo a se encontrar uma solucao satisfatéria.

O peso atribuido a cada uma das metas é definido de acordo com sua importancia
relativa, isto é metas mais importantes recebem pesos maiores. Minimiza-se entdo a soma
destes pesos multiplicados pelos afastamentos das metas. Pesos nulos sdo atribuidos a desvios
gue ndo devem ser penalizados (por exemplo, desvios positivos em relacdo ao retorno
esperado do portfdlio).

Uma versdo simplificada da Programacéo Objetiva € apresentada a seguir. O objetivo
do modelo é definir a composicdo de um portfélio de modo que o retorno esperado do

investidor sejano minimo r e o risco maximo por ele aceitavel seja Risk,. Riscos maiores e

retornos esperados menores que os valores requeridos pelo investidor sdo penalizados.
Desvios negativos de risco e positivos de valor esperado ndo sdo penalizados. Nenhuma
medida particular de risco € especificada, assume-se apenas que o risco do portfélio é uma
combinacdo linear dos riscos dos ativos que 0 compde.

Minimizar wing +wo po
x,n,p

Sa

N
AXim+ng- py=r
i=1

N
a Riskj Xj +ny - pp =Risk, (2.6)
i=1
N

6°1Xi =1

i=1

N1,N2,P1,p2 3 0

x; 0 i=1..,N
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onde:

w1 - penalizagdo atribuida a desvios negativos em relacdo ao valor esperado requerido
pelo investidor

N, - desvio negativo em relagdo ao valor esperado requerido pelo investidor

Wo,- penadizagdo atribuida a desvios positivos em relacdo ao risco requerido pelo
investidor

p» - desvio positivo em relagdo ao risco reguerido pelo investidor

N - nimero de ativos candidatos a compor o portfélio

X; - fragdo do capital a ser aplicado no ativo candidato i

m - valor esperado dos retornos do i-ésimo ativo candidato a compor o portfolio

p; - desvio positivo em relagdo ao valor esperado requerido pelo investidor

r - valor esperado dos retornos do portfdlio (valor requerido pelo investidor)

Risk; - risco do i-ésimo ativo candidato a compor o portfolio

N, - desvio negativo em relagdo ao risco requerido pelo investidor

Risk - risco do portfélio (valor requerido pelo investidor)

Em (2.6), a primeira restricdo esta associada ao valor esperado do retorno do portfélio.
O investidor desgja obter um valor esperado igual a r . Caso o valor esperado sgja menor que
r, avariavel ny assume vaor ndo nulo, havendo entdo uma penalizagdo na fun¢do objetivo.
Se o valor esperado € maior que r , avariavel p; assume valor ndo nulo (neste caso ndo ha
penalizacdo na funcdo objetivo). A segunda restricdo esta associada ao risco do portfélio. O
investidor requer um nivel de risco dado por Riskp. Se o risco for maior que o requerido, a
varidvel p, assume valor ndo nulo, ativando a penalizagdo na fungéo objetivo. Ja se o risco
for menor que o valor requerido, a variavel n, assume vaor nd nulo, ndo havendo

entretanto, penalizacdo na funcdo objetivo. A terceira restricdo garante que todo o capital
disponivel sga investido. As demais restricdes asseguram a ndo negatividade das variaveis

ni,N»,P1 €P2, €ando existéncia de investimento negativo.

Vale ressaltar que mesmo gue exista solucdo viavel com risco menor e valor esperado

maior que os valores requeridos pelo investidor, aformulacdo (2.6) ndo garante que uma delas


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016234-CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0016234-CA

17

sera a Gtima. Isto porque para qualquer portfolio com o risco menor ou igual a Risk, e

retorno maior ou igua a r , afuncéo objetivo de (2.6) assume valor nulo.

2.2.5.
O Value-at-Risk (VaR)

Uma medida de risco largamente aceita e utilizada pelas instituigdes financeiras no
gerenciamento do risco de mercado € o Vaue-at-Risk (VaR) [12,13]. Ele é uma estimativa da
maxima perda potencial, a um dado nivel de confianca, que uma instituicéo financeira estaria
exposta durante um periodo padronizado (dia, semana, ano etc.). Em outras palavras, com

uma certa probabilidade, as perdas ndo excederdo o VaR.

Seja z = f (x,w) aperda’ de um portfélio, cujo valor é funcdo de um vetor de decisio x
(que representa a posicdo investida nos ativos que compdem o portfélio) e um vetor aleatério
w (que representa o retorno unitario dos ativos). Para um determinado vetor x, a perda do
portfélio z=f(x,w) € uma varidvel aeatoria com distribuicio em A induzida pela
distribuicéo de w, p(w). Seja 1- b a probabilidade de a perda do portfdlio exceder um dado

a,isto é&

Prob(z® a)= ¢p(w) dw=1-b 2.7)

z%a
ou de maneira analoga, a probabilidade de a perda ser menor que a sgjadadapor b:

Prob(z£a)= ¢p(w) dw=b (2.8)

zfa

O valor a representa 0 VaR do portfdlio a nivel de confianca b %. Ele representa um
nivel de perda que so € superado por (1- b)% dos casos. Por exemplo, o VaR a nivel de

confianca 95% esta associado a um nivel de perda a cuja probabilidade de esta perda ser
excedida éigua a5%.

! Define-se como perda de um portfélio o negativo de seu retorno.
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No caso de as incertezas serem representadas de forma discreta através de cenarios, sgja

zj =f(x,wj) aperda associada a0 j-ésimo cenario. O VaR do portfdlio a nivel de confianca
b % € dado pelo maior z j» tal que a probabilidade de ocorréncia de cen&rios com perdas

maiores que zj segjano minimo (1- b)%.

O VaR, quando se trabalha com distribuic¢des discretas, € uma funcdo ndo convexa, ndo
diferencidvel em aguns pontos, e que apresenta muiltiplos extremos locais. Tais
caracteristicas, demonstradas em [14]*, fazem com que 0 VaR seja uma fungdo extremamente

dificil de ser otimizada.

Matematicamente, o problema de otimizacdo de portfélio cuja funcéo objetivo sgja a
minimizacdo do VaR a um dado nivel de confianca b %, sujeito ao atendimento a um dado

valor esperado minimo, pode ser formulado da seguinte forma:

Minimizar a
X,a,y
s.a

N
- &Xjrs- Myg£a S
i=1

S

£ ys = 41- b%)S)

s=1 (2.9)

N

axim=r

i=1

N

ax;=1

i=1

X;j30 i=1..,
1

)’sT {03 S

1..,S

w Z

onde:

a - variavel que representa o VaR ao nivel de confianca b %
N - nimero de ativos candidatos a compor o portfélio

X; - fragao do capital a ser aplicado no ativo candidato i

is- retorno do i-ésimo ativo candidato a compor o portfélio no cenario s

! Vide reprodugéo da demonstragso no Apéndice B.
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M - nimero muito grande (M ® +¥ )

ys- variavel auxiliar para o cdculo do VaR

S- nimero de cenarios utilizados para representar as incertezas com relacdo aos
retornos dos ativos candidatos a compor o portfdlio

b% - nivel de confianca parao célculo do VaR

m - valor esperado dos retornos do i-ésimo ativo candidato a compor o portfélio

r - valor esperado dos retornos do portfdlio (valor requerido pelo investidor)

A funcdo objetivo de (2.9), em conjunto com o primeiro e segundo conjunto de
restri¢cbes, modelam o VaR ao nivel de confianca b %, que deve ser minimizado. O VaR ao
nivel de confianca b % esté associado a um nivel de perda que s6 € superado por (1- b)% dos

N
cenarios. O termo (- iézlxi lis) No primeiro conjunto de restricdes representa a perda do
portfélio no s-ésimo cenario. Logo, deve ser menor ou igual a a, exceto em (1- b)% dos
cenarios. Isto € modelado introduzindo-se uma variavel binaria y4 associada a cada cenario.
Nos cenérios onde a perda excede o VaR, a variavel binaria y4 associada assume valor um,
garantindo o atendimento do primeiro conjunto de restri¢cdes (neste caso, devidoao M ® +¥

o lado esquerdo da restricéo tende a menos infinito). Nos cenarios onde a perda ndo excede o
VaR, a varidvel yg correspondente assume valor nulo. O nimero de cenarios em que as
perdas podem ultrapassar 0 VaR € dado por (1- b)% S, o que é garantido pela segunda
restricdo do problema. A terceira restricdo garante o atendimento ao valor esperado do retorno
do portfdlio requerido pelo investidor. A quarta restricdo garante que todo o capital disponivel
sgja investido. A quinta restricdo assegura a ndo existéncia de investimento negativo, e a

Ultima assegura que as variaveis y¢ sO possam receber valor O ou 1.

O problema (2.9) faz uso de muitas varidveis binérias, o que faz com que sua solucéo
sgja extremamente complexa. De fato, algoritmos eficientes para minimizagcdo do VaR para
problemas de porte razoavel (mais de 100 ativos candidatos e 1000 cenarios) ainda ndo estéo

disponiveis.
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Para resolver o problema de otimizacdo de portfélio utilizando o VaR como medida de
risco, alguns autores tém proposto o uso de algoritmos heuristicos'. Por exemplo, Gaivoronski
e Pflug [15] propdem a solugdo de um problema cujo objetivo é maximizar o valor esperado
dos retornos do portfélio sujeito ao atendimento a um dado VaR, através da solucéo de uma
sequéncia de problemas lineares de maximizac&o do retorno esperado do portfélio sujeito ao
atendimento a um dado retorno minimo em um subconjunto de cenarios. Os autores sugerem
que em cada problema linear, a selecdo do subconjunto de cenérios que devem satisfazer o
retorno minimo seja feita através de heuristicas, tal como algoritmo genético, entre outras’.

JA em [16], Larsen, Mausser e Uryasev propdem a minimizacdo do VaR através da

solucao de intimeros problemas de minimizagdo do CVaR®.

Embora o VaR sga uma medida de risco largamente aceita e utilizada, seu uso tem
sofrido criticas por parte da comunidade académica. Primeiro, ele é uma medida de risco que
ndo fornece nenhuma informagdo a respeito das perdas que o excede, as quais podem ser
significativamente grandes. Logo, sua minimizacdo pode conduzir a um indesgjavel aumento
destas perdas®. Segundo, 0 VaR ndo é considerado uma medida consistente de risco, pois ele
ndo € subaditivo, isto é, a diversificacdo do portfdlio pode resultar em um aumento do risco
quando medido pelo VaR®.

2.2.6.
O Conditional Value-at-Risk (CVaR)

As criticas e limitagdes do uso do VaR em um problema de otimizacdo de portfdlio
levaram aproposicéo por Rockafellar e Uryasev [17] de um modelo que utiliza o Conditional
Value-at-Risk (CVaR) como medida de risco.

! Com tais heuristicas ndo se pode, a principio, garantir a otimalidade da soluc&o.

2 0 artigo é bastante conceitual, ndo apresenta detal hes sobre as heuristicas, sobre critério de convergéncia, nem
apresenta resultados numericos.

% O CVaR é uma medida de risco derivada do VaR. Ela sera detalhada na préxima segéo desta tese.

* Tl caracteristica é mostrada através de resultados numéricos em [16].

®> O conceito de medida consistente de risco seré objeto de discussio no item 2.2.8.
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O CVaR a nivel de confianca b% é definido como o valor esperado condicional das
perdas de um portfdlio, dado que as perdas a serem contabilizadas s80 as maiores ou iguais ao

VaR. Por exemplo, parab = 95%, o CVaR é dado pela média das 5% maiores perdas.

Sgja z =f(x,w) aperdade um portfdlio, cujo vaor & fungdo de um vetor de decisdo x
(que representa a posi¢ao investida nos ativos que compdem o portfdlio) e um vetor aleatério
w (que representa o retorno unitario dos ativos). Para um determinado vetor x, a perda do
portfélio z="f(x,w) € uma varidvel aeatoria com distribuicio em A induzida pela

distribuicdo de w, p(w). Sga ap(x) o VaR de tal portfélio a nivel de confianca b %.

Matematicamente, o CVaR anivel de confianca b % é definido como:

fr(X)=E[z/z3 ap(X)] = +§z p(w/z3 ap(x))dw (2.10)
- ¥
Entretanto:
i pw)

I 3
0@ ap) o 2t
pW/ 22 ap(x) =

i
i
: 0 casocontrario
|

~

e, daexpressao (2.7), p(z3 ap(x)) =1- b.

Com isso, 0 CVaR anivel de confianca b % é dado por:

fp(x) 52p(w) dw (2.11)

-1
1- bZ3ab(X)

A expressdo acima € equivaente a
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fp(X) dap (x) +z- ap(x)] p(w) dw

-1
1- b23ab(X)

fb(x):ﬁ R OPW W+ gz~ ap(x)]p(w)dw

23 ap (x) “Dzaapx
_ap(x) 1 .
fp(x)= opW)dw+—— Jz- ap(x)] p(w)dw (2.12)
1-b zap(x) "D 220 (x)

Entretanto, pela definicéo de VaR (expressdo (2.7)), tem-se:

pW) dw=1- b (2.13)

z%ap(x)

Além disso, a segunda integral da expressdo (2.12) sO é vélida para z3 ap(x), isto €,

quando z- ap(X) émaior ou igual azero. Com isso:

+¥

dz- ap(lpw)dw= 5[z- ap(x)]" p(w)dw (2.14)
z3 ap(x) - ¥
onde:
12-ap(x) 2° ap(x)
[z- ap(]* =]

1 0  casocontrério

Substituindo as expressdes (2.13) e (2.14) em (2.12), obtém-se:

+¥
fb(x):ab(x)+ﬁ 5[z~ ap (01" pw) dw (2.15)
-b_y

Uma dificuldade de se trabalhar com 0 CVaR em um problema de otimizag&o utilizando
as expressdes (2.11) ou (2.15), é que elas dependem do valor do VaR (ap (X)), que, conforme
jA mencionado, ndo possui boas propriedades matematicas. Em [17] € proposta a

caracterizagdo de f , (x) e ap(x) em termos de umafungdo R, (x,a), definida como:
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+¥
R (x,a)=a +ﬁ 5[z- a]* pw)dw (2.16)
" M-o¥

Em tal artigo é demonstrado que, dado um portfdlio x, o CVaR a nivel de confianca
b % pode ser determinado da seguinte forma':

fp(X) =Minimizar F,(x,a) (2.17)
a

O valor de a para o qual o minimo é atingido representa o VaR a nivel de confianca
b %, isto &

ap ()T agmin Ry (x,a) e fp(x) = Fy(x,ap(x))
a

Os autores argumentam que a grande vantagem de se trabalhar com F,(x,a), é que

neste caso 0 CVaR pode ser calculado sem o conhecimento prévio do VaR.

Em tal artigo também é demonstrado que a definic¢éo de um portfélio X que minimizao

CVaR anivel de confianca b % pode ser feitaminimizando-se R, (x,a) em x e a, ou seja’:

Minimizar fp(x) =Minimizar FRy(x,a) (2.18)
X X,a

Assim, a minimizagdo de F,(x,a) em x e a produz o par (X*,a*), ndo

necessariamente Unico, tal que x* minimizao CVaR anivel de confianga b % e a* fornece o

VaR equivalente.

! Tal prova é reproduzidano Apéndice C.
2 Sendo =N (X,a) umafungao convexa, suaminimizagdo em X e a € equivaente asuaminimizagioem a , e
a minimizagdo da funcdo valor resultante em X. Como a fungdo valor resultante da minimizagdo em a €

fp(X) , entdo aminimizagdo de K, (X,a) em X e & éequivalente aminimizagéo de f(X) em X.
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Quando as incertezas sdo representadas de forma discreta através de S cendrios

equiprovaveis, a expressao (2.16) torna-se:

S
R (xa)=a+ (1-1b)S I al* (2.19)

onde zg =f(X,Wg).

Neste caso, com o uso de variaveis auxiliares ug, s = 1,...,S, a minimizacdo de

F, (x,a) pode ser escrita como:

Minimizar a+ gus
x,a,u (1- b)Ss=
sa (2.20)
ug® 0 s=1..S
ug® zg-a s=1..,S

Seja rig 0 retorno do i-ésimo ativo candidato a compor o portfélio no cenario s. A
perda’ do portfélio no cendrio s é dada por:
N

Zg =- a X lis (2.21)
i=1

onde N € o nimero de ativos candidatos a compor o portfélio.
O problema de otimizacdo de portfdlio cuja funcdo objetivo sgja a minimizacdo do

CVaR a um dado nivel de confianca b %, sujeito ao atendimento a um dado valor esperado

minimo, pode ser escrito da seguinte forma:

! Lembre-se que a distribuic&o de perdas é dada pelo negativo da distribuicéo de retornos.
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S
Minimizar a + & Ug
X,a,u (1- b)SS:].
sa
us® 0 s=1..,S
N
Ug3 - & Xjlig- a s=1..,S (2.22)
i=1
N
axims=r
i=1
N
é Xi =1
i=1
xj 30 i=1..,N
onde:

a - varidvel que fornece o VaR do portfdlio anivel de confianca b %

b - nivel de confianca parao calculo do VaR edo CVaR

S- nimero de cendrios utilizados na representacdo das incertezas com relagdo aos
retornos dos ativos candidatos a compor o portfélio

Ug- variavel auxiliar para o calculo do CVaR

N - nimero de ativos candidatos a compor o portfolio

X; - fragdo do capital a ser aplicado no ativo candidato i

is- retorno do i-ésimo ativo candidato a compor o portfélio no cenario s

m - valor esperado dos retornos do i-ésimo ativo candidato a compor o portfélio

r - valor esperado dos retornos do portfdlio (valor requerido pelo investidor)

A funcdo objetivo e os dois primeiros conjuntos de restricdes modelam o CVaR do
portfolio a nivel de confiangca b %. A terceira restricdo garante a obtencéo do valor esperado

requerido pelo investidor. A quarta restricdo garante o investimento total. A quinta restricéo
garante que n&o haja investimento negativo.

Verificase entdo que o CVaR pode ser eficientemente minimizado via técnicas de
programacdo linear, o que permite o tratamento de portfélios com grande nimero de

instrumentos, assim como incertezas representadas por um grande nimero de cenarios.
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Em [18], Krokhmal, Pamquist e Uryasev estendem a abordagem apresentada em [17]

para problemas de otimizacédo de portfdlio cuja funcéo objetivo € a maximizacdo do retorno

esperado, com restricdo no CVaR. Seguindo tal abordagem, a formulagdo matematica do

problema de otimizac&o de portfélio fica:

N
Maximizar & xjm
X,a,u i=1
sa.
1 £K
+ au
(1-b)Ss=1
ug® 0 s=1..,S
N
Ug3 - a Xjlig- a s=1..,S
i=1
N
éXi =1
i=1
Xi 30 i=1..,N
onde:

N - niUmero de ativos candidatos a compor o portfélio

X; - fragdo do capital a ser aplicado no ativo candidato i

(2.23)

m - valor esperado dos retornos do i-ésimo ativo candidato a compor o portfolio

a - varidvel que fornece o VaR do portfdlio anivel de confianca b %

b - nivel de confianca parao célculo do VaR edo CVaR

S- nimero de cen&rios utilizados na representacdo das incertezas com relagdo aos

retornos dos ativos candidatos a compor o portfélio
Ug- variavel auxiliar para o cdculo do CVaR
K - limite no CVaR do portfélio (valor requerido pelo investidor)

is- retorno do i-ésimo ativo candidato a compor o portfélio no cenario s

Vaeressaltar que restringir o CVaR de um portfélio se caracteriza como uma estratégia

de gerenciamento de riscos mais conservadora do que restringir o VaR. Isto porque o CVaR é

definido como o valor médio das perdas maiores ou iguais ao VaR, ou sga, 0 CVaR de um

portfolio aum dado nivel de confianca b % nunca sera menor que o respectivo VaR.
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Existem algumas razdes que fazem com que o CVaR sga uma medida de risco mais

consistente e preferivel ao VaR:

0 CVaR é subaditivo', o VaR ndo:

0 CVaR quantifica os resultados piores que o VaR;

0 CVaR é mais conservador que o VaR,;

0 CVaR pode ser otimizado via técnicas de programacdo linear, 0 que permite o

tratamento de portfélios com inUmeros instrumentos e cenérios,

O CVaR tem a propriedade de unicidade, pois € um valor 6timo. O VaR, por ser um

minimizador, ndo apresentatal propriedade;

0 CVaR é uma medida de risco atamente flexivel. Quando b® 1, o CVaR tende ao
minimo da distribui¢&o (critério MiniMax, extremamente conservador). Quando b ® 0, o

CVaR tende ao valor esperado da distribuicdo (neutralidade ao risco).

Embora as formulagbes apresentadas em [17] e [18] sgjam baseadas na distribuicdo de
perdas, estas podem ser adaptadas para 0 caso onde se trabalha com distribuic¢&o de retornos.

Sgja g avariavel aeatdria que represente o retorno do portfdlio. Neste caso, 0 CVaR anivel
de confianca b % é dado pelo valor esperado condiciona dos retornos menores ou iguais ao

VaR. Matematicamente:

0 caso contrario

+¥
fo()=—  gpWdw=ap()+ - olg- ap( pwWdn (224
“Pgeapx) -b_y
onde:
}g'ab(x) seg£ap(x)
[9- ap (" =
|

! A diversificagdo do portfélio reduz o risco.
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Neste caso, a expressao de R, (x,a) para o caso onde as incertezas sdo representadas de

forma discreta através de cendrios, fica:
1 S .
Fh(x,a)=a+——— a[gs- a] (2.25)

Com isso, aformulagdo matematica do problema de otimizacdo de portfélio cuja funcéo
objetivo sgja a maximizagao do retorno esperado, sujeito ao atendimento a um dado limite no
CVaR fica

N
Maximizar & xjm
X,a,u i=1
sa
S 4 K
+ au
(1-b)Sem
Ug £0 s=1..,S (2.26)
Us£0g5-a s=1...,S
N
a Xj =1
i=1
X; 20 i=1..,N
onde:

N - nimero de ativos candidatos a compor o portfélio

X; - fracao do capital a ser aplicado no ativo candidato i

m - valor esperado dos retornos do i-ésimo ativo candidato a compor o portfélio
a - variavel que fornece o VaR do portfdlio anivel de confianca b %

b - nivel de confianca parao calculo do VaR edo CVaR

S- nimero de cenarios utilizados na representacdo das incertezas com relacdo aos
retornos dos ativos candidatos a compor o portfolio

Ug- variavel auxiliar para o calculo do CVaR

K - limite no CVaR do portfélio (valor requerido pelo investidor)

g - retorno do portfélio no cenario s


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016234-CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0016234-CA

29

Note que neste caso, por se estar trabalhando com a distribuicdo de retornos do

portfdlio, quanto maior for amédiados (1- b) % piores retornos (CVaR), menor é o risco. Por

este motivo € que a primeira restricdo aparece com sina de maior ou igual.

Vae ressdtar que medidas similares a0 CVaR tém sido utilizadas em otimizacéo
estocastica, embora ndo necessariamente aplicada a &rea econdmico-financeira, como por

exempl o, as restric¢des probabilisticas integradas (Integrated Chance Constraints) [19].

2.2.7.
Outras Formas de Mensurar o Risco

Em [20], Domar e Musgrave analisam o efeito da tributagcéo sobre o retorno e o risco de
um investimento. Nesta analise, eles utilizam como medida de risco o valor esperado (em

modulo) dos retornos ndo positivos. Sejam rq,ro,....,I, 0S pProvaveis retornos, ordenados de
modo que r; <rj4+1. Sgja p; a probabilidade de ocorréncia do retorno r; e sgja r, =0.

Matemati camente, a medida de risco por eles adotada €

k
Risco =- & p; r; (2.27)
i=1

Em [21], Roy trata do problema de como alocar um determinado volume de recursos
entre n diferentes ativos. O critério por ele adotado é o denominado “ Safety First”. Tal
critério estabelece que a alocacdo de recursos deve ser feita de tal maneira que a probabilidade
de o resultado ser um desastre € minimizada. O autor define como desastre o retorno final do
investimento ser menor que um dado valor d. Matematicamente, a medida de risco € dada
pela probabilidade de o retorno ser menor que d. O problema consiste na minimizagdo do

risco:;

Minimizar - P(r(x) £ d) (2.29)

onde:
X- vetor de decisdo cujo i-ésimo componente fornece o volume de recursos a ser
alocado ao ativoi

r(x) - retorno do investimento em func¢éo da alocag&o de recursos x
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d - retorno abaixo do qual se caracteriza o desastre para o investidor

n
C - conjunto de condicdes que o vetor X deve satisfazer (por exemplo, & xj =1)
i=1

Em tal artigo, Roy faz uma andlise bastante qualitativa do problema. Entretanto, ele
considera que a informacado disponivel sobre a distribuicdo de probabilidade dos retornos é
restrita a sua média e desvio padrdo. Entretanto, como pode ser visto em [22]*, quando se
trabalha com distribui¢cdes de probabilidade discretas, tal medida de risco introduz variaveis

inteiras na formulagdo do problema, o que pode tornar bastante complexa a sua solucéo.

Uma outra forma de tratar a aversdo ao risco do investidor € através do uso de uma
funcdo utilidade [23]. O principa propdsito de uma funcéo utilidade é fornecer uma maneira
sistemdtica que capture o comportamento do investidor frente ao risco, para ordenar
aternativas de investimentos. Conhecida a funcéo utilidade do investidor, as aternativas séo
ordenadas através da avaiacdo dos respectivos valores de utilidade esperada

Especificamente, para se comparar duas aternativas x e y, deve-se comparar E[U(x)] com

E[U(y)] . A alternativa que apresentar maior utilidade esperada € preferivel.

A especificacdo® de uma funcgo utilidade depende do perfil do investidor, isto é, seele é
avesso ap risco, neutro ao risco ou propenso ao risco. Um investidor avesso ao risco esta
associado a uma fungdo utilidade concava. Paratal investidor, em termos de utilidade a perda
de receita pesa mais do que um ganho de igual valor. Matematicamente, uma funcéo utilidade
cdncava é caracterizada por possuir fU(X)/fx >0 e ﬂZU(X)/ﬂZX £ 0. Ja um investidor
propenso ao risco possui uma fungdo utilidade convexa. Em termos de utilidade, tal investidor
da um maior peso a um ganho de receita do que a perda de igua vaor. Matematicamente,
uma funcdo utilidade convexa possui fU(X)/x >0 e ﬂZU(X)/ﬂZX 8 0. Por fim, um
investidor neutro ao risco é indiferente a ganhar ou perder o mesmo valor. E caracterizado por
uma funcdo utilidade linear, isto €, U(x) = x. Um investidor que adota tal funcdo utilidade

ordena os investimentos segundo seus val ores esperados.

! Neste artigo tal medida de risco aparece com 0 nome de “ Excess Probability” .
2 Uma condico geral associada a uma func&o utilidade é que ela seja uma funcéo continua crescente. Isto &, se x

ey sdo valoresreaistais que x >y, entdo U(x) > U(y).
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As funcdes utilidade mais comumente utilizadas sd0 as que caracterizam investidores

X

avessos ao risco. Entre elas pode-se citar U(x)=-€ ?* com a > 0 (exponencia),

U(x) =In(x) (logaritmica) e U(x) = x - bx? com b >0 (quadrética). Entretanto, é possivel

combinar as diferentes classes de funcdo utilidade, como por exemplo U(x) =-e @ +bx

adotada em [24]. Ta funcdo utilidade apresenta uma componente concava que confere a
caracteristica de aversdo ao risco, combinada a uma componente linear que se sobressai cada
vez mais a medida que x aumenta. |soladamente, a componente linear indica neutralidade ao
risco, no entanto, seu efeito combinado confere a propriedade de aversdo ao risco decrescente

com 0 aumento de X.

Uma critica relacionada aadogdo de uma funcéo utilidade para modelar o perfil de risco
do investidor esta na grande dificuldade e subjetividade de sua especificacdo. De fato, as
funcdes utilidade exponencial, logaritmica e quadrética apresentadas acima caracterizam um
investidor avesso ao risco, porém dificilmente um dado investidor avesso ao risco saberd com

total certeza qual delas melhor se adequa a seu perfil™.

2.2.8.
O Conceito de Medidas Consistentes de Risco e de Desvio

A proposicdo de medidas de risco, muitas vezes sem a avaliagdo de suas conseqléncias
guando utilizadas na regulacdo ou gerenciamento de riscos, fez com gque Artzner, Delbaen,
Eber e Heath [25] formalizassem, através de quatro axiomas, o conceito de medida
consistente de risco.

Sejam X, e X, duas varidveis aeatérias que representem o retorno de dois portfolios
distintos. Segja C o retorno de um investimento livre de risco. Sgja R(.) uma funcdo que

possa ser utilizada para medir o risco de investimentos. Segundo Artzner, Delbaen, Eber e

Heath, R(.) € uma medida consistente de risco se 0s quatro axiomas a seguir forem

satisfeitos:

! Note que tal questdo ndo se resume na escolha entre trés opcdes, e sim entre uma infinidade de opgdes, pois 0s

parémetros a e b das fun¢des exponencial e quadratica podem assumir qualquer valor positivo.
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AL R(X{+C)=R(Xy)- C

A2: R(X1+X5) £R(X1)+R(X>2) paratodo X1,X»
A3 R( X1) =1 R(X1) paratodol 3 0
A4 R(X5%) £ R(X1) paratodo Xq,X, comX; £ X,

O axioma Al indica que a adi¢do de um investimento livre de risco a um portfélio

necessariamente reduz o risco do portfélio resultante.

O axioma A2 diz respeito apropriedade de subaditividade, e indica que a diversificacdo

de um portfdlio ndo criariscos adicionais.

O axioma A3 indica que dado um portfdlio com risco R(X), se o investidor decidir
ampliar (reduzir) linearmente o capital empregado em tal portfélio, o risco do portfélio
resultante € ampliado (reduzido) pelo fator linear empregado.

O axioma A4 estabelece que se um portfélio produz retornos maiores ou iguais aos de
um outro portfdlio, necessariamente o risco do primeiro portfélio € menor ou igual ao risco do

segundo portfdlio.

De fato, é bastante plausivel se esperar que uma medida de risco satisfaca os quatro

axiomas acima.

A principal motivagéo para o trabalho desenvolvido por Artzner, Delbaen, Eber e Heath
esta relacionada a disseminacdo do uso do VaR no gerenciamento de riscos. Tais autores
mostram que o0 VaR ndo € uma medida consistente de risco, pois ndo satisfaz a propriedade de
subaditividade (axioma A2), conforme pode ser visto no seguinte exemplo.

Suponha gue uma empresa A tenhainvestido em um portfélio composto por dois ativos

(ativos 1 e 2), cujos provaveis retornos sao:

i - 500 com probab. 0,008
+500 com probab. 0,992


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0016234-CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0016234-CA

33

j- 700 com probab. 0,008
+300 com probab. 0,992

Os provéaveis retornos do portfdlio pertencente aempresa A sao:

i- 1200 com propab. 0,000064
X,{+X,={-200  com probab.0,015872
1 +800 com probab. 0,984064

Suponha que um 6rgdo regulador exija que a empresa mantenha como garantia um
depdsito em uma conta do governo, equivalente ao VaR a nivel de confianca de 99% do
portfélio da empresa (quando tal valor € negativo). Logo, a empresa A deve manter em tal
conta o valor de $200.

Suponha agora que a empresa A sgja cindida em duas empresas A’ e A” (embora
continuem pertencendo ao mesmo dono), de modo que a empresa A’ invista no ativo 1 e a
empresa A” invistano ativo 2. Neste caso, 0s provaveis retornos de cada empresa séo:

i - 500 com probab. 0,008
Empresa A’ X1 =i
1+500 com probab. 0,992

Empresa A’ X _1-700 com probab. 0,008
g 2714300  comprobab.0,992

O VaR anivel de confianca de 99% da empresa A’ é $500, e 0 da empresa A” é $300.
Logo, o dono de tais empresas ndo precisard manter nenhum depdsito na conta do governo.
Tal exemplo mostra que 0 VaR ndo € subaditivo.

Posteriormente, Rockafellar, Uryasev e Zabarankin [26] formalizaram o conceito de

medida de desvio. Eles caracterizam uma funcdo D(.) como uma medida de desvio, quando

tal funcéo obedece os seguintes axiomas:
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B1: D(Xq +C) = D(X;); deformaequivalente, D(X;) = D(X1 - E[X4])

B2: D(X1+X5) £D(X7)+D(X>5) paratodo X1,X o
B3: D(I X1) =1 D(X4) paratodol 3 O
B4: D(X1) > 0para X4 ndo constante,eD(X41) =0 para X constante

No mesmo artigo, os autores relacionam uma medida de risco com uma medida de
desvio®. Segundo eles, uma medida de desvio pode ser vista como uma medida de risco,
quando aplicada a diferenca entre a varidvel aleatéria e seu valor esperado, ao invés da
variavel aeatdria isoladamente. Matematicamente, a relacdo entre uma medida de desvio e

uma medida de risco é dada por:

€) D(X1) =R(X1 - E[X1])
(b) R(X1) =- E[X1]+D(X4)

Segundo os autores, a partir de uma medida de desvio (satisfaz B1, B2, B3 e B4),
utilizando-se (a) ou (b) obtém-se uma medida de risco que satisfaz os axiomas Al, A2 e A3,
mas ndo necessariamente A4, e vice-versa. Caso a medida de risco em questéo sgja
consistente (isto é, satisfaca A4), a medida de desvio associada € classificada como uma

medida consistente de desvio.

Por exemplo, a medida de desvio D(X4) = E[X4] - inf[X4] esta associada amedida de

risco R(X4) = - inf [X4], ambas consistentes conforme mostrado no Apéndice D.

Vale ressaltar que Rockafellar e Uryasev mostram em [27] que o CVaR é uma medida
de risco consistente (vide Apéndice E).

! A equivaléncia pode ser verificada fazendo-se C = -E[X4], onde E[X4] é o valor esperado de X.
2 Com a definicdo formal de uma medida de desvio, verifica-se que o desvio padréo utilizado no modelo de
Markowitz e o desvio médio absoluto utilizado no modelo MAD proposto por Konno e Yamazaki sdo na

verdade medidas de desvio e ndo medidas de risco.
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2.3.
Otimizacao de Portfélio na Area de Comercializacdo de Energia Elétrica

O processo de reestruturacdo da industria de energia elétrica que tem ocorrido a nivel
mundial, no qual as empresas geradoras e comercializadoras passaram a ter que gerenciar
riscos decorrentes da comercializagcdo de energia, fez com que surgissem aplicacdes da teoria
do portfdlio na area de comercializacdo de energia. Tais aplicacOes podem ser classificadas

basicamente em trés grupos:

definicdo do despacho de geracéo considerando contratos pré-existentes;
definicdo dos niveis 6timos de contratagao;

defini¢do do uso 6timo de contrato flexivel pré-existente.

Vale ressaltar que existem aplicagbes que se encaixam em mais de um grupo (por
exemplo, que tratam do gerenciamento de riscos através da defini¢do conjunta do despacho de

geracdo e dos niveis 6timos de contratacdo), como sera visto adiante.

Um trabalho que trata do gerenciamento de riscos através da definicéo do despacho de
geracdo considerando contratos pré-existentes é o desenvolvido por Marmiroli, Tsukamoto e
Y okoyama [28]. Ta trabalho considera que uma empresa possui diversos geradores e diversos
contratos de venda de energia pré-definidos, e formula um problema para definir o despacho
do conjunto de geradores da empresa de modo a maximizar seu lucro no curto prazo.
Considera que 0 excesso ou déficit de geracdo em relacéo ao volume contratado € vendido ou
comprado aum preco publicado a priori. Por ser de curto prazo, tal problema é deterministico.

Um outro trabalho que também trata do gerenciamento de riscos através da definicdo do
despacho de geracdo considerando contratos pré-existentes é o desenvolvido por Bjorgan, Liu
e Lawarrée [29]. Ta trabalho considera que uma geradora possui um conjunto de contratos
pré-existentes a serem atendidos, e que o atendimento pode ser feito através da geracéo
propria ou da compra de energia no mercado a vista. Além disso, caso 0 volume despachado
da geradora seja maior que o volume de energia a ser atendido via os contratos, 0 excesso de
geracdo é comercializado no mercado avista. E entdo formulado um problema cujo objetivo é

definir o despacho 6timo da geradora. Trabalha com o conceito de variancia e valor esperado
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do lucro como medidas de risco e retorno, respectivamente. Leva em conta a estocasticidade
dos precos da energia no mercado a vista, e do preco do gés utilizado para a producéo de

energia.

Tal artigo também trata do gerenciamento de riscos através da definicdo dos nivels
6timos de contratacéo. Neste caso, assume-se que um agente gerador vende toda sua producdo
de energia no mercado a vista, porém, de modo a reduzir sua exposi¢ao ao risco, negocia
contratos futuros na bolsa (puramente financeiros, isto € ndo acarretam na entrega da
energia). E entdo formulado um problema cujo objetivo é determinar o nimero de contratos
futuros a serem negociados de modo a minimizar a variancia do lucro do agente gerador.
Considera a estocasticidade dos precos da energia no mercado a vista, dos precos do gas
(combustivel utilizado na geracdo de energia) no mercado a vista, e nos pregos de liquidacéo

dos contratos futuros.

Outros trabalhos que tratam do gerenciamento de risco através da definicdo dos nivels
6timos de contratacdo sdo os desenvolvidos por Domingues, Arango, Abreu, Campinho e
Paulillo [30] e Azevedo, Valee Vae[3l].

Domingues, Arango, Abreu, Campinho e Paulillo aplicam a teoria do portfdlio para
definir o nivel 6timo de contratacdo de um novo empreendimento de geracdo. Assumem um
anico contrato de venda de energia de longo prazo, vaido paratodo o horizonte de simulagéo.
Consideram que a demanda contratada, precos da energia no mercado a vista e afluéncias séo
incertas. Utilizam simulacdo Monte Carlo para gerar séries sintéticas para estas variaveis, e a
partir delas obtém valores esperados e desvios padrbes das remuneragdes em funcdo da
demanda contratada, tragando-se assim a fronteira eficiente de contratagéo.

JA Azevedo, Vde e Vae propdem um modelo para determinagdo dos volumes de
energia a serem comercializados através de contratos futuros e de opgdes, de modo a
maximizar a utilidade do lucro de uma empresa geradora (os autores ndo déo detalhes com
relacdo afuncdo utilidade utilizada). Consideram que os contratos séo comercializados em
lotes (por exemplo, cada lote corresponde a 15 MWh), o que introduz variaveis inteiras na
formulacéo do problema. Levam em conta a incerteza relacionada aos pregos da energia no
mercado a vista Os autores mencionam que devido a caracteristica combinatéria de tal
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problema, sua solucdo via técnicas de otimizacdo ndo € fécil, e por isto o resolvem via

algoritmos genéticos.

No grupo de definic¢do do uso étimo de contrato flexivel pré-existente, tem-se o trabalho
desenvolvido por Palamarchuk [32]. Um contrato flexivel € um contrato que possui um preco
de energia, periodo de vigéncia (inicio e término) e volume total de energia a ser utilizado
durante toda a sua vigéncia especificados, porém existe flexibilidade no volume de energia a
ser utilizado em cada intervalo de tempo. O artigo trata da defini¢éo do volume a ser utilizado
em cada intervalo de tempo, de modo a seu portador maximizar o valor esperado de seu lucro.
Assume gue o volume de energia utilizado em cada intervalo de tempo € comercializado no
mercado a vista. Leva em conta a estocasticidade dos precos da energia no mercado a vista,
porém nao considera a aversdo ao risco de seu portador.

Mo, Gjelsvik e Grundt [33] propbem um modelo cujo objetivo é definir a estratégia
conjunta de geracéo e comercializagdo de energia, de modo a maximizar o valor esperado do
lucro de uma empresa geradora. O lucro é funcédo dos volumes de energia comercializados no
mercado a vista e através de contratos de compra e venda. Trata a aversao ao risco através de
penalizacdo pelo ndo atendimento a um lucro minimo em janelas de tempo pré-determinadas.
Os autores citam que a funcdo penalidade, que € especificada pelo usuério, pode ser vista
como uma funcéo utilidade inversa. Considera a estocasticidade dos precos da energia no
mercado a vista e das afluéncias. Uma aplicacdo de tal modelo a um caso real, correspondente
a0 sistema de geracdo da segunda maior empresa geradora da Noruega, é apresentada por
Kristiansen [34].

Trabalho bastante similar a [33] € o proposto por Grundt, Eliassen, Mo e Gjelsvik [35].
Entretanto, neste Ultimo sugere-se a obtencdo da fronteira eficiente através do seguinte
procedimento: resolve-se um dado problema utilizando-se diferentes funcbes penalidade,
obtendo-se assim diferentes distribuicdes para o lucro; para cada uma destas distribuictes
calcula-se o0 valor esperado e desvio padréo; utilizando-se os pares valor esperado e desvio

padréo traca-se afronteira eficiente.

Outro trabalho que trata do gerenciamento de riscos através da estratégia de geracdo e
de comercializacdo de energia € o desenvolvido por Bjf rkvoll, Fleten, Nowak, Tomasgard e

Wallace [36]. Entretanto, tais autores ndo tratam de forma integrada em um Unico problema a
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definicdo da estratégia de geracdo e de contratacdo. Eles propdem o seguinte procedimento:
define-se a programacdo da geracdo de modo a maximizar o valor esperado do lucro da
geradora com a comercializacdo de energia pura e exclusivamente no mercado a vista, e dada
a estratégia Gtima de geragcdo, encontra-se um conjunto de contratos que maximiza o valor
esperado do lucro total (o obtido com 0 modelo de programacéo da geracdo mais o lucro
devido acompra e venda de energia através de contratos). Este Ultimo problema trata o risco
através de uma penalizacéo pelo valor esperado do déficit em relagdo a um lucro especificado.
Considera incertezas nas afluéncias (modelo de programacéo da geracdo) e nos precos da

energiano mercado a vista (ambos os model 0s).

Ja Sen, Yu, e Genc [37] propdem um modelo no qual o objetivo é definir o despacho de
geracdo e os volumes a serem comercializados através de contratos de compra e venda de
energia e de compra de gas (utilizado como combustivel para a usina térmica), de modo a
maximizar o valor esperado do lucro de uma geradora térmica. Consideram que 0s contratos
sdo puramente financeiros, do tipo negociados em bolsas. De modo a limitar a exposi¢éo ao
risco, consideram um limite dentro do qual é possivel aterar a composicéo do portfélio de
contratos, e um valor limite para as perdas da geradora. Levam em conta as incertezas
relacionadas ademanda a ser atendida pela geradora, aos precos de liquidacdo associados aos
contratos de compra e venda de energia, aos precos de liquidagdo associados aos contratos de

compra de gés e na evolugdo dos precos da energia no mercado a vista.

O trabalho desenvolvido por Illerhaus e Verstege [38] trata do gerenciamento de riscos
através da definicdo da estratégia conjunta de geracdo de energia e uso 6timo de contratos
flexivels. Apresentam uma aplicacdo onde um sistema municipal deve atender uma certa
demanda de vapor (aquecimento) e energia elétrica, cujas curvas de carga sdo conhecidas. O
sistema municipal dispde de caldeiras e usinas préprias. Além disso, possui contratos flexiveis
de compra de energia e de compra de carvéo e gas utilizados como combustivel das caldeiras
e usinas. O objetivo do municipio € maximizar o valor esperado de seu lucro através do
gerenciamento do uso dos contratos flexiveis, da geracdo prépria e da comerciaizacdo de
energia no mercado a vista. Considera a estocasticidade dos precos da energia no mercado a

vista. A aversao ao risco ndo € model ada no problema de otimizacéo.

Um exemplo de gerenciamento de riscos através da definicdo conjunta da estratégia de

uso de um contrato flexivel e do nivel 6timo de contratacdo é apresentado por Mo e Gjelsvik
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[39]. Em ta trabalho, os autores consideram que uma determinada empresa possui um
contrato flexivel de compra de energia, e que esta empresa deseja maximizar o valor esperado
de seu lucro através do gerenciamento do uso de tal contrato e da compra e venda de energia
através de contratos futuros. Assume que o portfélio de contratos futuros pode ser modificado
dinamicamente no tempo. A diferenca entre a energia absorvida do contrato flexivel e
comercializada através dos contratos futuros € negociada no mercado a vista. Leva em contaa
estocasticidade dos precos da energia no mercado a vista e precos de fechamento dos
contratos futuros. A aversdo ao risco € modelada através de uma penalizacdo na funcéo

objetivo pela ndo obtencdo de um lucro alvo.

Analisando as aplicacbes a &rea de comercializacdo de energia citados nesta secéo,
constata-se que a aversdo ao risco, quando tratada, € modelada principalmente através da
variancia ou desvio padrdo, funcdo utilidade e penalizacdo pelo ndo atendimento a um lucro
minimo. Verifica-se entdo que medidas de risco propostas recentemente na area econdmico-
financeira, como o0 CVaR, ndo foram ainda utilizadas nos modelos de otimizac&o de portfélio
aplicados a area de comerciaizacdo de energia. Vale ressaltar que o uso do CVaR como
medida de risco em um modelo de otimizacéo de portfélio de contratos de energia € um dos

objetivos desta tese.

2.4,
Conclusdes

Neste capitulo foram apresentados os principais modelos de otimizacdo de portfélio
propostos tanto para aplicacdo a area econdmico-financeira quanto de comercializacdo de

energia. As principais conclusdes do capitulo sdo:

Apesar da aceitacdo e disseminacdo do modelo média-variancia de Markowitz, a
adocao da variancia como medida de risco pode n&o ser adequada, pois na realidade
ela se caracteriza como uma medida de desvio e ndo de risco, ja que penaliza tanto

desvios positivos quanto negativos em relacdo amédia.

Muitas vezes € necess&rio considerar aspectos que requeiram a introducdo de
variaveis inteiras na formulacdo do problema, como por exemplo, a limitagdo do

nimero de ativos a compor o portfélio. Nestes casos, 0 modelo média variancia de
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Markowitz passa a requerer a solucdo de um problema de programacdo inteira
quadrética cuja solucdo € extremamente complexa, 0 que pode inviabilizar sua

aplicacéo para problemas de grande porte.

Tém-se verificado na prética que os portfdlios 6timos obtidos via modelo média-
varidncia sdo muito instavels, isto é, pequenas variagbes nos dados de entrada

podem resultar em portfélios completamente diferentes.

O modelo MAD proposto por Konno e Yamazaki € um modelo de programacdo
linear, cuja solucéo é mais répida e eficiente do que a solucdo do modelo quadrético

de Markowitz.

Para 0 caso onde os retornos dos ativos seguem uma distribuicdo normal

multivariada, os modelos MAD e média-variancia sdo equivalentes.

O modelo MAD ndo requer a estimacdo da matriz de covariancias, e limita
automaticamente o nimero de ativos no portfélio. Tal fato pode implicar em um

menor custo de transagcdo quando da revisdo do portfdlio.

O desvio médio absoluto utilizado no modelo MAD é na verdade uma medida de
desvio e ndo de risco, logo pode ndo ser adequada para medir o risco de um

portfalio.

O modelo MiniMax proposto por Young também é um modelo de programacédo
linear, ou sgja, de solucdo mais rgpida e eficiente do que o modelo média-variancia

de Markowitz.

No caso de a distribuicdo dos retornos ser assimétrica, 0 modelo MiniMax € mais

apropriado do que o modelo média-variancia de Markowitz.

Os modelos MiniMax sdo extremamente conservadores, caracterizados por uma
forte aversdo aos piores resultados, o que faz com que sua solucédo possa ser afetada

pela presenca de val ores espurios no conjunto de dados.
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O VaR, quando se trabalha com distribui¢fes discretas, € uma funcdo extremamente
dificil de ser otimizada, pois € ndo convexa, ndo diferenciavel em alguns pontos, e

gue apresenta multiplos extremos locais.

A formulacédo de um problema de otimizacdo de portfélio cuja medida de risco a ser
minimizada € o VaR requer muitas variaveis binarias, e algoritmos eficientes para a

solucdo de tal problema ainda ndo estéo disponiveis.

O VaR é uma medida de risco que ndo fornece nenhuma informacao a respeito das
perdas que o excede, as quais podem ser significativamente grandes. Sua
minimizagdo pode conduzir a um indesegjavel aumento destas perdas.

O VaR ndo é considerado uma medida consistente de risco, pois ndo é subaditivo,
isto &, a diversificacdo do portfélio pode resultar em um aumento do risco quando
medido pelo VaR.

O CVaR, umamedida derivada do VaR, é uma medida de risco consistente.

O CVaR é uma medida de risco mais conservadoragque o VaR.

O CVaR quantifica os resultados piores que 0 VaR.

O CVaR pode ser eficientemente minimizado via técnicas de programacao linear.

O CVaR tem a propriedade de unicidade, pois é um valor étimo. O VaR, por ser um
minimizador, ndo apresentatal propriedade.

O CVaR é uma medida de risco atamente flexivel. Quando o nivel de confianca
tende a um, o CVaR tende a0 minimo da distribuicdo (critério MiniMax,
extremamente conservador). Quando o nivel de confianca tende a zero, o CVaR

tende ao valor esperado da distribuicdo (neutralidade ao risco).
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A modelagem da aversdo ao risco nos problemas de otimizagdo de portfdlio
aplicados aérea de comercializacdo de energia é feita principalmente com o uso da
variancia ou desvio padréo, funcéo utilidade e penaizacdo pelo ndo atendimento a
um lucro minimo. Ou sgja, medidas de risco propostas recentemente na éarea
econdmico-financeira, como o CVaR, ndo foram ainda utilizadas nos modelos de

otimizacdo de portfdlio aplicados aérea de comercializacdo de energia.
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