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DECISAO SOB INCERTEZA

Este capitulo faz um resumo dos principios e critérios de decisdo sob
incerteza, descrevendo sua fundamentagao matematica e discutindo sua

aplicagao.
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3.1
INTRODUGAO

A incerteza esta presente em todos os mercados e, conseqlientemente,
estad presente em todas as decisdes econdbmicas, ou seja, o agente nido tem
certeza sobre o resultado (a conseqiiéncia) da sua decisdo. Um exemplo de
“decisao sob incerteza” é a decisdo de despacho de geragao hidrelétrica, uma
vez que a afluéncia futura é incerta. Outro exemplo e as decisbes sobre

investimentos, cujos retornos séo incertos.

Em alguns casos, o agente “conhece” a distribuicdo de probabilidade dos
eventos que condicionam o resultado da sua decisdo. Nestes casos dizemos que

se trata de uma “decisdo sob risco”.

Noutros casos, ndo ha informacao sob a distribuicao de probabilidade dos
eventos que condicionam o resultado da decisdo, ou mesmo, quando a incerteza
é tdo grande, como por exemplo quando a distribuicdo de probabilidades é
quase uniforme. Nestes casos dizemos que se trata de uma decisdo sob
“incerteza absoluta”. Um exemplo tipico € a decisdo sobre lances num leildo,

uma vez que cada agente ndo conhece as estratégias dos demais agentes.

A questdo da decisdo sob incerteza, ou melhor dizendo, da “decis&o sob
risco” pode entdo ser resumida na escolha entre as distribuicbes de
probabilidade dos possiveis resultados de cada decisdo. “Escolher” significa
expressar uma preferéncia do agente, o que requer que seja possivel comparar
0s possiveis resultados. Portanto, para decidir sob incerteza € necessario um
critério que nos permita comparar as distribuicbes de probabilidades dos

possiveis resultados de cada decisao.

Na proxima secao discutiremos dois critérios basicos formais para
avaliagdo / comparagao de distribuicdes de probabilidade do ponto de vista de

um agente: a “utilidade esperada” e a “dominancia estocastica”.

Na segdo seguinte serdo apresentadas brevemente, algumas heuristicas

de decisao sob incerteza absoluta
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3.2
UTILIDADE ESPERADA

O principio da “utilidade esperada”, estabelecido por John von Neuman e
Oskar Morgenstern em “Economic Behaviour and Game Theory’
(von NEUMANN & MORGENSTERN, 1947), permite valorar a distribuicdo de
probabilidade dos possiveis resultados de uma decisao e, portanto, estabelecer
a preferéncia entre as decisbes associadas a estas distribuicbes de

probabilidade de resultados.

[T ]

Seja um conjunto (L") de possiveis resultados “x;” associados as

(13l

respectivas probabilidades “p;” expresso como:

Lz{zl ;N} .......................................... eq.(1)
1 N

A “utilidade esperada” desse conjunto “L” de resultados incertos € o valor

esperado da “utilidade” dos resultados:

E{UL)} = 20 Pn U(Xn) covererrerereiirieiereeieeeeiene, eq.(2)

O principio da “utilidade esperada” estabelece que se preferimos um
resultado incerto “L,” a outro “L,”, entdo a “utilidade esperada” de “L,” & maior
que a de “L,” e que se somos indiferentes entre estes resultados, entdo o valor

das respectivas “utilidades esperadas” ¢ igual:
L>~L,< E{U(L])} > E{U(Lz)} .............................. eq(3 a)

Li~Ly & E{UL)} = B{UL2)} roooreorreeeeerrreereeeesreeerron (b)

Onde os operadores “~" e “~” denotam, respectivamente, “preferéncia” e

“indiferencga”.

O Principio da Utilidade Esperada esta baseado nos seguintes axiomas
(HUANG & LITZENBERGER, 1998):

“w_”

e Resultado Limitado: os possiveis resultados “x” sao limitados a um valor

minimo (pior) “x.” € a um valor maximo (melhor) “xy”, finitos.
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Decomposicao: qualquer resultado incerto (conjunto de valores associados
a probabilidades de ocorréncia) pode ser decomposto numa arvore de

loterias:

Sejam “L,” e “L,” as seguintes loterias:

L{Xl X, "}eL E[y‘ v, }
l pp P, - ? q 9, -

Seja “L” uma loteria cujos prémios sao os resultados das loterias “L,” e

“L2”:
a b

Entao “L” pode ser decomposto como:
L:|:X1 X, 0¥ Y }
ap, ap, - bq, bq, -
‘Equivalente Certo”: a toda loteria corresponde um valor denominado

‘equivalente certo” aquela loteria. O agente é indiferente entre a loteria

(resultado incerto) e o “equivalente certo”:

XA >-x*>xg=3pe 0,1 X*~{XA IXB} ...................... eq.(4)
p —-p

Um corolario importante desse axioma é que a “utilidade” do “equivalente
certo” é igual a “utilidade esperada” do conjunto de resultados incertos do

qual ele é o “equivalente certo”:

ELUK®)} = UK*) = 2 Po UKn) reereereeeeeereseeseeeseeeee eq.(5)

“_n “_ 9

Monotonia: se o valor “x” é preferivel a um valor “y” entdo a loteria que

“_ "

proporciona maior probabilidade de obter o resultado “x” é preferivel em
relacdo a outra que proporciona menor probabilidade de obter o resultado

preferido:

Se x>y e p>q,entdo: [X y }>[X y}
p 1-p] [q9 TI-¢q

“w_ 9 “_ "

Independéncia do contexto: se um valor “x” & preferivel a outro “y”, entao a

“w_n “w_n

loteria na qual ocorra o valor “x” é preferivel a loteria na qual o valor “x

seja substituido pelo valor “y”, independentemente de outros valores “z

que ocorram da mesma forma nas duas loterias:
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Se x>y entéo{X z}}{y Z}
p l-p] [p 1-p

Demonstracdo do Teorema do Principio da Utilidade Esperada:

Sejam duas loterias (conjuntos de resultados incertos) L, e L, definidas

“lp 1-p *lq 1-q

Cada possivel resultado “x;” pode ser definido com o “equivalente certo” de

como:

uma loteria correspondente “L;" definida a partir dos limites superior “xy” e

inferior “x.” dos possiveis resultados das loterias originais:

Xu Xy
X, ~
! h, 1-h,

Analogamente, podemos definir o “equivalente certo” das loterias originais

Xy XL | g LSRR ST
~ X ~
& {ha 1-hj b [hb 1—hJ

Utilizando a premissa da independéncia, podemos reconstruir as loterias

como:

originais, substituindo os possiveis resultados “x;’, pelas loterias

correspondentes “L;":
Xy XL Xy XL Xy XL Xy XL
X, ~[|h, 1-h,| |h, 1-h,||®x,~||h, 1-h,| |h, 1-h,
p I-p q 1-q

Utilizando a premissa da decomposicdo, podemos redefinir as loterias

originais como:
X, ™~
p-h1 + (1 _p)-hz p.(l - h1) + (1 —p).(l _hz)

oo s
XbN
qgh, +(1-q)h, qd-hy)+(1-q).(01-h,)

“_»

Definindo U(z) = h,, sendo “z” o equivalente certo da loteria:

Xy XL
Z~
h, 1-h,
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3.2.1

Entao, temos da definigdo e redefinicdo das loterias originais que:
U(x,) = p.U(x;) + (1-p).U(xy) = p.h; + (1-p).hy)
Uxp) = q.U(x3) + (1-9).U(x4) = q.hs + (1-q).hy )

A partir da premissa da “monotonia” podemos concluir que:

Se U(x,) > U(xp) entdo L, > Ly, €

Se U(x,) = U(xp) entdo L, ~ L,

Portanto, a ordenacéao pelo valor esperado da utilidade da loteria reproduz

a ordenacao de preferéncia entre as loterias. W

FUNCAO UTILIDADE E AVERSAO AO Risco

A especificacdo da funcdo utilidade “U(x)” deve refletir as preferéncias

racionais dos agentes:

Nao saciedade: os agentes sempre preferem mais beneficios (resultados
favoraveis) a menos beneficios, ou seja, a funcdo utilidade é sempre

crescente, ou pelo menos, n&do decrescente: U’(x) > 0.

Atitude quanto a incerteza: a fungao utilidade deve traduzir a atitude do
agente quanto a incerteza do resultado. Esta atitude pode ser de

neutralidade, aversdo ou atragao pelo risco, caracterizada pela relagao

entre o equivalente certo “x*” e o valor esperado do resultado “E{X}”:
e No caso da neutralidade, o equivalente certo é igual ao valor
esperado: x* = E{X}
e No caso da aversao ao risco, o equivalente certo é inferior ao valor
esperado: x* < E{X}
e No caso de atragao pelo risco, o equivalente certo € maior que o valor
esperado: x* > E{X}

A relagdo entre o equivalente certo e o valor esperado € traduzida pela

curvatura da Funcgao Utilidade:

Neutralidade ao Risco:

x* = B{X} - U(x*) = E{UX)} = U(E{X}) — U(.) linear
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O significado da relagdo entre a linearidade da Funcgio Utilidade e a

neutralidade ao risco € que o incremento de utilidade associado ao ganho

de um determinado beneficio tem a mesma amplitude que o decremento

de utilidade associado a perda do mesmo beneficio, como ilustrado na

figura abaixo.

U(x)

+du

-dx

+dx

Xy

> !

Figura 7 — Fungédo Utilidade — Neutralidade ao Risco

Aversao ao Risco:

x* <E{X} - U(x*) = E{U®)} < UE{X}) - U(.) concava)

Demonstracéo:

Linearizando a Fung&o Utilidade em torno do valor esperado
Ux*)=E{URX)} =E{UX)+U'x) X -x)+ % U(O0X+ (1-0).x) (X —X)})

- Ux*) = U+ U'X) E{X - %)} + B E{U"O X + (1-0)X) K - %)}

— Ux*)=U®X) + B E{U"OF +(1-0)X) X -%)*})

— U(x*) - U(X) = % E{U”(0 X + (1-0) X) (X —X)*})

O termo do lado esquerdo é negativo para um agente com aversao ao

risco.

O termo do lado direito da equagdo é um produto, no qual o 2° fator é

necessariamente positivo por ser quadratico.

Portanto, o 1° fator U”(0.X + (1-0).x) tem que ser negativo, ou seja, U”<0, o

que implica que a fungdo utilidade de um agente com avers&o ao risco é

cOncava. 1
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O significado da relagdo entre a concavidade da Fungao Utilidade e a
aversao ao risco é que o incremento de utilidade associado ao ganho de
um determinado beneficio € menor que o decremento de utilidade

associado a perda do mesmo beneficio, como ilustrado na figura abaixo.

U(x) @

-dx +dx
X

0

>

Figura 8 — Fungao Utilidade — Averséo ao Risco

e Atragao pelo Risco:

x* > E{X} - U(x*) = E{U®)} > UE{X}) — U(.) convexa)

O significado da relacdo entre a convexidade da Funcao Utilidade e a
atragao pelo risco € que o incremento de utilidade associado ao ganho de
um determinado beneficio € maior que o decremento de utilidade

associado a perda do mesmo beneficio, como ilustrado na figura abaixo.

U(x)

+du

>l

Figura 9 - Fungéao Utilidade — Atragao pelo Risco

A diferenga entre o valor esperado “E{X}” e o valor do equivalente certo

“x*” é chamado de “prémio do risco” (rn):
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O prémio de risco € o valor que o agente avesso ao risco pagaria para
evitar a incerteza, ou complementarmente, € o valor que precisaria receber para
aceitar a incerteza ao invés de receber o equivalente certo e vice-versa no caso
do agente atraido pelo risco, como mostrado a seguir, onde incluimos a variavel

Xo  representando o valor da riqueza inicial (antes da revelagdo do resultado

incerto):
n=%Xo+E{X} —x* > x*=%x+E{X} — =

Ux*)=E{U(xo +X)} = U(xo + E{X} —m) = E{U(xg + X)} ...c......... eq.(7)

3.2.2
GRAU DE AVERSAO AO RISCO

O valor do prémio de risco e consequentemente a curvatura da Funcéao
Utilidade expressam o grau de aversdo ao risco (atragdo pelo risco), como

ilustrado na figura abaixo.

U(x)
A
HE{x}
xa* xb* X

Figura 10 — Curvatura da Fung¢ao Utilidade x Aversédo ao Risco

Para um resultado com incerteza pequena podemos estabelecer uma
relagdo aproximada entre o prémio de risco e a varidncia do resultado, como
demonstrado a seguir:

Como visto anteriormente: U(x*) = U(xo + x — ) = E{U(xo + X)}

Supondo, sem perda de generalidade, que o valor médio do resultado

incerto é nulo: U(xg — m) = E{U(x¢ *+ X)}
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Expandindo o termo a esquerda da equagdo, numa série de Taylor em
torno do valor da riqueza inicial “x,”:
U(xo— 1) =U(xg) - m. U’(Xg) + ...

Expandindo o termo a direita da equacéo, numa série de Taylor em torno

3

do valor da riqueza inicial “x,”:
E{U(x, + %)} = E{U(x0) + X U’(x0) + 2 X>.U”(xo) + ...}
— E{U(xo + x)} = U(x0) + % 6. U”(xo) + ...
Portanto:
U(xo— ) = E{U(x¢ + X)} = U(xo) - 1. U(x¢) + ... = U(xo) + ¥ 6°. U”(x¢) + ...
S - 6% U2(X0) / U(X0) wovververeereseseeeeneeseennas eq.(8)
Definindo A(x¢) = - U”(x0) / U’(x0)
LIS 7 Y 6 %) VO eq.(9)

“w_»

A grandeza “A(x¢)” que relaciona o prémio de risco “n” a variancia do resultado

“s?”,  chamada de “grau de aversdo absoluta ao risco”. (PRATT 1964)

Vale observar que embora a expansdo de “U(x,—m)” tenha sido truncada no
termo de 1% ordem, enquanto que a expansdo de “E{U(x,+x)}” tenha sido
truncada no termo de 2%. ordem, os termos truncados tém a mesma ordem de
grandeza, pois na expansao de “U(xo—m)” os termos truncados sdo de ordem

superior a “n” e na expansao de “E{U(x, +x)}” os termos truncados sdo de

ordem superior a “c®” e como visto o prémio de risco “r” tem a mesma ordem de
grandeza da variancia “s®” do resultado, e portanto, em ambos os casos a

expansao foi truncada em termos com a mesma ordem de grandeza.

A definicdo do grau de aversao ao risco de um agente é equivalente a

definigdo da sua fungao utilidade:
_ " . —Jk(xo)dx
Mx,y)=-U"(x,)/U'(xy) > l](x):je dX e eq.(10)

Sendo o prémio de risco “n” proporcional ao grau de aversao a risco “A(x,)”
e este definido como a razdo entre as derivadas 2% e 1% da fungéo utilidade,

ambas as grandezas, “n” e “A(Xy)”, sdo insensiveis a uma transformacéao linear

da funcéo utilidade:

V(xo) = a.U(xg) + b = V’(x¢) = a.U’(x¢) € V’(X0) = a.U”(xy))
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- 7\‘\/(X0) =- V’,(Xo)N’(Xo) =- a.U”(X())/a.U’(X()) =- U”(X())/U,(X()) = ku(X()) —> Ty = Ty

Alternativamente a aversao absoluta ao risco “A(x,)”, a funcao utilidade
também pode ser caracterizada pela “aversao relativa ao risco "A'(x¢)” que
expressa a aversao ao risco medido como uma proporgao da riqueza inicial (taxa

de retorno):

Seja a riqueza final (apds o resultado incerto) definida em funcdo da taxa

W~y ~

de retorno incerta “§”: X = x,.(1 +y)

Seja “n’'(x()” € 0 prémio de risco por nivel de riqueza: '(xo) = 7(X0)/Xo

Entao, o equivalente certo pode ser redefinido como:
x* = E{Xo.(1 +y)} - ©’(X0).X0 = x* = x0.(E{(1 +¥)} - 7’ (X0)) )

Supondo, sem perda de generalidade que E{y} =0 = x* = x,.(1 - 7’ (X))

Da definicao do equivalente certo:

Ux*) = E{URX)} = U(xo.(1 - ©°(x0))) = E{U(x0.(1 +¥))} )
A variancia do resultado “c,?” pode ser expressa em funcdo da variancia da
taxa de retorno “c,*”:
X=%X0.(1+y)—> oy = XOZ.GyZ )
Da definicdo do prémio de risco:

T(Xo) = T (X0).Xo = V2 65> MXo)
- ’(X0) = %2 oy’ MXo)/xo =2 x02.0y2 AMXo)/xo =2 x0.0y2 AXo)
— (Xo) = Y2 6,7 MX0).Xo

STX) =0, R (X0)) e eq.(11)
Onde “A’(x0)” € o “grau de aversdo relativa ao risco”:

A(X0) = MX0)-KQ weveerverreerreerseervesnensnenssensseens eq.(12)

O grau de aversao a risco “A(xq)” € funcdo do nivel inicial da riqueza do
agente e permite modelar agentes cuja aversdo ao risco seja constante, ou
decrescente com o nivel de riqueza, isto €, com dA/0x, < 0. Em tese a aversédo ao
risco também pode ser crescente com o nivel de riqueza, no entanto, esta

atitude néo é considerada racional.

Exemplos de funcgdo utilidade com aversao absoluta ao risco constante:
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o Neutralidade ao RiSCO (€ =0): U(X) = X ccuvrrrereeeeeriiiiiineeeeeeeeenniveeees eq.(13)
o Aversdo ao Risco (¢ > 0): U(X) = -€ " orriiiiieeiiiiiceeee e eq.(14)
o Atragao pelo Risco (¢ < 0): U(X) = €% .iiriiiiieeeiiiiiiiiieeee e e siieeeee e eq.(15)

Exemplos de fungao utilidade com averséo relativa ao risco, constante:
o L8701 10 4 I A PP eq.(16)
o UK) = X 07> 1 it eq.(17)

A aversao relativa ao risco constante implica numa aversdo absoluta ao

risco inversamente proporcional a riqueza, pois A(xq) = A’(X0)/Xg

Embora o conceito de “grau de aversao a risco” tenha sido desenvolvido
baseado na premissa de uma variancia pequena (infinitesimal), ele continua
sendo valido mesmo para riscos com ordem de grandeza como pode ser
verificado substituindo a variavel “x” por “x+k” na expressao das funcoes
utilidade com aversao absoluta ao risco [eq.(13) a (15)] e por “k.x” na expressao

das fungdes utilidade com aversao absoluta ao risco acima.

E interessante observar que a fungdo quadratica “U(x) =x> é um caso
particular da fungao utilidade com aversao relativa ao risco crescente o que seria

uma atitude econdémica irracional.

Finalmente é interessante observar que no caso da incerteza ter uma
distribuicdo de probabilidade Normal, e o0 agente apresentar aversédo absoluta ao
risco constante expressa através de uma fung¢ao utilidade modelada como uma
exponencial negativa [eq.(14)], o equivalente certo é exatamente a diferenca
entre a média e a variancia da incerteza, penalizada pelo grau de aversao ao
risco do agente “u-A.c%/2”, como mostrado abaixo (SARGENT 1987, pp.154-
155). Esta expressdo “média — variancia” do equivalente certo é a funcao
adotada por Markowitz para descrever o comportamento dos investidores em

ativos de risco.

Seja x ~ N(u,6°) e U(x) = ¢ ™*

Portanto, a utilidade do equivalente certo de “x” “U(x*)” é:

_(x-w?
~ K € 207 —AX
U(X*) = E{U(X)} =- J.Ee dx
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- U(x*)=E{URX)}= o\/lﬂz

— U(x*) = E{URX)}=—

Definindo p'=p-io? =

cr

= U(x*) = E{URR)}=-

c\/ﬂ

[(x w? M]
€
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3.3
DOMINANCIA ESTOCASTICA

Como discutido anteriormente, a ordenagédo de resultados incertos pela
respectiva utilidade esperada reflete a preferéncia de um agente econémico com
relagcdo a estes resultados e que uma funcao utilidade pode expressar a atitude

de uma gente diante da incerteza.

No entanto, a aplicagdo pratica de fungdes utilidade requer a definicdo do
grau de aversdo ao risco, o que é um critério bastante subjetivo, ainda mais se

considerarmos a sua variagao em funcgao do nivel de riqueza.

Por outro lado, nem todas as premissas (axiomas) adotadas na justificagao

do “principio da utilidade esperada” se verificam na pratica, como mostrado na

6n

experiéncia que ficou conhecida como “Paradoxo de Allais”, descrita no quadro

abaixo.

“Paradoxo de Allais”

Seja a situagao 1, onde se propde a escolha entre as seguintes loterias:

1000
1 e L1,2

Na situagdo 1 o agente deve escolher entre receber um prémio de $1000 com

Ll,l

5000 1000 O
0.1 0.89 0.01

certeza (probabilidade = 1) ou uma loteria com alta probabilidade de receber
$1000, uma probabilidade pequena (0.1) de receber $5000 e uma probabilidade
bem menor (0.01) de ndo receber nada. A maioria dos agentes prefere a 1°.

opgao: L,;>,L;,

Seja a situagao 2, onde se propde a escolha entre as seguintes loterias:

1000 0 5000 0
La= L= 01 09

0.11 0.89
Na situagéo 2 o agente deve escolher entre receber um prémio de $1000 ou de

® Maurice Allais, 1953: Fondements d’une Theorie Positive de Choix Comportant un Risque et
Critique des Postulats et Axioms de L'Ecole Americaine
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$5000 com probabilidades quase iguais (0.11 e 0.1). A maioria dos agentes

prefere a 2°. opgéo: Ly <, Lo,

As situagoes 1 e 2 podem ser rescritas como:

0.1 0.01 0.89

1000 1000 1000
12 = eL,
0.1 001 0.89

{5000 0 1000}

_[1000 1000 0 _[5000 0 0
7101 001 0.89 27101 001 089

Pode-se observar que as loterias das situagbes 1 e 2 diferem apenas com

relagdo a 3%.possibilidade de resultado (3%.coluna).

Se a preferéncia do agente fosse “independente do contexto”, que é uma
premissa do “Principio da Utilidade Esperada”, entdo o agente deveria preferir a
mesma opg¢ao nas 2 situagdes, ou seja, ao preferir a opgéo 1 (L44) na situagao 1,
também deveria preferir a opgdo 1 (L,4) na situagdo 2, contrariando a

observagao empirica do comportamento dos agentes.

Contrapondo-se as dificuldades na especificacdo da funcdo utilidade de
um agente e as contradigdbes empiricas do Principio da Utilidade Esperada, o
agente pode comparar as distribuicbes dos resultados e estabelecer sua
preferéncia, ou seja, o agente pode estabelecer a “dominancia estocastica” de

uma distribuicdo em relagéo a outra.

Diz-se que um resultado incerto “X” domina estocasticamente outro “y”, se
e somente se o0 equivalente certo do resultado favorecido “x*” for maior ou igual

ao do desfavorecido “y*”:

X+ o x* 2 y* < E{UR)! 2 E{UT)} oo eq.(19)

Apesar do critério de dominancia estocastica se referir a fungéo utilidade, a
sua aplicacédo nao requer a especificagcao dela, mas somente da sua classe, que

estabelece a ordem de dominéncia estocastica:
e Dominancia estocastica de 1% ordem: Nao saciedade — U’(x) >0
e Dominancia estocastica de 2% ordem: Avessa ao Risco — U”(x) <0

e Dominancia estocastica de 3% ordem: Aversdo Decrescente ao Risco
->U”(x)20
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3.31
DOMINANCIA ESTOCASTICA DE 1* ORDEM

Diz-se para agentes que preferem sempre mais, que uma loteria “X” tem

[T ]

dominancia estocéastica de 1% ordem sobre outra loteria “y”, se e somente se a
probabilidade de ocorréncia de qualquer resultado na loteria dominante for
menor ou igual que a probabilidade de ocorréncia do mesmo resultado na loteria

dominada.

SO PN /6 R 1) NI eq.(20)

“wn

onde “F(X)” e “G(Y)” sao as distribuicées de probabilidade acumulada de “X

w~n

ey

G(x)

T F(x)

Figura 11 — Dominancia Estocastica de 1°. Ordem

E"{URX)} = jU(X)dF(X) e EY{UR)} = jU(X) dG(x)

“F(X)” domina “G(X)” se e somente se E{U(X)} > E{U(X)}

= TU(x)dF(x)z iU(x)dG(x) — iU(x)[dF(x)—dG(x)] >0
Integrando por partes

TU(X)[dF(x) —dG(x)] = Ux).(F(x) - GXT; - .TU’(X)[F(X) -G(x)]dx=0

F(a) = G(a) =0 e F(b) = G(b) = 1
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= IU(X)[dF(X) -dG(x)] = - IU'(X)[F(X) -G(x)]dx

Por hipotese U’(x) > 0

= [U()[dF(x) - dG(x)] = 0 se e somente se [U'(x)[F(x) - G(x)]dx < 0

= FR)<GX) o

3.3.2
DOMINANCIA ESTOCASTICA DE 2* ORDEM

Diz-se para agentes que preferem sempre mais e sdo avessos ao risco,

“woon

que uma loteria “X” tem dominancia estocastica de 2% ordem sobre outra loteria

“wo~

¥, se e somente se a probabilidade de ocorréncia de um resultado inferior a um
certo valor na loteria dominante for menor ou igual que a probabilidade de
ocorréncia do mesmo resultado na loteria dominada e o valor esperado das 2

loterias for igual, como demonstrado a seguir.

X & [Food < LR R S eq.21)

onde “F(X)” e “G(X)” sa@o as distribuicdes de probabilidade acumulada das

“w>n [T l]

loterias “X” e “y

G(x) —,
F(x)

C X

Figura 12 — Dominancia Estocastica de 2°. Ordem

E{UR)} = j U(x)dF(x) € B{U(X)} = jU(x)dG(x) )
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“F(X)” domina “G(§)” < E{UX)} > E{UF)})

Da demonstragéo do Teorema de Dominancia Estocastica de 1% ordem:
b
E{U®)} 2 E{UW)} = - [U'(x)[F(x) - G(x)]dx <0)
Integrando por partes:

- j j U'(x)[F(x) - G(x)]dx =)
- —U'(x)j [F(z) - G(2)] dz} + j U"(X)I [F(z) - G(z)]dzdx )

=-U'(b) j [F(z)—G(z)]dz + j u" (x)j [F(z) — G(z)]dzdx )
Por hipotese:

U’(b) 20 = U'(b) f [F(z) - G(z)]dz> 0 se j [F(z) - G(2)]dz< 0)

U(b)>0e U’(x)<0)

= IU--(X)I [F(z) - G(z)]dzdx = 0 se e somente se j [F(z)-G(z)]dz< 0

= ](‘F(z)dz < I‘G(z)dz u

3.3.21
DOMINANCIA ESTOCASTICA DE 2* ORDEM E 0 MODELO RISCO — RETORNO
(MARKOWITZ)

A dominancia estocastica de 2° ordem (aversdo ao risco) € um
pressuposto na determinacao da “fronteira eficiente” do modelo Risco - Retorno
(MARKOWITZ, 1959) de alocacédo de portfolios de ativos de risco, pois para
cada nivel de risco, o agente quer o que produz mais riqueza, definindo o lugar
geométrico dos “portfolios de maximo retorno”, indicado pela curva “a-c” na
fgura abaixo e sendo o agente avesso ao risco, ele requer maior retono com o
nivel de risco, limitando o lugar geométrico dos portfolios de interesse ao trecho

“a-Db”, que é por definicdo a “fronteira eficiente”.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 9725007/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 9725007/CA

DECISAO SOB INCERTEZA 59

E{y}
A

o

>
S

Figura 13 — Fronteira Eficiente e Dominancia Estocastica

3.33
DOMINANCIA ESTOCASTICA DE 3* ORDEM

Diz-se para agentes que preferem sempre mais, sS40 avessos ao risco e

[Tazl]

cujo grau de aversao é decrescente com o nivel de riqueza, que uma loteria “X

“wo~n

tem dominancia estocastica de 3% ordem sobre outra loteria “y”, se e somente se

a probabilidade de ocorréncia de um resultado inferior na loteria dominante for

menor ou igual que a probabilidade de ocorréncia do mesmo resultado na loteria
dominada e o valor esperado da loteria dominante for maior que o da dominada,

como demonstrado a seguir.

Xy < ﬁF(x)dxdt < Ij_G(y)det e E{X} > E{¥} s eq.(22)

“wn

onde “F(X)” e “G(Y)” sao as distribuicées de probabilidade acumulada de “X

w~n

ey

G(x)

/ F(X)

Figura 14 — Dominancia Estocastica de 3°. Ordem
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E{UR)} = [Ux)dF(x) ¢ E{U®)} = [Ux)dG(x))

“F(X)” domina “G(§)” < E{U®X)! > E{U®)}

Da demonstragao do Teorema de Dominancia Estocastica de 27 ordem:
E{UX)} 2 E{U(y)} = - U'(b)j [F(z) - G(z)]dz + TU"(X)I [F(z) - G(z)]dzdx > 0)
Integrando o 2°. termo por partes:
- U‘(b)i [F(z) - G(z)]dz + U" (b)ﬁ [F(z) - G(z)]dzdt —} U’”(x)ﬁ [F(z) - G(z)]dtdzdx )
Por hipétese:

E{x} >E{y} = T [F(z) - G(z)]dz < 0)

E{x} >E{y} e U'(x)20= - U'(b)j‘ [F(z) - G(z)]dz > 0)
E{x} >E{y}, U"(x)<0eU”(x)>0)

= U"(b)j‘ j [F(z) - G(z)]dzdt=0e — j U"'(x)ﬁ [F(z) - G(z)]dtdzdx > 0)

t x
se e somente se ” [F(z) - G(z)]dzdt<0 B
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3.4

HEURISTICAS DE DECISAO SOB INCERTEZA ABSOLUTA

Nos casos em que nao houver informagdo sobre a probabilidade de

ocorréncia dos possiveis resultados, podem ser aplicadas heuristicas’, dentre as
quais se destacam as seguintes (EKENBERG 2000):

Principio da Incerteza Absoluta (Laplace): se nao houver nenhuma
informacao sobre a probabilidade dos possiveis resultados, entao se deve
assumir que eles sao equliprovaveis, ou seja, a sua ocorréncia tem
distribuicdo Uniforme e o critério de escolha deve ser o de maior valor

esperado.

Principio da Utilidade “Maximin” (Wald): se n&o houver nenhuma
informacao sobre a probabilidade dos possiveis resultados, entao se deve
escolher a loteria cujo pior resultado seja melhor que o pior resultado das

demais loterias.

indice de Pessimismo - Otimismo (Hurwicz): se ndo houver nenhuma
informacao sobre a probabilidade dos possiveis resultados, entao se deve
escolher a loteria que maximizar o valor ponderado do melhor resultado

“x’ € 0 pior resultado “x;”: max v=a.x + (1-a).xg, sendo a € (0,1)

Principio da Utilidade “Minimax” ou Principio do Minimo Arrependimento
(Savage): se nao houver nenhuma informagao sobre a probabilidade dos
possiveis resultados, entdo se deve escolher a loteria que minimizar o

maior arrependimento “r”, definido como a diferenca entre cada possivel

resultado “x;” e 0 melhor resultado: min r; = max {x; - xg} ... Vi

E interessante notar que estas heuristicas ndo sdo necessariamente

coerentes entre si, ou seja, podem levar a escolhas diferentes diante das

mesmas opg¢des como ilustrado pelo exemplo apresentado a seguir, no qual

temos 4 loterias e cada uma seria a preferida segundo cada um dos critérios

discutidos.

” Milnor, 1954: Games against Nature in Decision Processes
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Ci|Ca|Cs|Cy| E{L} L L | max{arrependimento} Heuristica
Ly |2|2]0|1]| 54 1 2 max{0,2,1,0} = 2 Laplace
L |11 ]1]1]| 4/4 1 1 max{1,3,0,0} = 3 Wald
Ls; |04 |0]| 0| 4/4 0 4 max{2,0,1,1} =2 Hurwicz (o > 4)
Ly |1[3]0|0| 4/4 0 3 max{1,1,1,1} = 1 Savage

Tabela 2 - Heuristicas de Escolha sob Incerteza Absoluta - Exemplo de Milnor
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