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Grafico de Controle VSI EWMA para Nao-Conformidades

Neste capitulo, inicialmente descreveremos o esquema de controle VSI
EWMA proposto nesta pesquisa, e, em seguida, trataremos da formulagdo do

modelo matematico para cdlculo de suas medidas de desempenho.

41.
Descricao do Grafico de Controle VSI EWMA para
Nao-Conformidades

A proposta desta pesquisa € incorporar a estratégia de graficos adaptativos
(utilizando um intervalo de tempo entre amostras varidvel) a um esquema EWMA
para sinalizar aumentos na freqiiéncia de ocorréncia de ndo-conformidades. Trata-
se, portanto, de um grafico VSI EWMA unilateral superior para controle do
ndmero de ndo-conformidades. A estatistica registrada € a mesma estatistica Z; do
esquema EWMA para nao-conformidades apresentado na Se¢do 3.1:

Z, =(01-1)zZ,_, +)C,, (4.1)
onde C; representa o nimero de ndo-conformidades na amostra t, C € uma variavel
aleatéria de Poisson, com E(C) = VAR(C) = cy, e para o valor inicial adota-se
Zy=c,.

O grafico VSI EWMA proposto é construido usando-se um limite superior

de adverténcia (LSA) e um limite superior de controle (LSC), 0 < LSA < LSC,

dados por
Ac
LSA =c,+K § 4.2)
0 A 2 _ )\,
e
A
LSC =c, + K |20, (4.3)
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onde Ky € o coeficiente de abertura do limite de adverténcia e K¢ € o coeficiente
de abertura do limite de controle.

A dimensdo vertical do grifico é dividida em duas regides: o intervalo
Hp = (0, LSA), denominado “regiao verde”, e o intervalo Hs = (LSA, LSC),
denominado “regido amarela”.

O intervalo de tempo entre amostras varia em fun¢do do valor corrente da
estatistica Z;: quando o valor de Z; se encontra na regido verde, usa-se um
intervalo mais longo de tempo entre amostras (hy) para a retirada da (t+1)ésima
amostra, e quando o valor de Z; se encontra na regido amarela, usa-se um intervalo
mais curto (hg). Assume-se, por defini¢cdo, que hs < hy. O principio bésico dessa
regra de operacdo € simples: se o valor de Z; encontra-se entre o limite superior de
adverténcia e o limite superior de controle, indicando uma possivel situagdo de
descontrole no processo, o controle € tornado mais rigoroso porque espera-se
menos tempo que o usual para a retirada da pré6xima amostra; por outro lado, se o
valor de Z; encontra-se abaixo do limite superior de adverténcia, o controle pode
ser relaxado; entdo espera-se um tempo mais longo que o usual para a retirada da
préxima amostra. O uso do intervalo de tempo mais longo quando Z; estd na
regido verde tem por objetivo contrabalangar o uso do intervalo mais curto quando
Z, estd na regido amarela, de modo a ndo elevar o custo médio com amostragem.

Os pardmetros de projeto do grafico VSI EWMA sio, portanto, a constante
de amortecimento A, os coeficientes de abertura dos limites superiores de
adverténcia (K4) e de controle (K¢) e os dois intervalos de tempo entre amostras,
mais longo (hy) e mais curto (hg).

Relembrando, nesta pesquisa, estamos supondo que ao iniciar-se o
monitoramento, 0 processo esteja em controle, e sé saia desse estado em algum
momento aleatério no futuro, devido a ocorréncia de alguma causa especial.
Supde-se também que a causa especial ocorra instantaneamente, elevando
imediatamente o nimero médio de ndo-conformidades de cy para c;, € que o
processo se mantenha nesse estado enquanto nenhuma acdo corretiva for

empreendida.
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A Figura 2 ilustra o esquema VSI EWMA proposto, com um exemplo. Para
melhor transmitir a idéia, os espacamentos entre amostras no eixo horizontal
foram feitos varidveis, conforme o intervalo adotado, mas, obviamente, na pratica
pode-se tracar o grafico adotando um espacamento horizontal uniforme entre as

amostras.

LSC

regido amarela

LSA
\// regido verde

|
I
1 2 3 4 5 6 7 Numero da amostra

3h, 3hy 3hy 3hy  Tempo
Y +4hy  +2hg +3hg

h; — intervalo mais longo de tempo entre amostras
hg — intervalo mais curto de tempo entre amostras

Figura 2 - Grafico de controle VSI EWMA

Para avaliar a protecdo que o esquema VSI EWMA proposto fornece contra
alarmes falsos, é utilizada a medida de desempenho TMAF, que representa o
tempo médio até a ocorréncia de um alarme falso. Para analisar a rapidez do
gréfico proposto na detec¢do de um aumento na incidéncia de ndo-conformidades
¢ utilizada a medida de desempenho TES, valor esperado do tempo até o sinal,
que representa estritamente o valor médio do tempo entre a ocorréncia da causa
especial e o alarme verdadeiro fornecido pelo grafico, quando o processo se inicia
em controle e a alteracdo no processo ocorre durante o seu monitoramento. Estas
medidas de desempenho do esquema VSI EWMA sdo obtidas através de um
modelo de cadeias de Markov, que serd descrito na préxima secao.

A estratégia de resposta inicial rapida nao serd aplicada ao grafico VSI

EWMA proposto, pois estamos supondo que o monitoramento € iniciado com o

processo em controle. Também ndo serdo usados limites varidveis no tempo: os
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limites superiores de adverténcia e de controle serdo constantes, calculados com
base na variancia assintética do processo, para evitar que a matriz de transicdo da
cadeia de Markov do modelo para cdlculo das medidas de desempenho varie de

amostra para amostra.

4.2,
Modelo Matematico para Calculo das Medidas de Desempenho do
Grafico de Controle VSI EWMA para Nao-Conformidades

As expressdes para cédlculo das medidas de desempenho do esquema VSI
EWMA proposto podem ser obtidas utilizando um modelo de cadeias de Markov,
semelhante ao de Borror, Champ & Rigdon (1998). Para tal, divide-se o intervalo
entre o limite superior de controle e a origem, ou seja, o intervalo (0, LSC), em N
subintervalos de mesma largura (larg)

LSC
larg = ——. 4.4
8= (4.4)

Defina-se entdo uma cadeia de Markov com N estados transientes, cada um
associado a um dos subintervalos assim definidos, € um estado absorvente
(Z; > LSC). O estado da cadeia no instante t corresponde ao subintervalo no qual
esteja contida a estatistica Z;. Suponha que o intervalo (0, LSA), que determina a
regido verde, contenha V subintervalos, e o intervalo (LSA, LSC), que determina
a regido amarela, contenha A subintervalos, de modo que V+A=N. Por

simplicidade, requereremos que LSA = VXxlarg, isto é, que LSA delimite um

subintervalo; caso LSA seja dado como parimetro de projeto e precise ser

ajustado, um procedimento possivel € fazer

LSA_
V — ’7 inicial —‘ (45)
larg
€
LSA = Vxlarg. (4.6)

O j-ésimo subintervalo E; € delimitado por I; e S;, onde

. \LsC
I = (J—l)T 4.7)
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O ponto médio do j-€simo subintervalo (m;) €, entao,

LSC

m, =(2 j—l)ﬁ. (4.9)

A Figura 3 mostra a divisdo do intervalo (0, LSC) em N subintervalos.

1 LSC ™
JLSC - regido
M [2] 1:ILSC > amarela
. _ 11—
[J 1:ILSC 2
N L
——— LSA {
subintervalo 44— honto médio regido
aLar do subintervala > verde
E— -
M 3LS5C
+—
LS 2h
o >
I LS
1, o J

Figura 3 - Divisao do intervalo (0, LSC) em N subintervalos de mesma largura.

A probabilidade de transi¢do q;; € a probabilidade de ir do estado 1 para o
estado j, ou seja, € a probabilidade de Z; estar dentro dos limites do subintervalo j,
condicionada ao fato de Z; pertencer ao subintervalo i. Por simplicidade,
suporemos sempre que Z.; estd no ponto médio do subintervalo a que pertence
(no caso, m;). Essa aproximacdo serd tdo melhor quanto maior o niimero de
subintervalos. Dada essa suposicdo de que Z.; coincide com m;, a probabilidade

de transi¢do q;; € dada por
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%=ng<ZSSJZ4=mJ (4.10)

((J l)LSC e +(1 X)Ztl— % Z[_lzmiw

N Vi

LSC LSC

=Pr| (-1)—=<AC,+(1-1)m, < j——

[(J )LSC 2Cot (i x{(zl 1)LSCJ Jﬁ}

N Vi

q; =

(LSC @G-1)-0-r)2i-1)<C, <LSC (21 1-2)2i-1 4.11)

onde C; ~Poisson (c), ou seja, C;s6 assume valores positivos e inteiros.

Obtém-se, portanto, a matriz Q das probabilidades de transi¢@o j;; entre os
estados transientes, com 1 <i < N e 1 <j < N. Quando ¢ = ¢y (processo em
controle), a matriz Q € calculada levando em consideragcdo que C; ~ Poisson (cy), €
serd denotada por Q. Quando ¢ = c; (processo fora de controle), a matriz Q,
considerando que C; ~ Poisson (c), serd denotada por Q.

Com as matrizes Qg e Q; calculadas, podem ser obtidas as matrizes Ny e Nj,
cujos elementos n;; correspondem respectivamente aos nuimeros esperados de
passagens pelo estado de transicdo j se o estado inicial for i, em um ciclo do

processo (até a absorcao pelo estado absorvente), através das expressdes

N, =(1-Q,)" 4.12)

=([-q,)", (4.13)
onde I representa a matriz identidade. Cada elemento n;; da matriz Ny fornece o
nimero esperado de passagens pelo estado transiente j se 0 processo estiver em
controle, tendo sido iniciado no estado i (em t = 0), e cada elemento n;; da matriz
N; fornece o niimero esperado de passagens pelo estado transiente j se 0 processo
estiver fora de controle, tendo estado no estado i imediatamente antes da
ocorréncia da causa especial.
Consideremos a fase em controle do processo.
Seja Y uma matriz auxiliar de dimensdo Nx2. A primeira coluna tem seus

primeiros V elementos iguais a 1 e seus ultimos A elementos iguais a zero, € a
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segunda coluna tem seus primeiros V elementos iguais a zero e seus ultimos A
elementos iguais a 1, onde, lembremos, A+ V = N.

Seja w o vetor Nx1 de probabilidades do estado inicial da fase em controle.
Entdo o produto w'NogY é um vetor 1x2 cujos elementos sdo, respectivamente, o
nimero médio de passagens por estados verdes [E(# verdes)] e o nimero médio
de passagens por estados amarelos [E(# amarelos)] até a absor¢do pelo estado

absorvente (alarme falso):
w'N,Y = [E(# verdes) E(# amarelos)]. 4.14)
Supondo que o monitoramento se inicia por defini¢do com Z;, =c,,entdo o
vetor w' seré simplesmente
w'=[0 0 0.. 1.. 0], (4.15)
composto por (N-1) elementos iguais a zero e um unico elemento igual a 1. O

indice do elemento igual a 1 no vetor coincide com o indice do subintervalo que

contém ¢y (que chamaremos aqui de ip), calculado por

s C()
i, = {——l (4.16)
larg

O NMAF (nimero médio de amostras até um alarme falso) € fornecido pela

soma dos elementos do vetor WTN()YZ
NMAF = E(# verdes)+ E(# amarelos) (4.17)

A freqiiéncia relativa esperada de passagens por estados verdes até um
alarme falso constitui a probabilidade em controle de a cadeia estar num estado
verde condicionada a ndo estar no estado absorvente (alarme falso), e € dada por

E(# verdes)
=, 4.18
Pv NMAF (4.18)

e a freqiiéncia relativa esperada de passagens por estados amarelos até um alarme
falso, isto €, a probabilidade de estar num estado amarelo dado que o processo
estd em controle e que o grafico ndo estd sinalizando, é dada por

_E (# amarelos) -

. 4.19
NMAF Py (4.19)

A

Seja o vetor h, de dimensdo N, onde os primeiros V elementos sdo iguais a
hy, (intervalo mais longo de tempo entre amostras), e os udltimos A elementos sdo
iguais a hg (intervalo mais curto de tempo entre amostras). Com o vetor h, pode-se

obter o valor de TMAF (tempo médio até a ocorréncia de um alarme falso):
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TMAF =w'Nh. (4.20)

Enquanto o processo permanece em controle, o intervalo médio de tempo
entre amostras (H) ¢ dado por

h=p,hg+pyh,. (4.21)

O valor de h serd restricdo para o projeto do grifico; adotou-se neste

trabalho h=1, sem perda de generalidade. Para o projeto, o valor de hg serd

fornecido, e, portanto, o valor de h; pode ser determinado em func¢do de hg,

restrito a h = 1. Entdo
1-p,hg

h, =———. (4.22)
Pv

Com H:I, o valor de TMAF tem o mesmo valor de NMAF, pois
TMAF = h NMAF.

Consideremos agora a fase fora de controle.

Seja o vetor r, de dimensdo N, que fornece as propor¢des esperadas de
passagem por cada estado transiente até a ocorréncia de um alarme falso. Cada
elemento r; do vetor r € calculado por

n

P 4.23
I NMAF (429

onde n; € 0 j-ésimo elemento da ip-é€sima linha da matriz Ny, lembrando que ip €

o indice do subintervalo que contém cy, dado pela expressdo (4.16).

Seja s o vetor de dimensdo N que fornece as probabilidades de a estatistica
EWMA estar em cada subintervalo no instante da alteracdo no processo. Como
em Reynolds ef al. (1988), considera-se que as probabilidades de a alteracdo no
processo ocorrer durante um intervalo mais longo ou durante um intervalo mais
curto de tempo entre amostras sejam proporcionais ao produto do comprimento do
intervalo pela probabilidade (com o processo em controle) de ocorréncia do
intervalo com este comprimento. Portanto, cada elemento s; do vetor s € calculado
por

r.h.

5, = ;Tﬁ, (4.24)

onde h; € o intervalo de tempo entre amostras usado no estado transiente j (h; = h,

J=1,2,..,V;hj=hg,j=V+1, V+2, .., N).
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Pode-se, finalmente, calcular os valores das medidas de desempenho TESy
que representa o tempo esperado desde a udltima amostra anterior ao descontrole
até a sinalizacdo deste pelo grafico (alarme verdadeiro), e TES, que € o tempo
esperado entre o instante de ocorréncia do descontrole e o alarme verdadeiro.

A expressio que fornece a medida de desempenho TES, € andloga a

expressdo (4.20), lembrando que agora o processo encontra-se fora de controle:
TES, = s"N,h. (4.25)

Como, porém, nesta pesquisa supde-se que a alteracio no processo ocorre
em algum instante genérico entre duas amostras, o tempo esperado entre a

alterac@o no processo e sua sinalizac@o pelo grafico é dado pelo TES:
TES =TES, - Q) (4.26)

onde E(Q) é o valor esperado do tempo entre a tltima amostra retirada durante o
periodo em controle e a alteragdo no processo. Como a alteracdo pode ocorrer a
qualquer instante dentro de um intervalo de tempo entre amostras, supde-se aqui,
como também o foi em Reynolds et al. (1988), que o instante exato da alteracéo é

uniformemente distribuido neste intervalo. Conseqiientemente,

E@Q)=s"h/2, (4.27)
e, portanto, a expressao para calculo do TES torna-se
T
TES = TES , - % (4.28)

Na verdade, para se obter a expressdo exata para E(Q), seria necessdrio
conhecer a distribuicdo do tempo em que o processo estd em controle; no entanto,
de acordo com Epprecht, Costa & Mendes (2003), a expressdo (4.27) é uma
excelente aproximacgao para E(Q) se os intervalos de tempo entre amostras hg e hr
forem menores que 10% do tempo médio em controle; adota-se, aqui, entdo, esta

aproximacdo por simplicidade e para generalidade dos resultados da andlise.
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