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Resumo

Waga, Mateus Cavalcante; Valladão, Davi Michel; da Silva, Thuener
Armando. Aversão a risco e política ótima de investimentos
e financiamentos de uma corporação: uma abordagem via
programação dinâmica estocástica. Rio de Janeiro, 2018. 65p.
Dissertação de Mestrado – Departamento de Engenharia Industrial,
Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

Finanças Corporativas tem como objetivo encontrar a política de inves-
timentos e financiamentos que maximize o valor para o acionista. Baseada
no modelo estático de Modigliani e Miller, a literatura recente apresenta
modelos dinâmicos que buscam maior aderência à realidade. No entanto,
para obter uma metodologia de solução computacionalmente tratável, duas
simplificações são usualmente adotadas: (i) agentes financeiros são neu-
tros a risco; (ii) custo de financiamento são fixos e independentes da ala-
vancagem da empresa. Neste trabalho, é proposto um modelo de progra-
mação dinâmica estocástica para a determinação da política ótima de inves-
timentos e financiamentos considerando acionistas avessos a risco e empre-
sas que enfrentam incerteza na receita e custos marginais de financiamentos
não-decrescentes com o nível de alavancagem da empresa. O modelo pro-
posto é resolvido de maneira eficiente utilizando o algoritmo de Programação
Dinâmica Dual Estocástica. Ao final do trabalho, são realizados estudos em-
píricos e análises de sensibilidade para melhor compreensão das políticas de
investimentos e financiamentos das corporações.

Palavras-chave
Finanças Corporativas; estrutura de capital; modelos; medidas de

risco; modelos de investimento em tempo discreto; programação dinâmica
dual estocástica; aversão a risco.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613060/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº null

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613060/CA



Abstract

Waga, Mateus Cavalcante; Valladão, Davi Michel (Advisor); da
Silva, Thuener Armando (Co-Advisor). Risk aversion and opti-
mal investment and financing corporate policy: a stochas-
tic dynamic programming approach. Rio de Janeiro, 2018. 65p.
Dissertação de Mestrado – Departamento de Engenharia Industrial,
Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

Corporate Finance is the study of investment and financing policies
in order to maximize shareholder value. Based on the static model of
Modigliani and Miller, recent literature presents dynamic models that seek
greater adherence to reality. However, to obtain a computationally treatable
solution methodology, two simplifications are usually adopted: (i) financial
agents are risk neutral; (ii) cost of financing is static and independent of the
company’s leverage. In this work, a dynamic stochastic programming model
is proposed to determine the optimum investment and financing policy,
considering risk-averse shareholders and companies that face uncertainty
on income and non-decreasing marginal costs of financing. The proposed
model is efficiently solved using the Stochastic Dual Dynamic Programming
algorithm. At the end of the study, empirical studies and sensitivity analyzes
are carried out to the better understanding of corporate investment and
financing policies.

Keywords
Corporate Finance; capital structure; models; risk measures;

discrete-time investment models; stochastic dual dynamic programming;
risk aversion.
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“The greatest obstacle to discovery is not
ignorance - it is the illusion of knowledge.”

Daniel J. Boorstin.
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1
Introdução

Hennessy e Whited [1], definem Finanças Corporativas como o estudo
de custos transacionais inerentes à gestão de empresas. Lambrecht e Myers [2]
defendem que Finanças Corporativas também é o estudo do comportamento e
do conflito entre os agentes que atuam na tomada de decisões financeiras das
corporações.

No contexto deste trabalho, abordamos Finanças Corporativas como o
estudo das políticas de investimentos e financiamentos que maximizam o valor
para o acionista. Em outras palavras, é o estudo de como as empresas devem
alocar recursos escassos a fim de maximizar receitas e minimizar custos. Este
objetivo é alcançado através de decisões de investimentos, pagamentos de
dividendos e contratação de dívidas.

Entretanto, determinar estas políticas ótimas de financiamento e investi-
mento não é uma tarefa trivial em função das incertezas que afetam o resultado
da política ótima e o contexto dinâmico em que estas políticas estão inseridas.
Além disso, custos transacionais podem afetar o resultado da empresa de ma-
neira inesperada quando considerados de forma errônea [3].

Os modelos que tratam da determinação dessas políticas ótimas, têm, em
geral, obtido relativo sucesso em medir a forma com que os custos transacionais
afetam as decisões das empresas [4]. Entretanto, tais modelos distanciam-se da
realidade ao assumir que agentes financeiros são neutros a risco e que o custo
de financiamento fixo é independente da alavancagem da empresa são.

Neste contexto, este trabalho, propõe um modelo de programação dinâ-
mica estocástica, para a determinação da política ótima de investimentos e
financiamentos que pressupõe acionistas avessos a risco e empresas que enfren-
tam incerteza na receita e custos marginais de financiamentos não-decrescentes
com o nível de alavancagem da empresa.

O modelo proposto é resolvido de maneira eficiente utilizando o algoritmo
de Programação Dinâmica Dual Estocástica (PDDE). Ao final do trabalho são
realizados estudos empíricos e análises de sensibilidade para melhor compre-
ensão das políticas de investimentos e financiamentos das corporações.

Este trabalho traz as seguintes contribuições para a classe de Modelos de
Investimento em Tempo Discreto (MITD):
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Capítulo 1. Introdução 13

i Considera que os acionistas das empresas são avessos a risco;

ii Considera o custo de captação crescente com o grau de alavancagem;

iii Utilização da PDDE para resolução de um MITD;

A presente dissertação encontra-se dividida em 5 capítulos. Após a intro-
dução (Capítulo 1), é feita uma revisão da literatura sobre os temas abordados
nesta dissertação (Capítulo 2) e, em seguida, descrevemos o modelo utilizado
para a resolução do problema (capítulo 3). No Capítulo 4, apresentaremos um
estudo de caso para o modelo proposto e no Capítulo 5 a conclusão e eventu-
ais direcionamentos para trabalhos futuros. Esta dissertação inclui ainda dois
apêndices: o primeiro apresenta os conceitos básicos em Programação Estocás-
tica e o segundo um glossário de variáveis que utilizamos ao longo do texto.
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2
Revisão da Literatura

O objetivo deste capítulo é realizar uma revisão bibliográfica sobre os
temas relacionados a esta dissertação, apresentando a evolução destes conceitos
ao longo do tempo. Para um maior aprofundamento em algum destes temas,
sugerimos a bibliografia apresentada ao longo deste capítulo.

2.1
Finanças Corporativas e Estrutura Ótima de Capital

A utilização de modelos que tentam representar a forma como as em-
presas tomam suas decisões financeiras possui extensa bibliografia. O primeiro
trabalho relevante nesta área foi realizado por Modigliani e Miller [5], no qual
os autores propuseram um modelo consistente para a definição da estrutura de
capital de uma empresa. Neste contexto, estrutura de capital significa quanto
do capital da empresa deve ser próprio (ações) e quanto deve ser de terceiros
(dívida).

Na primeira parte do estudo, Modigliani e Miller provam que, em
condições de mercado eficiente, ausência de impostos e custos de falência,
a estrutura de capital é irrelevante. Esta conclusão é o resumo de duas
proposições do estudo:

i O valor da firma independe de sua estrutura de capital e;

ii O custo de capital de uma firma é constante e independe de sua estrutura
de capital

A intuição por trás destas proposições é que, em condições de mercado
eficiente, na ausência de impostos e custos de falência, o acionista da empresa
pode contratar, individualmente, dívidas e alavancar sua posição. Ou seja, não
há vantagens que a empresa faça isso por ele.

Entretanto, as premissas que balizaram as conclusões acima são sim-
plificações da realidade. Dessa forma, no mesmo estudo, Modigliani e Miller
ampliam o escopo do modelo e passam a considerar também a existência de
impostos e outros custos.

Quando incluímos, no modelo, a existência de impostos, o resultado das
proposições (i) e (ii) se alteram substancialmente, especialmente considerando
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Capítulo 2. Revisão da Literatura 15

que os juros pagos em um financiamento são dedutíveis de imposto de renda,
vantagem não auferida pelo investidor individual. Assim, a estrutura de capital
passa a ser relevante, entretanto, chegamos à conclusão ilógica de que as
empresas deveriam ser sempre totalmente alavancadas, uma vez que quanto
maior a alavancagem, menor o custo de capital da empresa.

Por fim, Modigliani e Miller sugerem a inclusão dos custos de falência da
empresa, ou outros custos associados ao aumento da alavancagem (e.g., custos
de agência ou custos de assimetria de informação).

Neste caso, passaria a existir uma estrutura de capital ótima, ou seja,
haveria uma combinação entre dívida e capital próprio que maximizaria o valor
da empresa. Nos termos da proposição (ii), existiria um valor mínimo para o
custo de capital da firma. Esta teoria foi, posteriormente chamada por Myers
[6] de tradeoff estático. Vale notar que cada firma teria sua estrutura de capital
ótima, a depender dos seus riscos, regime fiscal, governança corporativa, entre
outros fatores.

Myers [6] levantou novas alternativas na tentativa de explicar como as
empresas tomam decisões acerca de suas estruturas de capital, organizando as
teorias sobre estrutura de capital em duas correntes:

i tradeoff estático, na qual, conforme descrito anteriormente, a firma
pondera prós e contras de uma maior alavancagem (benefício fiscal da
dívida versus custos de falência) e;

ii pecking order, na qual a firma possui uma ordem de preferência na
utilização de recursos: primeiro utiliza geração de caixa da empresa,
depois emite dívidas e só então aporta capital próprio.

Ao longo da década de 90, vários trabalhos foram realizados sobre
estrutura de capital, sendo as principais linhas teóricas resumidas por Barclay
e Smith [7].

A primeira linha teórica, descrita por Barclay e Smith [7], tenta explicar
as políticas financeiras das empresas do ponto de vista exclusivamente tributá-
rio. A ideia desta teoria é que, uma vez que as despesas de juros são dedutíveis
de imposto de renda corporativo, as empresas buscarão aumentar o endivida-
mento com o objetivo de minimizar o pagamento de impostos. O problema
desta linha é que superestima o valor da dedução de impostos, dado que não
considera o pagamento de imposto também pelos acionistas.

A segunda linha teórica é bastante similar ao tradeoff estático definido
em [6], sendo aqui chamada de Custos Contratuais. Por esta teoria, gestores
financeiros tendem a fixar metas de relação dívida/capital próprio até o ponto
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Capítulo 2. Revisão da Literatura 16

em que o benefício marginal da dedução de impostos pela contratação de uma
nova dívida é compensado pelo aumento dos custos esperados de falência.

A terceira linha teórica, aqui chamada de Custos de Informação defende
que os gestores da empresa possuem melhores informações do valor de suas
empresas do que agentes externos. O reconhecimento desta assimetria de
informação levou à teoria da sinalização. Por esta teoria, o aumento na
participação de dívidas na estrutura de capital da empresa pode ser entendido
pelos agentes de mercado como um sinal de fluxos de caixa maiores no futuro.

Barclay e Smith [8], após nova revisão sobre a teoria considerando estudos
empíricos, defendem que a decisão sobre estrutura de capital não pode ser
analisada como um fator isolado e sim como consequência de um conjunto de
modelos de decisão adotados pelas empresas.

Nos últimos anos, novas ferramentas foram desenvolvidas para tentar
responder questões ainda em aberto sobre estrutura de capital, especialmente
no campo dos modelos dinâmicos.

2.2
Modelos Dinâmicos em Finanças Corporativas

Strebulaev e Whited [4], em uma revisão abrangente, dividem os modelos
dinâmicos em finanças corporativas em, basicamente, dois grupos:

i Modelos de Direitos Contingenciais em Tempo Contínuo (MDCTC) ou
Continuos Time Contingent Claim Models;

ii Modelos de Investimento em Tempo Discreto (MITD) .

Nesta seção faremos uma breve descrição deste tipos de modelo. Uma
explanação detalhada sobre cada tipo de modelo pode ser encontrada em [4].

2.2.1
Modelos de Direitos Contingenciais em Tempo Contínuo (MDCTC)

Modelos de Direitos Contingenciais, buscam inspiração nas teorias de
precificação de ativos (mercado de capitais). Basicamente, este tipo de modelo
defende que qualquer direito sobre os fluxos de caixa futuro de uma empresa
seriam derivativos sobre o valor da firma.

Dessa forma, é possível aplicar a teoria de precificação de opções para
precificar esses direitos, assumindo inicialmente, que toda decisão de investi-
mento tomada pelos agentes econômicos é fixa.

De maneira geral, a Função Objetivo (FO) destes modelos reflete o desejo
de um ou mais agentes econômicos. A FO pode, inclusive, mudar com o tempo,
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Capítulo 2. Revisão da Literatura 17

por exemplo os acionistas decidem a estrutura de capital inicial mas os credores
decidem o que será feito no caso de um evento de default.

Estes modelos podem, assim, explorar diferenças entre os objetivos ex
ante e ex post dos tomadores de decisão e, dessa forma, avaliar de forma realista
conflitos de interesse.

Modelos desta natureza, a depender da complexidade e grau de realismo
que se queira dar, podem ser computacionalmente desafiadores. E, por este
motivo, soluções de programação dinâmica estocástica têm sido usadas. Alguns
exemplos nesta linha podem ser encontrados em [9–11].

Leland [12] foi pioneiro neste tipo de modelo, sendo seu trabalho base
para futuras contribuições. O modelo desenvolvido por Leland abordava o
uso da precificação de opções no estudo de risco de crédito corporativo e na
definição de estruturas de capital ótimas.

Trabalhos mais recentes incluem Strebulaev [13] e Ju et al [14]. Neste con-
texto, destaca-se também o trabalho de Bhamra et al [15] no qual é apresentado
um modelo dinâmico que leva em consideração conflitos de agente/principal.

2.2.2
Modelos de Investimento em Tempo Discreto (MITD)

Conforme descrito em [4] MITD possuem as seguintes características :

i Um conjunto de variáveis de estado exógenas ao modelo;

ii Um conjunto de variáveis de estado endógenas ao modelo;

iii Uma FO bem definida.

As variáveis de estado exógenas são, em geral, choques no lucro da firma.
Estes choques podem ser modelados diretamente no lucro ou na produtividade
da empresa. Riddick e Whited [16] incluíram choques nos custos de produção e
Jermann e Quadrini [17] nos custos de financiamento. Já as variáveis endógenas
são, em geral, o montante de capital investido, a emissão de ações/dividendos,
dívidas, entre outros.

A FO, descrita na maioria destes modelos, busca maximizar o valor
esperado do valor presente do fluxo de caixa para o acionista. Esta é uma
limitação importante dos modelos desenvolvidos até então: não consideram
que os agentes financeiros têm preferência por fluxos menos arriscados.

MITD podem se tornar extremamente complexos e de difícil resolução,
além de muitas vezes serem caracterizados como problemas de tempo infinito.
No entanto, esses problemas podem ser bastante simplificados assumindo que
as variáveis de estado exógenas seguem processos de Markov [4].
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Capítulo 2. Revisão da Literatura 18

Abaixo, apresentaremos o modelo básico para o valor da firma (Vt), no
instante t, conforme descrito em [4]. Os demais MITD, em geral, possuem, pelo
menos, alguma das características apresentadas abaixo:

Vt = max
kt+j |j=1,...,∞

Et

 ∞∑
j=0

 1
1 + r

je(kt+j, it+j, zt+j)
 (2-1)

Onde Et é o valor esperado do fluxo de dividendos (e) condicionado às
informações disponíveis no período t e r é a taxa livre de risco, kt é o ativo da
empresa no instante t, it é o montante investido no instante t e zt uma variável
aleatória que representa um choque na receita da empresa.

A restrição básica deste modelo é:

kt+1 = (1− δ)kt + it+1

Onde δ é a taxa de depreciação dos ativos da empresa. Este restrição
garante que o capital no instante t+1 é o capital no instante t, depreciado por
um período e acrescido do investimento para t+ 1.

Um dos principais MITD foi desenvolvido por Gomes [18] que introduziu
financiamentos externos em modelos dinâmicos. Entretanto, é o modelo de-
senvolvido por Hennessy e Whited [3] que tem sido usado como base para o
desenvolvimento de novos modelos (o próprio modelo básico apresentado em
[4] deriva deste). Evoluções deste modelo incluem Bolton et al [19] e e Amaya
et al [20], que inclui uma visão dos impactos da utilização de instrumentos de
hedge pela firma.

Lambrecht e Myers [2], em um trabalho recente, propuseram um MITD
que leva em consideração problemas do tipo agente-principal, no qual a FO é
maximizar a utilidade dos gestores da firma.

Autores de outras linhas de pesquisa, especificamente de programação
estocástica, também desenvolveram trabalhos importantes que se assemelham
aos modelos MITD clássicos, sendo o modelo desenvolvido por Xu e Birge
[21] para o problema de gerenciamento financeiro da produção o primeiro
que, explicitamente, utiliza técnicas de programação estocástica. Nesta mesma
linha, Valladão [22] propõem um modelo dinâmico para firma, no qual a FO é
maximizar a utilidade para o acionista.

Por fim, conforme pode ser verificado acima, cada tipo de modelo
possui suas vantagens e desvantagens. Se por um lado MDCTC permitem
a precificação das dívidas e do capital próprio de maneira endógena, MITD
permitem um conjunto mais rico de opções de financiamento.
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3
Modelo Proposto

Neste capítulo, o modelo proposto de programação dinâmica estocástica
é desenvolvido. Inicialmente, apresentamos um modelo simplificado e, gradati-
vamente, adicionamos complexidade. Utilizamos como base para a modelagem
o MITD proposto por Hennessy e Whited [3]. O modelo proposto de progra-
mação dinâmica estocástica é representado de maneira genérica pela função
valor

Qt(ct−1, kt−1, dt−1, zt) =

max
{it,dt,et}∈

X (ct−1,kt−1,dt−1,zt)

et +R−1 Φt

[
Qt+1(ct, kt, dt, zt+1)

]
. (3-1)

Assumindo um problema com horizonte finito, a função valor é definida
por (3-1) para t = 1, . . . , T e para t > T definimos um valor nulo, i.e.,
Qt(ct−1, kt−1, dt−1, zt) = 0 para quaisquer valores de ct−1, kt−1, dt−1, zt. O caixa
ct = fc(ct−1, kt−1, et, it, dt, zt) é definido como função do estado (caixa, capital
e dívida) em t− 1 e das decisões correntes de investimento (it), financiamento
(dt) e pagamento de dividendos (et). O valor do ativo kt = fk(kt−1, it) por sua
vez é função do valor do ativo em t− 1 e da decisão corrente de investimentos
it.

No modelo (3-1), Qt(ct−1, kt−1, dt−1, zt) é o valor ótimo para o acio-
nista em função do estado anterior (ct−1, kt−1, dt−1) e de um choque ale-
atório (zt). Neste contexto, o modelo visa maximizar o valor da empresa
para o acionista representado pelo do pagamento imediato de dividendos
et e o valor presente ajustado ao risco do pagamento futuro de dividendos
R−1 Φt

[
Qt+1(ct, kt, dt, zt+1)

]
, onde r é a taxa livre de risco e R = 1 + r. O

modelo obtem a política ótima de investimento (it), financiamento (dt) e pa-
gamento de dividendos (et) considerando que o conjunto viável destas decisões
X (ct−1, kt−1, dt−1, zt) depende do estado anterior.

Além disso, vale ressaltar que as variáveis utilizadas ao longo deste
capítulo compõem o glossário apresentado no Apêndice B.
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Capítulo 3. Modelo Proposto 20

3.1
Modelo Simplificado

Para fins didáticos, apresentamos nesta seção um modelo simplificado
baseado nos trabalhos anteriores da literatura, em particular no trabalho de
Hennessy e Whited [3]. Neste modelo, assumimos um custo de empréstimo
linear e desconsideramos taxa de imposto, custo de emissão de novas ações e
custo de falência. Apresentamos as equações dinâmicas para todo t = 1, . . . , T ,

Qt(ct−1, kt−1, dt−1, zt) = (3-2)

max
it,dt,et
ct,kt,πt

et +R−1 Φt

[
Qt+1(ct, kt, dt, zt+1)

]
(3-3)

s.a ct + et − πt + it − dt = Rc ct−1 −Rd dt−1 (3-4)

kt − it = (1− δ) kt−1 (3-5)

πt − fπ(kt, zt) ≤ 0 (3-6)

ct, kt > 0 (3-7)

onde o conjunto viável e as funções de atualização dos estados do sistema são
formulados de maneira explícita através de restrições do modelo de otimização.

A definição de quanto pode ser pago de dividendos et depende, dire-
tamente, de quanto a empresa possui em caixa ct−1 e quanto tem de dívida
dt−1. O caixa da empresa ct deve ser maior ou igual a zero, caso contrário a
empresa está em default. Segundo a restrição (3-4), o caixa ao final de um pe-
ríodo ct é definido pelo balanço entre entradas e saídas de recursos financeiros
na empresa, conforme equação (3-4). Entradas de caixa contemplam o lucro
operacional πt e novos empréstimos dt além do rendimento do caixa anterior
Rc ct−1. As saídas de caixa englobam novos investimentos it, pagamento de
dividendos além do pagamento do serviço de dívidas antigas Rd dt−1. Vale res-
saltar que neste modelo simplificado ainda consideramos um custo marginal de
financiamento constante Rd e um retorno constante do caixa Rc. A premissa
sobre a função de custo de financiamento será revisitada na sessão 3.2.

A figura 3.1 ilustra a restrição 3-4.
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Capítulo 3. Modelo Proposto 21

Figura 3.1: Restrição de Balanço de Caixa

Como pode ser observado na figura 3.1, o resultado operacional (πt)
ocorre ao longo do período t enquanto, o pagamento da dívida (Rd dt−1) e
o rendimento do caixa (Rc ct−1) dependem, exclusivamente, do estado anterior
(t−1). As variáveis investimento (it), emissão de novas dívida (dt) e dividendos
(et) são decididas no mesmo instante ao final do período, compondo o caixa
em t (ct).

Já a restrição 3-5 estabelece a relação entre o valor do ativo e a política
de investimento. Assumindo uma depreciação percentual constante δ, o valor
do ativo corrente kt é igual ao valor do ativo anterior depreciado (1 − δ) kt−1

acrescido dos investimentos correntes it.
A restrição (3-6) restringe o lucro operacional πt à capacidade da empresa

fπ(kt, zt), definida como função do valor do ativo da empresa kt e da realização
do choque zt. Assumimos que fπ(kt, zt) é estritamente crescente e côncava,
ou seja, os ganhos incrementais de adicionar mais uma unidade de capital
devem ser decrescentes. Como assumimos fπ(kt, zt) côncava, o conjunto de
soluções viáveis para modelo (3-2)–(3-7) é convexo e, consequentemente,
computacionalmente tratável.

3.2
Dívidas

O modelo descrito nas equações 3-3 a 3-7 parte do pressuposto que o
custo de captação de dívidas é constante e independe do grau de alavancagem
da empresa, premissa que, embora utilizada em diversos estudos [1–3, 18] não
é condizente com a realidade. Nesta sessão apresentaremos como considerar
custos marginais de captação crescentes.
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Capítulo 3. Modelo Proposto 22

Valladão et al [23], descreve a curva de custo de financiamento de uma
empresa em função de sua alavancagem como uma função linear por partes,
crescente, para o custo de captação na formação de portfólios. Neste conceito,
a empresa poderia captar dívidas em determinadas faixas de custo. A Figura
3.2 ilustra este conceito, onde dt−1 é o total de dívida captada, ϕj é limite de
captação para cada faixa de custo e fd(dt−1) é o valor pago no período seguinte.

Figura 3.2: Custo de captação como uma função linear por partes

Valladão et al [23] propõem o modelo descrito nas equações 3-8 a 3-
11 para obter os valores a serem pagos de dívida no período seguinte. Neste
modelo, fd(dt−1) é função de dt−1 e representa o valor a ser pago, ∆t,j é uma
variável que representa o valor captado em cada nível de taxa de juros (γj) e ϕj
é o limite que pode ser captado a cada nível. O índice J representa o número
de níveis de taxa de juros existentes para captação.

fd(dt−1) = min
∆t,j

J∑
j=1

(1 + γj)∆t,j (3-8)

s. a ∆t,j 6 ϕj, ∀j = 1, . . . , J (3-9)
J∑
j=1

∆t,j = dt−1 (3-10)

∆t,j > 0, ∀j = 1, . . . , J (3-11)

Ainda, conforme [23], a função acima pode ser inserida em um modelo
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Capítulo 3. Modelo Proposto 23

equivalente a 3-3 da seguinte forma:

Qt(ct−1, kt−1, dt−1, zt) = (3-12)

max
it,dt,et

ct,kt,πt,∆t,j

et +R−1 Φt

[
Qt+1(ct, kt, dt, zt+1)

]

s.a ct + et − πt + it − dt = Rc ct−1 − fd(dt−1)

kt − it = (1− δ)kt−1

πt − fπ(kt, zt) ≤ 0

fd(dt−1) =
J∑
j=1

(1 + γj)∆t,j

∆t,j 6 ϕj ∀j = 1, ..., J
J∑
j=1

∆t,j = dt−1

et, ct, kt, dt,∆t,j > 0

No modelo 3-12, as restrições 3-8 e 3-10 podem ser reescritas como uma
única restrição, conforme abaixo:

J∑
j=1

γj ∆t,j = fd(dt−1)− dt−1 (3-13)

A restrição 3-13, define quanto será pago de juros.
Conforme já mencionado, a modelagem apresentada acima difere subs-

tancialmente de outros MITD apresentados na literatura, nos quais o custo
percentual de captação é fixo e, portanto, independente do nível de alavanca-
gem.

A premissa por trás desta metodologia é: à medida que a alavancagem
sobe e o risco de default aumenta, o credor exige uma remuneração maior. Além
disso, as dívidas contraídas primeiro (quando a alavancagem é mais baixa) têm
prioridade em relação às dívidas contraídas depois. Este conceito também é
coerente com o trabalho de Kinsgen [24], no qual é mostrada a relação do custo
de captação de uma empresa, sua estrutura de capital e seu rating por agências
de risco.

3.3
Emissão de Ações

Neste modelo também incluímos a possibilidade de aporte pelos acionis-
tas, que neste trabalho são realizados pela emissão de novas ações da empresa.
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Capítulo 3. Modelo Proposto 24

Conforme descrito em diversos trabalhos [3, 25–29] há diversos custos associa-
dos à decisão de emitir novas ações. Assim, este custo deve estar presente em
nossa modelagem, conforme restrições 3-14 e 3-15.

ut + η et > 0 (3-14)

ut > 0 (3-15)

Nas equações acima, ut é o custo total associado a emissão da empresa
no período t. E η é o custo percentual a ser aplicado ao valor da emissão. Vale
ressaltar que ut só terá valores positivos quando et < 0, ou seja, a empresa não
incorre nestes custos quando paga dividendos. Além disso, precisamos alterar
a equação de balanço de caixa do modelo para refletir as alterações acima.

ct + et − πt + it − dt + ut = Rc ct−1 − fd(dt−1) (3-16)

3.4
Eventos de Default

Conforme já dito anteriormente, em cenários de baixa geração operaci-
onal a empresa pode não ter recursos suficientes para o pagamento de suas
obrigações. Nestes cenários, de maneira geral, as empresas passam por rees-
truturações que incluem a venda de parte de seus ativos.

Koh et al [30] apresentam, no contexto do ciclo de vida da empresa, as
principais alternativas para lidar com eventos de default, sendo a reestruturação
por venda de ativos, a mais comum. Vale ressaltar que há extensa bibliografia
sobre reestruturação de empresas através da venda de ativos [31–33].

Conforme [4], vários MITD incluem a possibilidade de venda de ativos
com desconto no caso de dificuldades financeiras. Consideramos a venda de
ativos como investimentos negativos. Assim, a venda de ativos com descontos
ocorre para valores negativos da variável it. O valor do desconto (nt) é definido
como max(0,−s it), onde s é o percentual de desconto oferecido. Com esta
formulação, o desconto só ocorre quando houver desinvestimentos. Para que
isso seja refletido em nosso modelo linear fazemos a inclusão das restrições 3-17
e 3-18.

nt + s it > 0 (3-17)

nt > 0 (3-18)
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Capítulo 3. Modelo Proposto 25

Na equação acima, nt é o valor do desconto (em relação ao seu valor de
livro) oferecido na venda dos ativos da empresa. Vale ressaltar que nt só terá
valor quando it < 0. Por fim, precisamos alterar a equação 3-16 para refletir
as alterações acima.

ct + et − πt + it − dt + ut + nt = Rc ct−1 − fd(dt−1) (3-19)

3.5
Impostos

Uma parte fundamental da teoria desenvolvida por Modigliani e Miller
[5] descreve os efeitos dos impostos no resultado das empresas, especialmente
a utilização da dedutibilidade dos juros pagos.

Dessa forma, consideraremos τ como a alíquota de imposto de renda cor-
porativa, incidente sobre o lucro operacional da empresa (yt). Neste contexto,
lucro operacional é: o resultado operacional (πt), menos a depreciação (δkt),
mais a receita financeira da aplicação do caixa Rc ct−1, menos os juros pagos
(∑J

j=1 γj ∆t,j), menos o valor do desconto aferido em um eventual desinvesti-
mento (nt). A equação 3-20 define o lucro operacional.

yt − πt + δ kt + nt +
J∑
j=1

γj ∆t,j = Rc ct−1 (3-20)

Um ponto importante a ser levantado neste momento é que apesar de
ser possível existirem valores negativos de yt, não podemos supor que haveria
um pagamento por parte dos governos para as empresas nestes casos. Por
outro lado, não é razoável considerar que os prejuízos auferidos em um período
não poderão ser compensados no futuro. Cada país possui uma legislação
específica sobre a utilização de prejuízos fiscais em exercícios subsequentes.
Graham [34] faz um trabalho detalhado sobre este assunto. Especificamente,
nos Estados Unidos as empresas podem carregar seus prejuízos por até 20 anos.
Entretanto, por simplificação, neste modelo não consideraremos que créditos
fiscais expiram.

Portanto, consideraremos que o imposto a ser pago (gt) é o máximo
entre 0 e a diferença entre o resultado operacional(yt) e os prejuízos fiscais
acumulados até o período anterior (ψt−1) multiplicados pela alíquota de
imposto de renda corporativos (τ), conforme equação 3-21. Já o estoque de
créditos fiscais ao final do período (ψt) é simplesmente o estoque inicial (ψt−1)
menos a quantidade utilizada naquele período (min(yt, ψt−1)). Vale lembrar
que, quando o resultado operacional da empresa for negativo (y<0) a empresa
acumulará créditos, conforme 3-22.
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Capítulo 3. Modelo Proposto 26

gt = τ max(0, yt − ψt−1) (3-21)

ψt = ψt−1 −min(yt, ψt−1) (3-22)

Para que as equações acima sejam refletidas em nosso modelo linear,
substituímos as equações 3-21 e 3-22 pelas equações 3-23 a 3-27.

gt − τ (yt − at) > 0 (3-23)

gt > 0 (3-24)

at 6 ψt−1 (3-25)

at − yt 6 0 (3-26)

ψt + at = ψt−1 (3-27)

Uma vez que o imposto pago (gt) é um custo para o sistema (quanto
menor o valor da variável maior o valor da FO), a equação 3-21 pode ser
substituída pelas inequações 3-23 e 3-24 quando o lucro tributável for negativo,
o valor pago de impostos será igual a zero.

Em relação aos créditos fiscais, precisamos da variável auxiliar at, que
representa o uso (valor positivo) ou o acúmulo (valores negativos) de créditos
fiscais. Assim, uma vez que gt é um custo na FO, quanto maior o valor de at,
maior o valor da FO1. A inclusão das inequações 3-25, 3-26 e 3-27 garantem a
correta modelagem da utilização dos créditos fiscais.

Importante reparar que, neste modelo, os créditos fiscais da empresa
passam a ser um estado do problema. Em geral, MITD adotam premissas
simplificadas para tratar deste tipo de situação, como por exemplo utilizar uma
alíquota de imposto média [1]. Na pesquisa bibliográfica para esta dissertação
não encontramos nenhum modelo que considerasse os créditos fiscais da
maneira realista como tratamos aqui.

Abaixo o modelo considerando as alterações das seções, 3.3, 3.4 e 3.5:
1at também aparece na equação 3-27, entretanto os créditos fiscais serão utilizados apenas

no futuro, o que torna preferível utilizá-los o quanto antes, por isso , enquanto houver lucro,
quanto maior o valor de at, maior o valor da FO.
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Qt(ct−1, kt−1, dt−1, ψt−1, zt) =

max
it,dt,et,ct,

kt,πt,∆t,j ,ut,
nt,gt,yt,at,ψt

et +R−1 Φt

[
Qt+1(ct, kt, dt, ψt, zt+1)

]

s.a ct + et − πt + it − dt + ut + nt + gt = Rc ct−1 − fd(dt−1)

kt − it = (1− δ)kt−1

πt − fπ(kt, zt) ≤ 0
J∑
j=1

γj ∆t,j = fd(dt−1)− dt−1

∆t,j 6 ϕj ∀j = 1, ..., J

ut + η et > 0

nt + s it > 0

yt − πt + δ kt + nt +
J∑
j=1

γj ∆t,j = Rc ct−1

gt − τ (yt − at) > 0

at 6 ψt−1

at − yt 6 0

ψt + at = ψt−1

ct, kt, dt,∆t,j, ut, nt, gt > 0

3.6
End Effect

Técnicas de programação dinâmica são utilizadas para resolver problemas
com um número finito de estágios. Entretanto, para o problema da política de
dividendos, esta não é uma hipótese razoável, uma vez que não há um prazo
estipulado de existência de uma empresa. Dessa forma, precisamos definir uma
metodologia para tratar deste problema.

Neste trabalho consideraremos que a empresa opera até o período T-1 a
partir de quando não terá mais receita (πT = 0) e não terá a possibilidade de
contrair dívidas (dT = 0). Neste estágio a empresa terá duas alternativas para
fazer frente aos compromissos assumidos:

i Vender seus ativos pelo preço de livro, deduzido do desconto n;

ii Emitir ações.

Desta forma, a equação de balanço de caixa para T é a seguinte:
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cT + eT + iT + uT + nT + gT = Rc cT−1 − fd(dT−1) (3-28)

3.7
Medidas dinâmicas e temporalmente consistentes de risco

Nesta sessão definiremos a medida de risco que compõe a medida de valor
Φt. Neste sentido é necessário definir as características de uma medida coerente
de risco. Sejam X1 e X2, ativos arriscados com retornos aleatórios:

i Normalização: Φt(0)=0

ii Monotonicidade: Se X1≤X2 então Φt(X1)≤Φt(X2), ∀ X1,X2

iii Invariância por Translação: Φt(X1+a)=Φt(X1)+a, ∀ X1

iv Subaditividade: Φt(X1+X2)≤Φt(X1)+Φt(X2), ∀ X1,X2

v Homogeneidade Positiva: Φt(CX1)=CΦt(X1), ∀ X1

Entretanto, além das características listadas acima, a medida de risco a
ser utilizada em nosso modelo também deverá ser dinâmica e temporalmente
consistente. Isto porque, conforme abordado por Rudloff et al [35], quando tra-
balhamos com modelos dinâmicos, especialmente quando tratamos de políticas
ótimas, a utilização de uma medida coerente de risco na FO não é suficiente
para garantir que a política escolhida seja ótima. É necessário que as medidas
de risco utilizadas também tenham consistência temporal.

Vários autores já abordaram o conceito de consistência temporal através
de medidas de risco dinâmicas [36–39]. Neste conceito, se um ativo X1 é mais
arriscado que um ativo X2 em t+1, isso significa que X1 é mais arriscado que
X2 em t. Isto é matematicamente definida como:

Φt+1(X1) 6 Φt+1(X2) então Φt(X1) 6 Φt(X2) ,∀ X1,X2

Shapiro [40], por outro lado, defende que uma decisão possui consistência
temporal se em cada estado de um sistema, decisões ótimas não dependem dos
cenários que já sabemos que não irão ocorrer no futuro.

Shapiro et al [41] propuseram uma metodologia que possibilita a utili-
zação de medidas de risco que possuem consistência temporal em modelos de
programação estocástica com aversão a risco. Especificamente, utilizam uma
formulação recursiva do CVaR que garante consistência temporal, desencora-
jando formulações inconsistentes que levam a políticas sub-ótimas. No modelo
descrito neste trabalho, utilizaremos essa abordagem.
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Capítulo 3. Modelo Proposto 29

Assim, utilizaremos a combinação convexa entre CVaR e valor esperado
como medida de valor na forma descrita na equação 3-29, podemos utilizar a
combinação convexa entre o valor esperado e o CVaR, como medida de risco
para o modelo desenvolvido neste capítulo uma vez que as duas medidas são
medidas coerentes de risco.

Φt

[
Qt+1(ct, kt, dt, ψt, zt+1)

]
= (3-29)

(1− λ)Et[Qt+1(ct, kt, dt, ψt, zt+1)] + λφαt [Qt+1(ct, kt, dt, ψt, zt+1))]

Onde λ é o coeficiente de aversão a risco.
A formulação acima permite que tenhamos uma medida dinâmica e

temporalmente consistente de risco. Além disso, pela combinação convexa
entre valor esperado e CVaR temos condições de avaliar o comportamento
das políticas financeiras da empresa para diferentes graus de aversão a risco, a
medida que varia-se o valor de λ.

É importante destacar também que este modelo, dado sua complexidade
sofre da chamada “maldição da dimensionalidade” o que torna inviável a
solução do problema por técnicas tradicionais. Por este motivo, adotaremos
o PDDE como algoritmo de solução do problema. O apêndice A apresenta os
conceitos básicos de programação estocástica.
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4
Estudo de Caso

Neste capítulo apresentamos um estudo de caso do modelo descrito no
Capítulo 3. Primeiro são listadas as premissas e parâmetros utilizados na
simulação. Em seguida apresentamos os resultados do caso base. Por fim,
são realizadas análises de sensibilidade no intuito de verificar o impacto de
alterações nos parâmetros definidos inicialmente.

4.1
Premissas e Parâmetros

Utilizamos, de forma geral, os parâmetros sugeridos por Hennessy e
Whited [3]. Os principais parâmetros do modelo são:

– Taxa livre de risco (r): 2,5%

– Taxa de depreciação anual (δ): 14,55%

– Imposto sobre lucros corporativos (τ): 30%

– Desconto na venda de ativos (s): 25%

– Custo para emissão de ações (η) : 5%, baseado no estudo realizado por
Butler et al [25].

Os estados iniciais (para t = 0) das variáveis de estado são apresentados
abaixo:

– Caixa Inicial (c0): $0

– Ativo Inicial (k0): $0

– Dívida Inicial (d0): $0

– Dividendo Inicial (e0): $0

– Crédito Fiscal Inicial (ψ0): $0

Algumas outras premissas foram adotadas para tornar o estudo de casos
mais próximo da realidade:

– Custo de Carrego: foi considerado que o caixa aplicado na empresa rende
1% a menos que a taxa livre de riscos
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Capítulo 4. Estudo de Caso 31

– Imposto sobre dividendos: foi considerado que há retenção de impostos
em 12% sobre os dividendos pagos.

– Imposto sobre ganhos dos investidores: foi considerado que os ganhos em
renda fixa dos investidores é tributado em 25 %. De maneira prática esta
premissa apenas reduz em 25 % a taxa livre de risco.

4.1.1
Resultado Operacional

No modelo simplificado, descrevemos o resultado operacional hπt(kt, zt)
como função do valor de kt e de zt. Abaixo a equação utilizada para o resultado
operacional que passa a fazer parte do modelo.

fπ(kt, zt) = ztk
Γ
t (4-1)

Neste contexto, Γ é o fator de produtividade da empresa. Valores de
α<1 representam retornos decrescentes de escala e formam funções côncavas e
crescentes. Assim, considerando que esta função descreve a receita da empresa,
ou seja, seu valor é somado na FO, a função pode ser pode ser aproximada
por uma função linear por partes construída por diversos segmentos de reta,
obtidos pela derivada da função em diversos pontos. A figura 4.1 ilustra este
conceito, para Γ = 0.2, sendo d1 a d5 as retas tangentes à função original nos
pontos k=3, 5, 10, 20 e 30, respectivamente.

Figura 4.1: Dívida média para diferentes níveis de aversão a risco
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Como pode ser visto na figura 4.1 para valores de Γ<1, a aproximação
linear é feita por cima da função original. Assim podemos substituir a equação
4-1 pelo conjunto de restrições abaixo:

πt 6 zt(Al +Blkt), l = 1, ..., L

Seguindo Hennessy e Whited [3], utilizamos Γ = 0.689 e a variável
aleatória z, segue um processo AR(1) em log:

ln(zt+1) = ρ ln(zt) + εt+1

Onde εt+1 ∼ N(0,σ2
e).

Conforme método apresentado por Tauchen [42], este processo pode ser
descrito como uma cadeia de markov de estado-discreto, sendo dependente
apenas de ρ, σe e da quantidade de estados que desejamos simular. Em nosso
trabalho utilizamos os mesmos parâmetros descritos em [3], ρ=0,62, σe=0,15
e dividimos o espaço amostral em 20 estados.

4.1.2
Dívida

Para definirmos os níveis de captação, tomamos como referência a meto-
dologia desenvolvida pela agência Standard & Poor’s [43]. O principal cri-
tério para a definição do rating de uma empresa é a relação Dívida Lí-
quida(DL)/EBITDA (Earnings Before Income Tax, Depreciation and Amor-
tization - Lucro Antes do Imposto de Renda, Depreciação e Amortização).
A tabela 4.1, vincula cada nível de rating a um limite da relação Dívida Lí-
quida/EBITDA. Também incluímos o spread em relação a taxa livre de riscos
vinculado a cada nível de rating. Para estes spread utilizamos os valores for-
necidos por Damodaram [44].

Rating Média (DL/EBITDA) Spread

AAA/AA <1.5 0,7%
A <2.0 1,1%

BBB <3.0 1,6%
BB <4.0 3,0%
B <5.0 4,5%

Default >5.0 15,0%

Tabela 4.1: Rating e Spread Para cada nível de Dívida Líquida(DL)/EBITDA

A tabela 4.1, é divida em seis grupos de rating: AAA/AA, A, BBB, BB, B
e Default. Estes ratings são função da relação DL/EBITDA. Por exemplo, para
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que uma empresa tenha seu rating AAA/AA, sua relação DL/EBITDA precisa
ser menor do que 1.5. Ou seja, ela precisa gerar caixa suficiente para pagar toda
a dívida em 1,5 anos. O EBITDA em nosso modelo é representado pela variável
π e a relação DL/EBITDA para cada nível de rating é dada pelo parâmetro
ϕj. Assim, ∆t,j, o montante efetivamente captado a um determinado nível de
rating j em um determinado estágio t deverá ser menor do que o produto de
πt e ϕj. Portanto, as equações 3-8 a 3-11 passam a ter o seguinte formato:

fd(dt−1)−
6∑
j=1

γj ∆t,j = dt−1 (4-2)

∆t,j 6 πt ϕj ∀j = 1, ..., 6

N∑
i=1

∆t,j = dt−1

A tabela 4.2 apresenta os intervalos que serão considerados na análise.

∆t,j ϕj γj

∆t,1 1.5 0,7%
∆t,2 0.5 1,1%
∆t,3 1 1,6%
∆t,4 1 3,0%
∆t,5 1 4,5%
∆t,6 > 15,0%

Tabela 4.2: ∆, ϕ e γ

4.2
Resultados

Nesta seção descreveremos os resultados da simulação do modelo descrito
no Capítulo 3 e as premissas descritas na seção 4.1. Para a resolução e simulação
dos modelos PDDE utilizamos o Framework desenvolvido por Dowson e
Kapelevich [45] para a linguagem de programação Julia. O solver utilizado
foi o Gurobi, versão 7.5.2. Para cada modelo as respectivas políticas ótimas
foram simulados 1000 cenários. O problema do caso base para λ = 0.5 foi
resolvido em 187 segundos utilizando um MacBook Pro com processador Intel
Core i7 de 2.7 Ghz e 16 GB de memória. O modelo foi simulado em 50 estágios
nas instâncias padrão do Framework desenvolvido por Dowson e Kapelevich
[45].
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Capítulo 4. Estudo de Caso 34

Em relação aos resultados obtidos, é importante destacar que os primeiros
estágios refletem o início da empresa sendo que a mesma entra em regime a
partir do décimo estágio, aproximadamente. Outro ponto importante de nota
é o end effect. Uma vez que os ativos da empresa serão vendidos ao final de 50
períodos, a partir de um determinado momento, o montante ótimo de capital
(ativos) decai, afetando todas as demais variáveis.

As figuras 4.2 - 4.5 apresentam os resultados médios, o P10 e o P90 das
simulações das políticas ótimas por estágio para diferentes valores de aversão
a risco, aqui parametrizados por λ, no formato definido na equação 3-29. Estes
resultados são importantes para entendermos o impacto da aversão a risco na
política ótima definida para a empresa.

Figura 4.2: Dívida para diferentes níveis de aversão a risco
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Figura 4.3: Ativo para diferentes níveis de aversão a risco

Figura 4.4: Dividendos para diferentes níveis de aversão a risco
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Capítulo 4. Estudo de Caso 36

Figura 4.5: Alavancagem para diferentes níveis de aversão a risco

A partir da análise dos gráficos acima é possível perceber que, na
média, quanto maior a aversão a risco, menor a captação de recursos por
dívidas, menor o nível de investimento e, consequentemente, menor o nível de
dividendos e de alavancagem. Também é possível verificar que, na média, há
estabilidade nestes resultados.

Um ponto interessante é que, mesmo sendo possível para a empresa
financiar todas as suas atividades por meio de emissão de capital próprio,
em geral, é ótimo que a empresa financie parte de suas atividades por meio de
dívidas, mantendo alguma alavancagem por quase todo o período analisado.

Os valores médios apresentados acima, permitem a verificação do efeito
de considerarmos aversão a risco em MITD. Os resultados encontrados para o
caso neutro a risco (λ = 0) são coerentes com outros estudos [3, 18] que adotam
premissas semelhantes às adotadas neste trabalho. Entretanto a alavancagem
média, para níveis altos de aversão a risco é próxima de zero, conforme
Figura 4.5. Este resultado pode ser uma explicação para fatos estilizados
levantados em [46] e ajudam a ilustrar porque algumas firmas possuem níveis
de alavancagem inferiores ao que seria esperado pelos modelos de estrutura de
capital tradicionais.

A equação 4-3 apresenta a relação entre a função de valor futuro do
modelo analisado (Q0), o valor esperado do pagamento ótimo de dividendos
(E[e∗t ]) e o custo de capital próprio para a empresa (Re).
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Q0 =
T∑
t=1

 E[e∗t ]
(1 +Re)t

 (4-3)

Assim, uma vez que Q0 e E[e∗t ] são conhecidos, utilizando um procedi-
mento de busca não linear, podemos calcular o custo de capital próprio da
empresa (Re). A figura 4.6 apresenta os resultados para diferentes valores de
λ. Podemos verificar que para λ = 0, o valor de Re é exatamente a taxa livre
de riscos (r) líquida de impostos.

Figura 4.6: Custo de capital próprio em função do grau de aversão a risco

O modelo descrito neste trabalho também nos permite verificar a relação
risco retorno entre as diferentes políticas financeiras para os diferentes níveis
de aversão a risco. Para este fim adotaremos o seguinte procedimento:

i simulação de 1000 cenários, aplicados para políticas com λ variando em
0 e 1.0 ;

ii cálculo do valor presente dos dividendos para cada cenário em cada
política, utilizando como taxa de desconto a taxa livre de risco (r) ;

iii cálculo da média e desvio padrão dos valores presentes mencionados no
item acima;

A partir do procedimento acima é possível apresentar uma "fronteira
eficiente" para diferentes políticas de investimento, considerando diferentes
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níveis de aversão a risco. A Figura 4.7 apresenta estes resultados. Conforme
podemos reparar, as políticas formuladas para alguns valores de λ não são
eficientes. Isto pode ser explicado pelo fato das políticas terem sido formuladas
para maximização da combinação convexa entre valor esperado e CVAR e não
para a minimização do desvio padrão do valor da empresa.

Figura 4.7: Fronteira eficiente para políticas financeiras

Os efeitos da inclusão de medidas de risco que levam em consideração a
aversão a risco, apesar de fornecerem intuições importantes sobre o funciona-
mento dos modelos não são suficientes para entendermos as políticas ótimas
para a firma em nosso estudo de caso. Dessa forma, é importante buscar uma
melhor intuição sobre o que define a política ótima. As Figuras 4.8, 4.9, 4.10
apresentam, para diferentes valores de λ, o comportamento das principais va-
riáveis do modelo entre os estágios 20 e 30 para três cenários selecionados.
Para definirmos a cor de cada marcador dividimos os 20 estados da cadeia de
Markov do nosso modelo em quatro grupos. A cor verde representa os estados
"altos", ou seja aqueles estados nos quais a variável zt possui os maiores valores,
a cor amarelo representa os estados "médio altos", o laranja os estados "médio
baixos"e o vermelho os estados "baixos".

Pelos gráficos da figura 4.8 é possível verificar que, de forma geral, a
empresa emite dívida em cenários altos, o que está associado a investimentos
(aumento do ativo). Também é possível verificar que não há pagamento de
dividendos enquanto a empresa possui dívidas e que o grau de aversão a risco
influi diretamente na política da empresa.
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Figura 4.8: Principais variáveis do modelo para o cenário de alta

Quando o cenário é de baixa, como o apresentado na figura 4.9 verificamos
que os níveis de investimentos e dívidas se mantém baixos. Eventualmente, em
cenários médios a empresa pode fazer uma captação no intuito de aumentar o
patamar de investimentos.

Já a figura 4.10, apresenta um cenário de retomada, no qual, após alguns
períodos de baixa a empresa, rapidamente, tem uma melhora de receita. Neste
cenário, independente da aversão a riscos, haverá alguma captação para subir
o nível de investimentos e aproveitar a melhora de cenário.

Figura 4.9: Principais variáveis do modelo para o cenário de baixa
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Figura 4.10: Principais variáveis do modelo para o cenário de retomada

Ainda no intuíto de entender o funcionamento da política ótima, apresen-
tamos as Figuras 4.11, 4.12, 4.13 e 4.14, nas quais buscamos verificar possíveis
relações entre as variáveis do modelo. Na Figura 4.11 pretendemos analisar se
uma receita mais alta da empresa acarreta em maior pagamento de dividen-
dos. A figura 4.12 mostra a relação entre os dividendos e a aquisição de novas
dívidas na tentativa de verificar se o modelo, em alguma situação aumenta a
alavancagem da empresa para retornar recursos para o acionista. A figura 4.13
tem como objetivo avaliar se a emissão de dívidas está relacionada a necessi-
dade da empresa investir e a figura 4.14 tenta explicar o que levaria a empresa
a aumentar o seu nível de ativos. As análises abaixo foram feitas em um único
estágio mas representam o comportamento das variáveis para todo o período
que o modelo está em regime.

Na Figura 4.11 temos 1000 cenários de Receita (eixo x) e Dividendos
(eixo y) simulados para o estágio 20. A cor do marcador representa o nível de
investimento para aquele cenário. Assim, marcadores verdes são cenários nos
quais os investimentos superam o valor da depreciação do ativo, marcadores
laranja são cenários nos quais o valor do investimento está entre 0 e o valor da
depreciação, marcadores amarelos representam os cenários em que não houve
investimentos e marcadores vermelhos cenários em que houve venda de ativos.

Conforme pode ser observado, quando não ocorrem investimentos, há
uma relação positiva entre os dividendos pagos e a receita da empresa. Na
maioria dos cenários em que o investimento é maior do que a depreciação, não
há pagamento de dividendos.
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Figura 4.11: Receita e Dividendos

Na Figura 4.12 temos 1000 cenários de Dividendos (eixo x) e Dívidas (eixo
y) simulados para o estágio 20. Como pode ser verificado, não há pagamento de
dividendos em cenários nos quais há dívidas. Neste caso há uma política clara:
a empresa não paga dividendos enquanto tiver dívidas. Como sensibilidade, na
seção 4.3.2 verificaremos o comportamento do modelo a diferentes políticas de
dividendos.

Figura 4.12: Dividendos e Dívidas

Na Figura 4.13 temos 1000 cenários de Investimentos (eixo x) e Dívidas
(eixo y) simulados para o estágio 20. A cor do marcador representa se a
empresa já tinha dívida no período anterior ou não, sendo que o marcador azul
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representa que a empresa não tinha dívidas no período anterior e o marcador
vermelho representa que a empresa tinha dívida no período anterior. Pelo
gráfico fica claro que a empresa passa a captar novas dívidas a partir de algum
patamar de investimentos (para λ = 0.0, por exemplo, um pouco antes de $25).

Figura 4.13: Investimentos e Dívidas

As Figuras 4.11 e 4.13 apontam o nível de investimento como um fator
determinante tanto para a definição do pagamento de dividendos quanto para
a política de captação de dívidas. Entretanto, não é possível precisar o que
define a política de investimentos da empresa.

Na Figura 4.14 temos 1000 cenários da função de valor futuro (eixo
x) e investimentos (eixo y) simulados para o estágio 20. A cor do marcador
representa o valor do ativo. Assim, marcadores verdes são cenários nos quais
o ativo está no primeiro quartil (maiores valores), marcadores laranja são
cenários nos quais o valor do ativo está no segundo quartil, marcadores
amarelos representam os cenários nos quais os ativos estão no terceiro quartil
e marcadores vermelhos cenários nos quais os ativos estão no quarto quartil.
Conforme pode ser observado, a relação entre investimentos e a função de valor
futuro é positiva.
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Figura 4.14: Função de Valor Futuro e Investimentos

4.3
Sensibilidades

Esta seção está dividida em três partes: (i)sensibilidade do modelo
a variações em seus principais parâmetros; (ii) avaliação de políticas de
dividendos rígidas, em que verificamos os efeitos de uma política de dividendos
regularizada ao longo do tempo e (iii) avaliação de políticas de alavancagem
fixa, em que verificamos os efeitos de uma política rígida da relação entre dívida
e capital, em diferentes níveis.

4.3.1
Sensibilidade aos principais parâmetros do Modelo

Nesta seção apresentaremos como as principais variáveis se comportam
quando alteramos os principais parâmetros do modelo. Os valores de d, k e
d/k são apresentados em seus valores médios.

A tabela 4.3 apresenta os valores de d, k e d/k para diferentes níveis de δ.
A taxa de depreciação afeta diretamente o nível de investimentos, uma vez que
o custo de reposição é menor tornando o ativo mais rentável. Entretanto, para
valores menores de δ, a alavancagem é menor. Isso ocorre uma vez que o ativo
deprecia mais devagar, assim, menos recursos são necessários para compensar
o custo de depreciação.
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λ
δ = 0, 05 δ = 0, 15 δ = 0, 25

d k d/k d k d/k d k d/k
0,0 62,2 1,7m 0,03 11,8 88,5 0,09 2,5 20,2 0,09
0,2 26,2 702,0 0,03 5,9 63,6 0,08 1,2 15,8 0,06
0,4 18,2 609,3 0,03 5,0 51,6 0,08 0,8 12,8 0,05
0,6 22,3 467,1 0,04 3,4 41,3 0,06 0,4 10,2 0,03
0,8 10,5 353,8 0,03 2,1 33,1 0,05 0,1 8,2 0,01
1,0 8,8 321,3 0,02 1,4 27,0 0,04 0,1 7,4 0,00

Tabela 4.3: Dívida, ativo e alavancagem em função da depreciação

A tabela 4.4 apresenta os valores de d, k e d/k para diferentes níveis de
rf . À medida que a taxa livre de risco aumenta, o investimento cai, em função
do aumento dos custos da empresa (no caso, custo financeiro). Por outro lado,
a alavancagem aumenta uma vez que, proporcionalmente, o spread de captação
cai.

λ
rf = 0, 5% rf = 2, 5% rf = 4, 5%

d k d/k d k d/k d k d/k
0,00 9,6 151,4 0,06 14,7 99,5 0,10 7,4 61,2 0,10
0,25 12,7 108,6 0,08 5,7 64,2 0,08 5,4 46,6 0,09
0,50 4,0 71,9 0,04 4,5 50,3 0,07 2,4 33,7 0,06
0,75 4,1 57,9 0,06 2,4 38,1 0,05 1,5 26,9 0,04
1,00 2,3 42,5 0,04 1,6 28,9 0,04 0,7 20,3 0,03

Tabela 4.4: Dívida, ativo e alavancagem em função de rf

A tabela 4.5 apresenta os valores de d, k e d/k para diferentes níveis
de τ . A alíquota de imposto de renda afeta a política de investimentos e de
endividamento. Se por um lado, a medida que a alíquota de imposto de renda
sobe, os ativos se tornam menos rentáveis, por outro há mais vantagem na
emissão de dívidas, em função do Tax shield (abatimento fiscal dos juros).
Uma alíquota de imposto de renda de 45 % leva a uma alavancagem de
aproximadamente 0,4.

A tabela 4.6 apresenta os valores de d, k e d/k para diferentes níveis de
produtividade da empresa (Γ). Conforme pode ser verificado, apesar da política
de investimentos variar substancialmente com o aumento de Γ, a alavancagem
da empresa não se altera muito.
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Capítulo 4. Estudo de Caso 45

λ
τ = 0% τ = 15% τ = 30% τ = 45%

d k d/k d k d/k d k d/k d k d/k
0,00 7,3 124,1 0,04 8,8 111,9 0,05 15,3 100,0 0,10 37,8 83,9 0,40
0,25 2,3 75,0 0,02 2,8 69,9 0,03 5,8 64,0 0,08 25,7 58,0 0,41
0,50 1,7 58,3 0,02 2,7 55,0 0,04 4,6 50,4 0,07 18,7 45,6 0,38
0,75 1,1 44,0 0,02 1,6 41,2 0,03 2,4 38,1 0,05 13,8 33,4 0,38
1,00 0,9 34,6 0,02 1,2 31,7 0,03 1,6 28,9 0,04 11,1 26,0 0,40

Tabela 4.5: Dívida, ativo e alavancagem em função da Alíquota de Imposto de
Renda

λ
α = 0, 589 Γ = 0, 689 Γ = 0, 789 Γ = 0, 889

d k d/k d k d/k d k d/k d k d/k
0,0 0,6 21,5 0,03 8,4 86,6 0,07 194,8 1,9m 0,08 431,7m 2,54M 0,1
0,2 0,6 21,2 0,03 7,2 66,7 0,08 218,2 1,3m 0,11 130,2m 1,69M 0,06
0,4 0,6 20,7 0,03 6,1 46,8 0,1 75,8 685,2 0,08 177,2m 1,18M 0,11
0,6 0,9 19,1 0,04 2,4 30,4 0,05 47,1 502,3 0,07 33,9m 262,9m 0,08
0,8 1,0 13,5 0,05 0,8 24,1 0,03 33,3 354,2 0,07 9,6m 187,m 0,04
1,0 0,1 8,0 0,01 0,5 22,5 0,02 18,1 253,8 0,05 4,8m 167,9m 0,02

Tabela 4.6: Dívida, ativo e alavancagem em função de Γ

4.3.2
Políticas de Dividendos Rígida

Para esta sensibilidade, tomamos como parâmetro λ = 0.5. A ideia é
verificar como o modelo se comporta para diferentes políticas de dividendos.
A primeira política (Política 1) é aquela avaliada no caso base, ou seja, não
há restrições impostas para a distribuição de dividendos. A segunda política
(Política 2) assegura que os dividendos em t sejam maiores ou iguais a 90%
dos dividendos de t − 1, assim é possível reduzir gradativamente os níveis de
dividendos.

Já a terceira política (Política 3), estipula aos dividendos em t sejam
maiores ou iguais que os dividendos de t− 1, ou seja, devem ser constantes ou
crescentes, entretanto, esta política foi implementada de maneira escalonada.
No estágio t = 10 os dividendos em t deveriam ser maiores 20% dos dividendos
de t = 9, em t = 11, maiores ou iguais que 40% dos dividendos de t = 10 e
assim por diante até o período t = 14, a partir do qual deverá ser maior ou
igual que 100% dos dividendos de t = 13.
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Capítulo 4. Estudo de Caso 46

A última política de dividendos estudada (Política 4), estipula que os
dividendos do estágio t deverão ser maiores ou iguais que 25% do resultado
operacional no estágio t (πt) O modelo foi simulado considerando as restrições
4-4, 4-5 e 4-6, entre os estágios 10 e 40, para as políticas 2, 3 e 4, respectiva-
mente.

et > 0, 9et−1 (4-4)

et > min{1, (t− 9)0, 2}et−1 (4-5)

et > 0, 25πt (4-6)

A figura 4.15 apresenta o impacto das diferentes políticas de dividendos.
Conforme pode ser visto, as políticas de dividendos 2, 3 e 4 levam a empresa a
aumentar sua alavancagem. No caso da política 3 há mudanças, inclusive, na
política de investimentos. De forma geral, caso a empresa adote a política 3, é
ótimo que, antes da entrada em vigor desta política (a partir do estágio 10), a
empresa faça a emissão de uma dívida para pagamento de dividendos. Após a
entrada em vigor da política, os dividendos crescem, em média, ao longo dos
anos.

Figura 4.15: Políticas de Dividendos

Para verificar o impacto que estas políticas de dividendos têm sobre o
valor da empresa adotamos o seguinte procedimento:

i Cálculo do Re, para cada política utilizando a equação 4-3;
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Capítulo 4. Estudo de Caso 47

ii simulação de 1000 cenários, aplicados a cada uma das três políticas ;

iii cálculo do valor presente dos dividendos para cada cenário em cada
política, utilizando como taxa de desconto o Re do item (i), acima;

iv para cada política, foi feito o cálculo de um estimador de média amostral
dos dividendos descontados;

v cálculo do intervalo de confiança de 95% para a média da diferença entre
o valor da empresa para o acionista (valor de mercado do capital próprio)
na política irrestrita (Política 1) e o valor da empresa na política restrita
(Políticas 2, 3 e 4).

A tabela 4.7 apresenta o resultado do procedimento acima em valor
absoluto e relativo para a política 2 (P2 - dividendos maiores ou iguais a 90%
dos dividendos do período anterior, para política 3 (P3 - dividendos maiores ou
iguais aos dividendos do período anterior) e para a política 4 (P4 - dividendos
maiores ou iguais que 25% do resultado operacional).

Alavancagem (d/k) Intervalo de Confiança Intervalo de Confiança (%)

P2 [0,04 ; 0,08 ] [0,06% ; 0,11% ]
P3 [0,04 ; 0,10 ] [0,05% ; 0,13% ]
P4 [0,08 ; 0,11 ] [0,11% ; 0,15% ]

Valor da Empresa no Caso Base (P1) : 73,92

Tabela 4.7: Intervalo de confiança para políticas de dividendos

Assim, apesar de haver diferenças significativas nas políticas ótimas de
investimento e alavancagem para cada tipo de política, não há uma diferença
relevante no valor da empresa para as diferentes políticas de dividendos. Este
resultado difere, em parte, do que é proposto na teoria clássica de estrutura de
capital e políticas de dividendos estabelecida por Modigliani e Miller [5, 47]. Se
por um lado a política de dividendos não afeta o valor da empresa (conforme
proposto por Modigliani e Miller) ela afeta a política de investimentos da
empresa 1.

1Em [47], Miller e Modigliani defendem a irrelevância de política de dividendos de uma
empresa. Neste trabalho concluímos que embora não afete o valor da empresa, a política de
dividendos não pode ser considerada irrelevante uma vez que afeta a política de investimentos
da empresa.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613060/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº null

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613060/CA



Capítulo 4. Estudo de Caso 48

4.3.3
Políticas de Alavancagem Rígidas

Para esta sensibilidade, tomaremos como parâmetro λ = 0.5. Neste caso,
simulamos modelos nos quais a restrição de alavancagem mínima (dt

kt
) varia

entre 0% e 100%. Também é simulado um caso no qual não há a possibilidade
de captar dívida (dt = 0). A ideia é verificar como o modelo se comporta
na presença de uma restrição de alavancagem mínima. A sensibilidade foi
feita considerando a restrição de alavancagem até o estágio 40. Importante
destacar que k é o valor de livro dos ativos, ou seja, esta restrição não leva em
consideração o valor de mercado da empresa.

A figura 4.16 mostra que a dívida é proporcional à restrição de alavanca-
gem, ou seja, quanto maior a necessidade de alavancagem, maior a dívida. Por
outro lado, o valor dos ativos diminui, à medida que a necessidade de alavan-
cagem aumenta. Este resultado, contraria o que foi proposto em [5] uma vez
que, no caso simulado, a política financeira da empresa (relação dívida-capital
próprio) influencia as decisões de investimento.

Figura 4.16: Dívida Média para diferentes níveis de alavancagem

A figura 4.16, também apresenta a evolução dos dividendos para as di-
ferentes políticas de alavancagem. Como pode ser visto, a política de alavan-
cagem máxima propõe, em média, dividendos maiores no início e menores ao
longo da vida da empresa.

Para verificar o impacto que estas políticas de alavancagem rígidas têm
sobre o valor da empresa adotamos o seguinte procedimento:
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Capítulo 4. Estudo de Caso 49

i Cálculo do Re, para cada política utilizando a equação 4-3;

ii simulação de 1000 cenários, aplicados a cada uma das políticas de
alavancagem;

iii cálculo do valor presente dos dividendos para cada cenário em cada
política, utilizando como taxa de desconto o Re do item (i), acima;

iv para cada política, foi feito o cálculo de um estimador de média amostral
dos dividendos descontados;

v cálculo do intervalo de confiança de 95% para a média da diferença entre
o valor da empresa para o acionista (valor de mercado do capital próprio)
na política irrestrita (sem restrição de alavancagem) e o valor da empresa
na política restrita (com restrição de alavancagem).

A tabela 4.8 apresenta o intervalo de confiança mencionado no parágrafo
acima em valor absoluto e relativo.

Alavancagem (d/k) Intervalo de Confiança Intervalo de Confiança (%)

= 0% [1,37 ; 1,47 ] [1,85% ; 1,99% ]
> 10% [0,26 ; 0,29 ] [0,35% ; 0,39% ]
> 20% [0,55 ; 0,59 ] [0,74% ; 0,8% ]
> 30% [0,85 ; 0,92 ] [1,16% ; 1,24% ]
> 40% [1,28 ; 1,37 ] [1,73% ; 1,85% ]
> 50% [1,92 ; 2,04 ] [2,59% ; 2,76% ]
> 60% [2,72 ; 2,88 ] [3,68% ; 3,90% ]
> 70% [3,65 ; 3,86 ] [4,94% ; 5,22% ]
> 80% [4,92 ; 5,18 ] [6,66% ; 7,00% ]
> 90% [6,43 ; 6,75 ] [8,70% ; 9,13% ]
> 100% [8,11 ; 8,50 ] [10,97% ; 11,50% ]

Valor da Empresa no Caso Base : 73,92

Tabela 4.8: Intervalo de confiança para políticas de alavancagem

A partir da tabela 4.8 e da figura 4.16, podemos concluir que uma
política de alavancagem rígida impacta a política de investimentos, a política
de dividendos e o próprio valor para o acionista. De maneira geral, quanto
maior a alavancagem, menor o valor da empresa para o acionista.

Os resultados da tabela 4.8 também nos permitem calcular o valor
esperado do valor de mercado do capital próprio da empresa (E) para diferentes
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valores de alavancagem mínima. A figura 4.16 nos permite verificar que, no
período em regime, a dívida da empresa é, em média, constante nos permitindo
calcular o valor de mercado da dívida da empresa (D). Além disso, uma vez que
as dívidas modeladas são válidas por apenas um período, podemos garantir que
as mesmas estão a valor de mercado e sua taxa de juros (Rd) pode ser calculada
simplesmente dividindo ft (valor pago) por dt−1 (valor captado).

Com as informações mencionadas no parágrafo acima, é possível calcular
o custo médio ponderado de capital da empresa (Ra) a partir da equação
abaixo, proposta por Modigliani e Miller [5]:

Ra = (E/V )Re + (D/V )Rd(1− τ) (4-7)
A partir da equação 4-7 e dos valores de E e D e V 2 mencionados

acima, podemos construir o gráfico a seguir utilizando dados simulados e a
metodologia e parâmetros estabelecidos neste trabalho.

Figura 4.17: Ra, Re e Rd em função da alavancagem (d/e)

Na figura 4.17 a alavancagem apresentada no eixo x foi calculada da
forma proposta por Modigliani e Miller [5], ou seja, considera os valores de
mercado do capital próprio e da dívida. Este resultado só é possível pela
utilização da modelagem descrita na equação 4-2, que permite custos crescentes
de endividamento à medida que a alavancagem sobe.

2 V = E + D
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5
Conclusão

O objetivo desta dissertação foi contribuir com a literatura de Finanças
Corporativas utilizando técnicas avançadas de programação estocástica no
intuito de aproximar os modelos teóricos da forma como os agentes financeiros,
de fato, tomam decisões.

Neste trabalho, foi proposto um modelo de programação dinâmica esto-
cástica, para a determinação da política ótima de investimentos e financiamen-
tos considerando acionistas avessos a risco que enfrentam incerteza na receita
sob o capital investido e custos marginais de financiamentos não-decrescentes
com o nível de alavancagem da empresa.

O estudo de caso permitiu verificar como a aversão a risco dos agentes
financeiros afeta as políticas de investimento e financiamento. Foi possível
verificar também que, em contextos dinâmicos, decisões financeiras impactam
nas decisões de investimento.

As sensibilidades aos principais parâmetros do modelo mostraram que a
alíquota de imposto de renda é um fator relevante na definição da política de
alavancagem e a taxa de depreciação é determinante na definição da política de
investimentos. Também foi possível verificar, para políticas fixas de pagamento
de dividendos, como as políticas de investimento e endividamento são alteradas
sem que a empresa perca valor.

Por fim, conseguimos verificar como a empresa se comporta à medida que
a alavancagem sobe em um contexto de taxas de captações crescentes com o
nível de alavancagem, sendo possível, inclusive, verificar as proposições teóricas
levantas por Modigliani e Miller. Esta análise não é possível de ser reproduzida
pelos modelos tradicionais que abordam a taxa de captação como fixa.

O modelo utilizado nesta dissertação pode ser adaptado para tratar de
questões que fogem do escopo deste trabalho. Uma aplicação possível seria uti-
lizar a metodologia apresentada nesta dissertação para explicar a manutenção
excessiva de recursos em caixa que algumas empresas possuem. A expectativa
de mudança tributária, ou eventuais oportunidades de aquisição poderiam ser
temas estudados com pequenas adaptações na modelagem apresentada.

Outra aplicação interessante seria verificar os resultados dessa metodo-
logia para empresas multinacionais, expostas a diferentes regimes tributários
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e a riscos cambiais, por exemplo.
Modelos desta natureza também podem ser aplicados a outros campos de

Finanças Corporativas, como Governança Corporativa. Poderiam ser tratados,
por exemplo, problemas de agente principal, assimetria de informação, entre
outros. É possível propor um modelo no qual a taxa de captação é definida a
partir das sinalizações que a empresa passa ao mercado.

Uma outra proposta para trabalhos futuros está no aprofundamento do
estudo de medidas de risco para o modelo, em especial, o comportamento de
medidas de probabilidade neutra a risco.
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A
Conceitos Básicos de Programação Estocástica

Modelos de Programação Linear Estocástica

Nesta apêndice vamos apresentar uma abordagem bastante resumida de
metodologias descritas em detalhes nos trabalhos de Pereira e Pinto [48] e
Shapiro et al [49].

Problemas de Programação Linear podem ser divididos em: determinís-
ticos ou estocásticos. Problemas de natureza determinística são aqueles em
que os parâmetros da FO e das restrições são conhecidos. Por outro lado, pro-
blemas estocásticos consideram incertezas em sua modelagem a medida que
incorporam variáveis aleatórias (de distribuição de probabilidade conhecida)
na FO e/ou nas restrições.

Problemas de natureza estocástica, por sua vez, podem ser divididos
entre problemas de dois estágios, e problemas multi-estágio descritos, descritos
abaixo.

Programação linear estocástica em dois estágios

Um modelo de programação estocástica em dois estágios é caracterizado
pela existência de um primeiro estágio no qual as decisões devem ocorrer antes
da realização dos parâmetros de riscos e um segundo estágio no qual as escolhas
(decisões de recurso) são tomadas com todos os cenários revelados. Neste caso
adotaremos a seguinte formulação:

min
x

c>x +Q(x)

s. a Ax = b

x > 0

Onde x é o vetor contendo as decisões de primeiro estágio, a matriz A
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Apêndice A. Conceitos Básicos de Programação Estocástica 59

representa os coeficientes determinísticos do problema e Q(x)= E[Q(x,ξ)], ou
seja, é o valor esperado da função de segundo estágio Q(x,ξ):

Q(x, ξ) = min
y

q>y(ξ)

s. a W (ξ)y(ξ) + T (ξ)x = h(ξ)

y(ξ) > 0

Onde y(ξ) é um vetor de variáveis dependentes dos valores de ξ e W(ξ) e T(ξ)
são matrizes de coeficientes estocásticos dependentes de ξ. Adicionalmente,
assumindo uma distribuição de probabilidade discreta, é possível escrever o
problema acima em um único programa linear que inclui todas suas realizações:

min
x,y

c>x +
N∑
i=1

pi(q>i yi)

s. a Ax = b

Tx +Wy = h

x, yi > 0 ∀i = 1, ...N

Onde pi é a probabilidade de ocorrência do cenário i. O Problema escrito
desta forma é um problema de otimização linear, uma vez que, sua FO e suas
restrições são funções lineares das variáveis do problema e, por isso, pode ser
resolvido utilizando algoritmos para a resolução de problemas de programação
linear.

Programação linear estocástica em multiestágios

Muitas vezes uma abordagem de dois estágios não é suficiente para repre-
sentar adequadamente problemas que envolvem tomadas de decisão recorrentes
ao longo do tempo. Os problemas reais, particularmente os tratados neste es-
tudo, têm natureza multiestágios, ou seja, as decisões tomadas hoje afetam as
tomadas de decisões por vários períodos à frente. Nestes modelos as incertezas
do processo estocástico são reveladas e cada decisão depende de todos os dados
já revelados e independe das realizações futuras.
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Apêndice A. Conceitos Básicos de Programação Estocástica 60

decisão(x1)→observação(ξ2)→decisão(x2)→ . . . → observação(ξN)→ decisão(xN)

A definição matemática deste problema é a extensão do modelo de dois
estágios, conforme apresentado abaixo.

max
A1x1=b1

x1≥0

c>1 x1 + Et

 max
A2x2=b2−B2x1

x2≥0

c>2 x2 + . . .+ ET
[

max
AT xT =bT−BT xT −1

xT≥0

c>T xT


O problema multiestágio, em sua forma dinâmica, pode ser representado

da seguinte maneira:

Qt+1(xt) = Et[Qt+1(xt, ξt+1)] (A-1)

Qt(xt−1, ξt) = min
xt

c>t xt +Qt+1(xt)

s. a Btxt−1 + Atxt = bt

xt > 0

Onde x0 é conhecido e QT+1(xT) = 0.

Programação Dinâmica (PD)

A PD é uma abordagem de otimização que transforma um problema
complexo (em geral de natureza multiestágio) em uma sequência de problemas
mais simples. Problemas de PD possuem três características fundamentais que
os descrevem: (i) estágios, (ii) estados e (iii) otimização recursiva.

Uma característica dos problemas de PD é a sua divisão por estágios,
os quais são otimizados sequencialmente. Embora seja resolvido um problema
para cada estágio, sua solução contribui para a definição das características
do problema do estágio anterior. Em geral os estágios de um problema de
programação dinâmica representam diferentes períodos de tempo.

A cada estágio do problema de otimização estão associados estados
do sistema. Os estados refletem as informações necessárias para avaliar as
consequências que a decisão atual tem sobre os estágios futuros e devem conter
informações suficientes para que decisões futuras sejam tomadas independente
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de como o sistema chegou àquele estado.
A ideia de otimização recursiva é alcançar a solução do problema multi-

estágio resolvendo, sequencialmente, problemas de um estágio. De maneira
geral, o primeiro estágio a ser analisado é o último, seguido do penúltimo
e assim sucessivamente até o primeiro estágio através de um procedimento
conhecido como indução regressiva (backward recursion).

A base do procedimento de otimização recursiva é o chamado princípio
da otimalidade definido por Bellman [50]: “para um dado estado do sistema,
a política ótima para os estados remanescentes é independente da política de
decisão adotada em estados anteriores”.

Programação Dinâmica Estocástica (PDE)

Quando tratamos de um problema de PDE, a decisão em um determinado
estado ou estágio do sistema não determina, por si só, o estado do sistema no
próximo estágio. Não há, como no caso determinístico, uma trajetória única. A
solução será representada por um conjunto de decisões ótimas com cada uma
delas associada a um estado do estágio correspondente. Ao conjunto de todas
as decisões ótimas denominamos política ótima.

Para tal, utilizamos um procedimento chamado indução regressiva, uma
vez que os estados do último estágio são avaliados primeiro e, em seguida,
os estágios anteriores são avaliados calculando o valor esperado de qualquer
decisão. O processo de indução regressiva é dado da seguinte forma:

i Calcula-se a função de valor ótimo no estágio t = T , este é diretamente
o valor esperado de cada estado em t = T ;

ii Em seguida, calculamos a função recursiva de otimalidade para o estágio
anterior (t = T − 1), isto é feito resolvendo um problema de otimização
de um estágio, avaliando as incertezas consideradas no problema e a
utilização da função de custo futuro de t+ 1;

iii Para cada estado do estágio anterior, selecionamos a decisão que tem
o máximo (ou mínimo) valor esperado. Uma vez que a função de valor
ótimo para o estágio t = T − 1 foi determinada, continuamos de forma
análoga para determinar as funções de valor ótimo em estágios anteriores
(t = T − 2, ...1).

Entretanto, conforme descrito por Bellman [50], a PDE sofre do “mal
da dimensionalidade”. Isto ocorre pois seu algoritmo, inclui a enumeração de
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todas as possíveis soluções o que em casos mais complexos torna inviável a
solução do problema.

Programação Dinâmica Dual Estocástica (PDDE)

Em função da "maldição da dimensionalidade", descrito anteriormente,
em alguns casos é recomendável a utilização da PDDE que supera este
problema uma vez que assume que as variáveis são independentes no tempo.
Dessa forma, é feita uma aproximação linear para a função de custo futuro
em cada estágio, utilizando amostras aleatórias e independentes dos cenários
e utilizando a técnica de decomposição de Benders, proposta por [48] para
compartilhar cortes entre cenários.

Conforme mencionado por Silva [51] e Matos[52], de maneira sucinta,
para ser possível compartilhar o corte de um cenário com os demais cenários
é necessário que:

– o corte seja válido para todos os nós do estágio em que o corte está sendo
adicionado, ou seja, a solução dual utilizada para determinar o corte deve
ser uma solução viável do problema dual dos nós descendentes, conforme
[53] e;

– a função de custo futuro seja única para cada estágio t. Assim, consi-
derando independência temporal do processo estocástico e convexidade,
aproximações da função de t obtidas em determinado estado do sistema
são validas para outros estados.

O algoritmo do PDDE é dividido em três partes: (i) escolha aleatória e
independente dos cenários a serem considerados (ii) recursão progressiva no
tempo e (iii) recursão regressiva no tempo.

A recursão progressiva consiste em resolver o problema de cada nó em
ordem cronológica (t=1, 2, ..., T) considerando apenas os cenários sorteados.
Para cada cenário e estágio o algoritmo avalia a solução ótima usando a
aproximação atual da função de custo futuro.

A recursão regressiva segue ordem inversa (t=T, T-1,...1). Nesta etapa
são adicionados os cortes de Benders e são consideradas todas as realizações
obtidas naquele estágio.

O método descrito acima é largamente utilizado em problemas de pla-
nejamento energético, [52] e apresenta uma bibliografia extensa da aplicação
do PDDE neste campo. Em relação a aplicação desta técnica em finanças,
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pode-se citar o trabalho de Valladão et al [54] que utiliza o PDDE na alocação
ótima de carteira. Entretanto, não foi encontrado, na literatura, uso de técni-
cas de PDDE para problemas de gestão de fluxo de caixa. Mais detalhes sobre
a técnica podem ser encontrados em [48] e [49].

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613060/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº null

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1613060/CA



B
Glossário

Neste apêndice faremos um glossário de todas as variáveis que aparecem
ao longo do texto.

Ra: Retorno esperado sobre os ativos da firma
Re: Custo de Capital Próprio ou custo de equity
Rd: Custo de dívida
V : Valor da Firma
E: Valor do Capital Próprio (equity)
D: Valor da dívida
Vt: Valor da firma no modelo MITD em t

Programação Dinâmica

Variáveis de estado:
kt: total do ativo em t

ct: caixa em t

dt: dívida captada em t

ψt: estoque de créditos fiscais em t

Variáveis de decisão:
et: dividendos pagos (positivo) ou aportes (negativo) em t

πt: resultado operacional da empresa em t

yt: lucro operacional em t

∆t,j: valor Captado a cada nível j de taxa de juros em t

ut: custo transacional da emissão de ações (aporte) em t

nt: valor do desconto oferecido na venda de ativos em t

s: percentual de desconto aplicado na venda dos ativos
gt: imposto pago em t

at: uso dos créditos fiscais em t

it: investimento (positivo) ou da venda de ativos (negativo) em t
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Parâmetros:
r: taxa livre de risco
Rc: taxa de aplicação do caixa da empresa
δ: taxa de depreciação
γj: taxa de juros a cada nível j de captação
ϕj: limite a ser captado a cada nível j
Λ: custo de carrego
η: custo percentual associado à emissão de ações
τ : alíquota de imposto de renda corporativa
λ: coeficiente de aversão a risco
α: nível de confiança
Γ: fator de produtividade da empresa
Al: intercepto da reta tangente l da função de produtividade da empresa
Bl: coeficiente angular da reta tangente l da função de produtividade da

empresa
ρ: correlação entre ln(zt) e ln(zt+1) para o modelo AR(1)
εt+1: ruído do modelos AR(1)

Variáveis aleatórias:
zt: variável aleatória que representa choque na receita

Funções
fπ(kt, zt): capacidade operacional da empresa, definida em função do

ativo da empresa (kt e do choque aleatório (zt)
fd(dt−1): pagamento da dívida e juros em função da dívida no período

anterior

Outras definições:
Qt+1: função de valor futuro
Φt: medida de valor em t

φαt : CVaR ao nível de confiança α em t

T : Quantidade de períodos considerados no modelo.
J : Número de níveis de taxa de juros existentes para captação
L: Quantidade de segmentos de retas utilizadas na aproximação linear

da função de Cobb-Douglas.
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